
I. GROUPES DE LIE RÉELS (SUITE)

SÉANCE DU 22/11/07

2.12. Morphismes de groupes et d’algèbres de Lie. — (6) Par un ar-
gument de graphe, les théorèmes 2.60 et 2.55 se généralisent aux morphismes,
de la façon suivante.

D’abord, on va déduire du théorème 2.60 le théorème ci-dessous.

Théorème 2.76. — Soient H,H′ deux groupes de Lie et f : H → H′ un mor-
phisme de groupes continu. Alors f est une application C∞.

Pour la démonstration, on aura besoin du « théorème d’invariance de la
dimension » de Brouwer :

Théorème 2.77. — Soit U, resp. V, un ouvert non-vide de Rm, resp. de Rn. Si
U et V sont homéomorphes, alors m = n.

Démonstration. — Voir, par exemple, [Dold, IV.3.8]. (Ceci résulte du théo-
rème d’excision pour l’homologie singulière et du fait que Hi(Rn,Rn−{0}) = Z
si i = n, et = 0 sinon).

Corollaire 2.78. — Soit φ : G → G′ un morphisme de groupes de Lie. On
suppose que φ est un homéomorphisme. Alors φ est un difféomorphisme.

Démonstration. — Posons g = Lie(G) et g′ = Lie(G′). D’une part, il résulte
du théorème d’invariance de la dimension que dimG = dim G′, d’où dim g =
dim g′.

D’autre part, comme φ est injectif, Kerφ = {1} et donc, d’après le théorème
2.16, Ker dφ = Lie(Kerφ) = {0}. Donc dφ est injective, et donc bijective,
puisque dim g = dim g′. Comme φ est de rang constant, par « l’argument de
translation » :

dgφ ◦ d1`g = d1`φ(g) ◦ d1φ

(6)version du 22/11/07
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(cf. la preuve du théorème 2.16), alors dgφ est bijective pour tout g ∈ G. Donc
φ est un difféomorphisme local, et puisqu’il est bijectif, il en résulte que c’est
un difféomorphisme.

Remarque 2.79. — En utilisant le théorème plus fort « d’invariance du do-
maine » de Brouwer (si U est un ouvert non vide de Rm et φ : U → Rn une
application continue injective, alors m 6 n ; et si m = n alors φ est un ho-
méomorphisme de U sur φ(U), cf. [Dold, IV.7.4-5], voir aussi [GH], Exercices
18.10-11), on peut montrer que tout morphisme bijectif de groupes de Lie est
un difféomorphisme.

On peut maintenant démontrer le théorème 2.76.

Démonstration du théorème 2.76. — Soient H,H′ deux groupes de Lie et soit
f : H → H′ un morphisme de groupes continu. Alors, le graphe

Γf = {(h, f(h)) | h ∈ H}
est un sous-groupe fermé du groupe de Lie G = H × H′. Donc, d’après le
théorème 2.60, Γf est un sous-groupe de Lie fermé de G, c.-à-d., l’inclusion
τ : Γf ↪→ G est un morphisme de groupes de Lie.

Soit φ = pr1 ◦ τ : Γf → H, (h, f(h)) 7→ h. Alors φ est un morphisme de
groupes de Lie et un homéomorphisme (l’homéomorphisme inverse étant h 7→
(h, f(h)) !). Donc, d’après le corollaire précédent, φ est un difféomorphisme.
Alors f égale pr2 ◦ φ−1, donc est C∞.

Remarque 2.80. — Pour une démonstration plus simple du théorème 2.76, ba-
sée sur les propriétés de l’exponentielle, voir [Go, §6.10] ou [Wa, Th. 3.38] ou
[Va, §2.11].

D’autre part, le théorème 2.55 se généralise au cas d’un morphisme d’al-
gèbres de Lie φ : h → g. Avant d’énoncer cette généralisation, commençons
par quelques définitions.

Soient X,Y deux espace topologiques et f : X → Y une application continue.
Rappelons que f est un homéomorphisme local si tout x ∈ X possède un
voisinage ouvert U tel que f induise un homémorphisme de U sur f(U). On
s’intéresse à la condition plus forte suivante.

Définition 2.81 (Revêtements). — On dit que f : X → Y est un revêtement
si tout y ∈ Y possède un voisinage ouvert V tel que f−1(V) soit une réunion
disjointe d’ouverts de X, chacun homéomorphe à V par f .

Exemples 2.82. — Les applications C∗ → C∗, z 7→ zn et exp : C → C∗ sont
des revêtements.
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Remarque 2.83. — Tout revêtement est un homéomorphisme local, mais la
réciproque est fausse. Par exemple, la restriction à X = C∗ \ {−1} de z 7→ z2

est un difféomorphisme local f : X → C∗ mais n’est pas un revêtement. En
effet, pour tout disque V centré en 1 et de rayon ε < 1, f−1(V) est réunion
disjointe d’un voisinage de 1 homéomorphe à V et d’un voisinage épointé de
−1, qui n’est pas contractile donc pas homéomorphe à V.

Définition 2.84 (Espaces simplement connexes). — Soit Y une variété C∞ non
vide connexe. On dit que Y est simplement connexe (ou, pour abréger, 1-
connexe) si tout revêtement connexe f : X → Y est trivial, c.-à-d., si tout
revêtement f : X → Y avec X connexe, est un homéorphisme.

Remarque 2.85. — Cette définition de « simplement connexe » est équivalente
à la définition en termes de lacets, c.-à-d., ayant fixé arbitrairement un point-
base y0 ∈ Y, on a :

Y est simplement connexe ⇔ tout lacet dans Y est homotope à zéro
⇔ π1(Y) = {0},

où π1(Y) = π1(Y, y0) désigne le groupe fondamental de Y. Pour cela, voir [Go,
§2] ou [GH, Part I].

Remarque 2.86. — Soit G un groupe de Lie connexe. On peut montrer que
π1(G) est commutatif ([Go, §2.6] ou [Laf, Prop. IV.43] ou [GH, §6.11]),
donc cöıncide avec le groupe d’homologie

H1(G,Z)

(théorème de Hurewicz, voir [GH, §12]). En particulier, comme Hi(S3,Z) = 0
pour i 6= 0, 3, ceci montre que le groupe de Lie SU(2) ∼= S3 est simplement
connexe (ce qu’on peut aussi voir directement).

Plus généralement, on peut montrer que, pour n > 2, SU(n) est simple-
ment connexe, tandis que, pour n > 3, SO(n) est connexe mais son groupe
fondamental est Z/2Z. Voir, par exemple, [MT], théorèmes 4.7.11 et 5.2.1.

On peut maintenant énoncer et démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.87 (Morphismes de source un groupe de Lie 1-connexe)
Soient G1,G2 deux groupes de Lie connexes, g1, g2 leurs algèbres de Lie, et

φ : g1 → g2 un morphisme d’algèbres de Lie.

1) Il existe au plus un morphisme de groupes de Lie σ : G1 → G2 tel que
dσ = φ. Dans ce cas, on a Lie(Kerσ) = Kerφ.

2) Si G1 est simplement connexe, il existe un unique morphisme de groupes
de Lie σ : G1 → G2 tel que dσ = φ.
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Démonstration. — Posons G = G1 ×G2 ; son algèbre de Lie est g = g1 × g2.
Notons h le graphe de φ, c.-à-d.,

h = {(x, φ(x)) | x ∈ g1}.
C’est une sous-algèbre de Lie de g1 × g2 = Lie(G), isomorphe à g1 par la
première projection pr1. .

D’après le théorème 2.55, il existe un unique sous-groupe de Lie connexe
(H, τ) de G tel que Lie(H) = h, c.-à-d., τ est une immersion injective et
dτ = (idg1 , φ).

1) Soit σ : G1 → G2 un morphisme tel que dσ = φ. Alors le morphisme
graphe

σ̃ : G1 −→ G1 ×G2, x 7→ (x, σ(x))

est une immersion injective, et l’on a

dσ̃ = (idg1 , dσ) = (idg1 , φ).

Donc, d’après le résultat d’unicité dans le théorème 2.55, il existe un (unique)
isomorphisme

ψ : G1
∼−→ H tel que τ ◦ ψ = σ̃.

Le graphe de σ, égal à σ̃(G1), est donc égal à τ(H), donc uniquement déterminé
par h, c.-à-d., par φ. Ceci montre que σ, s’il existe, est unique. De plus, s’il
existe, on a

Lie(Kerσ) = Ker dσ = Ker dφ,

d’après le théorème 2.16. Ceci prouve 1).
Montrons 2). Soit π = pr1 ◦ τ , c’est un morphisme de groupes de Lie de H

vers G1, et

(∗) dπ = pr1 ◦ (idg1 , φ) = idg1

est un isomorphisme. Donc, d’après le théorème d’inversion locale 1.24, il existe
des voisinages ouverts U, resp. V, de l’identité dans H, resp. G1, tels que π
induise un difféomorphisme de U sur V.

Alors, π(H) est un sous-groupe de G1 contenant un voisinage de l’identité.
Comme G1 est connexe, ceci entrâıne que π(H) = G1, d’après le lemme 1.50.

De plus, Kerπ ∩ U = {1} et donc K := Kerπ est un sous-groupe discret
de H, et π : H → G1 est un revêtement. En effet, soit g ∈ G1 et h ∈ π−1(g)
arbitraire. Alors π−1(gV) = hUK et, comme K ∩ U = {1}, alors π−1(gV) est
la réunion disjointe : ⊔

k∈K

hUk,

et chaque hUk est difféomorphe par π à gπ(U) = gV. Ceci montre que π est
un revêtement, connexe puisque H est connexe.
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Donc, sous l’hypothèse que G1 est simplement connexe, π est un homéomor-
phisme. Comme c’est un difféomorphisme local, d’après le lemme 2.53, c’est
donc un difféomorphisme. On peut donc poser :

σ = pr2 ◦ τ ◦ π−1.

C’est un morphisme de groupes de Lie G1 → G2 et, via l’identification (∗) de
h à g1 via dπ, on obtient que dσ = φ. Ceci montre l’existence, lorsque G1 est
supposé simplement connexe. Le théorème est démontré.

Lemme 2.88. — Soient G un groupe topologique connexe et D un sous-groupe
discret normal. Alors D est central.

Démonstration. — Soit d ∈ D. Il existe un voisinage ouvert V de d dans G tel
que V ∩D = {d}. L’application φ : G → G, g 7→ gdg−1 est continue, à valeurs
dans D (car D est normal), et vérifie φ(e) = d. Donc, il existe un voisinage
ouvert U de e dans G tel que

∀ g ∈ U, gdg−1 ∈ V ∩D = {d}.
Donc d commute à U, qui engendre G puisque G est connexe. Donc d est
central. Le lemme est démontré.

Théorème 2.89 (Existence d’un revêtement universel). — Soit G un groupe de
Lie connexe. Il existe un groupe de Lie connexe et simplement connexe G̃ et
un morphisme de groupes de Lie

π : G̃ −→ G

qui est un revêtement ; alors dπ est un isomorphisme

Lie(G̃) ∼−→ Lie(G)

et Kerπ est un sous-groupe normal discret, donc central. De plus, G̃ est unique
à isomorphisme unique près ; on l’appelle le revêtement universel de G.

Démonstration. — Pour la démonstration, on renvoie à [Go, §2] ou [Wa,
3.22–26].

Notation 2.90. — Dans la suite, on écrira parfois « 1-connexe » pour dire :
« connexe et simplement connexe ».

Proposition 2.91. — Soient G, G′ deux groupes de Lie 1-connexes. Si Lie(G) ∼=
Lie(G′), alors G ∼= G′.

Démonstration. — Soit φ un isomorphisme Lie(G) ∼−→ Lie(G′). D’après le
théorème 2.87, il existe un (unique) morphisme de groupes de Lie

σ : G −→ G′, resp. τ : G′ −→ G
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tel que dσ = φ, resp. dτ = φ−1. Alors τσ est un morphisme G → G tel que

d(τσ) = idg = d(idG).

Donc, d’après l’assertion d’unicité dans le théorème 2.87, on a τσ = idG, et de
même στ = idG′ . Ceci montre que G ∼= G′.

2.13. Groupes de Lie semi-simples compacts. —

Définition 2.92. — Soit G un groupe de Lie connexe. On dit que G est
1) semi-simple si Lie(G) est semi-simple ;
2) quasi-simple si Lie(G) est simple.

Théorème 2.93. — Soit G un groupe de Lie compact connexe semi-simple.
Alors son revêtement universel G̃ est compact (et semi-simple, puisque
Lie(G̃) = Lie(G)).

La démonstration utilise les deux lemmes suivants, pour lesquels on renvoie
à [BI7-8, §VII.3, Prop. 4 & Lemme 3].

Lemme 2.94. — Soit π : G̃ → G un morphisme surjectif de groupes de Lie
connexes, et soit D = Kerπ. On suppose G compact et D central dans G̃.
Alors tout morphisme de groupes de Lie φ : D → R s’étend en un morphisme
de groupes de Lie φ̃ : G̃ → R.

Lemme 2.95. — Soit π : G̃ → G un morphisme surjectif de groupes de Lie
connexes, et soit D = Kerπ. On suppose G compact et D discret (donc cen-
tral). Alors D est un groupe abélien de type fini.

Démonstration du théorème. — Soit D = Ker(G̃ → G). C’est un sous-groupe
discret normal, donc central d’après le lemme 2.88. D’après le lemme 2.95, D
est un groupe abélien de type fini, donc de la forme

D = Zr ⊕
D1, où D1 est un groupe fini.

Montrons que r = 0. Supposons r > 1. Alors, on a un morphisme de groupes
(de Lie)

φ : D
pr1−−→ Z ↪→ R

tel que φ(D) = Z. D’après le lemme 2.94, φ s’étend en un morphisme de
groupes de Lie

φ̃ : G̃ −→ R.
Alors dφ̃ : g → R est nulle car g = [g, g]. Comme

∀ g ∈ G̃, dgφ̃ ◦ d1`g = d1`eφ(g)
◦ d1φ̃,
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alors dgφ̃ = 0 pour tout g ∈ G̃. Donc φ̃ est le morphisme constant G̃ → {0},
d’après la proposition plus bas. Mais ceci est une contradiction, puisque φ̃(G)
contient φ(D) = Z. Cette contradiction montre que r = 0, et donc D = D1

est un groupe (abélien) fini. Il en résulte que G̃ est compact. Ceci prouve le
théorème, modulo la proposition ci-dessous.

Proposition 2.96. — Soit f : M → N un morphisme de variétés C∞, avec M
connexe. On suppose que dmf = 0, pour tout m ∈ M. Alors f est constante.

Démonstration. — Comme M est supposée connexe, il suffit de montrer que f
est localement constante. En prenant des cartes locales, on se ramène ainsi à
montrer qu’une application f : Rn → R telle que dxf = 0 pour tout x ∈ Rn, est
constante. Ceci ne présente pas de difficulté, voir par exemple [Wa, 1.24].
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try, Birkhäuser, 1985.
[Laf74] J.-P. Lafon, Les formalismes fondamentaux de l’algèbre commutative,
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[Lu99] Retour sur un théorème de Chevalley, Enseign. Math. (2) 45 (1999),

317-320.
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