
I. GROUPES DE LIE RÉELS (SUITE)

SÉANCE DU 23/11/07

3. Algèbres de Lie semi-simples compactes ou complexes
(7) On convient que, dans toute la suite, « algèbre de Lie » signifie « algèbre

de Lie de dimension finie ».

3.1. Automorphismes et dérivations. — Soit L une R-algèbre de Lie.
On rappelle qu’un R-endomorphisme D : L → L est une dérivation de L s’il
vérifie :

(∗) ∀X, Y ∈ L, D([X, Y]) = [D(X), Y] + [X, D(Y)].

On note Dér(L) l’ensemble des dérivations de L ; on vérifie sans peine que c’est
une sous-algèbre de Lie de End(L).

Définition 3.1. — Soit Aut(L) le groupe des automorphismes de L, c.-à-d.,

Aut(L) = {g ∈ GL(L) | ∀X, Y ∈ L, [g(X), g(Y)] = g([X, Y])}.
C’est un sous-groupe fermé de GL(L) (ceci se voit en prenant une base
(X1, . . . ,Xn) de L et en écrivant [Xi,Xj ] =

∑
k ci,j

k Xk et les équations
[g(Xi), g(Xj)] = g([Xi, Xj ]), ou bien, de façon équivalente, avec le point de
vue « stabilisateur » développé plus bas).

Donc Aut(L) est un sous-groupe de Lie fermé de GL(L). On note Aut0(L)
sa composante connexe.

Afin de déterminer l’algèbre de Lie de Aut(L), notons θ le crochet de Lie
de L, considéré comme application linéaire L ⊗ L → L. Alors, on obtient que
Aut(L) est le groupe d’isotropie de θ dans GL(L), c.-à-d.,

Aut(L) = Gθ, où G = GL(L).

(7)version du 26/11/07
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L’action dérivée de g = End(L) sur E := HomR(L⊗ L, L) est donnée, d’après
la proposition 2.21, par

u · θ = u ◦ θ − θ ◦ u, ∀u ∈ g, θ ∈ E,

c.-à-d.,
(u · θ)(X⊗Y) = u([X, Y])− θ(u(X)⊗Y + X⊗ u(Y))

= u([X, Y])− [u(X), Y]− [X, u(Y)].

Donc, le stabilisateur de θ dans g est :

gθ = Dér(L).

Par conséquent, d’après le théorème 2.71, on obtient le théorème suivant (dans
lequel L est notée g).

Théorème 3.2. — Soit g une R-algèbre de Lie de dimension finie. Alors Aut(g)
est un sous-groupe fermé (non nécessairement connexe) de GL(g), et l’on a

Dér(g) = Lie Aut(g) = LieAut0(g).

3.2. R-algèbres de Lie semi-simples. — Soit g une R-algèbre de Lie de
dimension finie. Rappelons les définitions suivantes.

Définition 3.3. — 1) g est simple si elle est 6= 0, non abélienne, et ne possède
pas d’idéal propre non nul.

2) g est semi-simple si elle est 6= 0 et ne possède pas d’idéal résoluble 6= 0.

On a vu dans le cours d’Introduction les théorèmes suivants (Théorèmes
6.18 et 7.6, et Proposition 6.4)

Théorème 3.4 (Critère de semi-simplicité de Cartan). — Les conditions suivan-
tes sont équivalentes :

(a) La forme de Killing K = Kg est non dégénérée ;
(b) g se décompose de façon unique comme somme directe d’algèbres de Lie

simples :
g = g1

⊕ · · ·⊕ gn,

chaque gi étant alors un idéal simple non abélien de g ;
(c) g est semi-simple au sens de la définition ci-dessus, c.-à-d., ne contient

pas d’idéal résoluble 6= 0.

Théorème 3.5. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple. Alors

g ∼= ad(g) = Dér(g).
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Démonstration. — Comme g ne contient pas d’idéal abélien 6= 0, alors z(g) = 0
et donc

g ∼= ad(g) ⊆ Dér(g);
l’inclusion résultant du fait que, pour tout x ∈ g, ad(x) est une dérivation de
g, d’après l’identité de Jacobi. Il s’agit donc de montrer l’inclusion réciproque.

Soit D ∈ Dér(g). Considérons la forme linéaire sur g donnée par

Y 7→ Trg(D ◦ ad(Y)).

Comme K = Kg est non dégénérée, il existe un unique X ∈ g tel que

K(X,Y) = Trg(D ◦ ad(Y)), ∀Y ∈ g.

Montrons que D = ad(X). Pour tout Z ∈ g, on a

D([Y, Z]) = [D(Y),Z] + [Y, D(Z)],

d’où adD(Y) = D ◦ ad(Y)− ad(Y) ◦D. Donc, K(D(Y), Z) égale :

Tr(adD(Y) ad(Z)) = Tr(D ◦ ad(Y) ◦ ad(Z))− Tr(ad(Y) ◦D ◦ ad(Z))
= Tr(D ◦ ad(Y) ◦ ad(Z))− Tr(D ◦ ad(Z) ◦ ad(Y))
= Tr(D ◦ ad([Y, Z])) = K(X, [Y, Z]) = K([X,Y], Z).

Comme K est non dégénérée, ceci entrâıne D(Y) = [X, Y], pour tout Y, d’où
D = ad(X).

Corollaire 3.6. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple. Alors G = Aut0(g)
est un sous-groupe de Lie fermé connexe de GL(g) et l’on a Lie(G) ∼= g.

Démonstration. — Ceci découle des théorèmes 3.2 et 3.5.

Définition 3.7. — Pour g semi-simple, on dira que Aut0(g) est le groupe de Lie
adjoint de g ; on le notera Ad(g).

Remarque 3.8. — Pour g arbitraire, il résulte du théorème 2.55 qu’il existe un
unique sous-groupe de Lie connexe H de GL(g) (non nécessairement fermé), tel
que Lie(H) = ad(g). L’avantage des résultats précécents est qu’ils montrent
directement, pour g semi-simple, que g = Lie(G), où G est le sous-groupe
fermé Aut0(g) de GL(g), sans faire appel au théorème 2.55 (que nous n’avons
pas démontré).

3.3. Groupes de Lie semi-simples 1-connexes. — Rappelons la défini-
tion 2.92 : un groupe de Lie (connexe) est dit semi-simple (resp. quasi-simple)
si son algèbre de Lie est semi-simple (resp. simple).

D’après la définition 2.84 et la remarque 2.85, une variété connexe est
simplement connexe si et seulement si son groupe fondamental π1(X, x0)
(relativement à un point de base x0 arbitrairement choisi) est trivial. D’après
la proposition ci-dessous, un produit de variétés 1-connexes est 1-connexe :



74 I. GROUPES DE LIE RÉELS (SUITE)

Proposition 3.9. — Soit (X, x0) (resp. (Y, y0) une variété connexe munie d’un
« point de base » x0 (resp. y0). Alors X× Y est connexe et l’on a un isomor-
phisme de groupes

π1(X×Y, (x0, y0)) ∼= π1(X, x0)× π1(Y, y0).

En particulier, si X et Y sont 1-connexes, alors X×Y l’est aussi.

Démonstration. — Voir, par exemple, [GH, Prop. (4.8)].

Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple et soit

g = g1 × · · · × gn

sa décomposition en produit d’algèbres de Lie simples. (On rappelle que les gi

sont uniquement déterminées ; ce sont les idéaux non nuls minimaux de g).

Notons G le revêtement universel de Aut0(g) ; alors on a

Lie(G) = LieAut0(g) = g,

la seconde égalité résultant du corollaire 3.6 plus haut. De plus, d’après le
corollaire 2.91, G est l’unique groupe de Lie 1-connexe (à isomorphisme près)
tel que Lie(G) = g.

On obtient de même, pour chaque gi, un unique groupe de Lie quasi-simple
1-connexe Gi tel que Lie(Gi) = gi. Alors, le groupe de Lie

G1 × · · · ×Gn

est 1-connexe, d’après la proposition 3.9, et son algèbre de Lie est

g1 × · · · × gn = g.

Donc, par unicité, G1 × · · · ×Gn
∼= G. On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 3.10. — L’application G 7→ Lie(G) établit une bijection :
{

groupes de Lie semi-simples 1-connexes,
à isomorphisme près

}
↔

{
R-algèbres de Lie semi-simples,

à isomorphisme près

}
,

dont la bijection réciproque associe à g le revêtement universel de Aut0(g). De
plus, cette bijection induit une bijection entre groupes quasi-simples et algèbres
de Lie simples, et préserve les produits.
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3.4. Intégration invariante et groupes de Lie compacts. — Soit G un
groupe de Lie compact. On note C0(G) = C0(G,C) le C-espace vectoriel des
fonctions continues G → C. (Il contient bien entendu le sous-R-espace vectoriel
C0(G,R) des fonctions continues G → R). Les actions de G sur lui-même par
translations à gauche `g : h 7→ gh et à droite rg : h 7→ hg, induisent deux
actions à gauche de G sur C0(G), définies par :

(λgφ)(h) = φ(g−1h), (ρgφ)(h) = φ(hg).

On aura besoin dans la suite de l’existence d’une « mesure de Haar sur G »,
c.-à-d., d’une forme linéaire

Λ : C0(G) −→ C,

qui est positive et invariante à gauche, c.-à-d., qui vérifie, d’une part : si f est
à valeurs dans R+ alors Λ(f) ∈ R+, et, d’autre part :

(1) ∀h ∈ G, Λ(λhφ) = Λ(φ).

On notera Λ(φ) =
∫
G f(g)dg ; alors (1) se récrit :

(2) ∀h ∈ G,

∫

G
φ(hg)dg =

∫

G
φ(g)dg.

Ceci peut se démontrer de deux façons différentes. D’une part, par une ap-
proche d’analyse fonctionnelle, on peut montrer qu’une telle mesure de Haar
invariante à gauche existe en fait sur tout groupe topologique compact G (pas
nécessairement un groupe de Lie), voir par exemple [Ru73, Th. 5.14] ou le
polycopié [Po2].

D’autre part, on peut développer une théorie de l’intégration sur une variété
C∞ M de dimension n, en termes de formes différentielles de degré n ; dans
le cas où M = G est un groupe de Lie, on obtient une « intégrale invariante
à gauche » en considérant des formes différentielles invariantes à gauche sur
G. On renvoie pour cette approche aux références suivantes : [Fa, Chap. V],
[BtD, § I.5], ou [Wa, Chap. 4].

Contentons-nous d’énoncer le résultat suivant (dont nous ne nous servirons
que dans le cas où G est un groupe de Lie compact).

Soit G un groupe de Lie arbitraire. On note C0
c(G) le C-espace vectoriel des

fonctions continues φ : G → C à support compact, c.-à-d., telles que φ(g) = 0
pour tout g en dehors d’un certain compact K de G (dépendant de φ, évidem-
ment). Il contient le sous-R-espace vectoriel des fonctions continues à support
compact φ : G → R, et le cône des fonctions « positives », c.-à-d., à valeurs
dans R+. On notera φ > 0 pour dire que φ est une telle « fonction positive ».
On dit qu’une forme linéaire Λ : C0

c(G) → C est positive si Λ(φ) ∈ R+ pour
tout φ > 0.
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Théorème 3.11 (Mesure de Haar sur G). — Il existe une mesure de Haar inva-
riante à gauche sur G, c.-à-d., une forme linéaire positive C0

c(G) → C, notée

φ 7→
∫

G
φ(g)dg,

qui est invariante à gauche, c.-à-d., qui vérifie

∀h ∈ G,

∫

G
φ(hg)dg =

∫

G
φ(g)dg;

une telle forme est unique à un scalaire λ ∈ R+∗ près.
Si G est compact, on normalise la mesure de Haar de façon unique en

exigeant que ∫

G
1 dg = 1

(c.-à-d., que la mesure totale de G soit 1). Dans ce cas, la mesure de Haar est
aussi invariante à droite, c.-à-d., pour G compact, on a

∀h ∈ G,

∫

G
φ(hg)dg =

∫

G
φ(g)dg =

∫

G
φ(gh)dg.

Remarque 3.12. — On dit qu’un groupe de Lie est unimodulaire si « sa » me-
sure de Haar à gauche (unique à un scalaire près !) est aussi invariante à droite.
On peut montrer que le groupe des matrices triangulaires dans GL(n,R) n’est
pas unimodulaire, pour n > 2, voir [Fa, Chap. 5].

L’application principale aux groupes (de Lie) compacts est la suivante.

Proposition 3.13. — Soient G un groupe compact, V un C-espace vectoriel de
dimension finie et G → GL(V) un morphisme de groupes continus. Alors il
existe sur V un produit scalaire hilbertien G-invariant.

Remarque 3.14. — On a le même énoncé, avec une démonstration analogue,
en remplaçant C par R et « produit scalaire hilbertien » par « produit scalaire
euclidien ».

Démonstration. — Choisissant une base de V, on identifie V à Cn. On munit
alors V du produit scalaire hermitien standard, qu’on note 〈−,−〉, c.-à-d.,

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xi yi.

Pour x, y ∈ V, l’application g 7→ 〈gx, gy〉 est continue ; on pose

(x, y) =
∫

G
〈g−1x, g−1y〉dg.
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Alors (−,−) est une forme bilinéaire hermitienne symétrique, et est définie
positive puisque pour x 6= 0 on a

(x, x) =
∫

G
〈g−1x, g−1x〉dg > 0.

Donc (−,−) est un nouveau produit scalaire hilbertien sur V. De plus, il est
G-invariant, par invariance de la mesure de Haar. En effet, pour x, y ∈ V fixés
et h ∈ G, on a

(h−1x, h−1y) =
∫

G
〈(hg)−1x, (hg)−1y〉dg =

∫

G
〈g−1x, g−1y〉dg = (x, y).

De plus, comme V est de dimension finie, la norme sur V définie par ce produit
scalaire est équivalente à la norme initiale, et si W un sous-espace G-stable de
V, alors l’application G×W → W, obtenue par restriction, est continue.

Théorème 3.15 (Réductibilité complète pour les groupes compacts)
Soient G un groupe compact, V une représentation continue de G de di-

mension finie. Alors V est complètement réductible.

Démonstration. — Soit (−,−) un produit scalaire hilbertien G-invariant sur
V. Soit W un sous-espace G-stable de V, de dimension minimale. Alors W
est irréductible. De plus, on a une décomposition orthogonale, relativement à
(−,−) :

(∗∗) V = W
⊥⊕

W⊥,

et W⊥ est G-stable. En effet, si x ∈ W⊥ et g ∈ G alors, pour tout v ∈ W, on
a

(v, gx) = (g−1v, x) = 0,

d’où gx ∈ W⊥. Alors, la restriction de (−,−) à W⊥ est encore un produit
scalaire hilbertien, G-invariant, et on peut répéter le processus. Comme V
est de dimension finie, on obtient ainsi une décomposition en somme directe
orthogonale de sous-modules irréductibles :

V = W1

⊥⊕
W2

⊥⊕ · · ·
⊥⊕

Wr.

Le théorème est démontré.

Comme toute représentation continue de dimension finie d’un groupe de Lie
est lisse (théorème 2.76), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.16. — Soit G un groupe de Lie compact. Toute représentation lisse
de dimension finie de G est somme directe de représentations lisses irréduc-
tibles.
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3.5. Groupes et algèbres de Lie semi-simples compacts. — Soient G
un groupe de Lie compact connexe et g = Lie(G). D’après le théorème 3.15,
la représentation adjointe est complètement réductible, donc

(1) g = gG ⊕
g1

⊕ · · ·⊕ gn,

où chaque gi est un idéal simple non abélien, donc une algèbre de Lie simple,
et où gG désigne le sous-module des invariants. De plus, on a gG = z(g) ; ceci
résulte du théorème 2.74 ou directement de la décomposition (1). Posons

g′ = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

alors g′ = D(g′) = D(g), où D(g) désigne l’algèbre de Lie dérivée.
Pour tout g ∈ G, notons Ad′(g) la restriction à g′ de Ad(g). Alors, relative-

ment à la décomposition g = z(g)⊕ g′, la matrice de Ad(g) est :(
1 0
0 Ad′(g)

)
.

Donc la projection sur le bloc inférieur droit induit un isomorphisme

Ad(G) ∼−→ Ad′(G),

et KerAd′ = Ker Ad = Z(G), et Lie(Ker Ad′) = z(g).
D’autre part, comme G est compact connexe, son image Ad′(G) est un

sous-groupe fermé connexe de Aut0(g′) et donc Ad′ et sa différentielle ad′ se
factorisent comme suit :

G → Ad′(G) ↪→ Aut0(g′)
g → Lie(Ad′(G)) ↪→ Dér(g′) ∼= g′.

Comme Ker(ad′) = z(g), et dim g′ = dim g− dim z(g), on obtient, par égalités
des dimensions, que

ad′(g) = Lie(Ad′(G)) = Dér(g′) ∼= g′.

Donc Ad(G) ∼= Ad′(G) est un groupe de Lie compact connexe semi-simple,
puisque son algèbre de Lie g′ est semi-simple. (De plus, Ad′(G) = Aut0(g′),
d’après le corollaire 2.59).

En conclusion, on a une suite exacte

1 −→ Z(G) −→ G −→ Ad(G) −→ 1,

et Lie(Ad(G)) ∼= D(g) est semi-simple. Comme g = z(g) ⊕ D(g) et z(g) =
Lie(Z(G)), on a l’équivalence des conditions suivantes :

1) G est semi-simple (c.-à-d., g est semi-simple) ;
2) g = D(g) ;
3) z(g) = {0} ;
4) Z(G) est discret, donc fini.
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Pour plus de détails sur la structure des groupes de Lie compacts, voir [BtD,
§V.8].

3.6. Algèbres de Lie semi-simples compactes. — Une conséquence de
la proposition 3.13 est la suivante.

Proposition 3.17. — Soit G un groupe de Lie semi-simple compact et soit g =
Lie(G). Alors, la forme de Killing K = Kg est définie négative.

Démonstration. — Comme G est compact, il existe sur g un produit scalaire
euclidien G-invariant (−,−). Alors, pour tout x, y, z ∈ g, on a

(ad(x)(y), z) = −(y, ad(x)(z)).

Munissons gC = g ⊗R C du produit scalaire hilbertien φ prolongeant (−,−).
Alors, pour tout x, y, z ∈ g on a :

φ(i ad(x)(y), z) = i(ad(x)(y), z) = −i(y, ad(x)(z)) = φ(y, i ad(x)(z)).

Par conséquent, chaque i ad(x) est un endomorphisme auto-adjoint de gC
(relativement à φ), donc est diagonalisable, avec des valeurs propres réelles.
Donc, ad(x)2 est diagonalisable dans gC, avec des valeurs propres réelles 6 0.
Il en résulte que

Kg(x, x) = Trg(ad(x)2) = TrgC(ad(x)2)

est 6 0. Comme Kg est non-dégénérée, puisque g est semi-simple, on obtient
donc que Kg est définie négative.

Définition 3.18. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple. On dit que g est
compacte si Kg est définie négative.

Lemme 3.19. — Soit L une algèbre de Lie de dimension finie. Sa forme de
Killing K est invariante par tout automorphisme de L.

Démonstration. — Soit φ un automorphisme de L. Alors, pour tout X,Z ∈ L
on a [φ(X), φ(Z)] = φ([X, Z]), d’où

adφ(X) ◦ φ = φ ◦ ad(X), ∀X ∈ L.

Donc

K(φ(X), φ(Y)) = TrL(adφ(X) adφ(Y)) = TrL(φ ◦ ad(X) ◦ ad(Y) ◦ φ−1)
= TrL(ad(X) ad(Y)) = K(X, Y).

Ceci prouve le lemme.
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Théorème 3.20. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple compacte. Écrivons

g = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

où chaque gi est simple. Alors, il existe un unique groupe de Lie compact semi-
simple 1-connexe G (resp. Gi) tel que Lie(G) = g (resp. Lie(Gi) = gi), et l’on
a

G ∼= G1 × · · · ×Gn.

Démonstration. — Chaque Kgi est la restriction à gi de Kg donc est définie
négative. Donc chaque gi est simple compacte.

Comme g est semi-simple, G0 = Aut0(g) est un sous-groupe fermé de GL(g),
tel que Lie(G0) = g. De plus, d’après le lemme 3.19, G0 préserve la forme
de Killing Kg, qui est définie négative, donc G0 est un sous-groupe fermé du
groupe orthogonal O(g), qui est compact. Donc G0 est compact et semi-simple.
D’après le théorème 2.93, son revêtement universel G est encore compact semi-
simple, et vérifie Lie(G) = g. Il est unique pour cette propriété, d’après le
corollaire 2.91.

De même, pour k = 1, . . . , n, il existe un unique groupe de Lie semi-simple
compact 1-connexe Gk tel que Lie(Gk) = gk. Alors, le groupe de Lie

G1 × · · · ×Gk

est semi-simple, compact et 1-connexe (d’après la proposition 3.9, d’algèbre de
Lie g, donc il est isomorphe, par unicité, à G. Le théorème est démontré.

On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 3.21. — L’application G 7→ Lie(G) établit une bijection :




groupes de Lie 1-connexes
semi-simples compacts,
à isomorphisme près



 ↔





R-algèbres de Lie
semi-simples compactes,

à isomorphisme près



 ,

dont la bijection réciproque associe à g le revêtement universel de Aut0(g). De
plus, cette bijection induit une bijection entre groupes quasi-simples et algèbres
de Lie simples, et préserve les produits.

Remarque 3.22. — On va voir qu’il y a aussi une bijection :
{
R-algèbres de Lie semi-simples
compactes, à isomorphisme près

}
↔

{
C-algèbres de Lie semi-simples
complexes, à isomorphisme près

}
.

Pour commencer, il faut étudier les liens entre R-algèbres de Lie semi-simples
et C-algèbres de Lie semi-simples. Ceci est l’objet du paragraphe suivant.
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3.7. Extension et restriction des scalaires. — Soient k un corps de
caractéristique 0 et k′/k une extension de k (c.-à-d., k′ est un corps contenant
k). Soit g une k-algèbre de Lie de dimension finie n. On pose g′ = g ⊗k k′ ;
c’est une k′-algèbre de Lie de dimension n. On note K′ sa forme de Killing, et
K celle de g.

Lemme 3.23. — K est la restriction à g× g de K′, c.-à-d.,

(∗) ∀x, y ∈ g, K(x, y) = K′(x, y),

et l’on a : K est non dégénérée ⇔ K′ est non dégénérée.

Démonstration. — Soit B = (e1, . . . , en) une base de g sur k ; c’est aussi une
base de g′ sur k′. La matrice de K dans B est la matrice :

A := MatB(K) = (K(ei, ej))16i,j6n ;

c’est aussi la matrice de K′ dans B. L’égalité (∗) en découle. De plus, on sait
que K (resp. K′) est non dégénérée si et seulement si A est inversible. Le lemme
en résulte.

Proposition 3.24. — g est semi-simple ⇔ g′ est semi-simple.

Démonstration. — Ceci résulte du critère de semi-simplicité de Cartan,
cf. Théorème 3.4.

Étudions maintenant la restriction des scalaires, de C à R.

Définition 3.25 (Restriction des scalaires). — Soit g une C-algèbre de Lie de di-
mension n sur C. Alors, considérée comme R-espace vectoriel, c’est une R-
algèbre de Lie de dimension 2n. On la note gR et on dit qu’elle est obtenue à
partir de g par restriction des scalaires (de C à R). Si on note K la forme
de Killing de g, on notera KR celle de gR.

Notation 3.26. — On note Re(z) et Im(z) la partie réelle (resp. imaginaire)
d’un nombre complexe z, c.-à-d., on écrit

z = Re(z) + i Im(z).

On désigne par z le conjugué de z, c.-à-d., z = Re(z)− i Im(z).

Proposition 3.27. — On a KR = 2 Re K, c.-à-d.,

∀x, y ∈ g = gR, KR(x, y) = 2Re(K(x, y)).

Donc, KerK = KerKR. En particulier : K est non dégénérée ⇔ KR est non
dégénérée.
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Démonstration. — Soit B = (e1, . . . , en) une base de g sur C. Alors

B0 = (e1, . . . , en, ie1, . . . , ien)

est une R-base de gR. Soient x, y ∈ g et soit A la matrice dans B du C-
endomorphisme ad(x) ad(y). Posons

A = B + iC, avec B,C ∈ Mn(R).

Alors ad(x) ad(y), considéré comme R-endomorphisme de gR, a dans la base
B0 la matrice suivante :

A0 =
(

B −C
C B

)
.

Il en résulte que

KR(x, y) = Tr(A0) = 2 Tr(B) = 2 Re(Tr(A)) = 2 Re(K(x, y)).

Ceci prouve la première assertion.
Ceci entrâıne immédiatement que KerK ⊆ KerKR. Réciproquement, soit

x ∈ KerKR. Alors, pour tout y ∈ gR, on a

ReK(x, y) = KR(x, y)/2 = 0

et ImK(x, y) = −ReK(x, iy) = −KR(x, iy)/2 = 0,

d’où K(x, y) = 0, et donc x ∈ Ker K. Ceci prouve la seconde assertion. La
proposition est démontrée.

Définition 3.28 (Formes réelles). — Soit g une C-algèbre de Lie de dimension
finie. Une forme réelle de g est une sous-R-algèbre de Lie g0 de gR telle que
l’application naturelle

g0 ⊗R C −→ g

soit bijective, ce qui équivaut à dire que g0 est engendrée comme R-espace
vectoriel par une C-base de g.

Exemple 3.29. — Soit g = sl2(C), avec la base standard

E =
(

0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, F =

(
0 0
1 0

)
.

On a [E, F] = H et [H, E] = 2E, [H, F] = −2F. Alors sl2(R), dont (E, H, F) est
une R-base, est une forme réelle de sl2(C). Dans la base (E, H, F) on a :

ad(E) ad(F) =




2 0 0
0 2 0
0 0 0


 , ad(H)2 =




4 0 0
0 0 0
0 0 4


 .
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Donc la forme de Killing de sl2(R) a pour matrice dans la base (E, H, F) la
matrice suivante : 


0 0 4
0 8 0
4 0 0


 ;

elle est de signature (2, 1), sa matrice dans la base (E + F)/2, H/2, (E− F)/2
est 


2 0 0
0 2 0
0 0 −2


 .

D’autre part, posons X = E − F, H′ = iH, Y = i(E + F). Alors (X,H′, Y)
est une C-base de sl2(C), et l’on a :

[H′, X] = 2Y, [H′,Y] = −2X, [X, Y] = 2H′.

Donc RX⊕ RH′ ⊕ RY est une autre forme réelle de sl2(C), notée su2.
Alors, ad(X) ad(H′), ad(Y) ad(H′) et ad(Y) ad(X) sont de trace nulle, et le

tableau ci-dessous décrit ad(X)2, etc.

X H′ Y
ad(X)2 0 −4H′ −4Y
ad(Y)2 −4X −4H′ 0
ad(H′)2 −4X 0 −4Y

Par conséquent, la forme de Killing de su2 a pour matrice dans la base
(X,H′,Y) : 


−8 0 0
0 −8 0
0 0 −8


 ;

elle est définie négative. En particulier, sl2(R) et su2 ne sont pas isomorphes
(puisque leurs formes de Killing ont des signatures différentes).

Corollaire 3.30. — Soient g0 une R-algèbre de Lie et g = g0⊗RC (resp. soit g
une C-algèbre de Lie et g0 une forme réelle de g). On a les équivalences :

g0 est semi-simple ⇔ g est semi-simple ⇔ gR est semi-simple.

Démonstration. — Ceci résulte des propositions 3.24 et 3.27.

4. Formes réelles déployées ou bien compactes

On suppose connus les résultats et notations du cours d’Introduction sur les
C-algèbres de Lie semi-simples.
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4.1. Bases de Chevalley. — Soient g une C-algèbre de Lie semi-simple,
K = Kg sa forme de Killing, h une sous-algèbre de Cartan, R = R(g, h) le sys-
tème de racines, ∆ une base de R et R+ les racines positives correspondantes.

On va montrer d’abord qu’il existe une base de g dans laquelle toutes les
constantes de structure sont des entiers. On en déduira ensuite une forme réelle
compacte u de g.

Pour tout β ∈ R, soit Hβ l’unique élément de h tel que

(1) K(Hβ, h′) = β(h′), ∀h′ ∈ h,

et soit

(2) hβ =
2Hβ

K(Hβ, Hβ)
;

alors hβ est l’unique élément de h tel que :

(3) hβ ∈ [gβ, g−β] et β(hβ) = 2.

Notons ν : h
∼−→ h∗ l’isomorphisme induit par K (en particulier, Hβ = ν−1(β)).

On transporte K à h∗ via ν, c.-à-d., on pose

(3) (λ, µ) = K(ν−1(λ), ν−1(µ)), ∀λ, µ ∈ h∗.

En particulier, (β, β) = K(Hβ, Hβ). Posons

β∨ =
2β

(β, β)
,

alors, pour α, β ∈ R, on a

α(Hβ) = K(Hα, Hβ) = (α, β)

et donc

(4) α(hβ) = (α, β∨) ∈ Z.

Tout β ∈ R+ s’écrit de façon unique

β =
∑

α∈∆

nβ,α α, avec nβ,α ∈ N,

et donc

(5∨) β∨ =
∑

α∈∆

nβ,α
(α, α)
(β, β)

α∨.

On peut montrer que R∨ := {β∨ | β ∈ R} est un système de racines (appelé
le système de racines dual), et que ∆∨ = {α∨ | α ∈ ∆} en est une base ; voir
[Hu, Ex. 9.2 & 10.1] ou [Se, V, Prop. 2 & 7]. Par conséquent, les coefficients

mα,β := nβ,α
(α, α)
(β, β)
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appartiennent à N. Transportant alors l’égalité (5∨) par l’isomorphisme linéaire
ν−1 : h∗ ∼−→ h, on obtient, pour tout β ∈ R+ :

(5) hβ =
∑

α∈∆

mβ,α hα, avec mβ,α ∈ N.

Remarque 4.1. — Comme hβ = 2Hβ/(β, β), on a

K(hβ, hβ) =
4

(β, β)
.

On reviendra sur cette quantité dans la remarque 4.17 plus bas.

Définition 4.2. — Soit k un corps de caractéristique 0 (par exemple, k = R
ou C) et soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Un réseau de V est
un sous-Z-module L engendré par une base de V ; ceci équivaut à dire que le
morphisme L⊗Z k → V est bijectif.

On va maintenant construire un réseau gZ de g stable par le crochet de Lie,
c.-à-d., une Z-forme de g.

D’abord, (hα)α∈∆ est une base de h. Considérons le réseau

(6) hZ =
⊕

α∈∆

Zhα;

il contient hβ pour tout β ∈ R, d’après (5).
Pour tout β ∈ R+, soit Xβ un élément non nul de gβ et soit X−β l’unique

élément de g−β tel que

(7) [Xβ, X−β] = hβ.

Remarquons que si (eβ, e−β) ∈ gβ×g−β est un autre couple tel que [eβ, e−β] =
hβ, alors

eβ = tβXβ et e−β = t−1
β X−β, pour un unique tβ ∈ C∗.

Définition 4.3. — Soient α, β ∈ R, non proportionnelles. L’ensemble des ra-
cines de la forme β + kα, k ∈ Z, s’appelle la α-châıne de β (en anglais :
“α-string through β”).

Notation 4.4. — Pour tout α ∈ R, on pose

slα = gα ⊕ Chα ⊕ g−α.

C’est une sous-algèbre de Lie de g, isomorphe à sl2.

Lemme 4.5. — Soient α, β ∈ R, non proportionnelles. Alors

{k ∈ Z | β + kα ∈ R} est un intervalle [−r, q], avec r, q ∈ N,
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c.-à-d., la α-châıne de β est « sans trous » . De plus, on a β(hα) = r− q. Plus
précisément, le sous-espace

q⊕
k=−r

gβ+kα

est un slα-module simple.

Démonstration. — Ceci résulte du fait que, pour tout i ∈ Z, dim gβ+iα 6 1,
avec égalité si et seulement si β + iα ∈ R, et de la structure des slα-modules
de dimension finie, cf. Cours d’Introduction Théorème 1.48.

Pour α 6= β dans R, posons Nα,β = 0 si α + β 6∈ R et

(8) [Xα, Xβ] = Nα,β Xα+β si α + β ∈ R.

Lemme 4.6. — Soient α, β ∈ R, non proportionnelles et telles que α + β ∈ R.
Soit β − rα, . . . , β + qα la α-châıne de β. Alors :

a) (r + 1) (β, β) = q (α + β, α + β) ;
b) Nα,β N−α,−β = −(r + 1)2.

Démonstration. — Pour a) voir [Hu, 25.1], et pour b) [BL7-8, §VIII.2,
Lemme 4], en tenant compte du changement de signe induit par la conven-
tion (bizarre) [Xα, X−α] = −hα adoptée par Bourbaki dans le Lemme 2, qui
entrâıne un changement de signe dans le Lemme 3 et les égalités (4) et (5) du
Lemme 4 .

Théorème 4.7 (Automorphisme de Chevalley). — Il existe un unique automor-
phisme involutif τ de g tel que{

τ(h) = −h, ∀h ∈ h,
τ(Xα) = −X−α, ∀α ∈ ∆,

et l’on a τ(gβ) = g−β pour tout β ∈ R.

Démonstration. — Posons n = |∆| = dim h. D’après le cours d’Introduction,
Théorème 12.8, g est engendrée par les 3n éléments

(Xα, hα, X−α)α∈∆,

soumis aux relations (1–3) décrites en loc. cit. Les éléments

(−X−α,−hα,−Xα)α∈∆,

satisfont aux mêmes relations, donc il existe un unique automorphisme τ de g
vérifiant les conditions du théorème, et τ2 laisse fixe le système de générateurs
donc est l’identité. Enfin, pour tout x ∈ gβ et h ∈ h, on a

[h, τ(x)] = −[τ(h), τ(x)] = −τ([h, x]) = −β(h)τ(x),

et donc τ(x) ∈ g−β. Ceci prouve le théorème. Pour plus de détails, voir [Se,
VI, § § 4-5].



4. FORMES RÉELLES DÉPLOYÉES OU BIEN COMPACTES 87

Théorème 4.8 (Constantes de structure). — Pour tout α ∈ ∆, fixons Xα ∈ gα

et X−α ∈ g−α tels que [Xα, X−α] = hα. Alors, il existe des éléments eβ ∈ gβ,
pour tout β ∈ R, uniques au signe près, tels que [eβ, e−β] = hβ, eα = Xα pour
α ∈ ∆, et, chaque fois que β, γ, β + γ ∈ R :

[eβ, eγ ] = Nβ,γ eβ+γ , N−β,−γ = −Nβ,γ , Nβ,γ = ±(r + 1),

où r est le plus grand entier > 0 tel que β − rγ ∈ R. Par conséquent,

gZ := hZ
⊕ ⊕

β∈R

Zeβ

est une Z-forme de g, c.-à-d., un réseau qui est stable par le crochet de Lie.

Démonstration. — Prenons e±α = X±α pour α ∈ ∆ et soit τ l’automorphisme
de Chevalley tel que τ |h = − idh et τ(Xα) = −X−α pour α ∈ ∆.

Pour tout β ∈ R+, on a τ(Xβ) = cβX−β, pour un unique cβ ∈ C∗, et
cα = −1 pour α ∈ ∆. Posons

eβ = tβXβ et e−β = t−1
β X−β.

Alors
τ(eβ) = tβ τ(Xβ) = tβcβ X−β = t2βcβ e−β.

Par conséquent, τ(eβ) = −e−β équivaut à t2β = −c−1
β , ce qui détermine uni-

quement tβ au signe près. (Pour α ∈ ∆, on prend tα = 1).
Pour tout β, γ ∈ R tels que β + γ ∈ R, posons alors

[eβ, eγ ] = Nβ,γ eβ+γ .

Appliquant τ , on obtient N−β,−γ = −Nβ,γ . D’après le point b) du lemme 4.6
on obtient alors que

Nα,β = ±(r + 1).

Ceci prouve le théorème.

Définition 4.9. — La base construite dans le théorème précédent est appelée
une base de Chevalley de g.

4.2. Formes déployées. — On rappelle la définition ci-dessous, introduite
dans la section 12 du cours d’Introduction.

Définition 4.10 (Sous-algèbres de Cartan). — Soit g0 une R-algèbre de Lie
semi-simple. Une sous-algèbre de Cartan est une sous-algèbre de Lie h0

qui est nilpotente et égale à son normalisateur.

Lemme 4.11. — Soit h0 une sous-algèbre de Cartan de g0. Alors
1) h := h0 ⊗R C est une sous-algèbre de Cartan de g := g0 ⊗R C.
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2) Par conséquent, h0 est abélienne, et toutes les sous-algèbres de Cartan
de g0 sont de même dimension (mais pas nécessairement conjuguées par un
automorphisme de g0).

Démonstration. — On voit facilement que h est nilpotente. Pour l’égalité

Ng(h) = Ng0(h0)⊗R C = h,

on renvoie à [BL1, §3, no.8]. Donc, h est une sous-algèbre de Cartan de g.
Or, g est semi-simple d’après la proposition 3.24. Alors, d’après le cours d’In-
troduction, section 12, h est abélienne (Corollaire 12.6), donc h0 l’est aussi ;
et toutes les sous-algèbres de Cartan de g sont conjuguées (Théorème 12.5),
donc ont la même dimension sur C. Comme

dimR h0 = dimC h,

il s’ensuit que toutes les sous-algèbres de Cartan de g0 sont de même dimension.

Définition 4.12 (Sous-algèbres de Cartan déployantes). — Soient g0 une R-al-
gèbre de Lie semi-simple et h0 une sous-algèbre de Cartan de g0. On dit que
h0 est déployante si, pour tout h ∈ h0, ad(h) est diagonalisable (et donc à
valeurs propres réelles).

Exemple 4.13. — Soit g0 = su2, cf. 3.29 plus haut. Alors RH′ est une sous-
algèbre de Cartan de g0, car CH′ = CH est une sous-algèbre de Cartan de
g0 ⊗R C = sl2(C).

Mais, comme [H′, X] = 2Y et [H′, Y] = −2X, les valeurs propres de ad(H′)
sont 0 et ±2i, donc RH′ n’est pas déployante. En fait, on peut montrer que
su2 n’a pas de sous-algèbre de Cartan déployante.

Définition 4.14 (Formes déployées). — Soit g0 une R-algèbre de Lie semi-
simple et soit g = g0 ⊗R C. On dit que g0 est déployée, ou une forme
déployée de g, si g0 possède une sous-algèbre de Cartan déployante.

Théorème 4.15 (Existence et unicité d’une forme déployée)
Soit g une C-algèbre de Lie semi-simple. Alors g possède une R-forme dé-

ployée, unique à isomorphisme près.

Démonstration. — Soit gZ la Z-forme construite dans le théorème 4.8. Alors

g0 := gZ ⊗Z R =
⊕

α∈∆

Rhα
⊕ ⊕

β∈R

Reβ

est une R-forme déployée de g. (Et en fait, gZ est une « Z-forme déployée » ).
Ceci prouve l’existence.

L’unicité à isomorphisme près résulte du théorème 12.8 du cours d’Intro-
duction, ou de sa variante pour les formes déployées. Pour cela, on renvoie à
[BL7-8, §VI.4].
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4.3. Formes compactes. — On va maintenant construire une forme réelle
compacte de g. Pour β ∈ R+, posons

h′β = ihβ, xβ = eβ − e−β, yβ = i(eβ + e−β).

Alors (h′α)α∈∆ ∪ (xβ, yβ)β∈R+ est une C-base de g. Notons u le sous-R-espace
vectoriel engendré. On a

[xβ, yβ] = 2h′β
[hβ, xγ ] = γ(hβ) yγ

−[hβ, yγ ] = γ(hβ) xγ

et, pour β 6= ±γ,

[xβ, xγ ] = Nβ,γ xβ+γ −Nβ,−γ xβ−γ

−[yβ, yγ ] = Nβ,γ xβ+γ + Nβ,−γ xβ−γ

[xβ, yγ ] = Nβ,γ yβ+γ + Nβ,−γ yβ−γ .

Donc u est une forme réelle de g. Soit Ku sa forme de Killing. D’après le lemme
3.23, Ku est non dégénérée et est la restriction à u× u de K = Kg. Or

K(h′α, h′α) = −K(hα, hα) ∈ −Q∗+
K(xβ, xβ) = K(yβ, yβ) = −2K(eβ, e−β) =

−4
(β, β)

∈ −Q∗+.

Il en résulte que Ku est définie négative. Donc u est une forme réelle compacte
de g. On a donc obtenu le théorème d’existence ci-dessous. On verra plus loin
que toutes les formes compactes de g sont isomorphes.

Théorème 4.16 (Existence d’une forme compacte). — Soient g une C-algèbre
de Lie semi-simple, h une sous-algèbre de Cartan, R = R(g, h) le système
de racines, ∆ une base de R, et soit

(hα)α∈∆
⋃

(eβ)β∈R

une base de Chevalley de g. Alors

u0 =
⊕

α∈∆

Rihα
⊕ ⊕

β∈R+

(R(eβ − e−β)⊕ Ri(eβ + e−β))

est une forme compacte de g.

Remarque 4.17. — Dans la discussion précédant le théorème, on a vu appa-
râıtre la quantité

2K(eβ, e−β) =
4

(β, β)
= K(hβ, hβ),

cf. la remarque 4.1 plus haut. Comme gZ est une Z-forme, cette quantité doit
être un entier > 0. En fait, on peut voir que K(hβ, hβ) est un entier divisible
par 4, et donc 1/(β, β) ∈ N∗ pour tout β ∈ R.
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Pour chaque système de racines irréductible (c.-à-d., dont le diagramme de
Dynkin est connexe), il y a au plus deux longeurs de racines ; lorsque c’est le
cas, on parle de racines longues ou courtes. Lorsque toutes les racines ont la
même longueur (c.-à-d., en type A-D-E), on convient que toutes les racines
sont longues. Alors, on a le tableau suivant, où β`, resp. αc, désigne une racine
longue, resp. courte.

1/(β`, β`) 1/(αc, αc)
An−1 n −
Bn 2n− 1 4n− 2
Cn n + 1 2(n + 1)
Dn 2n− 2 −
E6 12 −
E7 18 −
E8 30 −
F4 9 18
G2 4 12

4.4. Astuce unitaire de Weyl. — Soit g une C-algèbre de Lie semi-simple.
D’après le théorème 4.16, il existe une forme compacte u0 de g (et on verra
plus bas que u0 est unique à isomorphisme près).

D’après le théorème 3.20, il existe un groupe de Lie compact semi-simple
1-connexe G0 tel que Lie(G0) = u0. Soit φ : g → End(V) une représentation
de g dans un C-espace vectoriel de dimension finie V ; notons φ0 sa restriction
à u0. Comme G0 est 1-connexe, il existe une représentation ρ : G0 → GL(V)
telle que dρ = φ (2.89).

D’après le théorème 3.15, ρ est complètement réductible. Donc

V = V1
⊕ · · ·⊕Vn,

où chaque Vi est un C-sous-espace vectoriel stable par ρ(G0), irréductible
comme G0-module. Chaque Vi est irréductible comme u0-module, car si Wi

est un sous-u0-module non nul de Vi, alors Wi est stable par G0 (Théorème
2.74), donc Wi = Vi.

De plus, comme Vi est un C-sous-espace vectoriel, il est stable par g =
u0 ⊗R C. Donc chaque Vi est un sous-g-module de V, irréductible puisqu’il
l’est déjà comme g0-module. On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 4.18 (Weyl’s unitarian trick). — Soit g une C-algèbre de Lie semi-
simple. Toute représentation de dimension finie de g est complètement réduc-
tible.
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Remarque 4.19. — On dispose aussi de preuves algébriques de ce théorème,
cf. le cours d’Introduction, Théorème 14.10 ; voir aussi [BL1, §6.2] ou [Hu,
§6.3] pour une preuve similaire, ou [Di74, 1.6.3] et [Va, §3.12-13] pour une
preuve cohomologique.





TABLE DES MATIÈRES
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1.6. Dérivations et champs de vecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.12. Morphismes de groupes et d’algèbres de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.13. Revêtement universel d’un groupe de Lie semi-simple compact 68

I. Groupes de Lie réels (suite)

Séance du 23/11/07 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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quotients, Hermann, 2000.
[BtD] Th. Bröcker, T. tom Dieck, Representations of compact Lie groups,

Springer 1985 (3rd printing, 2003).
[Ca] H. Cartan, Cours de calcul différentiel, Hermann, nouvelle édition,
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Math. Paris VII, 1982, et Springer, 2004.



iv TABLE DES MATIÈRES
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CNRS Éditions, 1995.
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