
II. GROUPES ALGÉBRIQUES SUR C
SÉANCES DU 12 ET 13/12/07

9. Variétés algébriques non nécessairement affines

9.1. Motivation. — (12) Soient G un groupe algébrique affine sur C et H
un sous-groupe fermé. On voudrait munir le quotient G/H d’une structure de
variété algébrique.

Considérons l’exemple suivant : G = GL2(C) opère de façon naturelle sur
C2 et l’opération est transitive sur C2 \ {0} et sur l’ensemble des droites de
C2, noté P1(C) ou simplement P1, et appelé l’espace projectif de dimension
1. Notons (e1, e2) la base canonique ; le stabilisateur de la droite Ce1 est le
sous-groupe

B =
{(

a b
0 d

)
∈ GL2(C)

}
.

Par conséquent, le quotient G/B est l’espace projectif P1. On verra que celui-ci
est muni naturellement d’une structure de variété algébrique non-affine. Pour
cela, il faut commencer par définir la notion de variété algébrique en général.

9.2. Variétés algébriques quasi-affines. — Soit A une k-algèbre réduite
et soit X = Max(A), muni de la topologie de Zariski.

On note kX la k-algèbre de toutes les fonctions X → k. Tout élément f ∈
A définit la fonction x 7→ f(x) sur X, et d’après le lemme ci-dessous f est
déterminée par cette fonction. Donc, on peut identifier les éléments de A aux
fonctions qu’ils définissent sur X.

Lemme 9.1. — Le morphisme d’algèbres A → kX est injectif.

Démonstration. — Soit f dans le noyau de ce morphisme. Comme f s’annule
sur X = V (0) alors, d’après le théorème des zéros de Hilbert, f ∈ √0, d’où
f = 0 puisque A est réduite.

(12)version du 12/12/07.
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Soit U un ouvert de Zariski de X. Soit F = X\U le fermé complémentaire et
soit I = I (F) son idéal dans A. Comme A est noethérienne, I est engendré par
un nombre fini d’éléments f1, . . . , fr. On notera D(fi) l’ouvert affine principal :

D(fi) = {x ∈ X | fi(x) 6= 0} = {x ∈ X | fi 6∈ mx}
(noté auparavant Ufi). Comme F = V (I) =

⋂r
i=1 V (fi), on obtient que

(1) U =
r⋃

i=1
D(fi).

Par conséquent, U est recouvert par un nombre fini d’ouverts affines D(fi) ∼=
Max(Afi).

Cette donnée, c.-à-d., le recouvrement (1) + les algèbres Afi , munit U
d’une structure de variété algébrique quasi-affine au sens ci-dessous.

Définition 9.2 (La catégorie des variétés quasi-affines). — 1) Une variété algé-
brique quasi-affine est un ouvert de Zariski U d’une variété algébrique affine
X.

2) Soient U ⊂ Max(B), U′ ⊂ Max(A) deux variétés algébriques quasi-affines.
Un morphisme φ : U → U′ est une application continue qui vérifie la condi-
tion suivante :

(∗) il existe un recouvrement U′ = D(g1)∪· · ·∪D(gn) et des recouvrements

φ−1(D(gj)) = D(fj,1)
⋃ · · ·⋃ D(fj,nj )

de chaque φ−1(D(gj)), tels que pour toute fonction régulière ψ ∈ k[D(gj)] =
Agj , la restriction de ψ ◦ φ à chaque D(fj,i) appartienne à k[D(fj,i)] = Bfj,i .

On vérifie que la composée de deux morphismes U → U′ → U′′ est un
morphisme.

3) On appelle « fonction régulière sur U » tout morphisme φ : U → k.
Comme les applications k × k → k, (x, y) 7→ x − y et (x, y) 7→ xy sont des
morphismes, les fonctions régulières sur U forment une algèbre, notée k[U].

4) Un morphisme φ : U → U′ est un isomorphisme s’il existe un mor-
phisme ψ : U′ → U tel que ψ ◦ φ = idU et φ ◦ ψ = idU′ .

Lemme 9.3. — Si U est un ouvert de Zariski de la variété algébrique affine
X = Max(A), l’inclusion U ↪→ X est un morphisme au sens de la définition
9.2.

Démonstration. — L’inclusion τ : U ↪→ X est continue, puisque U est muni
de la topologie induite. Considérons les recouvrements X = Max(A) et

(1) τ−1(X) = U =
r⋃

i=1
D(fi).
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Alors, pour tout ψ ∈ k[X] = A, la restriction de ψ ◦ τ à D(fi) n’est autre que
la restriction de ψ à D(fi), c.-à-d., l’image de ψ ∈ A dans Afi . Ceci montre
que τ est un morphisme.

Lemme 9.4. — Soient A,B deux k-algèbres de type fini réduites, X = Max(B)
et Y = Max(A), et soit φ : X → Y un morphisme de variétés algébriques
affines au sens de la définition 6.8, c.-à-d., le comorphisme

φ∗ : f 7→ f ◦ φ
envoie A dans B. Alors φ est un morphisme de variétés algébriques quasi-
affines au sens de la définition 9.2.

Démonstration. — D’abord, φ est continu. En effet, soit a un idéal de A =
k[Y]. Alors

φ−1(V (a)) = {x ∈ X | f(φ(x)) = 0, ∀ f ∈ a}
= {x ∈ X | φ∗(a) ⊆ mx} = V (φ∗(a)).

Ensuite, la condition (∗) pour les recouvrements triviaux U′ = Max(A) et
φ−1(U′) = Max(B) est précisément la condition que f ◦ φ = φ∗(f) ∈ B, pour
tout f ∈ A. Ceci prouve le lemme.

Remarque 9.5. — Soit B une k-algèbre de type fini réduite. Pour tout f ∈ B,
l’application x 7→ f(x) est un morphisme Max(B) → k = A1, car k[A1] = k[T]
est engendré par T et T◦f = f ∈ B, d’où P◦f = P(f) ∈ B pour tout P ∈ k[T].
Donc les éléments de B, c.-à-d., les « fonctions régulières sur X = Max(B) »
au sens des définitions 6.5 ou 6.26, sont des fonctions régulières sur la variété
quasi-affine X au sens de la définition 9.2. Il n’est pas immédiatement évident
que la réciproque soit vraie ; ceci est le contenu du théorème qui suit.

La définition d’application régulière X → k (et de morphisme) donnée en
9.2 est une définition « locale ». Dans le cas où X = Max(A) est affine, elle
cöıncide avec la définition « globale » k[X] = A, d’après le théorème suivant.

Théorème 9.6 (Morphismes Max(A) → k). — Soient A une k-algèbre de type
fini réduite et X = Max(A). Supposons donné un recouvrement

X = D(g1)
⋃ · · ·⋃ D(gn)

et une fonction φ : X → k telle que chaque giφ cöıncide sur D(gi) avec la
fonction x 7→ ai(x), pour un certain ai ∈ A. Alors φ ∈ A.

Démonstration. — Pour tout i, la fonction (giφ − ai)gi est nulle sur D(gi) et
sur V (gi), donc sur X tout entier. Donc g2

i φ cöıncide sur X avec aigi. D’autre
part, comme X =

⋃n
i=1 D(gi) et D(g2

i ) = D(gi), on a

V (
∑

i

Ag2
i ) =

⋂
i=1

V (Ag2
i ) = ∅.
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Donc, d’après le théorème des zéros de Hilbert, il existe b1, . . . , bn ∈ A tels que
1 =

∑
i big

2
i . Posons a =

∑
i biaigi. Alors,

φ =
∑

i

big
2
i φ =

∑

i

biaigi = a,

(égalité de fonctions sur X), d’où φ = a d’après le lemme 9.1.

Remarque 9.7. — Tout ce qui précède peut se formuler en définissant le fais-
ceau OX des fonctions régulières sur X = Max(A). (Voir n’importe quel livre
de géométrie algébrique, par exemple, [Die], [Ha], [Ke], [Ku, Chap. III], ou
[Pe]).

9.3. Variétés algébriques « abstraites ». — On peut maintenant définir
les variétés algébriques. On s’écarte ici de la présentation orale lors du cours, en adoptant

la terminologie courante « variétés/variétés séparées » plutôt que la terminologie ancienne

« prévariétés/variétés » utilisée en cours. Plus loin, on précisera que l’on ne considèrera que

des variétés algébriques séparées.

Définition 9.8 (Variétés algébriques). — 1) Une structure de variété algébrique
sur un ensemble X est la donnée d’un nombre fini de sous-ensembles U1, . . . ,Un

de X tels que X =
⋃

Ui, et, pour chaque i, d’une bijection φi de Ui sur une
variété algébrique affine Vi, de façon à ce que soient satisfaites les conditions
suivantes : pour tout i 6= j, Vi,j := φi(Ui ∩Uj) est un ouvert de Zariski de Vi

et

(∗) φj ◦ φ−1
i : Vij −→ Vji

est un isomorphisme de variétés quasi-affines.
Dans ce cas, on définit une topologie sur X en déclarant qu’une partie U est

ouverte si et seulement si chaque φi(U ∩ Ui) est ouvert dans Vi. (On vérifie
que ceci est bien une topologie).

Puis, à tout ouvert U de X, on associe son algèbre des fonctions régulières
k[U] en disant qu’une fonction ψ : U → k appartient à k[U] si, pour tout i,
la restriction de ψ ◦ φ−1

i à φi(U ∩ Ui) est une fonction régulière sur l’ouvert
quasi-affine φi(U ∩Ui). En particulier, il résulte de l’hypothèse (∗) que

k[Ui] = {ψ ◦ φi : Ui −→ k | ψ ∈ k[Vi]}.
2) Si Y est une seconde variété, définie par des couples (U′j , ηj), pour j =

1, . . . ,m, un morphisme X → Y est une application continue φ : X → Y telle
que, pour tout ψ ∈ k[U′j ], on ait ψ ◦ φ ∈ k[φ−1(U′j)].

Lemme 9.9. — Toute variété algébrique est un espace topologique noethérien
(cf. § 8.1). Par conséquent, on peut parler de composantes irréductibles, et de
variétés algébriques irréductibles.

Démonstration. — Laissée au lecteur.
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D’après la proposition 6.14, si X = Max(A) et Y = Max(B) sont des variétés
algébriques affines, alors A⊗B est réduite et X×Y s’identifie à Max(A⊗B),
muni de la topologie de Zariski correspondante. Le produit de deux variétés
algébriques arbitraires est défini de la façon suivante (voir [Die, §2.4]).

Proposition 9.10. — Soient X et Y deux variétés algébriques, définies respec-
tivement par les cartes (φi : Ui

∼−→ Vi) (i = 1, . . . ,m) et (ψj : U′j
∼−→ Wj)

(j = 1, . . . , n)
(a) Il existe sur X × Y une unique structure de variété algébrique, donnée

par les cartes
φi × ψj : Ui ×U′j

∼−→ Vi ×Wj ,

où Vi ×Wj est le produit des variétés algébriques affines Vi et Wj.
(b) Les projections prX : X × Y → X et prY : X × Y → Y sont des mor-

phismes, et X × Y est le produit de X et Y dans la catégorie des variétés
algébriques, c.-à-d., pour toute variété algébrique Z, on a :

Hom(Z,X×Y) = Hom(Z,X)×Hom(Z,Y),

c.-à-d., étant donnés des morphismes f : Z → X et g : Z → Y, l’application
φ : z 7→ (f(z), g(z)) est un morphisme, et c’est l’unique morphisme φ : Z →
X×Y tel que prX ◦ φ = f et prY ◦ φ = g.

(c) Pour tout x0 ∈ X, {x0} ×Y est un fermé de X×Y, isomorphe à Y, et
de même pour X× {y0}, pour y0 ∈ Y.

Proposition 9.11. — Soient X,Y des variétés algébriques. Si X et Y sont irré-
ductibles, alors X×Y l’est aussi.

Démonstration. — D’après le point (c) ci-dessus, pour tout x ∈ X, y ∈ Y,
les applications τx : Y → X × Y, z 7→ (x, z) et τy : X → X × Y, u 7→ (u, y)
sont continues. Supposons X × Y = F1 ∪ F2. Alors, pour chaque y ∈ Y on a
X = τ−1

y (F1) ou X = τ−1
y (F2). Par conséquent, Y = Y1 ∪ Y2, où Yi = {y ∈

Y | τy(X) = Fi}. Mais Yi =
⋂

x∈X τ−1
x (Fi) et donc Y1, Y2 sont fermés. Ceci

implique que, disons, Y = Y1 et donc X×Y = F1.

Définition 9.12 (Variétés algébriques séparées). — Soit X une variété algébri-
que. On dit que X est une variété algébrique séparée si elle vérifie les condi-
tions équivalentes suivantes :

(i) La diagonale ∆X est fermée dans X×X (muni de la topologie de Zariski).
(ii) pour tout couple (f, g) de morphismes d’une variété Y dans X, l’ensemble

des y tels que f(y) = g(y) est fermé.

Remarque 9.13. — (i) résulte de (ii) appliqué aux deux projections de X × X
sur X. Réciproquement, si f, g sont des morphismes Y → X, leur lieu de
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cöıncidence est l’image inverse de ∆X par le morphisme φ = (f, g). Ceci prouve
l’équivalence des deux conditions.

Exemple 9.14. — Voici un exemple de variété algébrique non séparée. On
prend X = la réunion disjointe de l’espace affine kn et d’un point 0′, et l’on
prend le recouvrement X = U ∪U′, où U = kn et

U′ = (kn \ {0}) ∪ {0′},
qu’on identifie à une seconde copie de kn de façon évidente. Cette variété n’est
pas séparée, car on a deux morphismes distincts f, g : kn → X qui cöıncident
sur kn \ {0} mais diffèrent en 0 : f(0) = 0 tandis que g(0) = 0′.

Théorème 9.15. — Chaque espace affine An est séparé, ainsi que toute variété
algébrique quasi-affine.

Démonstration. — k[An×An] = k[X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Yn] et la diagonale ∆An

est définie par les équations Xi −Yi = 0, donc est une sous-variété algébrique
fermée. Ceci montre que An est une variété algébrique séparée.

Soit U un ouvert de Zariski d’une variété algébrique affine X ↪→ An, et
soient Y une variété algébrique arbitraire et f, g deux morphismes Y → U.
Montrons que le lieu de cöıncidence

Z = {y ∈ Y | f(y) = g(y)}
est fermé dans Y. D’après les lemmes 9.3 et 9.4, les inclusions U ↪→ X ↪→ An

sont des morphismes et donc f, g peuvent être considérés comme des mor-
phismes Y → An. Comme An est séparé, on obtient que Z est fermé dans Y.
Ceci montre que U est séparé.

Proposition 9.16. — L’espace projectif Pn = P(kn+1) est une variété algébrique
irréductible et séparée.

Démonstration. — Posons V = kn+1 et X = kn+1 \ {0} ; c’est un ouvert de
Zariski de kn+1. Soit (e0, . . . , en) une base arbitraire de V, d’où des coordonnées
(x0, . . . , xn) sur V. (On peut bien sûr prendre la base canonique, mais il est
utile de considérer une base arbitraire, voir plus bas).

Comme ensemble, Pn est le quotient de X par k∗, c.-à-d., c’est l’ensemble
des classes d’équivalence pour la relation d’équivalence :

(x0, . . . , xn) ∼ (tx0, . . . , txn), ∀ (x0, . . . , xn) ∈ X, t ∈ k∗.
On note [x0, . . . , xn] l’image de (x0, . . . , xn) dans Pn ; on dit que [x0, . . . , xn]
sont les « coordonnées homogènes » du point de Pn correspondant.

Pour i = 0, . . . , n, on pose

Ui = {[x0, . . . , xn] ∈ Pn | xi 6= 0}.
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Fixons deux indices i et j, avec i 6= j. Alors l’application φi : [x0, . . . , xn] 7→
(x0

xi
, . . . , xi

xi
= 1, . . . , xn

xi
) est une bijection de Ui sur la variété algébrique affine

Vi = {(y0, . . . , yn) ∈ kn+1 | yi = 1},
d’où k[Vi] = k[Y0, . . . ,Yn]/(Yi− 1) (isomorphe à un anneau de polynômes en
n variables). De même, φj est une bijection de Uj sur

Vj = {(z0, . . . , zn) ∈ kn+1 | zj = 1}.
Alors φi(Ui ∩Uj) est l’ouvert affine principal D(yj) de Vi, c.-à-d.,

φi(Ui ∩Uj) = {(y0, . . . , yn) ∈ kn+1 | yi = 1, yj 6= 0},
et de même φj(Uj ∩Ui) est l’ouvert affine principal D(zi) de Vj , c.-à-d.,

φj(Uj ∩Ui) = {(z0, . . . , zn) ∈ kn+1 | zj = 1, zi 6= 0}.
Pour [x] ∈ Ui ∩Uj , on a φi([x]) = y et φj([x]) = z, avec

y` =
x`

xi
, z` =

x`

xj
,

et φj ◦ φ−1
i : D(yj) → D(zi) est donné par y` 7→ z` = y`y

−1
j , qui est bien

un morphisme de D(yj) dans D(zi), puisque ses « coordonnées » y`/yj sont
des fonctions régulières sur D(yj). De plus, c’est un isomorphisme, son inverse
étant le morphisme z` 7→ y` = z`z

−1
i .

Ceci montre que Pn est une variété algébrique. On voit facilement que l’ap-
plication X → Pn, x 7→ [x] est un morphisme surjectif. Comme X est irréduc-
tible (étant un ouvert de kn+1, qui est irréductible), il en résulte que Pn est
irréductible.

Pour montrer que Pn est séparé, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 9.17. — Tout ensemble fini de points p1, . . . , pr est contenu dans un
ouvert affine U0.

Démonstration. — Soient D1, . . . ,Dr les droites de V correspondant aux
points pi, et soient H1, . . . ,Hr les hyperplans correspondant de l’espace dual
V∗. Comme V∗ = kn+1 est irréductible, la réunion des Hi est propre, donc il
existe une forme linéaire φ0 ∈ V∗ telle que φ0(Di) 6= 0, pour i = 1, . . . , r. Com-
plétant φ0 en une base (φ0, . . . , φn) de V∗ et notant (e0, . . . , en) la base duale
de V, on obtient ainsi que les points p1, . . . , pr appartiennent tous à l’ouvert
affine principal U0.

On peut maintenant montrer que Pn est séparé. Soient p 6= q deux points
distincts de Pn. D’après ce qui précède, ils sont contenus dans un ouvert affine
principal U = U0.
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Comme U est séparé, d’après le théorème 9.15, il existe un voisinage ouvert
V de (p, q) dans U×U ne rencontrant pas ∆U. Comme U×U est ouvert dans
Pn × Pn, alors V est un voisinage ouvert de (p, q) dans Pn × Pn, et l’on a

V ∩∆n
P ⊆ V ∩∆U = ∅.

Ceci montre que ∆n
P est fermée dans Pn × Pn, donc Pn est séparé.

Remarque 9.18. — Reprenons les notations de la preuve de la proposition. Il
est commode d’introduire des indéterminées X0, . . . ,Xn et d’identifier chaque
k[Vi] au sous-anneau de k[X0, . . . ,Xn, 1/X0 · · ·Xn] suivant :

k[Vi] = k[
X`

Xi
| ` = 0, . . . , n].

Alors k[Vij ] et k[Vji] s’identifient au même sous-anneau

k[
X0

Xi
, . . . ,

Xn

Xi
,
Xi

Xj
] = k[

X0

Xj
, . . . ,

Xn

Xj
,
Xj

Xi
],

et le « changement de cartes » φj ◦ φ−1
i est donné par l’automorphisme

X`

Xi
7→ X`

Xj
=

X`

Xi

Xi

Xj

de cet anneau.

9.4. Compléments sur les variétés algébriques. — (13)

Proposition 9.19. — Soit X une variété algébrique et Y une partie fermée de X. Alors
Y est muni de façon naturelle d’une structure de variété, et l’inclusion Y ↪→ X est un
morphisme de variétés algébriques.

Démonstration. — Soient φi : Ui
∼−→ Vi (i = 1, . . . , n) des cartes définissant la

structure de variété sur X. Comme chaque φi est un homéomorphisme de Ui sur Vi,
alors φi(Y ∩Ui) est un fermé de Zariski de Vi, donc une variété algébrique affine. La
restriction de φj ◦ φ−1

i induit alors un isomorphisme de variétés quasi-affines

φi(Y ∩Ui ∩Uj)
∼−→ φj(Y ∩Uj ∩Ui),

donc Y est une variété algébrique. Enfin, l’inclusion τ : Y ↪→ X est un morphisme de
variétés algébriques car elle est continue et, pour tout i, on a un diagramme commu-
tatif

k[Ui]
τ∗−−−−→ k[Ui ∩Y]

φ∗i

y∼= ∼=
yφ∗i

k[Vi]
res−−−−→ k[φi(Y ∩Ui)]

(où res désigne l’application de restriction), qui montre que ψ ◦ τ ∈ k[Ui ∩ Y] pour
tout ψ ∈ k[Ui].

(13)Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Proposition 9.20. — Soit X une variété algébrique et U une partie ouverte de X. Alors
U est muni de façon naturelle d’une structure de variété, et l’inclusion U ↪→ X est un
morphisme de variétés algébriques.

Démonstration. — Laissée au lecteur, voir les références données en 9.7.

On renvoie à la définition 2.3 pour la notion de partie localement fermée d’un
espace topologique. En combinant les deux propositions précédentes ; on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 9.21. — Tout sous-espace localement fermé Y d’une variété algébrique X
est muni de façon naturelle d’une structure de variété algébrique. On dira que Y
est une sous-variété localement fermée (resp. ouverte ou fermée, si Y est ouvert ou
fermé) de X.

En particulier, si f : X → Z est un morphisme et W une sous-variété fermée
(resp. ouverte) de Z, alors V = f−1(W) est une sous-variété fermée (resp. ouverte)
de X.

Définition 9.22 (Ouverts affines). — Soient X une variété algébrique et U un ouvert de
X. On dit que U est un ouvert affine si U est isomorphe, comme variété algébrique, à
une variété algébrique affine.

Définition 9.23 (Variétés quasi-projectives). — 1) On appelle variété (algébri-
que) projective toute sous-variété fermée d’un espace projectif Pn.

2) On appelle variété (algébrique) quasi-projective toute sous-variété
ouverte d’une variété projective. En particulier, toute variété affine ou quasi-
affine est une variété quasi-projective (puisque An est un ouvert affine principal
de Pn).

Remarque 9.24. — Dans la suite, on n’aura à considérer que des variétés algé-
briques quasi-projectives.

Proposition 9.25. — Soient X,Y deux variétés et f : X → Y un morphisme. Alors f
induit un morphisme de variétés X → f(X).

Démonstration. — Laissée au lecteur, voir les références données en 9.7.

En utilisant le théorème 9.6 (ou sa généralisation au cas des morphismes), on peut
démontrer la proposition suivante.

Proposition 9.26. — Soit φ : X → Y un morphisme de variétés algébriques. Pour tout
ouvert W de Y et tout ouvert V ⊆ φ−1(W), on a :

∀ψ ∈ k[W], (ψ ◦ φ)|V ∈ k[V].

Concernant les variétés séparées, le théorème 9.15 et sa démonstration s’étendent
comme suit (en tenant compte de la proposition 9.16).

Théorème 9.27. — Toute sous-variété localement fermée d’une variété algébrique sé-
parée est séparée. En particulier, toute variété quasi-projective est séparée.
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De même, la démonstration de la proposition 9.16 s’étend au résultat suivant.

Théorème 9.28. — Soit X une variété algébrique. On suppose que pour tout x, y ∈ X,
il existe un ouvert affine U contenant x et y. Alors X est séparée.

Démonstration. — Soient x 6= y dans X et soit U un ouvert affine contenant x et
y. Comme U est séparé, il existe un voisinage ouvert V de (x, y) dans U × U ne
rencontrant pas ∆U. Comme U× U est ouvert dans X× X, alors V est un voisinage
ouvert de (x, y) dans X×X, et l’on a

V ∩∆X ⊆ V ∩∆U = ∅.

Ceci montre que ∆X est fermée dans X×X, donc X est séparée.

Proposition 9.29. — (i) Le produit de deux variétés séparées est une variété
séparée.

(ii) Soient X,Y deux variétés séparées et f : X → Y un morphisme. Alors
le graphe de f est fermé dans X×Y.

Démonstration. — Voir [Die, §2.6, Prop. 9].

Notation 9.30. — Dans la suite, on ne considèrera que des variétés algébriques
séparées, et l’on convient que désormais « variété algébrique » signifie « variété
algébrique séparée ».

9.5. Corps des fonctions rationnelles et théorème de Chevalley. —
Soit X une variété algébrique irréductible. Si U, V sont des ouverts non-vides,
U ∩ V est un ouvert non-vide et l’application de restriction k[U] → k[U ∩ V]
est injective (car U ∩V est dense).

Définition 9.31. — Soit X une variété algébrique irréductible. On note k(X) la
limite injective des k[U], pour U ouvert non-vide. En d’autres termes, k(X)
s’identifie à l’ensemble des couples (U, f) où U est un ouvert non-vide et f ∈
k[U], modulo la relation d’équivalence : (U, f) ∼ (V, g) si f et g cöıncident sur
un ouvert non-vide W ⊆ U ∩V (dans ce cas, f = g sur U ∩V).

C’est un corps, appelé le corps des fonctions rationnelles sur X, car si
f est non-nulle et appartient à k[U] alors 1/f appartient à k[U∩D(f)], où l’on
rappelle que D(f) désigne l’ouvert : {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
Proposition 9.32. — Soit X une variété algébrique irréductible. Alors k(X) =
Frac(k[U]), pour tout ouvert affine non vide U.

Démonstration. — D’abord, il résulte de la définition que k(X) = k(U) pour
tout ouvert non-vide U. Donc il suffit de montrer que si X est affine alors
k(X) = Frac(k[X]). Il est clair que k[X] ⊆ k(X). Réciproquement, soit f ∈
k(X). Alors f ∈ k[V] pour un ouvert non-vide V, et il existe g ∈ k[X] tel
D(g) ⊆ k[V]. Alors f ∈ k[D(g)] = k[X]g ⊆ k(X).
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Les théorèmes 8.22 et 8.24 se généralisent aux variétés algébriques non né-
cessairement affines.

Théorème 9.33. — Soit X irréductible. Pour tout x ∈ X, on a dimx X =
deg trk k(X). En particulier, dimX = deg trk k(X).

Définition 9.34. — Soient X,Y deux variétés algébriques et f : X → Y un
morphisme. On dit que f est dominant si f(X) est dense dans Y, c.-à-d., si
f(X) = Y.

Théorème 9.35 (Théorème de constructibilité de Chevalley)
Soient X,Y deux variétés algébriques irréductibles et f : X → Y un mor-

phisme dominant.
(a) Il existe un ouvert dense V de Y, contenu dans f(X), tel que, pour tout

v ∈ V, toute composante irréductible de f−1(v) soit de dimension dimX −
dim Y > 0.

(b) Pour tout y ∈ f(X) et toute composante irréductible Z de f−1(v), on a
dim Z > dim X− dimY.

(b′) La fonction X → N, x 7→ dimx f
−1(f(x)) est semi-continue supérieure-

ment, c.à.d., pour tout n, l’ensemble des x ∈ X tels qu’il existe une composante
Z de f−1(f(x)) contenant x et de dimension > n, est fermé.

Corollaire 9.36. — Soit f : X → Y un morphisme de variétés algébriques non
nécessairement irréductibles. Alors f(X) contient un ouvert dense de f(X).

Démonstration. — Remplaçant si nécessaire Y par f(X), on peut supposer
que f est dominant. On se ramène alors au cas irréductible comme suit.

Notons X1, . . . ,Xn les composantes irréductibles de X et posons Yi = f(Xi).
Alors, d’une part, Y1 ∪ · · · ∪ Yn égale Y, car c’est un fermé contenant f(X).
D’autre part, chaque Yi est irréductible donc, d’après le théorème précédent,
f(Xi) contient un ouvert dense Ui de Yi. Alors U1 ∪ · · · ∪ Un est un ouvert
dense de Y contenu dans f(X).

10. Action sur une variété, variétés homogènes

10.1. Action sur une variété, stabilisateurs et orbites. —

Définition 10.1 (G-variétés). — Soient G un groupe algébrique affine et X une
variété algébrique. On dit que X est une G-variété si l’on s’est donné un mor-
phisme de variétés µX : G×X → X vérifiant les axiomes d’une action, c.-à-d.,
(1) µ ◦ (µ× idX) = µX ◦ (idG×µX),
(2) µX ◦ (e× idX) = idX,
où µ, resp. e, désigne la multiplication, resp. l’élément neutre, de G.
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Si X,Y sont deux G-variétés algébriques, un G-morphisme φ : X → Y est
un morphisme de variétés qui commute à l’action de G, c.-à-d., tel que :

φ(gx) = gφ(x), ∀ g ∈ G, x ∈ X.

Dans ce cas, on dit aussi que φ est un morphisme équivariant (ou G-
équivariant).

Soient G un groupe algébrique et X une G-variété. Pour des parties Y,Z de
X, on pose

TransG(Y,Z) = {g ∈ G | gY ⊆ Z}, StabG(Y) = TransG(Y,Y).

Si Y est un singleton {x}, on note StabG({x}) = Gx.

Lemme 10.2. — (a) Si Z est un fermé de X, alors TransG(Y,Z) est un fermé
de G. Par conséquent, pour tout x ∈ X, Gx est un sous-groupe fermé.

(b) Si Y est localement fermé, alors StabG(Y) égale {g ∈ G | gY = Y}, et
est un sous-groupe fermé.

Démonstration. — Pour x ∈ X, notons µx l’application g 7→ gx. C’est un
morphisme de variétés.

(a) Pour tout y ∈ Y, TransG({y},Z) = µ−1
y (Z) est un fermé de G. Il en

est donc de même de TransG(Y,Z) =
⋂

y∈Y TransG({y},Z). L’assertion (a) en
découle.

(b) Soit g ∈ StabG(Y). Notons d’abord que gY ⊆ Y. Par conséquent, on
a une suite décroissante de fermés Y ⊇ gY ⊇ g2Y ⊇ · · · . Cette suite étant
stationnaire, on en déduit que Y = gY. Donc Y est stable par g et g−1. Comme
Y est ouvert dans Y, la suite Y ⊆ g−1Y ⊆ g−2Y ⊆ · · · est une suite croissante
d’ouverts de Y et est donc stationnaire. On en déduit que Y = g−1Y, d’où
gY = Y. Ceci prouve que StabG(Y) est un sous-groupe. De plus, on déduit de
ce qui précède que StabG(Y) égale{

g ∈ G | gY = Y et g(Y \Y) = Y \Y
}

= StabG(Y) ∩ StabG(Y \Y).

D’après le point (a), on conclut que StabG(Y) est un sous-groupe fermé de
G.

Théorème 10.3. — Soit X une G-variété algébrique. Pour tout x ∈ X, l’orbite
Gx est ouverte et dense dans Gx. En particulier, Gx est une sous-variété
localement fermée de X.

Démonstration. — Gx est l’image du morphisme µx donc contient, d’après le
corollaire 9.36, un ouvert dense U de Gx. Mais alors Gx est la réunion des
ouverts gU et est donc ouvert (et dense) dans Gx.

Corollaire 10.4 (Lemme de l’orbite fermée). — Tout fermé G-stable F ⊆ X
contient au moins une orbite fermée.
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Démonstration. — L’ensemble des fermés non-vides et G-stables de F est non-
vide (il contient F) donc admet au moins un élément minimal Z. Soit z ∈ Z.
Par minimalité, on a Z = Gz. Alors, d’après le théorème 10.3, Z \ Gz est un
fermé G-stable strictement contenu dans Z et est donc vide. Donc Gz = Z est
une orbite fermée.

10.2. Morphismes séparables et morphismes birationnels. — Soit
φ : X → Y un morphisme dominant de variétés algébriques irréductibles.
D’après le théorème de Chevalley 9.35, f(X) contient un ouvert dense V ⊆ Y.
Alors, le comorphisme φ∗ : k[V] → k[φ−1(U)] est injectif et induit, d’après la
proposition 9.32, un morphisme injectif de corps k(Y) ↪→ k(X), encore noté
φ∗ :

Définition 10.5. — Soit L/K une extension de type fini. Elle est dite sépara-
blement engendrée s’il existe une base de transcendance B de L sur K telle
que l’extension algébrique L/K(B) soit séparable. Dans ce cas, on dit que B
est une base de transcendance séparante.

En particulier, une extension transcendante pure ou bien algébrique sépa-
rable est séparablement engendrée.

Remarque 10.6. — Si car(K) = 0, toute extension de type fini L/K est sépa-
rablement engendrée.

Définition 10.7. — Soit f : X → Y un morphisme de variétés irréductibles.
1) On dit que f est séparable s’il est dominant et si l’extension k(Y) ⊆ k(X)

est séparablement engendré (cf. 10.5).
2) On dit que φ est birationnel s’il est dominant et si φ∗ induit un isomor-

phisme k(Y) ∼−→ k(X).

Proposition 10.8. — Soit φ : X → Y un morphisme entre variétés algébriques
irréductibles. Alors φ est birationnel si, et seulement si, il existe un ouvert
non-vide W de Y tel que φ induise un isomorphisme de φ−1(W) sur W.

Démonstration. — La condition est suffisante, d’après la proposition 9.32.
Réciproquement, supposons φ birationnel ; en particulier, φ est dominant.
Soit V un ouvert affine de Y contenu dans φ(X), et soit U un ouvert af-
fine non vide contenu dans φ−1(V). Alors φ(U) est dense dans V et donc
φ∗ : k[V] → k[U] est injectif. Comme k[U] est une k-algèbre de type fini, il
existe f1, . . . , fn ∈ k[U] tels que k[U] = k[V][f1, . . . , fn]. Or, d’après l’hypo-
thèse, on a Frac(k[V]) = Frac(k[U]). Par conséquent, il existe g ∈ k[V] tel
que gfi ∈ k[V] pour tout i. Alors, k[V]g = k[U]g et, par conséquent, φ in-
duit un isomorphisme entre les ouverts affines D(φ∗(g)) ⊆ U et D(g) ⊆ V. La
proposition est démontrée.
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Remarque 10.9. — Si car(k) = p > 0, le morphisme k → k, x 7→ xp est
bijectif mais pas birationnel. Il n’est pas séparable non plus, car l’extension
correspondante k(Tp) ⊂ k(T) est algébrique non séparable.

L’intérêt de la notion de séparabilité apparâıt, par exemple, dans le théorème
suivant (cf. [Spr, Thm. 5.1.6]).

Théorème 10.10. — Soient X,Y des variétés affines irréductibles de même di-
mension et φ : X → Y un morphisme séparable. Alors il existe un ouvert W
de Y contenu dans φ(X) tel que, pour tout v ∈ V, l’ensemble φ−1(v) est fini,
de cardinal [k(Y) : k(X)]. En particulier, si φ est injectif, il est birationnel.

Démonstration. — (14) Posons K = k(Y) et L = k(X). Alors

deg trk K = dim Y = dim X = deg trk L

et donc l’extension L/K est algébrique, et de type fini (car L/k l’est déjà), donc de
degré fini. Alors K · k[X], étant une sous-K-algèbre de L, est intègre et de dimension
finie sur K, donc est un corps, donc égale L. Par conséquent, tout x ∈ L s’écrit x = b/s,
avec b ∈ k[X] et s ∈ k[Y].

De plus, on a supposé l’extension L/K séparable. Donc, d’après le théorème de
l’élément primitif, l’extension L/K est monogène, c.-à-d., il existe f ∈ L tel que
L = K[f ]. D’après ce qui précède, on peut supposer f ∈ k[X].

Soient x1, . . . , xn des générateurs de la k-algèbre de type fini k[X] ; d’après ce qui
précède, chaque xi s’écrit comme un polynôme Pi en f , à coefficients dans k(Y). Soit
a ∈ k[Y] tel que les coefficients de tous les Pi appartiennent à k[Y]a. Alors l’image
inverse par φ de l’ouvert affine V = D(a) de Y est l’ouvert affine U = D(a ◦ φ) de X,
et le comorphisme φ∗ induit un isomorphisme

k[U] ∼−→ (k[V])[f ],

car les xi appartiennent à (k[V])[f ]. Soit T une indéterminée ; on a donc un morphisme
surjectif (de k[V]-algèbres) (k[V])[T] ³ k[U]. Son noyau n’est pas nécessairement un
idéal principal de (k[V])[T], mais on s’y ramène de la façon suivante.

Soit P = Td + a1Td−1 + · · · + ad le polynôme minimal de f sur K = k(V), soit
b ∈ k[V] tel que les coefficients ai de P appartiennent à k[V]b, et soit g = ab. Alors,
l’image inverse par φ de l’ouvert affine V′ = D(g) de V est l’ouvert affine U′ = D(g◦φ)
de U, on a P ∈ (k[V′])[T] et φ∗ induit un isomorphisme

(∗) ε : k[U′] ∼−→ (k[V′])[T]/(P).

En effet, posons A = k[V′] et soit Q ∈ A[T] tel que Q(f) = 0. Comme P est unitaire,
on peut faire la division euclidienne de Q par P ; alors le reste R vérifie R(f) = 0 et
est nul ou bien de degré < deg P. Comme P est le polynôme minimal de f dans K[T],
la seconde possibilité est exclue, donc R = 0 et P divise Q dans A[T]. Ceci prouve
(∗).

(14)Pas faite en cours.
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Alors, le morphisme τ : U′ → V′ × k, x 7→ (φ(x), f(x)) est une immersion fermée,
car son comorphisme n’est autre que ε. Il en résulte qu’on peut identifier U′ à la
sous-variété fermée de V′ × k suivante :

U′ = {(y, t) ∈ V′ × k | Py(t) = 0},
où Py = Td+a1(y)Td−1+· · ·+ad(y) désigne le polynôme P dans lequel on a spécialisé
les coefficients en y. Donc, en chaque y ∈ V′, la fibre φ−1(y) s’identifie à l’ensemble
des racines (dans k !) du polynôme spécialisé Py.

Il reste à voir qu’il existe un ouvert non vide W de V′ tel que Py ait d racines
distinctes pour tout y ∈ W. Ceci découle de l’existence du polynôme discriminant,
comme suit.

Soient f1, f2, . . . , fd (où d = deg P et f = f1) les racines de P dans une clôture
algébrique L de L. Comme f est séparable (car L/K l’est), les fi sont deux à deux
distincts, et donc le discriminant de P :

disc(P) =
∏

i<j

(fi − fj)2

est un élément non nul de L. En fait, comme c’est un polynôme symétrique en les
fi, c’est un polynôme en les fonctions symétriques élémentaires des fi, qui sont les
coefficients de P, donc des éléments de k[V′]. Donc disc(P) est un élément non nul δ
de k[V′].

Soit W l’ouvert affine D(δ) de V′. Pour tout y ∈ W, le discriminant de Py égale
δ(y), qui est non nul, donc Py a d racines distinctes. Le théorème est démontré.

Corollaire 10.11. — Soient X,Y des variétés algébriques irréductibles et φ :
X → Y un morphisme bijectif et séparable. Alors φ est birationnel.

Démonstration. — Comme φ est bijectif, dimX = dim Y, d’après le théorème
de Chevalley 9.35. Soit V un ouvert affine non vide de Y et soit U un ouvert
affine non vide de X contenu dans φ−1(U). Alors la restriction de φ à U est un
morphisme U → V séparable et injectif. D’après la proposition précédente, φ
induit un isomorphisme k(V) ∼−→ k(U), et donc φ est birationnel.

En particulier, comme en caractéristique nulle toute extension de corps est
séparable, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 10.12. — Supposons k = C. Soit φ : X → Y un morphisme bijectif
entre variétés algébriques irréductibles. Alors φ est birationnel.

10.3. Variétés homogènes : définition et premiers résultats. —

Définition 10.13. — Soient G un groupe algébrique affine et X une G-variété.
On dit que X est une G-variété homogène si l’action de G est transitive
(c.à.d., si l’on a X = Gx pour un, et donc tout, x ∈ X).
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Lemme 10.14. — Soit X une G-variété homogène.
(a) Les composantes irréductibles de X cöıncident avec les composantes

connexes, et chacune est une variété homogène sous G0. Elles sont transla-
tées l’une de l’autre, et sont toutes de dimension dim G − dimGx (pour x
arbitraire).

(b) Si X et Gx sont irréductibles, alors G aussi. En particulier, si l’on a
une suite exacte de groupes algébriques affines :

1 −→ K −→ G −→ H −→ 1

avec H,K connexes, alors G est connexe.

Démonstration. — Soient e = g1, . . . , gn un système de représentants de
G/G0, et x ∈ X. Alors G = G0g1 t · · · t G0gn et, comme les G0gix sont
deux à deux disjoints ou égaux, on peut supposer que X = G0xt · · · tG0gmx,
pour un m 6 n. L’une au moins de ces G0-orbites est fermée, d’après le co-
rollaire 10.4. Or, pour i, j = 1, . . . ,m, on a G0gjx = gjg

−1
i G0gix. Il en résulte

que les G0gix, 1 6 i 6 m, sont toutes fermées et ouvertes. Ce sont donc les
composantes connexes de X. Enfin, notons φ le morphisme G → X, g 7→ gx.
Pour tout g, on a φ−1(gx) = gGx. D’après le théorème 8.24, on en déduit que
chaque composante de X est de dimension dimG− dim Gx. Ceci prouve (a).

Voyons (b). D’après (a), on a X = G0x. Soit g ∈ G. Alors, gx = hx pour
un h ∈ G0, et donc h−1g ∈ Gx. Or Gx ⊆ G0, puisque Gx est connexe, et donc
g ∈ G0. Ceci prouve le lemme.

Remarque 10.15. — On peut avoir G et X irréductibles sans que Gx le soit.
Par exemple, considérons l’action adjointe de G = SL2 dans sl2. Soit x = E11.
Alors G et Gx sont irréductibles, mais pas Gx.

On obtient alors la proposition suivante, qui fournit un critère d’isomor-
phisme suffisant pour certaines applications.

Proposition 10.16. — Soient G un groupe algébrique, X,Y deux G-variétés ho-
mogènes irréductibles, et φ : X → Y un morphisme G-équivariant birationnel.
Alors φ est un isomorphisme.

Démonstration. — D’après la proposition 10.8, il existe un ouvert non vide V
de Y tel que φ induise un isomorphisme de φ−1(V) sur V. Alors, pour tout
g ∈ G, φ induit un isomorphisme de φ−1(gV) sur gV, et la proposition en
résulte.

Corollaire 10.17 (Isomorphisme de C-variétés homogènes)
Supposons k = C. Soient X,Y des variétés et φ : X → Y un morphisme

G-équivariant bijectif. Alors φ est isomorphisme.
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Démonstration. — En utilisant le lemme 10.14, on se ramène au cas au G,X,Y
sont irréductibles. Alors, d’après le corollaire 10.12, φ est birationnel, donc un
isomorphisme d’après la proposition précédente.

10.4. Le théorème des semi-invariants de Chevalley. — Soit V un k-
espace vectoriel de dimension n+ 1. Notons π le morphisme V \ {0} → P(V).
Soit {e0, . . . , en} une base de V, d’où des coordonnées homogènes [x0, . . . , xn]
sur P(V). Dans la démonstration qui suit, on notera Di l’ouvert affine principal
{[x] ∈ P(V) | xi 6= 0}, pour i = 0, . . . , n.

Proposition 10.18. — Soit V un G-module rationnel de dimension finie. Alors
G agit morphiquement dans P(V).

Démonstration. — Comme G → GL(V) est un morphisme, il suffit de traiter
le cas où G = GL(V). Notons θ l’application

G× P(V) −→ P(V), (g, [x]) 7→ [gx].

Il suffit de vérifier que, pour ` = 0, . . . , n, U` := θ−1(D`) est un ouvert de
G× P(V), et que θ` : U` → D` est un morphisme. Or

U` = {(g, [x0, . . . , xn]) |
n∑

j=0

g`jxj 6= 0},

et on vérifie que chaque U`,i := U` ∩ (G × Di) est un ouvert de G × Di. De
plus, pour m = 0, . . . , n, m 6= `, on a

Xm(gx) =

∑
j gmjxj∑
j g`jxj

,

et ceci est une fonction régulière sur U` ; en effet, sur chaque U`,i on a Xm(gx) =(∑
j gmjxj/xi

)/(∑
j g`jxj/xi

)
. La proposition est démontrée.

Soient G un groupe algébrique affine, H un sous-groupe fermé, et I = I (H)
l’idéal de H dans k[G]. On considère l’action de G dans k[G] définie par
(gφ)(h) = φ(hg).

Lemme 10.19. — On a H = {g ∈ G | gI = I}.

Démonstration. — Facile et laissée au lecteur.

Théorème 10.20 (Théorème des semi-invariants de Chevalley)
Il existe un G-module rationnel V de dimension finie et un sous-espace V1

de dimension 1, tels que StabG(V1) = H.
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Démonstration. — Soient I l’idéal de H dans k[G]. On considère la représenta-
tion rationnelle ρ de G sur k[G] définie par (ρ(g)φ)(g′) = φ(g′g), pour φ ∈ k[G],
g, g′ ∈ G. Soient x1, . . . , xs des générateurs de l’idéal I, W le sous-ρ(G)-module
qu’ils engendrent, et E = W ∩ I. Alors E est stable par ρ(H), et contient les
xi.

Lemme 10.21. — On a H = StabG(E).

Démonstration. — D’après le lemme 10.19, on a H = StabG(I). Comme W est
stable par G, on voit que si g ∈ G stabilise I, il stabilise aussi I∩W = E. Donc
StabG(I) ⊆ StabG(E). L’inclusion réciproque est claire, puisque E engendre I
et que G agit par automorphismes d’algèbres. Le lemme est démontré.

Lemme 10.22. — Soient W un k-espace vectoriel de dimension finie, E un
sous-espace de dimension d, et D = ΛdE ⊆ ΛdW. Soient g ∈ GL(W). Consi-
dérons l’action induite sur Λd(W). Alors gD = D ⇔ gE = E.

Démonstration. — Voir par exemple [Bo, Lemma 5.1] ou [Spr, Lemma 5.5.2]
ou [Hu2, Lemma 11.1].

Revenons à la preuve du théorème. On a obtenu un G-module rationnel W
de dimension finie, et un sous-espace E tels que H = StabG(E). Le théorème
en découle, en prenant V = ΛdW et V1 = ΛdE.

Définition 10.23. — On munit l’ensemble G/H de la structure de variété algé-
brique quasi-projective définie par la bijection G/H ∼−→ G · V1 ⊆ P(V). Ceci
ne dépend pas du choix de V et V1, d’après le théorème qui suit.

Désormais, on suppose k = C. Alors le morphisme surjectif G → G ·V1 est
automatiquement séparable.

Supposons donnés une G-variété homogène G/H et un morphisme G-équi-
variant séparable π : G → G/H, tels que H soit le stabilisateur de π(1).

Théorème 10.24 (Le quotient G/H). — (On suppose k = C).
(a) Pour tout ouvert U de G/H, on a

π∗(k[U]) = k[π−1(U)]H := {φ ∈ k[π−1(U)] | φ constante sur les classes gH}.
Donc, k[U] = {ψ : U → k | ψ ◦ π ∈ k[π−1(U)] }.

(b) G/H vérifie la propriété universelle (de quotient par H) suivante : pour
tout morphisme de variétés α : G → Z constant sur les classes gH, il existe un
unique morphisme β : G/H → Z tel que α = β ◦ π. Par conséquent, G/H est
unique à isomorphisme près.

(c) De plus, si G est connexe, π induit un isomorphisme k(G/H) ∼= k(G)H.
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Démonstration. — Pour la démonstration, qui nécessite une certaine quantité
de géométrie algébrique (ou d’algèbre commutative), on renvoie à [Spr, §5.5]
et/ou [Bo, § II.6].

Remarque 10.25. — Pour k algébriquement clos de caractéristique arbitraire,
on peut montrer que le morphisme G → G ·V1 ⊆ P(V) fourni par le théorème
10.20 est séparable, et que le théorème 10.24 reste valable ; voir les références
ci-dessus.

10.5. Caractères, lemme de Dedekind. —

Définition 10.26 (Caractères). — Soit G un groupe algébrique affine. Un ca-
ractère de G est un morphisme de groupes algébriques G → Gm. On note
X(G) l’ensemble des caractères. C’est un groupe abélien, la multiplication étant
définie par (χχ′)(g) = χ(g)χ′(g).

Définition 10.27 (Espaces de poids). — Si V est un G-module de dimension 1,
alors G agit dans V via un caractère χ : G → GL(V) = Gm. Ce G-module de
dimension 1 sera noté kχ. Plus généralement, si V est un G-module, on note,
pour tout χ ∈ X(G),

Vχ = {v ∈ V | gv = χ(g)v, ∀ g ∈ G}.
Proposition 10.28 (Lemme de Dedekind). — Soit G un groupe quelconque.

a) Θ(G) := Homgpes(G, k∗) est une partie libre de kG (= fonctions G → k).
b) pour tout G-module V, la somme

∑
χ∈Θ(G) Vχ est directe.

Démonstration. — a) Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe une
relation de dépendance linéaire 0 = a1χ1 + · · ·+anχn, avec n minimal et donc
les ai tous non nuls (et n > 2). Soient g, h ∈ G. Alors

∑

i

aiχi(g)χi(h) =
∑

i

aiχi(gh) = 0 = χ1(g)
∑

i

aiχi(h).

Soustrayant le dernier terme du premier, on obtient une relation de dépendance
ayant au plus n − 1 termes :

∑n
i=2 ai(χi(g) − χ1(g))χi = 0. De plus, comme

χ1 6= χ2, il existe g ∈ G tel que χ1(g) 6= χ2(g) et donc cette relation est non
triviale. Ceci contredit la minimalité de n.

b) Sinon, il existerait une relation de dépendance non triviale 0 = vχ1 +
· · ·+ vχn avec n minimal et chaque vχi dans Vχi \ {0}. Alors, pour tout g,

∑

i

χi(g)vχi = g(
∑

i

vχi) = 0 = χ1(g)(
∑

i

vχi).

Soit g tel que χ1(g) 6= χ2(g). On obtient une relation non triviale 0 =∑n
i=2(χi(g) − χ1(g))vχi , ce qui contredit la minimalité de n. La proposition

est démontrée.
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Corollaire 10.29. — X(G) est une partie libre de k[G].

Le lemme suivant sera utile plus tard. Soit H un second groupe algébrique
affine.

Lemme 10.30. — a) On a un isomorphisme de groupes :

X(G×H) ∼= X(G)×X(H), χ 7→ (χ|G, χ|H).

b) Si G est connexe, alors X(G) est sans torsion.

Démonstration. — a) Un inverse est donné par (χ1, χ2) 7→ χ1χ2 (le vérifier).
b) Si χn = 1 alors χ(G) est contenu dans le groupe µn des racines n-

ièmes de l’unité. Or µn est fini, et comme G est supposé connexe ceci entrâıne
χ(G) = {1}, d’où χ = 1.

10.6. Quotient par un sous-groupe fermé normal. —

Théorème 10.31. — Soit H un sous-groupe fermé normal de G. Alors la variété
G/H est un groupe algébrique affine.

Démonstration. — (Pour k = C). On va construire un morphisme de groupes
algébriques affines φ : G → G′ tel que Kerφ = H et Ker dφ = h. (On peut mon-
trer que cette dernière condition entrâıne, pour k de caractéristique arbitraire,
que φ est séparable, cf. [Bo] ou [Spr].)

Ceci prouvera le théorème, car on aura G/H ∼= φ(G) comme groupes abs-
traits, φ(G) sera un sous-groupe fermé de G′, et φ induira un isomorphisme
de variétés G/H ∼= φ(G), d’après le théorème 10.24.

Soient V,V1 comme dans le théorème 10.20. Alors H agit sur V1 par un
caractère χ1 ∈ X(H). Soit g ∈ G. Comme H est normal dans G, alors

h 7→ χ1(ghg−1) est un caractère de H, noté gχ1,

et pour tout v ∈ V1 et h ∈ H, l’on a

h · gv = g (g−1hg)v = (gχ1)(h) gv.

Ceci montre que g(Vχ1) ⊆ Vgχ1 , et l’on obtient de même que

g′(Vgχ1) ⊆ Vg′gχ1 , ∀ g, g′ ∈ G.

Par conséquent, la somme E des Vgχ1 est G-stable. Or cette somme est directe,
d’après la proposition 10.28, donc il existe χ2, . . . , χn ∈ X(H) tels que E =
Vχ1 ⊕ · · · ⊕ Vχn . Notons ρ : G → GL(E) la représentation de G dans E.
Alors ψ := AdGL(E) ◦ρ est une représentation de G dans End(E), c.-à-d., pour
u ∈ End(E), g ∈ G, on a

ψ(g)u = ρ(g) ◦ u ◦ ρ(g−1).
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Soit A =
⊕

i End(Vχi) la sous-algèbre de End(E) formée des endomorphismes
qui préservent chaque Vχi . Comme ρ(G) permute les Vχi , alors A est stable
par ψ(G), et l’on obtient donc une représentation φ : G → GL(A). Montrons
que Kerφ = H et Ker dφ = h.

Si h ∈ H, alors ρ(h) agit scalairement sur chaque Vχi et commute donc à A,
d’où φ(h) = 1. Donc H ⊆ Kerφ et par suite h ⊆ Ker dφ. Réciproquement, soit
g ∈ Kerφ. Alors ρ(g) est central dans A et donc agit scalairement sur chaque
Vχi . En particulier ρ(g) laisse V1 stable, d’où g ∈ H.

Enfin, comme φ est la restriction à A de AdGL(E) ◦ρ on a, pour X ∈ g, u ∈ A,

dφ(X)(u) = dρ(X)u− udρ(X).

Par conséquent, si X ∈ Ker dφ alors dρ(X) est central dans A et on obtient
comme plus haut que dρ(X)(V1) ⊆ V1, d’où X ∈ h. Le théorème est démontré.

Proposition 10.32. — Soient G un groupe algébrique affine, et H ⊆ K des sous-
groupes fermés de G, avec H normal dans G. Alors, on a un isomorphisme de
G-variétés (et de groupes algébriques affines, si K est normal dans G) :

(G/H)
/
(K/H) ∼= G/K.

Démonstration. — Voir [Bo, II.6.10].
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Séance du 16/11/07 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



ii TABLE DES MATIÈRES
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4.2. Formes déployées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.3. Formes compactes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.4. Astuce unitaire de Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

I. Groupes de Lie réels (suite)
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5.5. R-algèbres de Lie absolument simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Math. Paris VII, 1982, et Springer, 2004.



BIBLIOGRAPHIE v

[GH] M. J. Greenberg, J. R. Harper, Algebraic Topology, a first course,
Addison-Wesley, 1981.

[Ha] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer Verlag, 1977.
[Hel] S. Helgason, Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces,

Academic Press 1978, ninth printing Amer. Math. Soc. 2001.
[Her] I. N. Herstein, Noncommutative rings, Carus Math. Monogr., 1968,

nouveau tirage, 1994.
[Ho] G.P. Hochschild, The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965, trad.

française : La structure des groupes de Lie, Dunod, 1968.
[Ho81] G.P. Hochschild, Basic theory of algebraic groups and Lie algebras,

Springer-Verlag, 1981.
[Hu] J. E. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation

theory, Springer-Verlag, 1972, third printing, revised, 1980.
[Hu2] J. E. Humphreys, Linear algebraic groups, Springer-Verlag, 1975, cor-

rected 2nd printing 1981.
[Iit] S. Iitaka, Algebraic geometry, Springer, 1982.
[Jac] N. Jacobson, Lie algebras, Wiley, 1962, Dover, 1979.
[Jac80] N. Jacobson, Basic Algebra II, Freeman & Co., 1980.
[KSS] H. Kraft, P. Slodowy, T.A. Springer (Ed.), Algebraische Transfor-

mationsgruppen und Invariantentheorie - Algebraic Transformation
Groupes and Invariant Theory, Birkäuser, 1989.
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