
PARTIE II : ALGÈBRES DE LIE
SÉANCE DU 24 OCTOBRE

6. Groupe de Weyl et classification des systèmes de racines (suite)

Dans le paragraphe 5.3 (séances des 17 et 23 octobre), on a donné la liste
des diagrammes de Dynkin, anticipant la fin de la classification des systèmes
de racines. Pour terminer cette classification, il reste à voir les points suivants.

(1) Soit R un système de racines. Le diagramme de Dynkin D(R) (ainsi
que le graphe de Coxeter C (R)) ne dépend pas de la base de R choisie. Pour
cela, on introduit le groupe de Weyl de R et l’on montre que toutes les
bases de R sont conjuguées par W. Ceci est l’objet de cette section, dans
laquelle on montre également que R est déterminé, à isomorphisme près, par
son diagramme de Dynkin.

(2) D’autre part, d’après la classification des graphes admissibles obtenue
en 5.2, les seuls diagrammes de Dynkin possibles sont ceux listés en 5.3. Il reste
donc à montrer que chacun de ces diagrammes est effectivement le diagramme
d’un système de racines R (nécessairement unique, d’après (1) ci-dessus).

Plutôt que de construire abstraitement les systèmes de racines, on construira
dans la section suivante les C-algèbres de Lie simples « classiques », dont les
systèmes de racines sont An, Bn, Cn, Dn, et l’on énoncera l’existence des cinq
algèbres exceptionnelles de type E6, E7, E8, F4 et G2.

Pour plus de détails sur les systèmes de racines, on renvoie au livre de Serre
[Se, Ch. V, § § 10–11 & 16] ou celui de Humphreys [Hu, § §10–12], voir aussi
[BL4-6, Planches I–IX].

6.1. Groupe de Weyl et conjugaison des bases. — Soit A(R) le groupe
des automorphismes de R, c.-à-d.,

A(R) = {g ∈ GL(V) | gR = R}.
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Comme R engendre V, alors A(R) s’identifie à un sous-groupe du groupe des
permutations de R ; c’est donc un groupe fini. D’après l’axiome (R2), on a
sα ∈ A(R) pour tout α ∈ R.

Définition 6.1. — On appelle groupe de Weyl de R et on note W(R) ou
simplement W, le sous-groupe de A(R) engendré par les réflexions sα, pour
α ∈ R.

On fixe une base ∆ de R ; on note R+ l’ensemble des racines qui sont somme
d’éléments de ∆, et R− = −R+. Les éléments de ∆ sont appelés les racines
simples, ceux de R+ et R− les racines positives et négatives. Si α est une racine,
on écrira α > 0 pour dire que α ∈ R+, et de même α < 0 pour dire que α ∈ R−.
On pose

ρ =
1
2

∑

β∈R+

β.

Lemme 6.2. — Soit α ∈ ∆. Alors : 1) sα laisse stable R+ \ {α}.
2) On a sα(ρ) = ρ− α, et donc (ρ, α∨) = 1.

Démonstration. — 1) Soit γ ∈ R+ \ {α}. On a γ =
∑

β∈∆ mββ, avec les
mβ ∈ N, et comme γ 6= α, il existe β 6= α tel que mβ > 1. Comme

sα(γ) = γ − (γ, α∨),

le coefficient de β dans sα(γ) est inchangé, donc égal à mβ > 1. Donc sα(γ)
est une racine positive, distincte de α. Ceci prouve le point 1), et le point 2)
en résulte.

On pose
C = {y ∈ Vrég | (y, α) > 0, ∀α ∈ ∆}.

On l’appelle la chambre de Weyl associée à ∆. Pour tout y ∈ C, on a ∆(y) = ∆
(notation de 4.8). On rappelle que toute base de R est de la forme ∆(y), avec
y ∈ Vrég.

Théorème 6.3 (Les bases de R sont conjugées). — (1) Pour tout t ∈ Vrég, il
existe w ∈ W tel que w(t) ∈ C. Donc W agit transitivement sur l’ensemble
des bases de R.

(2) Pour tout α ∈ R, il existe w ∈ W tel que w(α) ∈ ∆.
(3) W est engendré par les réflexions sα, α ∈ ∆.

Démonstration. — Soit W′ le sous-groupe de W engendré par les sα, α ∈ ∆.
Nous allons d’abord démontrer (1)–(2) pour W′, puis en déduire que W′ = W.
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Soit t ∈ Vrég, et soit w ∈ W tel que (w(t), ρ) soit maximum (c’est possible
puisque W est fini). Alors, pour tout α ∈ ∆ on a

(w(t), ρ) > (sαw(t), ρ) = (w(t), sαρ) = (w(t), ρ)− (w(t), α).

On en déduit que (w(t), α) est > 0, et en fait > 0 puisque w(t) est régulier.
Donc w(t) ∈ C. Alors, ∆(w(t)) = ∆, et l’on en déduit que

∆(t) = w−1∆ = {w−1(α) | α ∈ ∆}.
Ceci prouve (1).

Prouvons (2). Soit β ∈ R+, alors β =
∑

α∈∆ nαα, avec les nα ∈ N. Montrons
par récurrence sur

∑
α

nα, appelé la hauteur de β,

qu’il existe w ∈ W′ tel que w′(β) ∈ ∆. D’abord, il existe α0 ∈ ∆ tel que
(β, α∨0 ) > 0, car sinon on aurait (β, β) 6 0, impossible. Si β = α0, c’est gagné ;
sinon

sα0(β) = β − (β, α∨0 )α0

est une racine positive de hauteur < à celle de β, et donc par hypothèse de
récurrence il existe w′ ∈ W′ tel que w′sα0(β) ∈ ∆. L’assertion (2) en découle.

(3) Montrons que W′ = W. Par définition, W est engendré par les sβ, pour
β ∈ R. Comme sβ = s−β, on peut se limiter à β ∈ R+. D’après (2), il existe
w ∈ W′ tel que w(β) = α ∈ ∆. Or, pour tout σ ∈ A(R), on voit facilement
que

σsβσ−1 = sσ(β).

Par conséquent, sβ égale w−1sαw donc appartient à W′. Il en résulte que
W = W′. Le théorème est démontré.

Corollaire 6.4. — Le graphe de Coxeter C (R) et le diagramme de Dynkin D(R)
ne dépendent que de R.

Démonstration. — Soit ∆′ une autre base de R. D’après le théorème précé-
dent, il existe w ∈ W tel que ∆′ = w(∆). Comme w préserve le produit
scalaire, on a

w(α∨) = w(α)∨ et (w(β), w(α)∨) = (β, α∨), ∀α, β ∈ ∆.

Il en résulte que ∆ et ∆′ définissent les mêmes graphe de Coxeter et diagramme
de Dynkin.
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6.2. Isomorphismes de systèmes de racines. — Dans ce paragraphe,
on va montrer qu’un système de racines R est entièremement déterminé par
son diagramme de Dynkin. Plus précisément, on a le théorème suivant.

Théorème 6.5. — Soit R′ un système de racines dans un espace euclidien V′,
soit ∆′ une base de R′, et supposons donnée une bijection φ : ∆ → ∆′ telle
que

(φ(α), φ(β)∨) = (α, β∨) ∀α, β ∈ ∆;

(c.-à-d., φ est un isomorphisme entre les diagrammes de Dynkin).
Comme ∆, resp. ∆′ est une base de V, resp. V′, alors φ se prolonge en un

isomorphisme linéaire V ∼−→ V′, encore noté φ. Alors

φ(R) = R′

et donc R et R′ sont isomorphes.

Démonstration. — Soient α, β ∈ ∆. Alors

(sφ(α) ◦ φ)(β) = sφ(α)(φ(β)) = φ(β)− (φ(β), φ(α)∨)φ(α),

et
(φ ◦ sα)(β) = φ(β − (β, α∨)α) = φ(β)− (β, α∨)φ(α).

Comme (φ(β), φ(α)∨) = (β, α∨), ces deux expressions sont égales, et comme
∆ engendre V on en déduit que

sφ(α) = φ ◦ sα ◦ φ−1, ∀α ∈ ∆.

Comme, d’après 6.3, W (resp. W′) est engendré par les sα (resp. sφ(α)), pour
α ∈ ∆, il en résulte que l’application

w 7→ φ ◦ w ◦ φ−1

induit un isomorphisme W ∼−→ W′. Enfin, comme R = W∆ et R′ = W′∆′,
d’après 6.3 à nouveau, on en tire que φ(R) = R′. Ceci prouve le théorème.

6.3. Fin de la classification des systèmes de racines. — Soit R un
système de racines. On a vu que le diagramme de Dynkin D(R) est bien défini
(c.-à-d., indépendant du choix d’une base) et détermine R. D’autre part, on a
la proposition suivante.

Proposition 6.6. — Soient R et R′ des systèmes de racines dans V et V′. Alors
R t R′ (réunion disjointe) est un système de racine dans la somme directe
orthogonale

V
⊥⊕

V′,
et son diagramme de Dynkin est la réunion disjointe de D(R) et D(R′).
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Démonstration. — On vérifie facilement que RtR′ est un système de racines
et que, si ∆, resp. ∆′ est une base de R, resp. R′, alors

∆ t∆′ est une base de R t R′.

Comme (α, β) = 0 pour tout α ∈ ∆, β ∈ ∆′, il en résulte que le diagramme
de Dynkin de R t R′ est la réunion disjointe de D(R) et D(R′).

Notation 6.7. — On dit que R t R′ est la somme directe de R et R′. Pour
plus de détails, voir [BL4-6, VI.1.2 ] ou [Hu, 10.4 & 11.3].

Par conséquent, pour terminer la classification des systèmes de racines, il
suffit de montrer que chacun des diagrammes connexes énumérés en 5.3 est
effectivement le diagramme de Dynkin d’un système de racines.

Pour An, Bn, Cn, Dn, on va voir cela dans la section suivante. D’autre part,
on a déjà vu (séances du 17 et 23 octobre, 4.2) le système de racines G2 de
rang 2. Avec les notations de 4.2, les racines suivantes

α = 1, β =
√

3 exp(i5π/6) =
−3
2

+ i

√
3
2

forment une base de G2. On a

(β, α∨) = 2(β, α) = −3,

et donc le diagramme de Dynkin associé est bien celui de type G2.
Enfin, pour les systèmes de racines de type E6, E7, E8 et F4, on renvoie à

[BL4-6, Planches I–IX].

7. Classification des C-algèbres de Lie semi-simples

7.1. Le système de racines de g. — Soit g une C-algèbre de Lie semi-
simple, et soit h une sous-algèbre de Cartan de g. On a vu (séances du 16 et
17 octobre, §3.6) que les poids non nuls de h dans g forment un système de
racines R(g, h) dans h∗.

À isomorphisme près, ce système de racines ne dépend pas du choix de h,
d’après la proposition suivante. Soit G le groupe des automorphismes d’algèbre
de Lie de g ; c’est un sous-groupe fermé de GL(g). On rappelle que toutes les
sous-algèbres de Cartan de g sont conjuguées par G (Thm. 2.26, séances du 9
et 10 octobre).

Proposition 7.1. — R(g, h) ne dépend pas, à isomorphisme près, du choix de
h. On dira que c’est le système de racines de g.

Démonstration. — Soit h′ une autre sous-algèbre de Cartan de g. D’après le
théorème 2.26 (séances du 9 et 10 octobre), il existe un automorphisme g de
g tel que g(h) = h′.
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Soit α ∈ R(g, h) et soit x ∈ gα non nul. Alors, pour tout h′ = g(h) ∈ h′ on
a :

[h′, g(x)] = g([h, x]) = α(h)g(x) = (α ◦ tg−1)(h′) g(x).
Ceci montre que α ◦ tg−1 est un poids, non nul, de h′ dans g. On montre de
même que, pour tout α′ ∈ R(g, h′), α′ ◦ tg est un poids non nul de h dans g. Il
en résulte que l’isomorphisme linéaire

tg−1 : h∗ ∼−→ h′∗

applique bijectivement R := R(g, h) sur R′ := R(g, h′). Ceci montre que les
systèmes de racines R et R′ sont isomorphes (cf. 4.3).

7.2. Théorème d’existence et d’unicité. — Soient g une C-algèbre de
Lie semi-simple, h une sous-algèbre de Cartan, R = R(g, h) le système de
racines de g. Soit

∆ = {α1, . . . , αn}
une base de R. Pour i = 1, . . . , n, soit ei 6= 0 dans gαi , et soit hi l’élément de
h correspondant à α∨i , c.-à-d., l’unique élément hi ∈ h tel que

αj(hi) = (αj , α
∨
i ), ∀ j = 1, . . . , n.

Enfin, soit fi l’unique élément de g−αi tel que [ei, fi] = hi (cf. 3.10). Alors,
(h1, . . . , hn) est une base de h, et l’on a les relations suivantes, pour tout i, j :

(1) [hi, hj ] = 0, [hi, ej ] = (αj , α
∨
i )ej , [hi, fj ] = −(αj , α

∨
i )fj ,

(2) [ei, fj ] = δi,jhi,

(3) (ad ei)−(αj ,α∨i )+1(ej) = 0 = (ad fi)−(αj ,α∨i )+1(fj).

Théorème 7.2. — 1) g est isomorphe à la C-algèbre de Lie définie par 3n gé-
nérateurs (hi, ei, fi)i=1,...,n soumis aux relations (1)–(3) ci-dessus. Par consé-
quent, g est déterminée, à isomorphisme près, par son système de racines R.

2) Réciproquement, soient R un système de racines arbitraire et ∆ une base
de R. Alors la C-algèbre de Lie g définie par 3n générateurs (hi, ei, fi)i=1,...,n

soumis aux relations (1)–(3) est semi-simple ; les hi forment une base d’une
sous-algèbre de Cartan h, et l’on a R(g, h) = R.

3) De plus, les idéaux simples de g correspondent aux composantes connexes
de D(R). Par conséquent, les C-algèbres de Lie simples sont en bijection avec
les diagrammes de Dynkin connexes, à savoir :

An, Bn, Cn, Dn, E6, E7, E8, F4, G2.

Démonstration. — Pour la démonstration, on renvoie à [Se, Chap. VI] ou
[Hu, §18].



7. CLASSIFICATION DES C-ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES 131

On va décrire plus bas les C-algèbres de Lie simples « classiques », corres-
pondant aux diagrammes de type A–D.

7.3. Type An−1 = sln(C). — Les matrices

Ei,j pour i 6= j et Hi = Ei,i − Ei+1,i+1, pour i = 1, . . . , n− 1

forment une base de g = sln ; les secondes forment une base de h, la sous-
algèbre des matrices diagonales de sln. Introduisons aussi ĥ, l’algèbre des ma-
trices diagonales dans gln. Alors (E1,1, . . . ,En,n) est une base de ĥ ; soit

(ε̂1, . . . , ε̂n)

la base duale, c.-à-d., chaque ε̂i est la forme linéaire qui associe à toute matrice
diagonale son i-ème coefficient diagonal. Pour tout ĥ ∈ ĥ et tout i 6= j, on a

[ĥ,Ei,j ] = (ε̂i − ε̂j)(ĥ) Ei,j .

Notons εi la restriction de ε̂i à h. Alors, de la décomposition

(1) g = h
⊕ ⊕

i6=j

CEi,j

on déduit que h est une sous-algèbre de Cartan et que les racines sont les

εi − εj , pour 1 6 i 6= j 6 n.

On munit ĥ∗ du produit scalaire pour lequel (ε̂1, . . . , ε̂n) est une base ortho-
normale. Alors, pour tout i 6= j, la réflexion orthogonale si,j associée à ε̂i − ε̂j

échange ε̂i et ε̂j , et vérifie si,j(εk) = εk pour k 6= i, j, et le groupe engendré
est le groupe symétrique W = Sn, agissant par permutation des ε̂i.

Alors, h∗ s’identifie à l’orthogonal de ε̂1 + · · ·+ ε̂n (qui est stable par W) et

R = {εi − εj | i 6= j}
est un système de racines dans h∗. Posons

αi = εi − εi+1 pour i = 1, . . . , n− 1.

Alors ∆ = {α1, . . . , αn−1} est une base de R, pour laquelle les racines positives
sont les εi− εj , avec i < j. En effet, c’est une base de h∗, et pour i < j l’on a :

εi − εj =
j−1∑

k=i

αk.

Chaque β ∈ R est de norme
√

2 , donc égale à β∨, et pour i < j l’on a

(αi, α
∨
j ) = (αi, αj) =

{
−1 si j = i + 1;
0 sinon.

Ceci montre que le diagramme de Dynkin associé est de type An−1.
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Enfin, à titre de vérification, il y a n(n−1)/2 racines positives, et (1) redonne
bien la dimension connue :

dim g = n− 1 + 2
n(n− 1)

2
= (n− 1)(n + 1) = n2 − 1,

7.4. Types B et D : groupes orthogonaux. — Soit φ une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur CN et soit J sa matrice dans la base standard
(e1, . . . , eN). Alors, pour

X =
N∑

i=1

xiei, Y =
N∑

i=1

xiei,

on a, en notation matricielle,

φ(X, Y) = tXJY et φ(AX, AY) = tX(tAJA)Y

pour tout A ∈ GLN(C). Alors le groupe orthogonal de φ, formé des A ∈
GLN(C) qui préservent φ, est égal à :

(∗) O(φ) = {A ∈ GLN(C) | tAJA = J}.
Comme dans la séance du 2 octobre, théorème 7.39 (qui était le cas particulier
où J = id), on montre que l’algèbre de Lie de O(φ) est

(∗∗) so(φ) = so(J) = {A ∈ Mn(C) | tAJ + JA = 0}.
Comme J est symétrique, ceci équivaut à dire que la matrice JA est antisy-
métrique, et comme J est inversible on obtient que so(φ) = J−1ASN(C), où
ASN(C) désigne le sous-espace des matrices antisymétriques. Donc

(∗∗∗). dim so(φ) =
N(N− 1)

2
.

De plus, les égalités A = −J−1 (tA)J et Tr(tA) = Tr(A) entrâınent que

∀A ∈ so(φ), Tr(A) = 0, et donc so(φ) ⊆ slN(C),

ce qui justifie la notation so(φ). Enfin, comme C est algébriquement clos,
toutes les formes bilinéaires symétriques non dégénérées sont équivalentes. Les
algèbres de Lie so(φ) obtenues sont donc toutes isomorphes, et par abus de
notation l’on désignera par

soN = soN(C)

l’une quelconque d’entre elles, correspondant à un J arbitrairement choisi.
On pourrait prendre

J = id, qui correspond à φ(X, Y) =
N∑

i=1

XiYi,
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c.-à-d., à la forme quadratique Q(X) = φ(X,X) =
∑N

i=1 X2
i . Mais il est plus

commode de prendre pour J la matrice ayant des 1 sur la 2ème diagonale et
des 0 partout ailleurs, c.-à-d.,

J :=




0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
...

...
1 0 · · · 0


 .

Alors J−1 = J et pour tout A ∈ GL(2n,C), l’on a :
(†) J tAJ est la « symétrique de A par rapport à la 2ème diagonale ».

Écrivons N = 2n ou 2n+1, selon la parité de N. (Explicitement, n est le plus
petit entier > (N − 1)/2.) Il est commode d’introduire la notation suivante.
On pose, pour tout entier i 6 n :

i = N + 1− i.

Avec cette notation, la base standard de CN est notée :

(e1, . . . , en, en, . . . , e1) si N = 2n;
(e1, . . . , en, en+1, en, . . . , e1) si N = 2n + 1.

Posons g = soN et soit h la sous-algèbre des matrices diagonales dans g. On
déduit de (†) que les matrices :

(1) Hi = Ei,i − Ei, i, i = 1, . . . , n;

forment une base de h. Notons

(ε1, . . . , εn)

la base duale de h∗, c.-à-d.,

(?) ∀h =
n∑

i=1

xiHi ∈ h, εi(h) = xi.

De plus, on déduit de (†) que, avec les Hi, les matrices suivantes forment une
base de g :

(2)
{

Xεi−εj := Ei,j − Ej, i,

Y−(εi−εj) := Ej,i − Ei, j ,
1 6 i < j 6 n;

(3)
{

Xεi+εj := Ei, j − Ej, i,

Y−(εi+εj) := Ej, i − Ei, j ,
1 6 i < j 6 n;

(4) et, si N = 2n + 1,
{

Xεi := Ei,n+1 − En+1, i,

Y−εi := En+1,i − Ei, n+1,
i = 1, . . . , n.
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On vérifie que chaque Xα, resp. Y−α, est de poids α, resp. −α, par exemple :

[h,Ei,j − Ej, i] = (xi − xj)Ei,j + (xj − xi)Ej, i = (xi − xj)
(
Ei,j − Ej, i

)
.

Désignant par n+, resp. n−, le sous-espace des matrices A ∈ g qui sont trian-
gulaires supérieures (resp. inférieures) avec des 0 sur la diagonale, on obtient
que les Xα, resp. les Y−α, forment une base de n+, resp. n−, et que cette dé-
composition

R = R+ t R−

correspond au choix de la base de R suivante.

7.4.1. Cas de so2n(C). — Dans ce cas, on pose

αi = εi − εi+1 pour i = 1, . . . , n− 1;
αn = εn−1 + εn.

Alors, ∆ = {α1, . . . , αn} est une base de R ; les racines positives correspon-
dantes sont les :

εi − εj =
∑j−1

k=i αk, pour 1 6 i < j 6 n;
εi + εn = αn +

∑n−2
k=i αk, pour 1 6 i 6 n− 1;

εi + εj = αn + αn−1 + 2
∑n−2

k=j αk +
∑j−1

k=i αk, pour 1 6 i < j 6 n− 1.

Comme en type A, chaque β ∈ R est de norme
√

2 , donc égale à β∨, et pour
i < j l’on a

(αi, α
∨
j ) = (αi, αj) =

{
−1 si j = i + 1 ou si j = n et i = n− 2;
0 sinon.

Ceci montre que le diagramme de Dynkin associé est de type Dn.
Enfin, à titre de vérification, il y a n(n − 1) racines positives, et la base

donnée par (1)–(3) redonne bien la dimension déjà calculée :

dim g = n + 2n(n− 1) = n(2n− 1) =
2n(2n− 1)

2
.

7.4.2. Cas de so2n+1(C). — Dans ce cas, on pose

αi = εi − εi+1 pour i = 1, . . . , n− 1;
αn = εn.

Alors, ∆ = {α1, . . . , αn} est une base de R ; les racines positives correspon-
dantes sont les :

εi − εj =
∑j−1

k=i αk, pour 1 6 i < j 6 n;
εi =

∑n
k=i αk, pour 1 6 i 6 n;

εi + εj =
∑j−1

k=i αk + 2
∑n

k=j αk, pour 1 6 i < j 6 n.
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Cette fois, chaque racine β = εi ± εj est de norme
√

2 , donc égale à β∨ ; par
contre, pour α = εi on a α∨ = 2α. Il en résulte que l’on a, pour i < j :

(αi, α
∨
j ) =





−2 si j = n et i = j − 1;
−1 si j < n et i = j − 1;
0 sinon.

Ceci montre que le diagramme de Dynkin associé est de type Bn.
Enfin, à titre de vérification, il y a n(n − 1) + n = n2 racines positives, et

la base donnée par (1)–(4) redonne bien la dimension déjà calculée :

dim g = n + 2n2 = n(2n + 1) =
(2n + 1)2n

2
.

7.5. Type C : groupes symplectiques. — Soit φ une forme bilinéaire
antisymétrique non dégénérée sur CN. Alors, nécessairement, N = 2n et,
comme toutes les formes symplectiques sont équivalentes, on peut supposer
que la matrice de φ dans la base (e1, . . . , e2n) est

J =
(

0 −S
S 0

)
,

où S ∈ GLn(C) est la matrice ayant des 1 sur la 2ème diagonale et des 0
partout ailleurs. C.-à-d., pour i = 1, . . . , n, posant i = 2n + 1− i, on a :

φ(ei, ei) = 1 = −φ(ei, ei)

et φ(ei, ej) = 0 si j 6= i. Alors le groupe symplectique, formé des A ∈ GL2n(C)
qui préservent φ, est égal à :

(∗) SP(2n) = {A ∈ GL2n(C) | tAJA = J}.
Comme pour les groupes orthogonaux, on montre que son algèbre de Lie est

(∗∗) sp2n = {a ∈ M2n(C) | taJ + Ja = 0}.
Comme J est antisymétrique, ceci équivaut à dire que la matrice Ja est sy-
métrique, et comme J est inversible on obtient que sp2n = J−1Sym2n(C), où
Sym2n(C) désigne le sous-espace des matrices symétriques. Donc

(∗∗∗) dim sp2n = n(2n + 1).

De plus, les égalités a = −J−1(ta)J et Tr(ta) = Tr(a) entrâınent que

∀ a ∈ sp2n, Tr(a) = 0, et donc sp2n ⊆ sl2n,

ce qui justifie la notation sp2n.

Écrivant a =
(

A B
C D

)
, où A, B, C, D ∈ Mn(C), on voit que la condition

taJ + Ja = 0 est équivalente aux conditions suivantes :

(‡) D = −S tAS, B = S tBS, C = S tCS.
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Donc A est arbitraire et, d’après (†) vu dans le cas orthogonal, B et C sont
symétriques par rapport à la 2ème diagonale et −D est le symétrique de A par
rapport à la 2ème diagonale.

Soit h la sous-algèbre des matrices diagonales dans sp2n. On déduit de (‡)
que les matrices :

(1) Hi = Ei,i − Ei, i, i = 1, . . . , n;

forment une base de h. Notons

(ε1, . . . , εn)

la base duale de h∗, c.-à-d.,

(?) ∀h =
n∑

i=1

xiHi ∈ h, εi(h) = xi.

De plus, on déduit de (‡) que, avec les Hi, les matrices suivantes forment une
base de g :

(2)
{

Xεi−εj := Ei,j − Ej, i,

Y−(εi−εj) := Ej,i − Ei, j ,
1 6 i < j 6 n;

(3)
{

Xεi+εj := Ei, j + Ej, i,

Y−(εi+εj) := Ej, i + Ei, j ,
1 6 i < j 6 n;

(4)
{

X2εi := Ei, i,

Y−2εi := Ei, i,
i = 1, . . . , n.

On vérifie que chaque Xα, resp. Y−α, est de poids α, resp. −α. Désignant
par n+, resp. n−, le sous-espace des matrices A ∈ sp2n qui sont triangulaires
supérieures (resp. inférieures) avec des 0 sur la diagonale, on obtient que les
Xα, resp. les Y−α, forment une base de n+, resp. n−, et que cette décomposition

R = R+ t R−

correspond au choix de la base de R suivante. Posons

αi = εi − εi+1 pour i = 1, . . . , n− 1;
αn = 2εn.

Alors, ∆ = {α1, . . . , αn} est une base de R ; les racines positives correspon-
dantes sont les :

εi − εj =
∑j−1

k=i αk, pour 1 6 i < j 6 n;
2εi = αn + 2

∑n−1
k=i αk, pour 1 6 i 6 n;

εi + εj = αn + 2
∑n−1

k=j αk +
∑j−1

k=i αk, pour 1 6 i < j 6 n.
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Chaque racine β = εi ± εj est de norme
√

2 , donc égale à la coracine β∨ ; par
contre, pour α = 2εi on a α∨ = α/2. Il en résulte que l’on a, pour i < j :

(αj , α
∨
i ) =





−2 si j = n et i = j − 1;
−1 si j < n et i = j − 1;
0 sinon.

Ceci montre que le diagramme de Dynkin associé est de type Cn.
Enfin, à titre de vérification, il y a n(n − 1) + n = n2 racines positives, et

la base donnée par (1)–(4) redonne bien la dimension déjà calculée :

dim sp2n = n + 2n2 = n(2n + 1).
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3.2. Intégration invariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Séance du 25/9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4. Théorème de Peter-Weyl (suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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2. Théorème de Lie et critère de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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