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4.5. Une conséquence du théorème de Peter-Weyl. — Soient G un
groupe compact, e son élément neutre. Pour tout g 6= e, il existe φ ∈ C(G)
telle que φ(e) = 1 et φ(g) = 0. D’après le théorème de Peter-Weyl, il existe
ψ ∈ R(G) telle que

‖φ− ψ‖ < 1
2
, d’où ψ(e) >

1
2
> ψ(g). (1)

Comme R(G) est la somme directe des c(π), pour π ∈ Ĝf , il existe un sous-
ensemble fini π1, . . . , πn de Ĝf tel que

ψ ∈
n⊕

i=1
c(πi).

Notant ρ la représentation de G dans V := π1⊕ · · · ⊕πn, on déduit de (1) que
ρ(g) 6= ρ(e) = idV. On a ainsi obtenu le corollaire suivant

Corollaire 4.10. — Soit G un groupe compact. Pour tout g ∈ G, il existe une
représentation continue unitaire ρ de dimension finie, telle que ρ(g) 6= id.

Définition 4.11. — Soit ρ une représentation continue de G dans un espace de
Banach V ; son noyau est

Ker ρ = {g ∈ G | ρ(g) = idV};
c’est un sous-groupe fermé de G. On dit que ρ est fidèle si Ker ρ = {1}.
Remarque 4.12. — On verra plus loin qu’un groupe compact G qui est locale-
ment euclidien, c.-à-d., tel que e admette un voisinage ouvert homéomorphe
à Rn (pour un certain n), admet une représentation continue de dimension
finie fidèle.

(0)version du 2/10/06
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À l’opposé, on peut montrer qu’un groupe compact tel que Zp n’admet
aucune représentation continue de dimension finie fidèle (voir, par exemple,
[Go], pages 4-5).

6. Sous-groupes fermés de GLn(R)

6.1. Algèbres de Lie. — Soit K = R ou C, et soit A une K-algèbre asso-
ciative, par exemple A = Mn(K). Pour a, b ∈ A, on définit le commutateur :

[a, b] = ab− ba.

Évidemment, [a, a] = 0 et [b, a] = −[a, b]. De plus, pour tout c ∈ A,

[ab, c] = abc− cab = a(bc− cb) + (ac− ca)b = a[b, c] + [a, c]b.

d’où

[[a, b], c] = a[b, c] + [a, c]b− b[a, c]− [b, c]a = −[[b, c], a]− [[c, a], b],

c.-à-d.,

(J) [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0.

Cette relation s’appelle la relation de Jacobi.

Définition 6.1. — Une K-algèbre de Lie est un K-espace vectoriel V muni d’une
application K-bilinéaire

[−,−] : V ×V −→ V, (x, y) 7→ [x, y],

telle que [x, x] = 0 (d’où [y, x] = −[x, y]) et vérifiant l’identité de Jacobi (J).
On dit alors que [−,−] est un crochet de Lie sur V.

Une sous-algèbre de Lie de V est un sous-espace vectoriel E qui est stable
par le crochet, c.-à-d., tel que [X,Y] ∈ E pour tout X,Y ∈ E.

Exemple 6.2. — 1) Si A est une K-algèbre associative, alors [X,Y] = XY−YX
est un crochet de Lie sur A. En particulier, Mn(R) est une R-algèbre de Lie.

2) Soit sln(R) = {X ∈ Mn(R) | tr(X) = 0}, le sous-espace des matrices de
trace nulle. C’est une sous-algèbre de Lie. (Mais, bien sûr, ce n’est pas une
sous-algèbre pour la multiplication !)

6.2. Propriétés de l’exponentielle. — Les références pour ce paragraphe
sont [Go, §3.1] et [Fa, Ch. II].

On munit Rn d’une des normes usuelles, par exemple la norme euclidienne,
notée ‖ · ‖. Pour x0 ∈ Rn et r > 0, on note B(x0, r) la boule fermée de centre
x0 et de rayon r ; lorsque x0 = 0, on notera simplement B(r).
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On munit alors Mn(R) de la norme matricielle correspondante, c.-à-d.,

‖A‖ = sup
x∈B(1)

‖Ax‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

Grâce à la deuxième égalité, on obtient que, pour tout A,B ∈ Mn(R),

‖A · B‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.
Par conséquent, pour tout A ∈ Mn(R), la série

∑

k>0

Ak

k!

est absolument convergente ; on note exp(A) sa limite.

Proposition 6.3. — exp : Mn(R) → Mn(R) est une application continue.

Démonstration. — Soient A,B ∈ Mn(R) et ρ = sup{‖A‖, ‖B‖}. Alors

‖A2 − B2‖ = ‖A2 −AB + AB− B2‖ 6 2ρ ‖A− B‖,
puis

‖A3−B3‖ = ‖A3−A2B+A2B−B3‖ 6 (‖A‖2+2ρ ‖B‖) ‖A−B‖ 6 3ρ2 ‖A−B‖.
On montre ainsi, par récurrence sur k, que

(1) ‖Ak − Bk‖ 6 kρk−1 ‖A− B‖.
Il en résulte

‖ exp(A)− exp(B)‖ 6 exp(ρ) ‖A− B‖.
Ceci montre que exp est continue.

Si A et B commutent, alors pour tout k > 0 on a :

(A + B)k

k!
=

∑

i+j=k

Ai

i!
Bj

j!
.

et donc, comme on peut intervertir les sommations, puisque les séries
convergent absolument, on obtient

exp(A + B) =
∑

k>0

∑

i+j=k

Ai

i!
Bj

j!
=

∑

i>0

∑

j>0

Ai

i!
Bj

j!
= exp(A) exp(B).

En particulier,
exp(A) exp(−A) = exp(0) = I,

ce qui montre que exp(A) ∈ GLn(R) et exp(A)−1 = exp(−A). Donc :

(2) ∀ k ∈ Z, exp(A)k = exp(kA).
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Notons V0 = {A ∈ Mn(R) | ‖A− I‖ < 1}. Pour tout A ∈ V0, la série
∑

k>0

(I−A)k

converge absolument, et sa limite B vérifie AB = I, c.-à-d., B = A−1. Ceci
montre que V0 ⊂ GLn(R).

On rappelle que pour tout x ∈ R tel que |x| < 1,

log(1 + x) =
∑

k>1

(−1)k−1x
k

k

et la série de droite converge absolument. Pour tout A ∈ V0, écrivons A =
I + (A− I) ; la série

log(A) =
∑

k>1

(−1)k−1

k
(A− I)k

converge absolument, et l’on a, d’après [Fa, Lemme II.2.2],

(3) exp(log(A)) = A.

De plus, si A ∈ V0, alors ‖ log(A)‖ < log 2. Posons

U0 = B(log 2) = {X ∈ Mn(R) | ‖X‖ < log 2}.
Pour tout X ∈ U0, on a

‖ exp(X)‖ < exp(log 2) = 2, d’où ‖ exp(X)− I‖ < 1,

c.-à-d., exp(X) ∈ V0. Alors, à nouveau d’après [Fa, Lemme II.2.2], on a

(4) log(exp(X)) = X, ∀X ∈ U0.

Théorème 6.4. — 1) L’application log : V0 → U0 est continue.
2) Par conséquent, exp et log sont des homéomorphismes réciproques entre

le voisinage ouvert U0 de 0 dans Mn(R) et le voisinage ouvert V0 de I dans
GLn(R).

Démonstration. — 1) Montrons que log : V0 → U0 est continue. Soient g, h ∈
V0 ; posons

δ = sup{‖g − I‖, ‖h− I‖} < 1.
Il résulte de (1) que

‖ log(g)− log(h))‖ 6
∑

k>1

1
k
‖(g− 1)k − (h− 1)k‖ 6

∑

k>1

δk−1‖g−h‖ 6 ‖g − h‖
1− δ

.

Ceci montre que log est uniformément continue sur la boule B(I, δ). Comme
exp et log sont des bijections réciproques entre U0 et V0, et que exp est conti-
nue, le théorème en découle.
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Proposition 6.5. — Soient X,Y ∈ Mn(R) et t ∈ R. Pour t→ 0, on a

(i) exp(tX) exp(tY) = exp
(
t(X + Y) +

t2

2
[X,Y] + O(t3)

)
.

(ii) exp(tX) exp(tY) exp(−tX) exp(−tY) = exp
(
t2[X,Y] + O(t3)

)
.

Démonstration. — Posons F(t) = exp(tX) exp(tY). Alors

F(t) =
(
I + tX + t2

2 X2 + O(t3)
)(

I + tY + t2

2 Y2 + O(t3)
)

= I + t(X + Y) + t2

2 (X2 + 2XY + Y2) + O(t3).

Pour t assez petit, on a ‖F(t)− I‖ < 1 et

log F(t) = t(X + Y) + t2

2 (X2 + 2XY + Y2)− t2

2 (X + Y)2 + O(t3)

= t(X + Y) + t2

2 [X,Y] + O(t3).

Ceci prouve (i). Posons G(t) = F(t)F(−t). Alors,

G(t) = I− t2(X + Y)2 + t2(X2 + 2XY + Y2) + O(t3) = I + t2[X,Y] + O(t3),

d’où log G(t) = t2[X,Y] + O(t3), et (ii) en découle.

Corollaire 6.6. — Soient X,Y ∈ Mn(R) et t ∈ R. Pour k ∈ N, k →∞, on a

(i)
(

exp(
tX
k

) exp(
tY
k

)
)k

= exp
(
t(X + Y) + O(

1
k
)
)
−→ exp(t(X + Y)).

(ii)
(

exp(
tX
k

) exp(
tY
k

) exp(
−tX
k

) exp(
−tY
k

)
)k2

= exp
(
t2[X,Y] + O(

1
k
)
)
−→ exp(t2[X,Y]).

6.3. L’algèbre de Lie d’un sous-groupe fermé de GLn(R). — Soit G
un sous-groupe fermé de GLn(R). On lui associe le sous-ensemble de Mn(R)
suivant :

g = {X ∈ Mn(R) | ∀ t ∈ R, exp(tX) ∈ G}.
Théorème 6.7. — 1) g est un sous-espace vectoriel de Mn(R).

2) g est une sous-algèbre de Lie de Mn(R). On la notera Lie(G).

Démonstration. — 1) Soient X,Y ∈ g. Il est clair que sX ∈ g pour tout s ∈ R,
donc il suffit de montrer que X + Y ∈ g, c.-à-d., que

∀ t ∈ R, exp(t(X + Y)) ∈ G.
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Fixons t ∈ R et soit k ∈ N, k > 0. Comme X,Y ∈ g, alors exp(tX/k) et
exp(tY/k) appartiennent à G, et comme G est un groupe, il contient aussi le
produit (

exp(
tX
k

) exp(
tY
k

)
)k

= exp
(
t(X + Y) + O(

1
k
)
)
,

et comme G est fermé dans GLn(R) il contient aussi la limite exp(t(X + Y)).
Ceci prouve 1).

2) Comme G est un groupe et exp(−A) = exp(A)−1, il suffit de montrer
que

exp(s[X,Y]) ∈ G pour tout s > 0, disons s = t2.

Pour t ∈ R fixé et k ∈ N, k →∞, on a
(

exp(
tX
k

) exp(
tY
k

) exp(
−tX
k

) exp(
−tY
k

)
)k2

−→ exp(t2[X,Y]).

Comme X,Y ∈ g, alors G contient le terme de gauche pour tout k, et comme
G est fermé il contient aussi la limite exp(t2[X,Y]). Ceci montre que [X,Y] ∈
g.

On a ainsi associé à tout sous-groupe fermé G ⊆ GLn(R) une sous-algèbre
de Lie Lie(G) ⊆ Mn(R). D’après la définition, le lemme suivant est immédiat.

Lemme 6.8. — 1) On a : LieGLn(R) = Mn(R).

2) Si H ⊆ G, alors Lie(H) ⊆ Lie(G).

Définition 6.9. — On pose dim G = dimR Lie(G).

Remarque 6.10. — Soient H ⊆ G des sous-groupes fermés de GLn(R). On verra
plus loin que si G est connexe et si Lie(H) = Lie(G) (c.-à-d., si dimH = dim G),
alors H = G.

6.4. Composante connexe d’un groupe topologique. — Commençons
par des rappels sur la notion de connexité. Soit X un espace topologique.

Définition 6.11. — On dit que X est connexe si X est la seule partie non vide
qui soit à la fois ouverte et fermée.

Lemme 6.12. — X est connexe ⇔ toute fonction continue sur X à valeurs dans
{0, 1} est constante.

Démonstration. — Laissée au lecteur.
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Proposition 6.13. — 1) Soient (Xi)i∈I une famille de parties connexes de X,
ayant en commun un point x0. Alors la réunion

⋃
i∈I Xi est connexe.

2) Soit C une partie connexe de X. Alors son adhérence C est connexe.
3) Si X,Y sont deux espaces connexes, l’espace produit X×Y est connexe.
4) Soit f : X → Y une application continue. Si C est une partie connexe de

X, alors f(C) est connexe.

Démonstration. — Tout ceci découle facilement de la caractérisation donnée
dans le lemme.

Définition 6.14 (Composantes connexes). — Soit x0 ∈ X. Il résulte de la propo-
sition que la réunion de toutes les parties connexes de X contenant x0 est une
partie connexe fermée C. C’est la plus grande partie connexe de X contenant
x0 ; on l’appelle la composante connexe de x0.

Elle est stable par toute application continue f : X → X telle que f(x0) =
x0. En effet, f(C) est une partie connexe contenant x0, donc f(C) ⊆ C.

Définition 6.15. — Soit G un groupe topologique. On note G0 la composante
connexe de l’élément neutre e.

Lemme 6.16. — 1) G0 est toujours un sous-groupe fermé normal de G. De
plus, il est stable par toute application continue f : G → G telle que f(e) = e.

2) Si, de plus, e possède un voisinage connexe, alors G0 est un sous-groupe
ouvert et fermé.

Démonstration. — 1) G0 est fermé, puisque c’est la composante connexe de
e. D’après la proposition précédente, G0 × G0 est connexe, et son image par
l’application continue (x, y) 7→ xy−1 est une partie connexe contenant e, donc
contenue dans G0. Ceci montre que G0 est un sous-groupe.

De plus, G0 est stable par toute application continue f : G → G telle que
f(e) = e ; en particulier par toutes les conjugaisons x 7→ gxg−1. Ainsi, G0 est
un sous-groupe fermé normal.

2) Supposons que e admette un voisinage connexe V. Soit g ∈ G0. Alors
G0 ∪ gV est connexe, donc égal à G0. Donc G0 contient le voisinage gV de g.
Ceci montre que G0 est ouvert.

Lemme 6.17. — Soit G un groupe topologique. Tout sous-groupe ouvert H est
aussi fermé.

Démonstration. — G est la réunion disjointe des classes giH, et chacune est
ouverte. Le complémentaire de H, étant la réunion des classes giH distinctes
de H, est donc ouvert. Par conséquent, H est fermé.

On aura besoin plus loin de la proposition ci-dessous.
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Proposition 6.18. — Supposons G connexe et soit V un voisinage arbitraire de
e. Alors le sous-groupe engendré par V égale G.

Démonstration. — Soit W = V ∩V−1. Alors

H =
⋃

n>1
Wn

est un sous-groupe de G, et il est ouvert. En effet, pour tout x ∈ H il existe n
tel que x ∈ Wn et alors xW est un voisinage de x contenu dans H.

Ainsi, H est un sous-groupe ouvert, donc aussi fermé. Comme G est connexe,
il vient H = G.

7. Groupes de Lie

7.1. Variétés différentiables. —

Définition 7.1. — Une variété de classe C∞, de dimension n, est un espace
topologique séparé X, muni d’un recouvrement ouvert (Ui)i∈I, et d’homéomor-
phismes φi de chaque Ui sur un ouvert connexe Vi de Rn, tels que, pour tout
i 6= j, l’application φj ◦ φ−1

i soit un difféomorphisme de classe C∞ de l’ouvert
φi(Ui ∩Uj) de Rn sur l’ouvert φj(Uj ∩Ui) de Rn.

On dit que les (Ui, φi) sont des cartes de définition de X. On dit alors qu’un
couple (U, ψ), où U est un ouvert de X et ψ un homéomorphisme de U sur un
ouvert connexe V de Rn, est une carte de X si, pour tout i ∈ I, l’application
ψ ◦φ−1

i est un difféomorphisme de classe C∞ de l’ouvert φi(Ui ∩U) de Rn sur
l’ouvert ψ(U ∩Ui) de Rn.

On définit de même la notion de variété de classe Ck, pour tout k ∈ N∗.

Exemple 7.2. — Tout ouvert de Rn est une variété C∞ de dimension n. En
particulier, GLn(R) est une variété C∞ de dimension n2.

Exemple 7.3. — Le cercle

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {eiθ | θ ∈ R}
est une variété C∞ de dimension 1. En effet, en utilisant la deuxième descrip-
tion, soit ε > 0 et soient

V0 = ]− π + ε, π − ε[ , V1 = ]ε, 2π − ε[ .

L’application f : t 7→ eit est un homéomorphisme du compact V0 sur son
image, donc induit un homéomorphisme φ0 de V0 sur son image U0. (Ici, par
rapport à la définition, on a noté φ0 au lieu de φ−1

0 , ce qui est évidemment
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sans importance.) De même, f induit un homéomorphisme φ1 de V1 sur son
image U1. Alors, U0 ∩U1 a deux composantes connexes :

{
C+ = {eiθ | ε < θ < π − ε},
C− = {eiθ0 | −π + ε < θ0 < −ε} = {eiθ1 | π + ε < θ1 < 2π − ε}.

On a φ−1
0 (C+) = V0 ∩V1 = φ−1

1 (C+), et

φ−1
1 ◦ φ0 : V0 ∩V1 −→ V0 ∩V1

est l’application identique. D’autre part, φ−1
0 (C−) = ]−π+ε,−ε[ et φ−1

1 (C−) =
]π + ε, 2π − ε[, et

φ−1
1 ◦ φ0 : ]− π + ε,−ε[ −→ ]π + ε, 2π − ε[

est l’application t 7→ t+ 2π, qui est bien C∞. Ceci montre (ouf... !) que S1 est
bien une variété C∞ de dimension 1.

En utilisant la première description, introduisons les cartes suivantes de S1.
Considérons les demi-cercles ouverts supérieur et inférieur :

X+
1 = {(x, y) ∈ S1 | y > 0}, X−1 = {(x, y) ∈ S1 | y < 0}.

Alors la restriction à X+
1 , resp. X−1 , de la projection (x, y) 7→ x, notée p+

1 ,
resp. p−1 , est un homéomorphisme de X+

1 , resp. X−1 , sur I = ]− 1, 1[, l’homéo-
morphisme inverse étant

φ+ : x 7→ (x,
√

1− x2), resp. φ− : x 7→ (x,−
√

1− x2).

De même, soient

X−2 = {(x, y) ∈ S1 | x < 0}, X+
2 = {(x, y) ∈ S1 | x > 0}

les demi-cercles ouverts gauche et droit. La projection sur y induit des homéo-
morphismes, dont les inverses sont, respectivement,

ψ− : y 7→ (−
√

1− y2, y), resp. ψ+ : y 7→ (
√

1− y2, y).

Posons C = X+
1 ∩ X+

2 = {(x, y) ∈ S1 | x > 0, y > 0}. Alors p+
1 (C) et p+

2 (C)
égalent l’intervalle ouvert J = ]0, 1[, et le changement de coordonnées est :

p+
2 ◦ φ+ : J −→ J, x 7→

√
1− x2,

qui est bien C∞.

Remarque 7.4. — Ce qui précède se généralise, pour tout n > 2, à la sphère

Sn−1 := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n = 1}.
Elle est recouverte par les 2n demi-sphères ouvertes X+

i , X−i , et les change-
ments de coordonnées sont C∞.
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Définition 7.5 (Produits de variétés). — Soient X et Y deux variétés C∞, de
dimension n et p respectivement. Alors X×Y est une variété C∞, de dimension
n+ p.

En effet, si (Ui, φi)i∈I, resp. (Vj , ψj)j∈J, est un système de cartes pour X,
resp. Y, alors les Ui×Vj forment un recouvrement ouvert de X×Y, et chaque
φi × ψj est un homéomorphisme de Ui × Vj sur un ouvert connexe de Rn+p.
Enfin, les changements de cartes sont « séparément C∞ » en les variables de X
et celles de Y, et ceci entrâıne qu’ils sont globalement C∞, voir par exemple
[Ca], première partie, I.3.7.2.

Définition 7.6 (Applications différentiables). — Soient X et Y deux variétés
C∞, de dimension n et p respectivement. Un morphisme de variétés X → Y
est une application continue f : X → Y vérifiant la propriété suivante : soient
x ∈ X, y = f(x), (V, ψ) une carte au voisinage de y, et (U, φ) une carte au
voisinage de x telle que f(U) ⊆ V ; alors W = φ(U), resp. W′ = ψ(V), est un
ouvert connexe de Rn, resp. de Rp, et l’on demande que l’application

f ◦ φ−1 : W −→ W′

soit C∞. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette notion ne dépend pas
des cartes choisies. . .

Exemple 7.7. — S1 × S1 est une variété de dimension 2, et les applications
S1 × S1 → S2 ci-dessous sont C∞. Elles correspondent, respectivement, au
« découpage » de S2 (= la Terre) en méridiens, resp. en parallèles :

M((x, y), (x′, y′)) = (x′x, x′y, y′),

P((x, y), (x′, y′)) = (x′
√

1− y2 , y′
√

1− y2 , y).

7.2. Groupes de Lie. —

Définition 7.8. — Un groupe de Lie est une variété G de classe C∞, munie
d’une structure de groupe telle que l’application

G×G −→ G, (x, y) 7→ xy−1

soit C∞.

Exemples 7.9. — 1) (Rn,+).
2) R∗ ou R∗+, qui sont des ouverts de R.
3) GLn(R), qui est un ouvert de Rn2

.
4) Le cercle S1.
5) La sphère S3 = groupe des quaternions de norme 1.

FIN de la séance du 26/9
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Math. Paris VII, 1982, et Springer, 2004.
[He] I. N. Herstein, Noncommutative rings, Carus Math. Monogr., 1968,

nouveau tirage, 1994.
[Hu] J. E. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation

theory, Springer-Verlag, 1972, third printing, revised, 1980.
[Ka] V. Kac, Infinite-dimensional Lie algebras, Birkhäuser 1983, 3rd edi-
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