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2. Algèbres de Lie semi-simples compactes

2.1. G- et g-modules. — Soient G un groupe de Lie et g = Lie(G). Com-
mençons par rappeler les définitions et résultats suivants (cf. 1.15–1.19, séances
des 9-10 octobre).

Soient V et W des G-modules de dimension finie. Alors

V ⊗W, HomR(V, W), V∗,

sont des G-modules, pour les actions définies par

g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw, (gθ)(v) = gθ(g−1v), (gφ)(v) = φ(g−1v).

Bien sûr, le module dual V∗ est un cas particulier de module d’homomor-
phismes, puisque

V∗ = HomR(V,R),

où R est considéré comme G-module trivial, et l’isomorphisme d’espaces vec-
toriels

V∗ ⊗W ∼−→ HomR(V, W)

est un isomorphisme de G-modules. De plus, on a l’égalité

HomR(V, W)G = HomG(V, W),

c.-à-d., une application R-linéaire G-invariante (pour la structure de G-module
sur HomR(V,W)) n’est autre qu’un G-morphisme V → W.

D’autre part, l’action dérivée de g sur

V ⊗W, HomR(V, W), V∗,
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est donnée par 



X(v ⊗ w) = Xv ⊗ w + v ⊗Xw,

(Xθ)(v) = Xθ(v)− θ(Xv),
(Xφ)(v) = −φ(Xv),

et l’on a
HomR(V, W)g = Homg(V,W),

c.-à-d., une application R-linéaire g-invariante (pour la structure de g-module
sur HomR(V,W)) n’est autre qu’un g-morphisme V → W.

2.2. Automorphismes et dérivations. — Soit L une R-algèbre de Lie.

Définition 2.1. — On dit qu’un R-endomorphisme D : L → L est une dériva-
tion de L s’il vérifie :

(∗) ∀X, Y ∈ L, D([X, Y]) = [D(X), Y] + [X, D(Y)].

On note Dér(L) l’ensemble des dérivations de L ; on vérifie sans peine que c’est
une sous-algèbre de Lie de End(L).

Définition 2.2. — Soit Aut(L) le groupe des automorphismes de L, c.-à-d.,

Aut(L) = {g ∈ GL(L) | ∀X, Y ∈ L, [g(X), g(Y)] = g([X, Y])}.
C’est un sous-groupe fermé de GL(L), donc un sous-groupe de Lie fermé de
GL(L). On note Aut0(L) sa composante connexe.

Afin de déterminer l’algèbre de Lie de Aut(L), notons θ le crochet de Lie
de L, considéré comme application linéaire L ⊗ L → L. Alors, on obtient que
Aut(L) est le groupe d’isotropie de θ dans GL(L), c.-à-d.,

Aut(L) = Gθ, où G = GL(L).

L’action dérivée de g = End(L) sur E := HomR(L⊗ L, L) est donnée, d’après
le paragraphe 2.1, par

u · θ = u ◦ θ − θ ◦ u, ∀u ∈ g, θ ∈ E,

c.-à-d.,
(u · θ)(X⊗Y) = u([X, Y])− θ(u(X)⊗Y + X⊗ u(Y))

= u([X, Y])− [u(X), Y]− [X, u(Y)].

Donc, le stabilisateur de θ dans g est :

gθ = Dér(L).

Par conséquent, d’après le théorème 1.33 (séance du 6/11), on obtient le théo-
rème suivant (dans lequel L est notée g).
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Théorème 2.3. — Soit g une R-algèbre de Lie de dimension finie. Alors Aut(g)
est un sous-groupe fermé (non nécessairement connexe) de GL(g), et l’on a

Lie Aut(g) = Dér(g).

2.3. R-algèbres de Lie semi-simples. — On rappelle qu’une algèbre de
Lie est dite simple si elle est 6= 0, non abélienne et ne possède pas d’idéaux
propres non nuls.

Définition 2.4. — Soit g une R-algèbre de Lie. Nous dirons que g est semi-
simple si sa forme de Killing K = Kg est non dégénérée. D’après le théorème
1.39 (séance des 9-10 octobre) ceci entrâıne :

(i) g est somme directe d’algèbres de Lie simples :

g = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

chaque gi étant alors un idéal simple non abélien de g ;
(ii) g ne contient pas d’idéal résoluble 6= 0.

Remarque 2.5. — On peut montrer que la condition (ii) entrâıne que Kg est
non dégénérée ; voir [Jac, § III.4] ou [BL1, §6, Th. 1]. (On l’a montré pour les
C-algèbres de Lie : théorème 2.30 des 9-10 octobre).

Proposition 2.6. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple. Alors

g ∼= ad(g) = Dér(g).

Démonstration. — Comme g ne contient pas d’idéal abélien 6= 0, alors z(g) = 0
et donc

g ∼= ad(g) ⊆ Dér(g);
l’inclusion résultant du fait que, pour tout x ∈ g, ad(x) est une dérivation de
g, d’après l’identité de Jacobi. Il s’agit donc de montrer l’inclusion réciproque.

Soit D ∈ Dér(g). Considérons la forme linéaire sur g donnée par

Y 7→ Trg(D ◦ ad(Y)).

Comme K = Kg est non dégénérée, il existe un unique X ∈ g tel que

K(X,Y) = Trg(D ◦ ad(Y)), ∀Y ∈ g.

Montrons que D = ad(X). Pour tout Z ∈ g, on a

D([Y, Z]) = [D(Y),Z] + [Y, D(Z)],

d’où adD(Y) = D ◦ ad(Y)− ad(Y) ◦D. Donc, K(D(Y), Z) égale :

Tr(adD(Y) ad(Z)) = Tr(D ◦ ad(Y) ◦ ad(Z))− Tr(ad(Y) ◦D ◦ ad(Z))
= Tr(D ◦ ad(Y) ◦ ad(Z))− Tr(D ◦ ad(Z) ◦ ad(Y))
= Tr(D ◦ ad([Y, Z])) = K(X, [Y, Z]) = K([X,Y], Z).
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Comme K est non dégénérée, ceci entrâıne D(Y) = [X, Y], pour tout Y, d’où
D = ad(X). La proposition est démontrée.

Corollaire 2.7. — Soit G = Aut0(g). C’est un sous-groupe de Lie fermé
connexe de GL(g) et l’on a Lie(G) ∼= g.

Démonstration. — Ceci découle du théorème 2.3 et de la proposition précé-
dente.

Définition 2.8. — Pour g semi-simple, on dira que Aut0(g) est le groupe de Lie
adjoint de g ; on le notera Ad(g).

Remarque 2.9. — Pour g arbitraire, il résulte du théorème 7.79 (séance du
3/10) qu’il existe un unique sous-groupe de Lie connexe H de GL(g) (non
nécessairement fermé), tel que Lie(H) = ad(g). L’avantage de la proposition
2.6 et de son corollaire 2.7 est qu’ils montrent directement, pour g semi-simple,
que g = Lie(G), où G est le sous-groupe fermé Aut0(g) de GL(g), sans faire
appel au théorème 7.79 (que nous n’avons pas démontré).

Lemme 2.10. — Soient G un groupe topologique connexe et D un sous-groupe
discret normal. Alors D est central.

Démonstration. — Soit d ∈ D. Il existe un voisinage ouvert V de d dans G tel
que V ∩D = {d}. L’application φ : G → G, g 7→ gdg−1 est continue, à valeurs
dans D (car D est normal), et vérifie φ(e) = d. Donc, il existe un voisinage
ouvert U de e dans G tel que

∀ g ∈ U, gdg−1 ∈ V ∩D = {d}.
Donc d commute à U, qui engendre G puisque G est connexe. Donc d est
central. Le lemme est démontré.

Définition 2.11. — Soit G un groupe de Lie connexe. On dit que G est
1) semi-simple si Lie(G) est semi-simple ;
2) quasi-simple si Lie(G) est simple.

2.4. Revêtements universels. — Dans la suite, on écrira parfois « 1-
connexe » pour dire : « connexe et simplement connexe ».

Théorème 2.12 (Existence d’un revêtement universel). — Soit G un groupe de
Lie connexe. Il existe un groupe de Lie connexe et simpelment connexe G̃ et
un morphisme de groupes de Lie

π : G̃ −→ G

qui est un revêtement ; alors dπ est un isomorphisme

Lie(G̃) ∼−→ Lie(G)
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et Kerπ est un sous-groupe normal discret, donc central. De plus, G̃ est unique
à isomorphisme unique près ; on l’appelle le revêtement universel de G.

Démonstration. — Pour la démonstration, on renvoie à [Go, §2] ou [Wa,
3.22–26].

D’autre part, rappelons le théorème suivant (7.86, séance du 3/10).

Théorème 2.13. — Soient G1,G2 deux groupes de Lie connexes, g1, g2 leurs
algèbres de Lie, et φ : g1 → g2 un morphisme d’algèbres de Lie.

1) Il existe au plus un morphisme de groupes de Lie σ : G1 → G2 tel que
dσ = φ. Dans ce cas, Lie(Kerσ) = Kerφ.

2) Si G1 est 1-connexe, un tel morphisme σ existe.

Corollaire 2.14. — Soient G, G′ deux groupes de Lie 1-connexes. Si Lie(G) ∼=
Lie(G′), alors G ∼= G′.

Démonstration. — Soit φ un isomorphisme Lie(G) ∼−→ Lie(G′). D’après le
théorème, il existe un (unique) morphisme de groupes de Lie

σ : G −→ G′, resp. τ : G′ −→ G

tel que dσ = φ, resp. dτ = φ−1. Alors τσ est un morphisme G → G tel que

d(τσ) = idg = d(idG).

Donc, d’après l’assertion d’unicité dans le théorème précédent, on a τσ = idG,
et de même στ = idG′ . Ceci montre que G ∼= G′.

2.5. Groupes de Lie semi-simples 1-connexes. — Soit g une R-algèbre
de Lie semi-simple. Alors (cf. 9-10 octobre, 1.37-38), g est somme directe
d’idéaux simples non abéliens

g = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

et tout idéal de g est la somme des gi qu’il contient. En particulier, les gi sont
uniquement déterminés.

Notons G le revêtement universel de Aut0(g) ; alors on a

Lie(G) = LieAut0(g) = g,

la seconde égalité résultant du corollaire 2.7 plus haut. De plus, d’après le
corollaire 2.14, G est l’unique groupe de Lie 1-connexe (à isomorphisme près)
tel que Lie(G) = g.

On obtient de même, pour chaque gi, un unique groupe de Lie quasi-simple
1-connexe Gi tel que Lie(Gi) = gi. Alors,

G1 × · · · ×Gn
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est un groupe de Lie 1-connexe dont l’algèbre de Lie est

g1
⊕ · · ·⊕ gn = g,

d’où, par unicité, G1 × · · · ×Gn
∼= G. On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 2.15. — L’application G 7→ Lie(G) établit une bijection :
{

groupes de Lie semi-simples 1-connexes,
à isomorphisme près

}
↔

{
R-algèbres de Lie semi-simples,

à isomorphisme près

}
,

dont la bijection réciproque associe à g le revêtement universel de Aut0(g). De
plus, cette bijection induit une bijection entre groupes quasi-simples et algèbres
de Lie simples, et préserve les produits.

2.6. Groupes et algèbres de Lie semi-simples compacts. — Soit main-
tenant G un groupe de Lie compact connexe et soit g = Lie(G). Comme G-
module, g est complètement réductible (Prop. 4.1, séance 19/9), donc

g = z(g)
⊕

g1
⊕ · · ·⊕ gn,

où chaque gi est une algèbre de Lie simple. Posons

g′ = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

alors g′ = D(g′) = D(g), où D(g) désigne l’algèbre de Lie dérivée (séances
9-10 octobre, 1.4).

Pour tout g ∈ G, notons Ad′(g) la restriction à g′ de Ad(g). Alors, relative-
ment à la décomposition g = z(g)⊕ g′, la matrice de Ad(g) est :

(
1 0
0 Ad′(g)

)
.

Donc la projection sur le bloc inférieur droit induit un isomorphisme

Ad(G) ∼−→ Ad′(G),

et KerAd′ = Ker Ad = Z(G), et Lie(Ker Ad′) = z(g).
D’autre part, comme G est compact connexe, son image Ad′(G) est un

sous-groupe fermé connexe de Aut0(g′) et donc Ad′ et sa différentielle ad′ se
factorisent comme suit :

G → Ad′(G) ↪→ Aut0(g′)
g → Lie(Ad′(G)) ↪→ Dér(g′) ∼= g′.

Comme Ker(ad′) = z(g), il en résulte, pour une raison de dimension, que

ad′(g) = Lie(Ad′(G)) = Dér(g′) ∼= g′.

Donc Ad(G) ∼= Ad′(G) est un groupe de Lie compact connexe semi-simple
(i.e. , son algèbre de Lie g′ est semi-simple).
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Notons, de plus, que Ad′(G) = Aut0(g′), d’après le corollaire 1.18 (séance
6/11).

Théorème 2.16. — Soit G un groupe de Lie compact connexe semi-simple.
Alors son revêtement universel G̃ est compact (et semi-simple, puisque
Lie(G̃) = Lie(G)).

La démonstration utilise les deux lemmes suivants, pour lesquels on renvoie
à [BI7-8, §VII.3, Prop. 4 & Lemme 3].

Lemme 2.17. — Soient G un groupe de Lie connexe, D un sous-groupe fermé
central tel que G/D soit compact. Alors tout morphisme de groupes de Lie
φ : D → R s’étend en un morphisme de groupes de Lie φ̃ : G → R.

Lemme 2.18. — Soient G un groupe de Lie connexe et D un sous-groupe discret
central tel que G/D soit compact. Alors D est un groupe abélien de type fini.

Démonstration du théorème. — Soit D = Ker(G̃ → G). C’est un sous-groupe
discret normal, donc central. Par hypothèse, G̃/D ∼= G est compact. Donc,
d’après le lemme 2.18, D est un groupe abélien de type fini, donc de la forme

D = Zr ⊕
D1, où D1 est un groupe fini.

Montrons que r = 0. Supposons r > 1. Alors, on a un morphisme de groupes
(de Lie)

φ : D
pr1−−→ Z ↪→ R

tel que φ(D) = Z. D’après le lemme 2.17, φ s’étend en un morphisme de
groupes de Lie

φ̃ : G̃ −→ R.

Alors dφ̃ : g → R est nulle car g = [g, g]. Comme

∀ g ∈ G̃, dgφ̃ ◦ d1`g = d1`eφ(g)
◦ d1φ̃,

alors dgφ̃ = 0 pour tout g ∈ G̃. Donc φ̃ est le morphisme constant G̃ → {0},
d’après la proposition plus bas. Mais ceci est une contradiction, puisque φ̃(G)
contient φ(D) = Z. Cette contradiction montre que r = 0, et donc D = D1

est un groupe (abélien) fini. Il en résulte que G̃ est compact. Ceci prouve le
théorème, modulo la proposition ci-dessous.

Proposition 2.19. — Soit f : M → N un morphisme de variétés C∞, avec M
connexe. On suppose que dmf = 0, pour tout m ∈ M. Alors f est constante.

Démonstration. — Comme M est supposée connexe, il suffit de montrer que f
est localement constante. En prenant des cartes locales, on se ramène ainsi à
montrer qu’une application f : Rn → R telle que dxf = 0 pour tout x ∈ Rn, est
constante. Ceci ne présente pas de difficulté, voir par exemple [Wa, 1.24].
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Lemme 2.20. — Soit L une algèbre de Lie de dimension finie. Sa forme de
Killing K est invariante par tout automorphisme de L.

Démonstration. — Soit φ un automorphisme de L. Alors, pour tout X,Z ∈ L
on a [φ(X), φ(Z)] = φ([X, Z]), d’où

adφ(X) ◦ φ = φ ◦ ad(X), ∀X ∈ L.

Donc

K(φ(X), φ(Y)) = TrL(adφ(X) adφ(Y)) = TrL(φ ◦ ad(X) ◦ ad(Y) ◦ φ−1)
= TrL(ad(X) ad(Y)) = K(X, Y).

Ceci prouve le lemme.

Proposition 2.21. — Soit G un groupe de Lie semi-simple compact et soit g =
Lie(G). Alors, la forme de Killing K = Kg est définie négative.

Démonstration. — Comme G est compact, il existe sur g un produit scalaire
défini positif G-invariant (−,−). Alors, pour tout x, y, z ∈ g, on a

(ad(x)(y), z) = −(y, ad(x)(z)).

Munissons gC = g ⊗R C du produit scalaire hermitien φ prolongeant (−,−).
Alors, pour tout x, y, z ∈ g on a :

φ(i ad(x)(y), z) = i(ad(x)(y), z) = −i(y, ad(x)(z)) = φ(y, i ad(x)(z)).

Par conséquent, chaque i ad(x) est un endomorphisme auto-adjoint de gC
(relativement à φ), donc est diagonalisable, avec des valeurs propres réelles.
Donc, ad(x)2 est diagonalisable dans gC, avec des valeurs propres réelles 6 0.
Il en résulte que

Kg(x, x) = Trg(ad(x)2) = TrgC(ad(x)2)

est 6 0. Comme Kg est non-dégénérée, puisque g est semi-simple, on obtient
donc que Kg est définie négative.

Définition 2.22. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple. On dit que g est
compacte si Kg est définie négative.

Théorème 2.23. — Soit g une R-algèbre de Lie semi-simple compacte. Écrivons

g = g1
⊕ · · ·⊕ gn,

où chaque gi est simple. Alors, il existe un unique groupe de Lie compact semi-
simple 1-connexe G (resp. Gi) tel que Lie(G) = g (resp. Lie(Gi) = gi), et l’on
a

G ∼= G1 × · · · ×Gn.
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Démonstration. — Chaque Kgi est la restriction à gi de Kg donc est définie
négative. Donc chaque gi est simple compacte.

Comme g est semi-simple, G0 = Aut0(g) est un sous-groupe fermé de GL(g),
tel que Lie(G0) = g. De plus, G0 préserve la forme de Killing Kg, qui est définie
négative, donc G0 est un sous-groupe fermé du groupe orthogonal O(g), qui est
compact. Donc G0 est compact et semi-simple. D’après le théorème 2.16, son
revêtement universel G est encore compact semi-simple, et vérifie Lie(G) = g.
Il est unique pour cette propriété, d’après le corollaire 2.14.

De même, pour k = 1, . . . , n, il existe un unique groupe de Lie semi-simple
compact 1-connexe Gk tel que Lie(Gk) = gk. Alors, le groupe de Lie

G1 × · · · ×Gk

est semi-simple compact et 1-connexe, d’algèbre de Lie g, donc il est isomorphe,
par unicité, à G. Le théorème est démontré.

On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 2.24. — L’application G 7→ Lie(G) établit une bijection :



groupes de Lie 1-connexes
semi-simples compacts,
à isomorphisme près



 ↔





R-algèbres de Lie
semi-simples compactes,

à isomorphisme près



 ,

dont la bijection réciproque associe à g le revêtement universel de Aut0(g). De
plus, cette bijection induit une bijection entre groupes quasi-simples et algèbres
de Lie simples, et préserve les produits.

Remarque 2.25. — On verra dans la séance suivante qu’il y a aussi une bijec-
tion :{
R-algèbres de Lie semi-simples
compactes, à isomorphisme près

}
↔

{
C-algèbres de Lie semi-simples
complexes, à isomorphisme près

}
.
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Séance du 18/9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1. Groupes topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2. Interlude sur les représentations de groupes finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
3. Mesure de Haar sur un groupe compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.1. Représentations régulières gauche et droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Séance du 25/9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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[Di74] J. Dixmier, Algèbres enveloppantes, Gauthier-Villars, 1974
[Di81] J. Dixmier, Topologie générale, P.U.F., 1981.
[DK] J. J. Duistermaat, J.A.C. Kolk, Lie groups, Springer, 2000.
[Fa] J. Faraut, Analyse sur les groupes de Lie, Calvage & Mounet, 2005.
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