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Commençons par réparer un oubli dans la section précédente.

4.4. Astuce unitaire de Weyl. — Soit g une C-algèbre de Lie semi-simple.
D’après le théorème 4.16, il existe une forme compacte u0 de g (et on verra
plus bas que u0 est unique à isomorphisme près).

D’après le théorème 2.23 (7 novembre), il existe un groupe de Lie compact
semi-simple 1-connexe G0 tel que Lie(G0) = u0. Soit φ : g → End(V) une
représentation de g dans un C-espace vectoriel de dimension finie V ; notons
φ0 sa restriction à u0. Comme G0 est 1-connexe, il existe une représentation
ρ : G0 → GL(V) telle que dρ = φ (2.12). Alors, on sait que ρ est complètement
réductible (cours d’Introduction, 19/9, Prop. 4.1). Donc

V = V1
⊕ · · ·⊕Vn,

où chaque Vi est un C-sous-espace vectoriel stable par ρ(G0), irréductible
comme G0-module. Chaque Vi est irréductible comme u0-module, car si Wi

est un sous-u0-module non nul de Vi, alors Wi est stable par G0 (1.36, 6/11),
donc Wi = Vi.

De plus, comme Vi est un C-sous-espace vectoriel, il est stable par g =
u0 ⊗R C. Donc chaque Vi est un sous-g-module de V, irréductible puisqu’il
l’est déjà comme g0-module. On a donc obtenu le théorème suivant.

Théorème 4.18 (Weyl’s unitarian trick). — Soit g une C-algèbre de Lie semi-
simple. Toute représentation de dimension finie de g est complètement réduc-
tible.

Remarque 4.19. — On dispose aussi de preuves algébriques de ce théorème,
voir [BL1, §6.2] ou [Hu, §6.3] pour une preuve élémentaire, ou [Di74, 1.6.3]
et [Va, §3.12-13] pour une preuve cohomologique.

(0)version du 1/12/06
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5. Involutions et décompositions de Cartan

5.1. Conjugaison par rapport à une forme réelle. —

Définition 5.1. — Soit g une C-algèbre de Lie et soit g0 une forme réelle de
g (ou, de façon équivalente, soient g0 une R-algèbre de Lie et g = g0 ⊗R C).
Alors,

gR = g0
⊕
ig0

et l’on définit la conjugaison par rapport à g0 par

σ(X + iY) = X− iY, ∀X,Y ∈ g0.

Alors σ2 = id, et σ est R-linéaire et préserve le crochet de Lie, c.-à-d., c’est un
automorphisme involutif de l’algèbre de Lie gR. De plus, σ est C-semi-linéaire,
c.-à-d., pour tout Z ∈ g, on a

σ(iZ) = −iσ(Z), d’où σ(λZ) = λZ, ∀λ ∈ C.
On résume ces propriétés en disant que σ est une involution semi-linéaire
de g.

Réciproquement, soit τ une telle involution semi-linéaire de g, c.-à-d., un
automorphisme involutif de R-algèbre de Lie qui vérifie τ ◦ J = −J ◦ τ , où J
désigne l’opérateur de multiplication par i. Notons gτ et gτ,− les invariants et
anti-invariants de τ , c.-à-d., les sous-espaces propres associés à la valeur propre
1, resp. −1. Alors

g = gτ ⊕
gτ,−,

et comme τ est un automorphisme de R-algèbre de Lie, on a

[gτ , gτ ] ⊆ gτ , [gτ,−, gτ,−] ⊆ gτ , [gτ , gτ,−] ⊆ gτ,−.

Donc g0 := gτ est une sous-algèbre et gτ,− est un g0-module. De plus, comme
τi = −iτ , on voit facilement que la multiplication par i échange gτ et gτ,−,
c.-à-d., on a

gτ,− = ig0 d’où g = g0
⊕
ig0.

Donc g0 est une R-forme de g et τ est la conjugaison associée. En conclusion :
se donner une forme réelle de g équivaut à
se donner une involution semi-linéaire de g.

Notation 5.2. — On note AutC(g) le groupe des automorphismes (C-linéaires)
de la C-algèbre de Lie g, et Aut0C(g) sa composante connexe. C’est un sous-
groupe fermé de AutR(gR), resp. de Aut0R(gR).

Lemme 5.3. — Soient g0 et g1 deux formes réelles de g, et soient τ0, τ1 les
conjugaisons associées. Alors g0 et g1 sont isomorphes (comme R-algèbres de
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Lie) si et seulement si τ0 et τ1 sont conjuguées sous AutC(g), c.-à-d., s’il existe
φ ∈ AutC(g) tel que

φ ◦ τ0 ◦ φ−1 = τ1.

Démonstration. — Supposons que ψ : g0 → g1 soit un isomorphisme de R-
algèbres de Lie. Alors ψ induit un C-isomorphisme φ :

g = g0 ⊕ ig0
∼−→ g1 ⊕ ig1 = g, x0 + iy0 7→ ψ(x0) + iψ(y0),

et l’on a τ1 = φ◦τ0 ◦φ−1. Réciproquement, si φ ∈ AutC(g) vérifie cette égalité,
alors φ induit un R-isomorphisme de g0 = gτ0 sur gτ1 = g1. Le lemme est
démontré.

Proposition 5.4 (Involutions qui commutent). — Soient g1 et g2 deux formes
réelles de g, et τ1, τ2 les conjugaisons associées. On a les équivalences :

τ1τ2 = τ2τ1 ⇔ τ1(g2) = g2 ⇔ τ2(g1) = g1.

Démonstration. — Si τ1τ2 = τ2τ1 alors τ1 laisse stable les espaces propres de
τ2, d’où τ1(g2) = g2, et de même τ2(g1) = g1.

Réciproquement, supposons que τ1(g2) = g2. Comme τ1τ2 et τ2τ1 sont C-
linéaires, il suffit de vérifier qu’ils cöıncident sur g2, puisque g = g2 ⊗R C. Et
comme g2 est stable par τ1, on a

g2 = gτ1
2 ⊕ g

τ1,−
2 .

Sur gτ1
2 , on a τ1τ2 = id = τ2τ1, et sur l’autre facteur on a

τ1τ2 = − id = τ2τ1.

Ceci montre que τ1 et τ2 commutent. La proposition en découle.

5.2. Existence d’une décomposition de Cartan. — Soient g une C-
algèbre de Lie semi-simple, g0 une R-forme de g, et σ la conjugaison associée.
On a vu (13/11, 4.16) que g possède une forme compacte u. Notons τ la
conjugaison associée.

Théorème 5.5. — Soient g une C-algèbre de Lie semi-simple, g0 et u deux R-
formes de g, avec u compacte. Soient σ et τ les conjugaisons associées. Il
existe φ ∈ Aut0C(g) tel que

φτφ−1 commute à σ,

c.-à-d., tel que g0 soit stable par φτφ−1, qui est la conjugaison par rapport à
la forme compacte φ(u).

Démonstration. — Soit K la forme de Killing de g. On pose, pour X,Y ∈ g,

Kτ (X,Y) = −K(X, τ(Y)).

Lemme 5.6. — Kτ est une forme hermitienne définie positive.
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Démonstration. — Il est clair que Kτ est C-linéaire (resp. semi-linéaire) en la
première (resp. deuxième) variable. Montrons qu’elle vérifie la symétrie her-
mitienne, c.-à-d.,

∀X,Y ∈ g, Kτ (Y,X) = Kτ (X,Y).

Posant X = τ(Z) et utilisant la symétrie de K, ceci équivaut à l’égalité

∀X,Z ∈ g, K(Y,Z) = K(τ(Y), τ(Z)).

Comme τ est C-semi-linéaire, les deux termes sont des applications C-
bilinéaires, donc il suffit de vérifier l’égalité sur une base de g. Or, pour
X,Y ∈ u, on a τ(Y) = Y, τ(Z) = Z, et

K(Y,Z) = Ku(Y,Z) ∈ R,
d’où l’égalité désirée. Ceci prouve que Kτ est une forme hermitienne. Pour
montrer qu’elle est définie positive, il suffit de montrer que Kτ (X,X) > 0
lorsque X parcourt une base de g. Or, pour tout X ∈ u, on a

Kτ (X,X) = −K(X,X) = −Ku(X,X) > 0,

puisque Ku est définie négative (car u est une forme compacte). Le lemme est
démontré.

Poursuivons la démonstration du théorème 5.5. Posons N = στ . Alors N est
C-linéaire et est donc un C-automorphisme d’algèbre de Lie de g, donc N fixe
K (7/11, Lemme 2.20). Observons que N−1 = τσ. Alors, pour tout X,Y ∈ g,

Kτ (NX,Y) = −K(NX, τY) = −K(X, τστY) = Kτ (X,NY).

Ceci montre que N est un opérateur hermitien (c.-à-d., auto-adjoint) pour le
produit scalaire hermitien Kτ . Par conséquent, N est diagonalisable, à valeurs
propres réelles, non nulles puisque N est inversible.

Pour toute la suite, on fixe une base B = (e1, . . . , en) de g dans laquelle N
est diagonale, et l’on considérera des matrices relativement à cette base. Pour
commencer, soit

P = N2,

c’est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux λ1, . . . , λn sont des
réels > 0. On peut donc considérer leur logarithme µi = log(λi) et la matrice
diagonale

D :=



µ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · µn


 .
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Pour tout t ∈ R, on pose alors λt
i = exp(tµi) et

Pt = exp(tD) =



λt

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λt
n


 .

Alors PtN = NPt, pour tout t ∈ R. Comme N appartient à AutC(g), il en est
de même de P = N2. Montrons que Pt ∈ AutC(g) pour tout t ∈ R.

Écrivons [ei, ej ] =
∑n

k=1 ci,j;k ek. Appliquant l’automorphisme P, on obtient
les égalités

∀ i, j, k, (λiλj − λk) ci,j;k = 0.
Donc, chaque fois que ci,j;k 6= 0 on a λiλj = λk et donc aussi

λt
iλ

t
j ci,j;k = λt

k ci,j;k, ∀ t ∈ R,
et bien sûr cette égalité est aussi vérifiée lorsque ci,j;k = 0. Ceci montre que
Pt est un automorphisme de g, pour tout t ∈ R. On pose alors, pour tout t,

τt = Pt ◦ τ ◦ P−t;

c’est la conjugaison par rapport à la forme compacte Pt(u). Montrons que,
pour t bien choisi, τt commute à σ. Observons d’abord que

τNτ−1 = τσ = N−1 d’où τPτ−1 = P−1 et τP = P−1τ.

Par un calcul matriciel analogue au précédent (facile car P et Pt sont diago-
nales), on obtient que

∀ t ∈ R, τPt = P−tτ.

Alors : {
στt = σPtτP−t = NP−2t,

τtσ = PtτP−tσ = P2tN−1 = N−1P2t,

la dernière égalité résultant du fait que N−1 et P2t sont diagonales, donc com-
mutent. Donc, on voit que

στt = τtσ ⇔ N2 = P4t,

et comme N2 = P, cette égalité est vérifiée pour t = 1/4. Par conséquent,
l’automorphisme φ = P1/4 = exp(D/4) convient. Enfin, le morphisme t 7→ Pt

(« sous-groupe à un paramètre », cf. 6/11, 1.8) est à valeurs dans la composante
connexe Aut0C(g), donc φ ∈ Aut0C(g). Le théorème est démontré.

Définition 5.7. — Soit g0 une R-algèbre de Lie semi-simple et soient g = g0⊗R
C et σ la conjugaison par rapport à g0. D’après le théorème 5.5, il existe une
forme réelle compacte u de g telle que la conjugaison associée τ commute à σ,
et donc laisse stable g0. On a donc :

(∗) g0 = gτ
0 ⊕ g

τ,−
0 = (g0 ∩ u)⊕ (g0 ∩ iu).
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Alors k := g0 ∩ u est une sous-algèbre de Lie de g0, et p := g0 ∩ iu est un
p-module, et l’on a [p, p] ⊆ k. L’involution τ (= conjugaison par rapport à une
forme compacte de g qui laisse stable g0), ou sa restriction τ |g0 à g0, s’appelle
une involution de Cartan de g0, et la décomposition associée

(∗) g0 = k⊕ p = gτ
0 ⊕ g

τ,−
0

s’appelle une décomposition de Cartan de g0. On va voir dans le para-
graphe suivant qu’une involution (resp. décomposition) de Cartan est unique
à conjugaison près.

5.3. Conjugaison des formes compactes et décompositions de Car-
tan. — Soient g0 une R-algèbre de Lie semi-simple, g = g0 ⊗R C, et σ la
conjugaison associée.

Théorème 5.8. — 1) Soient u1 et u2 deux formes réelles compactes de g, et
τ1, τ2 les conjugaisons associées. Il existe un sous-groupe à un paramètre t 7→
Pt de AutC(g) tel que φ = P1/4 envoie u2 sur u1. Par conséquent, toutes les
formes compactes de g sont conjuguées par Aut0C(g).

2) Si τ1 et τ2 commutent à σ, et définissent donc des décompositions de
Cartan

g0 = k1 ⊕ p1 = k2 ⊕ p2,

où kr = g0 ∩ ur et pr = g0 ∩ ipr pour r = 1, 2, alors Pt stabilise g0, pour tout
t ∈ R, et φ = P1/4 envoie k2 sur k1 et p2 sur p1. Par conséquent, toutes les
décompositions de Cartan de g0 sont conjuguées par Aut0R(g0).

Démonstration. — 1) Appliquons le théorème 5.5 à u = u2 et g0 = u1. Alors,
posant

N = τ1τ2, P = N2,

et introduisant comme précédemment le sous-groupe à un paramètre t 7→ Pt,
on obtient, pour φ = P1/4, que φ(u2) est stable par τ1, d’où

φ(u2) = (φ(u2) ∩ u1)
⊕

(φ(u2) ∩ iu1) .

Or, u2 et u1 sont des formes réelles compactes de g et donc, pour x ∈ u2 \ {0}
et y ∈ u1 \ {0} on a :

Kg(iy, iy) = −Ku1(y, y) > 0 > Ku2(x, x) = Kg(x, x).

Il en résulte que u2∩ iu1 = (0), d’où φ(u2) ⊆ u1. Comme φ est bijectif et u2, u1

ont même dimension, on obtient

φ(u2) = u1.

Ceci prouve 1).
2) Supposons de plus que τ1 et τ2 commutent à σ. Alors, il en est de même

de N = τ1τ2 et de P = N2. Se plaçant dans une base où N, et donc P, est
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diagonale, l’égalité σP = Pσ entrâıne, par le même calcul que dans la preuve
du théorème 5.5, que

σPt = Ptσ, ∀ t ∈ R.
Donc chaque Pt laisse stable les espaces propres de σ, d’où Pt(g0) ⊆ g0 pour
tout t ∈ g0. Par conséquent, désignant par θt la restriction de Pt à g0, on
obtient un sous-groupe à un paramètre

t 7→ θt, R −→ Aut0R(g0).

Posons ψ = θ1/4 = P1/4|g0 . Comme P1/4 applique bijectivement u2 sur u1 et
iu2 sur iu1 (car chaque Pt est C-linéaire), alors ψ est un élément de Aut0R(g0)
qui applique bijectivement k2 sur k1 et p2 sur p1. Le théorème est démontré.

5.4. Correspondance entre formes réelles et involutions de g. —
Soient g une C-algèbre de Lie semi-simple, h une sous-algèbre de Cartan,
R = R(g, h) le système de racines, ∆ une base de R,

(hα)α∈∆
⋃

(eβ)β∈R

une base de Chevalley de g,

u0 =
⊕

α∈∆

Rihα
⊕ ⊕

β∈R+

(R(eβ − e−β)⊕ Ri(eβ + e−β))

la forme compacte de g construite au §4.3, et τ0 la conjugaison associée.
Pour éviter des confusions dans ce qui suit, précisons la terminologie utilisée.

Définition 5.9. — 1) Une involution de u0, resp. de g, est un élément σ de
AutR(u0), resp. AutC(g), tel que σ2 = id.

2) On a vu (5.1) que se donner une forme réelle g0 de g équivaut à se donner
une involution σ de gR qui est de plus C-semilinéaire, c.-à-d., qui anticommute
à la multiplication par i.

3) Nous dirons qu’une forme réelle g0 de g est compatible à u0 si la conju-
gaison associée σ commute à τ0. D’après la proposition 5.4, ceci équivaut à
dire que u0 (resp. g0) est stable par σ (resp. par τ0), et dans ce cas

g0 = (g0 ∩ u0)
⊕

(g0 ∩ iu0)

est une décomposition de Cartan de g0.

Observons que si g0 est une forme réelle de g, alors tout γ ∈ AutR(g0) se
prolonge de façon unique en un automorphisme γC ∈ AutC(g) ; par conséquent,
on a une identification naturelle :

AutR(g0) = {g ∈ AutC(g) | g(g0) = g0}.
Ceci vaut, en particulier, pour g0 = u0. Posons K = AutR(u0) et G = AutC(g).
On note : {involutions de u0}/K l’ensemble des classes de conjugaison sous K
d’involutions de u0, et l’on définit de même : {formes réelles de g}/G.
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Théorème 5.10. — On a des bijections

{involutions de u0}/K (†)↔
{

formes réelles de g

compatibles à u0

}
/K

(∗)↔ {formes réelles de g}/G.

Démonstration. — D’après le théorème 5.5, toute forme réelle de g est conju-
guée sous Aut0C(g) à une forme réelle g1 compatible à u0. Soit g2 une autre
forme réelle compatible à u0. Pour établir la bijection (∗), il faut voir que si
g1 et g2 sont conjuguées sous AutC(g), alors elles le sont sous AutR(u0).

Supposons donc qu’il existe φ ∈ AutC(g) tel que φ(g1) = g2. Alors,

g2 = (g2 ∩ u0)
⊕

(g2 ∩ iu0)
= φ(g1 ∩ u0)

⊕
φ(g1 ∩ iu0)

sont deux décompositions de Cartan de g2. Donc, d’après le théorème 5.8, il
existe γ ∈ AutR(g2) tel que

γφ(g1 ∩ u0) = g2 ∩ u0 et γφ(g1 ∩ iu0) = g2 ∩ iu0.

Alors ψ := γC ◦ φ appartient à AutC(g) et vérifie :

ψ(g1 ∩ u0) = g2 ∩ u0 et ψ(ig1 ∩ u0) = ig2 ∩ u0.

Comme on a, pour k = 1, 2,

u0 = (u0 ∩ gk)
⊕

(u0 ∩ igk),

il en résulte que ψ(u0) = u0, d’où ψ ∈ AutR(u0). Ceci prouve que (∗) est une
bijection.

Définissons maintenant la correspondance (†). Soient g0 une forme réelle de
g compatible à u0 et σ la conjugaison associée. Alors σ laisse stable u0, donc
on peut lui associer sa restriction s = σ|u0 . De plus, on a

(1) g0 = (g0 ∩ u0)
⊕
i(ig0 ∩ u0) = us

0

⊕
ius,−

0 .

Réciproquement, soient s une involution de u0 et

(2) u0 = us
0

⊕
u

s,−
0

la décomposition correspondante. Alors us
0 est une sous-algèbre, u

s,−
0 un us

0-
module, et l’on a [us,−

0 , us,−
0 ] ⊆ us

0. Par conséquent

(3) g0(s) := us
0

⊕
ius,−

0

est une sous-algèbre de Lie de g, et c’en est une forme réelle. Notons σ la
conjugaison associée ; alors σ = 1 sur g0(s) et σ = −1 sur ig0(s) = u

s,−
0 ⊕ ius

0,
donc σ(u0) = u0 et σ|u0 = s. Ceci montre que les applications

σ 7→ σ|u0 et s 7→ g0(s)

sont des bijections réciproques. De plus, elles sont clairement K-équivariantes,
d’où la bijection (†). Ceci prouve le théorème.
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D’autre part, toute involution s de u0 se prolonge en une involution sC de
g, et l’on a le théorème suivant, pour lequel on renvoie à [Hel, X.1.4].

Théorème 5.11. — L’application s 7→ sC induit une bijection

{involutions de u0}/AutR(u0) ↔ {involutions de g}/AutC(g).

Ces deux théorèmes ramènent la classification des formes réelles de g à la
question, purement algébrique, de la classification des classes de conjugaison
d’involutions dans AutC(g). Cette classification est faite dans [Hel, §X.5], voir
aussi [Ka, Chap. 8]. On va donner sans démonstrations, dans le paragraphe 5.6
plus bas, la classification des R-algèbres de Lie simples g0 de « type classique ».

5.5. R-algèbres de Lie absolument simples. — Commençons par le
lemme suivant.

Lemme 5.12. — Soit g une C-algèbre de Lie simple. Alors gR est une R-algèbre
de Lie simple.

Démonstration. — Soit h un idéal non nul de gR. D’après le corollaire 3.10
(séance 13/11), on sait déjà que gR est semi-simple et l’idéal h est somme
directe de R-algèbre de Lie simples. On a donc

[g, h] ⊆ h = [h, h], d’où h = [g, h].

Donc, tout H ∈ h s’écrit H =
∑n

k=1[Xk,Yk], avec Xk ∈ g, Yk ∈ h. Alors

iH =
n∑

k=1

[iXk,Yk] ∈ [g, h] = h.

Ceci montre que h est stable par multiplication par i donc est un C-idéal de
g. Comme g est simple, il vient h = g. Ceci prouve que gR est simple.

Donc, parmi les R-algèbres de Lie simples, on trouve les gR, pour g une
C-algèbre de Lie simple. Celles-ci sont caractérisées par les résultats suivants.

Lemme 5.13. — Soit g une C-algèbre de Lie simple. Alors gR ⊗R C est iso-
morphe à g⊕ g, donc n’est pas simple. De plus, g est uniquement déterminée
par gR.

Démonstration. — On a vu que g admet au moins une forme réelle g0, par
exemple la forme déployée 4.8 (ou la forme compacte 4.16). Donc g ∼= g0⊗RC.
Comme C⊗ C ∼= C⊕ C, on obtient que

gR ⊗ C ∼= g0 ⊗R (C⊕ C) ∼= g⊕ g.

Ceci prouve la première assertion. La deuxième découle de l’unicité des com-
posantes simples d’une algèbre de Lie semi-simple (3.4).
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Définition 5.14. — Soit g0 une R-algèbre de Lie simple. On dit que g0 est
absolument simple si g0 ⊗R C est une C-algèbre de Lie simple.

On vient de voir que si g est une C-algèbre de Lie simple, alors gR est une
R-algèbre de Lie simple mais pas absolument simple. Ceci caractérise les gR,
d’après la proposition qui suit.

Lemme 5.15. — Soient V0 un R-espace vectoriel, V = V0 ⊗R C et τ la conju-
gaison par rapport à V0. Soient W un sous-C-espace vectoriel et W0 = W∩V0.
Alors :

τ(W) = W ⇔ W = W0 ⊗R C.
Démonstration. — L’implication⇐ est claire. D’autre part, l’application com-
posée

W0 ⊗R C f−→ W ↪→ V = V0 ⊗R C
est injective, donc il en est de même de f . Montrons que f est surjective si
τ(W) = W. Soit x ∈ W. Comme W est τ -stable, alors

Re(x) :=
x+ τ(x)

2
et Im(x) := i

τ(x)− x

2
appartiennent à W,

et sont fixés par τ , donc appartiennent à W0, et l’on a

x = Re(x) + i Im(x) ∈ W0 ⊗R C.
Ceci montre que f est surjective. Le lemme est démontré.

Proposition 5.16. — Soit g0 une R-algèbre de Lie simple telle que g = g0⊗R C
ne soit pas simple. Alors

g ∼= s⊕ s,

où s est une C-algèbre de Lie simple uniquement déterminée, et g0
∼= sR.

Démonstration. — Notons τ la conjugaison de g définie par g0. On sait déjà
que g est semi-simple (corollaire 3.10). Soit s un idéal simple (non-abélien !)
de g. Alors τ(s) est un idéal de g, donc

s ∩ τ(s) et s + τ(s).

sont des idéaux de g qui sont τ -stables, donc d’après le lemme 5.15 on a :

s ∩ τ(s) = a0 ⊗R C, s + τ(s) = b0 ⊗R C,
où a0, b0 sont des idéaux de de g0, nuls ou égaux à g0 puisque g0 est simple.
Comme s 6= 0, on a b0 6= 0, d’où

b0 = g0 et s + τ(s) = g.

D’autre part, on ne peut avoir a0 = g0, car sinon on aurait

g = g0 ⊗R C ⊆ s, d’où g = s,
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contredisant la non-simplicité de g. Donc a0 = 0 = s ∩ τ(s) et l’on a

g = s⊕ τ(s).

Comme τ est un automorphisme de gR, il induit un isomorphisme de R-algèbres
de Lie

sR
∼−→ τ(sR) = τ(s)R

et donc on obtient des isomorphismes :

g0 ⊕ g0
∼= gR ∼= sR ⊕ sR.

Par unicité des composantes simples de gR (3.4), on en déduit que g0
∼= sR, et

finalement g ∼= s⊕ s d’après le lemme 5.13. La proposition est démontrée.

En conclusion, on a obtenu le théorème suivant.

Théorème 5.17 (L’alternative « complexe/absolument simple »)
Soit g0 une R-algèbre de Lie simple. Alors, de deux choses l’une :
1) ou bien g0 est complexe, c.-à-d., g0 = gR pour une C-algèbre de Lie

simple, unique à isomorphisme près ;
2) ou bien g0 est absolument simple, et donc g0 est une forme réelle de la

C-algèbre de Lie simple g = g0 ⊗R C.

5.6. Aperçu de la classification. — Pour terminer, donnons un aperçu
de la classification des R-algèbres de Lie absolument simples classiques. Les
références pour ce paragraphe sont [Ti, § IV.6.3], [Hel, §X.2] et [Kna, § I.8 &
§ I.17].

Soit H le corps (non-commutatif) des quaternions, il admet comme R-base
(1, i, j, k), avec la table de multiplication suivante : i2 = −1 = j2 = k2, et

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.
Le centre de H est R. Pour tout x = a + ib + jc + kd, avec a, b, c, d ∈ R, on
pose

x = a− ib− jc− jd.

Alors, τ : x 7→ x est une anti-involution de H, c.-à-d., τ2 = id et

∀x, y ∈ H, xy = y x.

Pour tout x ∈ H, on pose

Re(x) =
x+ x

2
Pu(x) =

x− x

2
,

et l’on dit que x est un quaternion pur si x = Pu(x).
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Pour tout n > 1, on considère Hn comme un H-espace vectoriel à droite,
ceci afin de pouvoir écrire les endomorphismes à gauche. C.-à-d., notant
(e1, . . . , en) la base canonique, tout élément de Hn s’écrit de façon unique

x =
n∑

`=1

e` x`, avec x` ∈ H.

Alors, End(Hn) s’identifie à Mn(H), c.-à-d., un endomorphisme u est représenté
par la matrice (αr,s)n

r,s=1, où

u(es) =
n∑

r=1

er αr,s,

et l’on a

u(x) =



α1,1 · · · α1,n

...
. . .

...
αn,1 · · · αn,n






x1
...
xn


 .

Le centre de Mn(H) est RIn, où In désigne la matrice identité. Ceci conduit à
poser

sln(H) = {M ∈ Mn(H) | ReTr(M) = 0};
on a Mn(H) = RIn

⊕
sln(H).

Pour toute anti-involution σ de H, on a une notion de forme hermitienne
ou anti-hermitienne sur Hn relativement à σ : c’est une application biadditive

φ : Hn ×Hn −→ H,
qui vérifie φ(xt, yt′) = σ(t)φ(x, y)t′, pour x, y ∈ Hn et t, t′ ∈ H, ainsi que l’une
des propriétés de symétrie suivantes :

φ(y, x) =
{

σ(φ(x, y)) cas hermitien ;
−σ(φ(x, y)) cas anti-hermitien .

On associe à φ sa matrice

J(φ) =



φ(e1, e1) · · · φ(e1, en)

...
. . .

...
φ(en, e1) · · · φ(en, en)


 ;

alors, si x, y ∈ Hn sont représentés, comme d’habitude, par des vecteurs co-
lonnes X,Y, on a (où Mt désigne la transposée de M) :

φ(x, y) = σ(X)t J(φ)Y =
n∑

r,s=1

σ(xr)φ(er, es) ys.

La condition que φ soit hermitienne, resp. anti-hermitienne, équivaut à

σ(J)t = J, resp. σ(J)t = −J.



5. INVOLUTIONS ET DÉCOMPOSITIONS DE CARTAN 51

À σ et φ, on associe le groupe

Uσ(φ) = {A ∈ Aut(Hn) | σ(A)t JA = J}
et l’algèbre de Lie

suσ(φ) = {M ∈ sln(H) | σ(M)t J + JM = 0}.
(En fait, notant GLn(H) = Aut(Hn), on a une identification

GLn(H) =
{(

A −B
B A

)
∈ GL2n(C)

}
,

et l’on note SLn(H) := GLn(H) ∩ SL2n(C). C’est un sous-groupe fermé de
GL4n(R), et son algèbre de Lie est sln(H). Les sous-groupes Uσ(φ) sont auto-
matiquement contenus dans SLn(H) et donc leur algèbre de Lie dans sln(H),
ce qui explique la notation suσ(φ).)

Il y a une notion de « similitude » entre formes hermitiennes ou anti-hermi-
tiennes ; en particulier des formes similaires donnent des groupes et algèbres de
Lie isomorphes. D’après [Ti, IV.6.3], les matrices suivantes forment un système
complet de représentants des classes de similitudes de formes hermitiennes ou
anti-hermitiennes, relativement à l’anti-involution t 7→ t de H :

Fr =
(

In−r 0
0 −Ir

)
, (r > 0, 2r 6 n) Fα = i In

On obtient ainsi, d’une part, les groupes U(n, r,H) et algèbres de Lie

su(n, r,H), r > 0, 2r 6 n,

qui sont des formes réelles de la C-algèbre de Lie simple de type Cn, notée
sp2n(C) dans le cours d’Introduction. La forme compacte est su(n, 0,H), notée
su(n,H).

D’autre part, pour n > 3, on obtient le groupe Uα(n,H) dont l’algèbre de
Lie suα(n,H) est une forme réelle de la C-algèbre de Lie simple de type Dn,
notée so2n(C).

À ces groupes et algèbres de Lie construits à l’aide des quaternions, il
convient d’ajouter les groupes et algèbres de Lie « plus classiques » SLn(R),
SU(p, q), SO(p, q) et Sp(2n,R). En résumé, on obtient la table suivante, dans
laquelle on a indiqué les noms qu’on trouve dans Tits [Ti] d’une part, ou
dans Helgason [Hel] ou Knapp [Kna], d’autre part (ces noms diffèrent pour
les groupes liés aux quaternions, et aussi pour l’indice n ou 2n du groupe
symplectique).

Pour chaque type, on indique la forme déployée, la forme compacte, les
autres formes (notation de Tits ou de Helgason-Knapp), et des groupes de Lie
associés. Pour les séries SO, on s’autorise à répéter la forme déployée parmi la
liste des autres cas.
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type déployée compacte autres
An−1 sln(R) su(n) su(p, q), sl(n/2,H) (n pair)

An−1 SLn(R) SU(n) SU(p, q) SL(n/2,H) (n pair)

Bn so(n+ 1, n) so(2n+ 1) so(p, q) (p+q=2n+1)

Bn SO(n+ 1, n) SO(2n+ 1) SO(p, q) (p+q=2n+1)

Cn sp2n(R) su(n,H) su(n, r,H) (T)
Cn SP2n(R) SU(n,H) SU(n, r,H) (T)
Cn spn(R) sp(n) sp(p, q) (H-K)
Cn SPn(R) SP(n) SP(p, q) (H-K)
Dn so(n, n) so(2n) so(p, q), suα(n,H) (T)
Dn SO(n, n) SO(2n) SO(p, q), Uα(n,H) (T)
Dn so(n, n) so(2n) so(p, q), so∗(2n) (H-K)
Dn SO(n, n) SO(2n) SO(p, q), SO∗(2n) (H-K)
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7.3. Espace tangent en un point à une sous-variété de RN . . . . . . . . . . 50
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7.8. Morphismes de groupes et d’algèbres de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.9. Représentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Partie II : Algèbres de Lie
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1. Algèbres de Lie : définitions et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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2.2. Poids des algèbres de Lie nilpotentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.3. Sous-algèbres de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
2.4. Critère de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Partie II : Algèbres de Lie
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6.1. Groupe de Weyl et conjugaison des bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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2.3. R-algèbres de Lie semi-simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4. Revêtements universels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5. Groupes de Lie semi-simples 1-connexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.6. Groupes et algèbres de Lie semi-simples compacts . . . . . . . . . . . . . 22

Partie FI :
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try, Birkhäuser, 1985.
[Laf74] J.-P. Lafon, Les formalismes fondamentaux de l’algèbre commutative,
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