
PARTIE II : ALGÈBRES DE LIE
SÉANCES DU 16 ET 17 OCTOBRE

3. Racines d’une C-algèbre de Lie semi-simple

Soit g une C-algèbre de Lie semi-simple, de dimension finie, et soit h une
sous-algèbre de Cartan. On note K = Kg la forme de Killing de g.

Comme g ne contient pas d’idéal résoluble, alors z(g) = (0) et donc la
représentation adjointe

ad : g −→ End(g)
est injective. Donc, lorsque nécessaire, on pourra considérer toute sous-algèbre
de g, en particulier h, comme une sous-algèbre de Lie de End(g).

3.1. Racines de h dans g. — Notons R = R(g, h) l’ensemble des poids
non nuls de h dans g, pour l’action adjointe. D’après la proposition 2.23 et le
théorème 2.15, on a

(1) g(0) = h et g = h
⊕ ⊕

α∈R

gα.

De plus, d’après 2.9 et 2.10, on a

(1′). [g(α), g(β)] ⊆ g(α+β), ∀α, β ∈ R.

Lemme 3.1. — L’invariance de K est équivalente au fait que

K : g⊗ g −→ C est un g-morphisme,

où C est considéré comme g-module trivial. Par conséquent, d’après la propo-
sition 2.9, pour tout λ, µ ∈ R ∪ {0}, on a

(2) K(g(λ), g(µ)) ⊆ C(λ+µ) = 0 si λ+ µ 6= 0.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

(0)version du 18/10/06
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Corollaire 3.2. — La restriction de K à h est non dégénérée et K induit, pour
tout α ∈ R, une dualité parfaite entre g(α) et g(−α).

En particulier, α ∈ R implique −α ∈ R et dim g(−α) = g(α).

Démonstration. — Ceci résulte du fait que K est non dégénérée et du lemme
précédent.

Corollaire 3.3. — h est abélienne, c.-à-d., [h, h] = 0.

Démonstration. — Par hypothèse, h est nilpotente, a fortiori résoluble. Donc,
d’après le corollaire 2.4, pour tout x ∈ h et y ∈ D(h), on a

0 = Trg(adg(x) adg(y)) = K(x, y).

Ceci montre que D(h) est orthogonal à h, et donc à g tout entier, d’après le
lemme 3.1. Comme K est non dégénérée, ceci implique D(h) = 0, donc h est
abélienne.

Remarquons que, pour tout λ ∈ {0} ∪ R, tout h ∈ h agit sur g(λ) comme
une matrice triangulaire avec λ(h) sur la diagonale. Il en résulte que :

(3) ∀h, h′ ∈ h, K(h, h′) =
∑

α∈R

dim g(α) α(h)α(h′).

Corollaire 3.4. — On a
⋂

α∈R Kerα = (0) et donc R engendre h∗.

Démonstration. — Soit h ∈ h tel que α(h) = 0 pour tout α ∈ R. Alors, d’après
(3), h est orthogonal à h, d’où h = 0. Ceci prouve la première assertion, et la
seconde en découle, d’après un résultat « bien connu » d’algèbre linéaire.

Définition 3.5. — Notons K# l’isomorphisme h
∼−→ h∗ induit par K, c.-à-d.,

K#(h) est la forme linéaire h′ 7→ K(h, h′). Pour tout α ∈ R, on note Hα

l’unique élément de h tel que K#(Hα) = α.

D’autre part, comme h est abélienne, on voit facilement que, pour tout
α ∈ R, l’espace propre associé :

gα = {x ∈ g(α) | [h, x] = α(h)x}
est non nul. (Ceci se déduit aussi du théorème de Lie.) Soit eα un vecteur
non nul de gα.

Lemme 3.6. — Pour tout f ∈ g(−α), on a

(4) [eα, f ] = K(eα, f)Hα.
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Démonstration. — Pour tout h ∈ h, l’on a

K(h, [eα, f ]) = K([h, eα], f) = α(h)K(eα, f).

Comme la restriction de K à h est non dégénérée, il en résulte que l’élément
[eα, f ]−K(eα, f)Hα de h est nul.

Définition 3.7. — On pose

sα = Ceα
⊕
CHα

⊕ ⊕

n>1

g(−nα).

Il résulte de (1′) et (4) que sα est une sous-algèbre de Lie de g.

Comme K induit une dualité parfaite entre g(α) et g(−α), il existe f ∈ g(−α)

tel que K(eα, f) = 1 et donc, d’après (4), on a :

Hα = [eα, f ] ∈ D(sα).

Proposition 3.8. — sα n’est pas résoluble, et l’on a : α(Hα) 6= 0.

Démonstration. — On observe que eα ∈ D(sα) si et seulement si α(Hα) 6= 0.
Supposons α(Hα) = 0. Alors, D(sα) ⊆ CHα ⊕

⊕
n>1 g(−nα), puis

D2(sα) ⊆
⊕

n>1

g(−nα)

et donc D2(sα) est nilpotente, et donc sα résoluble.
Alors, il résulte du théorème de Lie que adg(x) est nilpotent, pour tout

x ∈ D(sα), en particulier pour x = Hα. Donc, toutes les valeurs propres de Hα

sont nulles. Mais ceci est impossible, car
⋂

β∈R

Kerβ = (0),

donc il existe β ∈ R tel que β(Hα) 6= 0 et [Hα, eβ] = β(Hα)eβ.
Cette contradiction montre que sα n’est pas résoluble, et donc α(Hα) 6= 0.

La proposition est démontrée.

Considérons l’action adjointe de Hα sur sα. Comme Hα est un commutateur
[eα, f ], avec f ∈ sα, on a

0 = Trsα adsα(Hα) = α(Hα)


1−

∑

n>1

n dim g(−nα)


 .

Comme α(Hα) 6= 0 et g−α 6= (0), on en déduit que :

g(−α) = g−α = Ce−α et g(−nα) = (0) pour n > 1.

Remplaçant −α par α, on a donc obtenu la proposition suivante.
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Proposition 3.9. — Pour tout α ∈ R, g(α) est de dimension 1 et égale gα ; de
plus, on a, pour tout n ∈ Z :

(5) nα ∈ R ⇔ n = ±1.

Définition 3.10. — Pour tout α ∈ R, on pose

hα =
2Hα

α(Hα)
, d’où [hα, eα] = 2eα.

Comme K induit une dualité parfaite entre gα et g−α, il existe un unique
fα ∈ g−α tel que

[eα, fα] = hα,

et l’on a de plus [hα, fα] = −2fα. Il en résulte que la sous-algèbre

sα = Ceα
⊕
Chα

⊕
Cfα

est isomorphe à sl2, via

eα ↔ e, hα ↔ h, fα ↔ f,

où

(∗) e =
(

0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
.

Théorème 3.11 (Théorème d’intégralité). — Pour tout α, β ∈ R, on a :

β(hα) ∈ Z et β − β(hα) ∈ R.

Pour démontrer le théorème, on a besoin de certains résultats sur les sl2-
modules, qui se démontrent au moyen de relations de commutation dans l’al-
gèbre enveloppante de U(sl2). Ceci nous conduit à faire un intermède sur
l’algèbre enveloppante d’une k-algèbre de Lie arbitraire.

3.2. Algèbre enveloppante d’une k-algèbre de Lie. — Dans ce para-
graphe, soit k un corps commutatif arbitraire et soit L une k-algèbre de Lie
de dimension finie.

Rappelons d’abord que, pour tout k-espace vectoriel V, son algèbre tenso-
rielle est

T(V) = k
⊕⊕

n>1

V⊗n,

avec la multiplication

(v1 ⊗ · · · ⊗ vr) · (v′1 ⊗ · · · ⊗ v′s) = v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′s.

On a une inclusion naturelle V ↪→ T(V), et T(L) est engendrée comme k-
algèbre par L.
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Définition 3.12. — L’algèbre enveloppante U(L) de L est le quotient de l’al-
gèbre tensorielle T(L) par l’idéal bilatère I engendré par tous les éléments

x⊗ y − y ⊗ x− [x, y], pour x, y ∈ L.

Soit π la projection T(L) → U(L) et τ la composée de π avec l’inclusion
L ↪→ T(L).

Notons que U(L) est engendrée comme k-algèbre par τ(L).

Théorème 3.13 (Propriété universelle de U(L)). — Pour toute k-algèbre asso-
ciative A et toute application k-linéaire ρ : L → A telle que

(†) ρ([x, y]) = ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x), ∀x, y ∈ L,

il existe un unique morphisme de k-algèbres associatives

φ : U(L) −→ A, tel que φ(τ(x)) = ρ(x), ∀x ∈ L.

Démonstration. — D’abord, comme U(L) est engendrée comme k-algèbre par
τ(L), alors φ, s’il existe, est uniquement déterminé par la condition ci-dessus.

Montrons l’existence. D’après la propriété universelle de T(L), il existe un
(unique) morphisme de k-algèbres

ψ : T(L) −→ A tel que ψ(x) = ρ(x), ∀x ∈ L.

Alors, la condition (†) implique précisément que ψ est nulle sur l’idéal bilatère
I, donc ψ se factorise en un morphisme de k-algèbres

φ : U(L) −→ A, tel que φ(τ(x)) = ρ(x), ∀x ∈ L.

Le théorème est démontré.

Soit V un k-espace vectoriel. Appliquant le théorème à la k-algèbre A =
Endk(V), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.14. — Se donner une représentation ρ de L dans V équivaut à se
donner une structure de U(L)-module sur V. Par conséquent :

« un L-module est la même chose qu’un U(L)-module ».

Ce qui précède est rendu particulièrement intéressant par le théorème sui-
vant, qui montre que l’algèbre U(L), bien que non commutative (sauf si L est
abélienne), est un objet assez maniable. (De façon informelle, on peut dire que
c’est une « algèbre de polynômes non commutative ».)

Théorème 3.15 (Poincaré-Birkhoff-Witt). — Soit (x1, . . . , xr) une base de L sur
k. Alors les monômes « ordonnés » :

xν1
1 · · ·xνr

r (pris dans cet ordre) pour (ν1, . . . , νr) ∈ Nr,
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forment une base de U(L) sur k. En particulier, si l’on a des sous-algèbres de
Lie n+, h, n− de L telles que

L = n−
⊕

h
⊕

n+ comme espaces vectoriels,

alors

U(L) ∼= U(n−)⊗U(h)⊗U(n+) comme espaces vectoriels.

Démonstration. — Pour la démonstration (qui n’est pas très intéressante), on
renvoie à [BL1, §2.7] ou [Di74, 2.1.11].

Notation 3.16. — En particulier, l’application τ : L → U(L) est injective. Dé-
sormais, on ne mentionnera plus τ et l’on identifiera L à son image dans U(L).

Lemme 3.17. — Soit A un anneau. Pour tout a ∈ A, l’endomorphisme

ad a : A −→ A, b 7→ [a, b] = ab− ba,

est une dérivation de A, c.-à-d., vérifie :

(ad a)(b1 · · · bn) =
n∑

i=1

b1 · · · bi−1[a, bi]bi+1 · · · bn, ∀ b1, . . . , bn ∈ A.

Démonstration. — Immédiat, par récurrence sur n.

3.3. Représentations de sl2(C). — Revenons au cas où le corps de base
est C, et notons simplement sl2 = sl2(C). Soit (f, h, e) la base standard de
sl2 (cf. (∗) avant 3.11). Dans U = U(sl2), on a les relations de commutation
suivantes :

[h, en] =
n∑

i=1

ei−1[h, e]en−i = 2nen,(1)

[h, fn] =
n∑

i=1

f i−1[h, f ]fn−i = −2nfn,(2)

(3) [e, fn] =
n∑

i=1

f i−1hfn−i =
n∑

i=1

f i−1fn−i(h− 2(n− i)) = nfn−1(h−n+1).

Remarque 3.18. — Posant e(r) = er/r!, f (s) = f s/s! et(
h

t

)
=
h(h− 1) · · · (h− t+ 1)

t!
,

on peut montrer, plus généralement, que

e(r)f (s) =
min(r,s)∑

i=0

f (s−i)

(
h− r − s+ 2i

i

)
e(r−i),
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voir par exemple [Hu, §26].

Lemme 3.19. — Soient V un sl2-module de dimension finie, v ∈ V un vecteur
non nul, et λ ∈ C, tels que

(∗) hv = λv et ev = 0.

Alors λ est un entier m > 0 et, pour i = 0, . . . ,m, chaque f iv est non nul et
de poids m− 2i, c.-à-d.,

hf iv = (m− 2i)f iv, ∀ i = 0, . . . ,m.

Démonstration. — D’après le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, l’algèbre
enveloppante U de sl2 a pour base sur C les monômes

fshter, pour s, t, r ∈ N.
Il résulte de (∗) que le sous-U-module de V engendré par v est engendré,
comme C-espace vectoriel, par les

fsv, pour s ∈ N.
De plus, comme chaque fsv est vecteur propre de h de poids λ − 2s, les f sv
non nuls sont linéairement indépendants.

Comme dimV <∞, il existe m ∈ N tel que fmv 6= 0 = fm+1v. Alors,

0 = efm+1v = fm(h−m)v = (λ−m)fmv,

d’où λ = m. Bien sûr, f iv 6= 0 pour i = 0, . . . ,m, et on a déjà vu que chaque
f iv est de poids m− 2i. Le lemme est démontré.

3.4. Retour à la preuve du théorème d’intégralité. — On peut main-
tenant démontrer le théorème 3.11. Reprenons les notations du paragraphe
3.1.

Soit β ∈ R. Si β = ±α le théorème est vérifié ; donc, d’après 3.9 (5), on
peut supposer que β 6∈ Zα. Pour tout n > 0, on a

(ad eα)n(eβ) ⊆ gβ+nα.

Soit n le plus petit entier > 0 tel que

(ad eα)n+1(eβ) = 0, et posons x = (ad eα)n(eβ).

Alors x est un vecteur de poids β+nα, annulé par eα. D’après le lemme 3.19,
ceci entrâıne que

(β + nα)(hα) = β(hα) + 2n est un entier m > 0,

d’où β(hα) ∈ Z. Alors, quitte à changer α en −α, on peut supposer que
β(hα) = r > 0. Alors, m = r + 2n et, d’après le lemme 3.19, le sous-U(sα)-
module de g engendré par x a pour base sur C les vecteurs :

f i
αx, de poids β + (n− i)α, pour i = 0, . . . ,m.
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Prenant i = r + n, on obtient que

β − rα = β − β(hα)α

est un poids de h dans g. Comme β 6∈ Zα, par hypothèse, ce poids est 6= 0,
donc est un élément de R. Le théorème est démontré. ¤

Corollaire 3.20. — Soient α ∈ R et t ∈ C tels que tα ∈ R. Alors t = ±1.

Démonstration. — Posons β = tα. Alors t 6= 0 et α = (1/t)β. D’après le
théorème,

β(hα) = 2t ∈ Z, et α(hβ) =
2
t
∈ Z.

Alors t = n/2, avec ±n ∈ {1, 2, 4}. Comme ±2α et ±2β ne sont pas des
racines, d’après 3.9 (5), alors ±n = 4 et ±n = 1 sont exclus. Donc n = ±2 et
t = ±1.

3.5. Passage à un R-espace euclidien. — On a vu que R engendre h∗,
par conséquent h est engendré par les Hα, et donc aussi par les hα, puisque
chaque hα est un multiple non nul de Hα. Posons ` = dim h∗ = dim h.

Définition 3.21. — On note hR le sous-R-espace vectoriel de h engendré par les
hα, pour α ∈ R. D’après ce qui précède, il est de dimension `.

Alors, le R-espace vectoriel dual de hR est

h∗R = {λ ∈ h∗ | λ(hR) ⊆ R.}
(Prendre une base (ei) de hR, c’est une C-base de h et la base duale (e∗i ) est
une R-base de h∗R.)

Comme h∗R contient R (puisque β(hα) ∈ Z pour tout α, β ∈ Z), alors R
engendre h∗R comme R-espace vectoriel. Notons KR la restriction de K à hR.

Proposition 3.22. — 1) KR est à valeurs réelles et est définie positive.
2) KR induit un isomorphisme hR

∼−→ h∗R.
3) Pour tout α ∈ R, on a Hα ∈ hR.

Démonstration. — 1) Si h ∈ hR, alors h =
∑

α xαhα, avec xα ∈ R, d’où

∀β ∈ R, β(h) =
∑
α

xαβ(hα) ∈ R.

Donc, pour h, h′ ∈ hR, on a, d’après (3) (avant 3.4) :

K(h, h′) =
∑

β∈R

β(h)β(h′) ∈ R.

De plus, d’après 3.4, on a K(h, h) > 0 si h 6= 0. Ceci prouve 1), et 2) en
découle.
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On déduit 3) de 2), comme suit : KR induit un isomorphisme

K#
R : hR

∼−→ h∗R,

qui est la restriction de K# : h
∼−→ h∗. Comme α ∈ h∗R, alors

Hα = (K#
R )−1(α) ∈ h.

La proposition est démontrée.

3.6. Le système de racines R ⊂ h∗R. — On munit h∗R du produit scalaire
euclidien ( , ) obtenu via l’isomorphisme K#

R : hR
∼−→ h∗R. C.-à-d., si on pose

Hλ = (K#
R )−1(λ) alors :

(1) (λ, µ) = KR(Hλ,Hµ) = λ(Hµ) = µ(Hλ), ∀λ, µ ∈ h∗R.

Pour tout α ∈ R, la réflexion orthogonale associée, c.-à-d., la réflexion
orthogonale par rapport à l’hyperplan Hα orthogonal à α, est donnée par la
formule

λ 7→ λ− 2(λ, α)
(α, α)

α;

en effet, si on note sα l’endomorphisme défini par cette formule, on a sα(λ) = λ
pour λ ∈ Hα, et sα(α) = −α ; donc sα est bien la réflexion orthogonale par
rapport à Hα. On a, bien sûr, s2α = id ; en particulier sα est bijectif.

Il est commode de poser α∨ = 2α/(α, α) ; alors la formule ci-dessus se récrit :

(2) sα(λ) = λ− (λ, α∨)α.

Observons aussi que α∨ = KR(hα), c.-à-d.,

(3) ∀λ ∈ h∗R, (λ, α∨) = λ(hα).

En particulier, d’après le théorème d’intégralité 3.11, pour tout β ∈ R, on a

(4) (β, α∨) ∈ Z et sα(β) = β − β(hα)α ∈ R.

Par conséquent, tenant compte du corollaire 3.20, on obtient que R vérifie
les quatre propriétés de la définition ci-dessous ; par conséquent, R est un
système de racines dans V = h∗R.

Définition 3.23. — Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’un
produit scalaire euclidien ( , ). On dit qu’un sous-ensemble fini R de V est
un système de racines dans V s’il vérifie les quatres axiomes suivants :

(R1) R ne contient pas 0 et engendre V ;
(R2) Pour tout α ∈ R, la réflexion orthogonale associée, définie par

sα(λ) = λ− (λ, α∨)α, où α∨ =
2α

(α, α)
,

vérifie sα(R) = R ;
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(R3) Pour tout α, β ∈ R, on a (β, α∨) ∈ Z.
(R4) Soient α ∈ R et t ∈ R. Si tα ∈ R, alors t = ±1.

Notation 3.24. — Pour tout α ∈ R, on appelle α∨ la coracine associée à α.

Dans la section suivante, on va montrer que l’on peut classifier tous les
systèmes de racines, d’une façon simple et élémentaire, et que le résultat obtenu
(diagrammes de Dynkin, matrices de Cartan) est très joli. On terminera le
cours en expliquant que la matrice de Cartan détermine la C-algèbre de Lie
semi-simple g dont on est parti.
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1.1. Algèbres de Lie, idéaux, modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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2.1. Théorème de Lie et conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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2.3. Sous-algèbres de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
2.4. Critère de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Partie II : Algèbres de Lie
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3.3. Représentations de sl2(C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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[BL4-6] N. Bourbaki, Groupes et algèbres de Lie, Chap. 4–6, 1968.
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3ème édition : Algèbre, Dunod, 2004.
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