EXPOSE Vi

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN
GROUPES

par P. GABRIEL

B) Groupes formels

L’étude des groupes formels est habituellement d’une simplicité extréme. Si cela
n’apparait pas clairement dans les pages qui suivent, la responsabilité en incombe a
un arithméticien, qui prétend connaitre des groupes formels sur « autre chose que des
corps ». (1) Nous avons donc déroulé pour les groupes formels « localement libres sur
des limites projectives d’anneaux artiniens » les généralités qu’on énonce d’habitude
pour les groupes formels définis sur un corps. Pour une étude plus détaillée de ces
derniers, nous renvoyons au séminaire de géométrie algébrique 1964 /65 de Heidelberg-
Strasbourg. (?)

0. Rappels sur les anneaux et modules pseudocompacts

Ce paragraphe contient quelques préliminaires techniques; nous y rappelons et
complétons quelques résultats de [CA] (Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math.
France 90, 1962).

0.1. Un anneau pseudocompact a gauche est un anneau topologique avec élément
unité, séparé et complet, qui possede une base de voisinages de 0 formée d’idéaux a
gauche [ de colongueur finie (i.e. long, (A/l) < +00). Nous allons supposer ici que A
est commutatif, de sorte qu’il n’y a pas a distinguer « entre la gauche et la droite ».
En particulier, les quotients A/l sont des anneaux artiniens et A s’identifie a la limite
projective topologique de ces anneaux qu’on munit de la topologie discrete.

(UN.D.E. : L’intérét des groupes formels sur un anneau local noethérien complet apparait, par
exemple, dans les travaux de Lubin et Tate (cf. [LT65]). L’étude des groupes formels sur une base
arbitraire, et des questions de relevement et de déformation, en particulier pour les groupes de
Barsotti-Tate (« groupes p-divisibles » ) a donné lieu a une abondante littérature, cf. par exemple
[LT66, Ta67, Gr74, Me72, La75, Fo77, 1185, Br00]; en particulier, les résultats du présent
exposé sont en grande partie repris dans le chapitre I de [Fo77].

(2IN.D.E. : Les éditeurs ont seulement trouvé un tel séminaire daté 1965/66 et intitulé « Groupes
algébriques linéaires », ol la notion de groupe formel n’apparait pas; voir par contre [De72].
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Un anneau local noethérien complet (A, m) est évidemment pseudocompact (3).

0.1.1 — Tout idéal fermé I de A est l'intersection des idéaux ouverts qui le contien-
nent. (Y Tout idéal fermé maximal est donc ouvert. De plus, si [ est un idéal ouvert de
A les idéaux maximaux de A /I correspondent biunivoquement aux idéaux maximaux
m qui contiennent [; ces derniers sont donc ouverts et fermés. Par conséquent, tout
idéal fermé maximal est un idéal maximal ouvert (et donc fermé) ; la réciproque étant
évidente. On notera Y (A) lensemble de ces idéaux.

Si [ est un idéal ouvert de A et si m € T(A), le localisé (A/[) est donc un anneau
local si m contient [ et est nul sinon. Comme anneau A/l est artinien, il est produit
direct d’un nombre fini d’anneaux locaux, ce qu’on peut écrire

Aft~ ] (A/Om

meY(A)

On tire de la des isomorphismes « canoniques »
A~ lm(A/) = b [T(A/0w =~ [Ttm(A/0n = [T An
[ [ m m | m

ol 'on a posé :
Ay = lln(A/ Din -
I
Cette composante locale Ay, est une limite projective filtrante d’anneaux locaux arti-
niens, munis de la topologie discrete ; c’est donc un anneau local qui est pseudocom-
pact pour la topologie de la limite projective. ()

0.1.2 — Soit v(A) l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A, c’est-a-dire le
produit cartésien des idéaux mAy, lorsqu’on identifie A a [],, Aw. Pour tout idéal
ouvert [ de A, I'image de t(A) dans A/l est contenue dans le radical de A/l. Une
certaine puissance de cette image est donc nulle, de sorte que t(A)™ est contenu dans
[ lorsque n est assez grand. La suite des t(A)™ tend donc vers 0.

Il en va de méme de la suite des =™, lorsque = appartient a t(A). Autrement dit,
tout élément de t(A) est topologiquement nilpotent et la réciproque est claire. I
s’ensuit que la suite de terme général 1 + x + --- 4+ ™ est convergente et converge
vers 1/(1 — x) lorsque x € t(A). Cela montre que t(A) est le radical de Jacobson de
A, c.-a-d., Vintersection de tous les idéaux maximaux de A (cf. Bourbaki, Algébre,
Chap. 8, §6, th. 1). (9)

(3)N.D.E. : (lorsqu’on le munit de la topologie m-adique)

(ON.D.E. : En effet, si 2 ¢ I, il existe un idéal ouvert [ tel que (x+ 1) NI = @, alors [+ [ est un idéal
ouvert ne contenant pas x. D’autre part, dans ce qui suit, on a explicité le fait que tout idéal « fermé
maximal » est maximal et ouvert.

(®)N.D.E. : Remarquons que Ap, est le localisé de A en I'idéal maximal m. En effet, '’élément unité
em de Ap est un idempotent de A n’appartenant pas & m, et comme A = Ay X B, ou B = A(1—em),
alors Ay s’identifie au localisé A, et donc aussi au localisé S™'A, ot S = A — m. D’autre part,
comme ey (1 — em) = 0 alors m contient 1 — e donc aussi B et donc m s’identifie & mAn, X B.
(O)N.D.E. : En effet, soit = € t(A); si m est un idéal maximal ne contenant pas z, il existe y € A tel
que 1—zy € m, or 2y € t(A) donc 1—zy est inversible, d’oli une contradiction. Notons la conséquence
suivante : si T(A) est un ensemble fini {mi,..., m;}, les m; sont tous les idéaux maximaux de A.
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Remarques — () a) Si p est un idéal premier ouvert de A alors, comme A/p est
artinien, p est un idéal maximal. Par conséquent, Y(A) égale I'ensemble des idéaux
premiers ouverts de A.

b) Chaque mA,, est un idéal de définition de Ay, i.e. un idéal ouvert I tel que la
suite des I" tende vers 0 (cf. EGA 0y, 7.1.2). Par conséquent, Spec(Ay /mAy,), muni
de l’anneau topologique A, est un schéma formel affine au sens de EGA 1, 10.1.2.

¢) L’anneau topologique A est admissible au sens de EGA 0, 7.1.2, si et seulement
si t(A) est ouvert (donc un idéal de définition), et ceci a lieu si et seulement si T(A) est
fini. Dans ce cas, le schéma formel affine Spf(A) = Spec(A/t(A)) (cf. EGA T, 10.1.2) a
Y (A), muni de la topologie discrete, comme espace sous-jacent, et le faisceau structural
a pour anneau de sections sur une partie E de Y(A) le produit ], cp Am.

d) Soit A un anneau pseudocompact arbitraire. En 1.1 plus bas, 'espace T(A) est
muni de la topologie discrete et du faisceau d’anneaux dont 'anneau des sections sur
toute partie E est [], . Am. D’apres b), tout point admet alors un voisinage ouvert
qui est un schéma formel affine, donc ceci définit un schéma formel (EGA 1, 10.4.2),
qu’on notera Spf(A). (Pour que ce schéma formel soit affine, il faut qu’il soit quasi-
compact, donc que Y(A) soit fini, et en ce cas Spf(A) coincide avec la définition de
EGA, 10.1.2).

0.1.3 — Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un homomorphisme de A
dans B est, par définition, une application continue compatible avec I'addition, la
multiplication et les éléments unité. Un tel homomorphisme envoie un élément to-
pologiquement nilpotent de A sur un élément topologiquement nilpotent de B il
applique donc le radical t(A) de A dans le radical t(B) de B.

0.2. Soit A un anneau pseudocompact (commutatif). Un A-module pseudocompact
M est un A-module topologique, séparé et complet, qui possede une base de voisinages
de 0 formée de sous-modules M’ tels que M/M’ soit de longueur finie sur A.

Si M et N sont deux A-modules pseudocompacts, un morphisme de M dans N est
par définition une application A-linéaire continue. On notera Hom.(M, N) le groupe
de ces morphismes.

Proposition 0.2.B — ®) (i) Les A-modules pseudocompacts forment une catégorie
abélienne, qu’on notera PC(A). (En particulier, pour tout morphisme f : M — N,
Im(f) est un sous-module complet, donc fermé dans N).

(ii) Les A-modules pseudocompacts de longueur finie (dont la topologie est donc
discréte) forment un systéeme de cogénérateurs de PC(A).

(MN.D.E. : On a ajouté ces remarques, afin de pouvoir comparer la définition du spectre formel
Spf(A) donnée en 1.1, avec celles de EGA 1, 10.1.2 et 10.4.2.

(®)N.D.E. : On a mis en évidence les résultats de ce paragraphe dans la proposition qui suit, et I’on
a indiqué ensuite les étapes de la démonstration, cf. [CA], §IV.3 ou [DGT70], §V.2.
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(iii) Les produits infinis et limites projectives filtrantes sont exacts, c.-d-d., PC(A)
vérifie l'aziome (AB5*). ()

Pour la commodité du lecteur, indiquons brievement les étapes de la démonstration.
D’abord, on a le lemme suivant ([CA] §IV.3, Lemme 1; pour la démonstration, voir [BEns],
III, §7.4, th. 1 et exemple 2) :

Lemme 0.2.C — Soient B un anneau, I un ensemble ordonné filtrant, (M;) et (N;) deux
systemes projectifs de B-modules a gauche, indexés par 1. Soit (s;) un morphisme de systémes
projectifs (M;) — (N;), tel que s; soit surjectif et de noyau artinien pour tout i. Alors,
lapplication

liLnSi : llan — HNZ

est surjective.

Corollaire 0.2.D([CA] §IV.3, Prop. 10 & 11). — Soit M un A-module pseudocompact.

(i) Soit K un sous-module fermé de M. Alors M/K, muni de la topologie quotient, est un
A-module pseudo-compact.
(ii) Soit (M;) une famille fillrante décroissante de sous-modules fermés de M.

(a) L’application canonique M — lim M/M; est surjective et a pour noyau OMZ

(b) Pour tout sous-module fermé N de M, on a N+ (M; = (N + M;).

Démonstration. Soit (L;) la famille filtrante décroissante des sous-modules ouverts de M.
On munit M/K de la topologie quotient, i.e. une base de voisinages de 0 est formée par les
sous-modules ouverts (K+L;) /K. Comme K est fermé, il est égal a I'intersection des K+ Lj,
donc I’'application

7: M/K— 11_@M/(K+Lﬁ
J
est injective. Elle est également ouverte, le terme de droite étant la limite projective des
modules discrets M /(K + L;). De plus, pour chaque j, 'application ¢; : M/L; — M/(K+L;)
est surjective, de noyau artinien, donc d’apres le lemme précédent, 'application ¢ dans le
diagramme commutatif ci-dessous est surjective :

M ——— lim M/L,
7
lt
M/K —— mj M/(K + Lj).
Comme p est un isomorphisme puisque M est complet, il en résulte que 7 est surjectif, donc

est un isomorphisme. Ceci prouve (i).

ON.D.E. : cf. [Gr57], I §1.5 et Prop. 1.8; on peut aussi consulter, par exemple, [Po73], §2.8 ou
[We95], Append. A 4.
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Montrons (ii) (a). D’aprés ce qui précede, on a pour tout ¢ un isomorphisme M/M; —
liﬂlj M/(M; + L;), et donc les deux fleches horizontales dans le diagramme commutatif ci-
dessous sont des isomorphismes :

p .
M—————lim, M/L;
g9 s
lim M/M; —— lim, M/(M; + Lj).

De plus, pour chaque j, la famille de sous-modules (M; +L;)/L; admet un plus petit élément,
puisque M/L; est artinien, donc le morphisme s; : M/L; — lim M/(L; + M;) est surjectif;
donc, d’aprés le lemme précédent, s est surjectif. Il en résulte que g est surjectif. Enfin, le
noyau de g est la limite projective des M, i.e. leur intersection. Ceci prouve le point (a).

Déduisons-en le point (b). Comme N est un sous-module fermé (donc séparé et complet),
c’est un module pseudocompact pour la topologie induite par celle de M. Donc, d’apres (a),
les morphismes f et g dans le diagramme commutatif et exact ci-dessous sont surjectifs :

0 N M M/N 0
f g h

0 ——lim N/(N N M;) — lim M/M; — lim M/(N + M)

Alors, d’apres le « lemme du serpent », la suite 0 — Ker f — Ker g — Ker h — 0 est exacte,
et Végalité N + (N M; = (N + M;) en résulte.

On peut maintenant démontrer la proposition 0.2.B. Soit f : M — N un morphisme de
A-modules pseudocompacts. Alors K = Ker(f) est un sous-module fermé de M, donc séparé
et complet, donc K est un module pseudocompact pour la topologie induite par celle de M.
D’apres 0.2.D (i), M/K muni de la topologie quotient est pseudocompact.

Montrons que le morphisme continu bijectif M/K — Im(f) est bicontinu. Identifiant M/K
a Im(f), il s’agit de montrer que la topologie quotient Q est plus fine que la topologie T
induite par celle de N. Notons (L;) (resp. (N;)) Pensemble filtrant décroissant des sous-
modules ouverts de M (resp. N) et posons Nj = N; N Im(f). Soit P = (K + L;)/K un
sous-module de M/K ouvert pour @. Comme M/(K + L;) est artinien, la famille Nj + P a
un plus petit élément N;O + P. Comme les N sont ouverts, donc fermés, pour 7 donc aussi
pour Q, il résulte de 0.2.D (ii) (b) que

Nj, +P=N(N; +P) =P+ N; =P,

d’ott Nj, C P. Ceci montre que P est ouvert pour 7, et M/K — Im(f) est donc un isomor-
phisme de modules pseudocompacts.

En particulier, Im(f) est complet pour 7, donc fermé dans N. Alors, d’apres 0.2.D (i) &
nouveau, Coker(f) muni de la topologie quotient est pseudocompact. Ceci prouve que PC(A)
est une catégorie abélienne.

D’autre part, les limites projectives arbitraires existent dans PC(A) : si (M;) est un
systeme projectif de modules pseudocompacts, la limite projective des M; a pour module
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sous-jacent la limite projective des modules sous-jacents, pour topologie celle de la limite
projective. De plus, si 'on a une famille de suites exactes dans PC(A) :

0—K,—M;, —Q;,—0
alors la suite 0 — [, Ki — [[, Mi — [, Q: — 0 est exacte. Le point (iii) de 0.2.B en découle,
car dans toute catégorie abélienne ou les produits arbitraires existent, les conditions (a) et
(b) de 0.2.D sont équivalentes et équivalent & l'exactitude des limites projectives filtrantes
(cf. [Mi65], III 1.2-1.9 ou [Po73], Chap. 2, Th. 8.6).

Enfin, tout module pseudocompact M est un sous-module du produit []; M/L, oti L
parcourt les sous-modules ouverts de M, donc les objets de longueur finie forment un systéme
de cogénérateurs de PC(A). (De plus, tout objet de longueur n est isomorphe & un quotient
A" /L, ot L est un sous-module ouvert de A™ de colongueur n; ces quotients forment donc
un ensemble de cogénérateurs.) Ceci acheve la démonstration de 0.2.B.

(1) Soient (Ab) la catégorie des groupes abéliens et LF(A) la sous-catégorie pleine
de PC(A) formée des objets de longueur finie. Pour tout objet M de PC(A), notons
h le foncteur :

LF(A) — (Ab), N — Hom.(M, N).

D’apres [CA], §11.4, th. 1, lemme 4 et cor. 1, on a les résultats suivants. 11

Proposition 0.2.E — Le foncteur M +— hM est une anti-équivalence de PC(A) sur la
catégorie Lex(LF(A), (Ab)) des foncteurs exacts a gauche LF(A) — (Ab).

Corollaire 0.2.F — (i) Un objet P de PC(A) est projectif si et seulement si le fonc-
teur Y est exact (c.-a-d., si et seulement si le foncteur Hom.(P, —) est eract sur
LF(A)).

(ii) Soit (M;) un systéme projectif filtrant 2 d’objets de PC(A). Pour tout objet
N de LF(A), on a un isomorphisme fonctoriel en N :

Hom, (lim M;, N) 2 lim Hom,.(M,, N).
pr— —

(iii) Toute limite projective filtrante et tout produit ") d’objets projectifs de PC(A)
est un objet projectif de PC(A).

Enfin, on déduit de 0.2.F le

Corollaire 0.2.G — Soit (M;)ie1 une famille d’objets de PC(A). Alors [[,c; M; est
projectif si et seulement si chaque M; [’est.

(10)N.D.E. : On a inséré dans ce paragraphe la proposition 0.2.E et le corollaire 0.2.F, qui seront

utiles en 0.2.2. (Dans 'original, ces résultats figuraient en 0.3).

(1UN.D.E. : En effet, PC(A) a un ensemble de cogénérateurs artiniens, les limites projectives fil-
trantes y sont exactes, et LF(A) est la sous-catégorie des objets artiniens. La catégorie duale PC(A)°
a donc un ensemble de générateurs noethériens, et les limites inductives filtrantes y sont exactes.
D’apres la démonstration de [CA] §I1.4, th. 1, le foncteur M — Hom.(M, —) est une anti-équivalence
de PC(A) sur Lex(LF(A), (Ab)). De méme, lemme 4 et cor.1 de loc. cit. énoncent des résultats
« duauz » de ceux du corollaire 0.2.F. Pour une démonstration « directe », voir [DG70], § V.2, th. 3.1,
lemme 3.5, cor. 3.3 & 3.4.

(I2)N.D.E. : Comme tout produit infini est une limite projective filtrante de produits finis, tout
foncteur additif qui commute aux limites projectives filtrantes commute aussi aux produits infinis.
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En effet, pour tout N € ObLF(A), on a Hom.([], M;,N) = 5, Hom,(M;, N).

0.2.1 — Chaque composante locale Ay, de A est un facteur direct de A, donc un objet
projectif de PC(A) (A est manifestement projectif). De plus, Ay a Sy = An/mAn
pour unique quotient simple, donc est indécomposable. D’autre part, tout objet simple
de PC(A) est isomorphe & un unique Sy,. D’aprés [CA], IV §3, cor. 1 du th. 3, (13
on a donc :

Proposition — (i) Tout objet projectif de PC(A) est produit direct d’objets projectifs
indécomposables, uniquement déterminés (a isomorphisme prés).

(ii) Tout objet projectif indécomposable est isomorphe d un unique Ay (m € T(A)).

Définition. — Un A-module pseudocompact M est dit topologiquement libre s’il est
isomorphe au produit d’une famille (A;) d’exemplaires de A.

Dans ce cas, une famille (m;) d’éléments de M est appelée une pseudobase de M si
les applications A-linéaires de A; dans M qui envoient I’élément unité de A; sur m;
se prolongent en un isomorphisme de [], A; sur M.

0.2.2 — () 8i M est un A-module pseudocompact, on notera M’ le A-module (sans
topologie) Hom,.(M, A).

Réciproquement, si N est un A-module, on note N* = Homa (N, A) son dual, muni
de la topologie de la convergence ponctuelle, c.-a-d., une base de voisinages de 0 dans
N* est formée par les sous-modules suivants, ou z € N et [ est un idéal ouvert de A :

V(x,)={feN"| f(z) e}

Ceci fait de N* un A-module pseudocompact. En effet, on voit d’abord que si N = A,
alors N* = A, muni de sa topologie d’anneau pseudo-compact, et si N est un module
libre A alors N* est le produit A', muni de la topologie produit. D’autre part, pour
tout morphisme ¢ : N; — Na, le morphisme transposé ‘¢ : N5 — Ni est continu,
puisque I'image inverse par ‘¢ d'un sous-module ¥ (z1,1) de NI n’est autre que le
sous-module ¥ (¢(x1),[) de N5. Alors, pour N arbitraire, prenant une présentation

¢

AWD) AD TN 0,

on voit que N* est le noyau du morphisme continu ?¢ : AT — A7, donc N* est pseudo-
compact.

Lorsque A est artinien (auquel cas on peut prendre ci-dessus [ = 0), on déduit de
0.2.F :

Proposition — Lorsque A est artinien, les foncteurs
P — Pt et Q—Q",

(I3)N.D.E. : Ceci renvoie aux énoncés « duaux », établis dans loc. cit., §2, Th. 2 et §1, Prop. 2; pour
une démonstration « directe », voir [DG70], V, §2, Th. 4.5 et Exemple 4.6 b).

(19)N.D.E. : On a détaillé les résultats de ce paragraphe, qui jouent un role important dans la suite
(cf. 1.2.3, 1.3.5, 2.2.1, etc.).
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ot P (resp. Q) est un objet projectif de PC(A) (resp. un A-module projectif ), éta-
blissent une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules pseudocompacts pro-
jectifs et celle des A-modules projectifs. (%)

En particulier, lorsque A est un corps k, P — PT est une anti-équivalence de la
catégorie de tous les k-modules pseudocompacts (on parle aussi de k-espaces vectoriels
linéairement compacts) sur celle des k-espaces vectoriels. (16)

0.3. (7 Soient L et M deux A-modules pseudocompacts. Le foncteur
LF(A) — (Ab), N +— Bil.(L x M, N),

ou Bil.(L x M, N) désigne le groupe abélien des applications A-bilinéaires continues
de L x M dans N, est exact a gauche.

D’apres 0.2.E, il existe donc un A-module pseudocompact L & M, unique & iso-
morphisme unique pres, qui représente ce foncteur, i.e. tel qu’on ait un isomorphisme
fonctoriel, pour tout objet N de LF(A) :

Hom,(L ®a M, N) ~ Bil.(L x M, N).

De plus, L& M s’identifie & la limite projective P = L@A\M des A-modules
(discrets) (L/L') @4 (M/M'), ot L’ et M’ parcourent respectivement les sous-modules
ouverts de L et de M.

En effet, soit ¢ : L x M — N une application bilinéaire continue de L x M dans un
A-module (discret) de longueur finie N. D’apres le lemme 0.3.1 ci-dessous, il existe
des sous-modules ouverts L’ et M’ de L et M tels que ¢(L' x M) = p(L x M) = {0}.
Cela signifie que 'application 7 : L®a M — N, qui est induite par ¢, est de la forme
¢’ op, o1 p est la projection canonique de L®4 M sur (L/L’) @ (M/M’). Si ’on note
® la composée :

P — (L/I/) @ (M/M) =2 N,

on voit que l'application ¢ +— @ est une bijection fonctorielle de Bil.(L x M, N) sur
Hom,(P,N), d’ou P 2 L ® M.

Le module pseudocompact L @a M est donc le séparé complété de L @ M, pour
la topologie linéaire définie par les noyaux des projections canoniques de L ® o M sur
(L/L") ®@a (M/M'), et on Pappellera le produit tensoriel complété de L et M.

Si z et y appartiennent & L et M, I'image de z®A y dans L & M sera notée z ®4 y.

0.3.1.Lemme — Soient L, M et N des A-modules pseudocompacts, N étant de lon-
gueur finie. St @ : L x M — N est une application A-bilinéaire continue, il existe des
sous-modules ouverts L' et M’ de L et M tels que (L' x M) = o(L x M’) = {0}.

(15N.D.E. : Rappelons d’autre part que, sur un anneau artinien, un module est projectif si, et
seulement si, il est plat, voir par exemple VIg, N.D.E. (54) ou 0.3.7 plus loin.

(16)N.D.E. : On notera que la somme directe dans PC(k) d’une famille (V;);c1 de k-espaces vectoriels
linéairement compacts est ([ ;g VI)*.

(I)N.D.E. : On a modifié ce paragraphe, en tenant compte des ajouts faits en 0.2.
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En effet, ¢=1(0) est un voisinage ouvert de (0,0), donc contient un ouvert de la
forme Ly x My, ott Ly et M; sont des sous-modules ouverts de L et M. Comme L/L; est
de longueur finie, il existe des éléments x1, . .., z,. de L tels que Ly +Axy+- - -+ Az, = L.
Si M/ C M; est «assez petit » on a aussi p(z;, M) = 0 pour tout i, parce que
lapplication y +— ¢(x;,y) est continue; on tire de la ¢(L,M’') = {0}; de méme,
o(L/,M) = {0} si L/ est assez petit.

Corollaire 0.3.1.1 — (%) Soit M un A-module pseudocompact.

(i) Pour tout sous-module ouvert M, il existe un idéal ouvert | de A tel que IM C
M.

(ii) Par conséquent, M ~ lim M/IM, ot [ parcourt le systéme projectif filtrant des
idéaur ouverts de A et chaque M/IM est muni de la topologie quotient (qui en fait
un module pseudocompact, cf. 0.2.D).

En effet, considérons I'application ¢ : A x M — M/M’, (a,m) — am+ M’ ; d’apres
0.3.1 il existe un idéal ouvert [ de A tel que IM C M’ et comme M’ est aussi fermé,
il contient aussi IM. Comme l'intersection des sous-modules ouverts de M est nulle,
on a donc (), IM = (0). D’autre part, d’apres 0.2.D, application ¢ : M — lim, M/IM
est surjective; d’apres (la démonstration de) 0.2.B, ¢ induit donc un isomorphisme
M/ Ker(¢) — lim, M/IM, or on vient de voir que Ker(¢) = (), IM est nul.

Remarque 0.3.1.2— (19 Le produit tensoriel complété vérifie la condition usuelle
d’associativité : si L, M, P sont des A-modules pseudocompacts, on a un isomorphisme
canonique

LIM)®P ~LRMRP);
en effet, ces deux objets représentent le foncteur qui associe a tout objet N de LF(A)
le groupe abélien des applications A-trilinéaires continues de L x M x P dans N.

0.3.2 — Soient L’ & L % L” — 0 une suite exacte et M un objet de PC(A). 1l est
clair que pour tout objet N de LF(A), les suites induites :

0 — Bil (L” x M, N) — Bil.(L x M, N) — Bil.(L’ x M, N)

0 —= Hom,(L” ®5 M, N) —= Hom,(L &4 M, N) — Hom.(L' 4 M, N)

sont exactes. D’apres 0.2.E, ceci équivaut a dire que la suite 482
~ &M _ ~ &M ~
(+) L oaMA Lo ML L G M —>0

est exacte. Donc :

Corollaire. — Pour tout A-module pseudocompact M, le foncteur — & M est exact &
droite.

(I8)N.D.E. : On a ajouté ce corollaire.

(19N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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Prenons en particulier pour L ’anneau A, pour f I'inclusion d’un idéal fermé a dans
A, pour g la projection canonique de A sur A/a. On peut alors identifier A @, M &
M au moyen de Papplication & m — zm. Comme I'image de a®a M est fermée
dans M (cf. 0.2.B) et que l'image de a ® 4 M est partout dense dans a®a M, I'image
de f ®a M n’est autre que adhérence aM de aM dans M. La suite exacte (*) entraine
donc I'isomorphisme :

(A/a) ®a M = M/aM.

0.3.3. Lemme de Nakayama— Soient A un anneau pseudocompact, M un A-module
pseudocompact et a un idéal de A contenu dans le radical t(A). L’égalité aM = M
entraine alors M = 0.

En effet, supposons aM = M. 29 Soient M’ un sous-module ouvert de M et M”
le quotient M/M’. Comme M" est discret, aM” est fermé dans M”, donc égal & aM”’.
D’apres 0.3.2, application canonique de M/aM dans M” /aM” est surjective, de sorte
qu’on a aM” = aM” = M”. Puisque M” est un A-module de type fini et a C t(A),
ceci entraine M” = 0, d’apres le lemme de Nakayama usuel. Par conséquent, tout
sous-module ouvert M’ de M est égal & M, donc M est nul 2.

0.3.4 — On tire du lemme de Nakayama les conséquences habituelles :

Corollaire. — Soient a un idéal fermé contenu dans v(A) et f : M — N un morphisme
de A-modules pseudocompacts.

(i) f est surjectif si lapplication induite f': M/aM — N/aN lest. (22)
(i) Si N est projectif, f est inversible si f' est.

En effet, (i) résulte du lemme 0.3.3 appliqué a Coker f. Pour (ii), supposons f’
inversible. Alors, d’apres (i), f est surjectif, donc posséde une section; on applique
alors 0.3.3 a Ker f.

Lorsque A est local d’idéal maximal m, on peut aussi déduire de 0.3.3 le théoréme
d’échange qui suit :

Théoréme — Soient A un anneau pseudocompact local, m son idéal mazximal, M un
A-module topologiquement libre de pseudobase (m;);e1 (0.2.1) et N un facteur direct
(fermé) de M. Il existe une pseudobase de M formée d’éléments de N et de certains
m;.

En effet, cela est clair lorsque A est un corps (se servir alors de la dualité de
0.2.2 et appliquer le théoreme d’échange habituel) ; par conséquent, N/mN (23) a pour
supplémentaire un module topologiquement libre sur A/m de pseudobase (7;);ej, ol
mm; est I'image de m; dans M/mM et J une partie de I. Si P désigne le produit direct

(20N.D.E. : Quitte & remplacer a par son adhérence, on peut supposer a fermé.

(2UN.D.E. : puisqu’égal & la limite projective des M/M’' = 0.

(22)N.D.E. : Par conséquent, tout A-module pseudocompact est quotient d’'un A-module topologi-
quement libre (on se ramene d’abord au cas ol A est local), cf. la preuve de 0.3.7.

(Z3)N.D.E. : On a corrigé N/mN en N/mN, et de méme pour M/mM ci-dessous.
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[1;c; Am;, Papplication canonique de N & P dans M est « bijective modulo m »; elle
est donc bijective d’aprés ce qui précede (pour une autre preuve voir [CA], §IV.2,
prop. 8).

0.3.5 — Considérons maintenant trois A-modules pseudocompacts L, M et N, ou N

est de longueur finie. Munissant le A-module Hom.(M, N) de la topologie discrete,

tout élément v de Hom.(L, Hom.(M, N)) définit une application bilinéaire continue

' (0, m) — p(€)(m) de L x M dans N. On obtient ainsi un isomorphisme naturel 484
(1) Hom, (L, Hom.(M,N)) = Hom,(L&sM, N),

donc une autre caractérisation de Hom, (L RaM, N), qu’on va utiliser lorsque M est
la limite projective d’un systéme projectif filtrant de A-modules pseudocompacts M;.
Alors, d’apres (1) et 0.2.F (ii), on a des isomorphismes naturels :
Hom, (L ®4 lim M;, N) ~ Hom, (L, Hom, (lim M;, N
o) (L& limM;,N) = Hom(L, Hom ({im M;,N)
~ Hom, (L, lim Hom.(M;, N)).
—

De plus, comme le module lii)nHomc(Mi,N) est discret, toute application continue
de source L se factorise par un quotient de longueur finie de L. Par conséquent,
I’application naturelle ci-dessous est un isomorphisme :

(3) lim Hom,(L, Hom,(M;, N)) — Hom(L, lim Hom,(M;, N)).
Enfin, d’apres (1) et 0.2.F (ii) & nouveau, on a des isomorphismes naturels :
lim Hom,(L, Hom(M;, N)) ~ lim Hom, (L ®a M;,N)

A .
(4) ~ Hom, (lim(L ®a M;),N).

Combinant les isomorphismes (2), (3), (4), on obtient :

Proposition — Soit (M;) un systéme projectif filtrant d’objets de PC(A), et soit L
(resp. N) un objet de PC(A) (resp. LF(A)). On a un isomorphisme fonctoriel en N :
Hom, (L &4 lim M;, N) ~ Hom,(lim(L ®4 M;), N),

et donc un isomorphisme :
L ®a lim M; ~ lim(L &4 M;).
(24)

Donc le produit tensoriel complété commute aux limites projectives filtrantes.

0.3.6 — En particulier, ®® le produit tensoriel complété commute auzx produits in-
finis. Par exemple, comme Panneau A est le produit de ses composantes locales A,
(0.1.1), tout A-module pseudocompact M (~ A ®4 M) s’identifie au produit des mo-
dules My, = Ay, @4 M (les composantes locales de M).

(24N.D.E. : On retrouve ainsi 0.3.1.1 : L=L&®x A = L®x lim (A/l) = lim, L/IL, ol [ parcourt les
idéaux ouverts de A.
(Z3)N.D.E. : cf. N.D.E. (12).
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De méme, soient M et N deux A-modules pseudocompacts. On rappelle (cf. 0.2.2)
que MT désigne Hom.(M, A). Considérons I’application

©: M @aA NI — (M®4a N)T

qui associe & un élément f ® g de MT @ NT l'application m&n — f(m)g(n) de
M ®a N dans A. Cette application ¢ est bijective lorsque M est isomorphe a A.

Corollaire. — Lorsque A est artinien, ¢ est un isomorphisme chaque fois que M est
topologiquement libre (ou plus généralement projectif ).

En effet, pour N fixé, le foncteur M — (M &4 N)T (resp. M — Mf®4NT) transforme
tout produit direct en somme directe, d’apres ce qui précede et 0.2.F.

Remarque 0.3.6.A— (60 En utilisant 0.2.F de facon similaire, on obtient aussi le
résultat suivant : Soient A un anneau artinien, M, Q des objets de PC(A), et N un
objet de LF(A). On suppose Q projectif ; alors on a des isomorphismes naturels :

Hom.(M,Q) = Homa (Q",M") et Q' ®a N -5 Hom,(Q,N).

0.3.7 — Pour tout m € Y(A), le foncteur M +— A, ®a M est évidemment exact.
Comme tout A-module pseudocompact projectif P est un produit de modules de la
forme Ay, il en résulte que le foncteur M — P &4 M est exact lorsque P est projectif.
La réciproque est vraie :

Proposition — Soient A un anneau pseudocompact, P un A-module pseudocompact.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P est un objet projectif de PC(A).
(ii) Chagque composante locale Py, est un Ay -module topologiquement libre.

(iii) Le foncteur M — P &a M est ezact.

En effet, 'équivalence de (i) et (ii) résulte de 0.2.F (iii) et 0.2.1, et Pon vient de
voir que (ii) = (iii). Supposons le foncteur M — P ®4 M exact. Comme P ®4 M est
le produit de ses composantes locales :

(P &X\)A M)m ~ Py ®Am My,

on est ramené au cas ou 'anneau A est local. On va prouver alors que P est topologi-
quement libre.

Soit m l'idéal maximal de A; alors P/mP est un espace vectoriel linéairement
compact sur A/m, donc un produit d’exemplaires de A/m (cf. 0.2.2). Il y a donc une

(26)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, qui sera utile en 2.3.1.
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famille (A;);e1 d’exemplaires de A et un isomorphisme ¢ : [[,.;(A;/m) — P/mP.

Comme [];.; A; est projectif, il y a un carré commutatif

i€l

i p

[TA:

i€l

p q

[1(A;/m) ——P/mP

i€l

ol p et ¢ désignent les projections canoniques. Appliquant le lemme de Nakayama &
Coker 1) et notant que (A/m) ®a v n’est autre que @, on voit que ¢ est surjectif. (27)

Posant alors B = []..; A; et N = Ker, on a le diagramme commutatif et exact

iel
suivant :

0 ----=-=-=---- -~
l )
\
\
1
MAN — > m®B — > mAP —— » 0 !
A A A L,

07'—>A®N—>A®B—¢>A®P—>O
| A A A

/ } }

e (A/m)EN > (A/m) DB S (A/m)BP — 0

Le «lemme du serpent » appliqué aux deux premieres lignes montre alors que, dans 486
la ligne du bas, le morphisme (A/m)&x N — (A/m) &, B est un monomorphisme.
Mais alors, comme ¢ est un isomorphisme, (A/m)®a N est nul; d’ott N = 0 (0.3.3)
et ¢ un isomorphisme. (2®)

0.3.8. Corollaire — Soient A un anneau local, noethérien, complet et P un A-module
pseudocompact. Alors P est topologiquement libre si et seulement si P est plat sur A.

En effet, Papplication canonique de M @4 P dans M®4 P est bijective lorsque M
est égal & A, donc aussi lorsque M est noethérien (prendre une présentation finie de M
et utiliser exactitude & droite du produit tensoriel et du produit tensoriel complété).

(27)N.D.E. : Ceci montre le résultat annoncé dans la N.D.E. (22) : tout A-module pseudocompact M

est quotient d’un A-module topologiquement libre. (Comme les produits sont exacts dans PC(A), on
se rameéne au cas ou A est local, traité ci-dessus.)

(28)N.D.E. : Une démonstration tout-a-fait analogue, utilisant le « lemme de Nakayama nilpotent »,
montre que si A est artinien et P un A-module plat, chaque composante locale de P est un A-module
libre (cf. [BAC], II §3.2, cor. 2 de la prop. 5).
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Or P est plat si et seulement si le foncteur M — M®a P est exact quand M parcourt
les modules noethériens. De méme, on a vu dans la démonstration de la proposition
0.3.7 que P est topologiquement libre si la suite

0 —m@AP —ARAP — (A/m)RrP — 0

est exacte. Donc P est topologiquement libre si et seulement si le foncteur M +—
M®a P est exact quand M parcourt les modules noethériens. Le corollaire résulte
donc de I'égalité M ®5 P = M ®4 P établie ci-dessus.

0.4. Soit k un anneau pseudocompact; une k-algeébre topologique est un anneau
topologique A (commutatif), muni d’un morphisme d’anneaux topologiques k — A.
On dit que A est une k-algebre profinie si le k-module topologique sous-jacent est
pseudocompact.

Dans ce cas, soit [ un k-sous-module ouvert de A. L’application composée

QDZAXAmUIt. Acan. A/[

est continue, donc, d’apres le lemme 0.3.1, il existe un k-sous-module ouvert n de A
tel que p(A x n) = 0. Cela signifie que [ contient I'idéal ouvert An et entraine que A
est un anneau pseudocompact.

De méme, soit M un A-module topologique dont le k-module sous-jacent est pseu-
docompact. Si M’ est un k-sous-module ouvert de M, le lemme 0.3.1 appliqué a 'ap-
plication

A x M 2 N S N /MY

montre que M’ contient un A-sous-module ouvert, donc que M est aussi un A-module
pseudocompact. ?9) Réciproquement :

Lemme — Soient A une k-algébre profinie et M un A-module pseudocompact. Alors,
le k-module M), obtenu par restriction des scalaires est pseudocompact.

En effet, tout A-module pseudocompact de longueur finie est isomorphe & un quo-
tient A™/L (ol L est un sous-module ouvert de A™), donc est un k-module pseudo-
compact. Comme M|, est une limite projective de tels modules, c’est un k-module
pseudocompact.

0.4.1 — Si A et B sont deux k-algebres profinies, un morphisme de A dans B est, par
définition, un homomorphisme continu de k-algebres. On notera Alp /i 1a catégorie
des k-algebres profinies.

Elle possede évidemment des limites projectives : I’algebre sous-jacente a une limite
projective est la limite projective des algébres sous-jacentes; la topologie est celle de
la limite projective.

Elle possede aussi des limites inductives finies 39 : par exemple, si f : A — B et
g : A — C sont deux morphismes de k-algebres profinies, la somme amalgamée de
B et Csous A a B®x C pour A-module topologique sous-jacent (d’apres 0.4, f et g

(29)N.D.E. : On a ajouté le lemme qui suit, cf. la N.D.E. (36) dans la proposition 0.5.

(30)N.D.E. : On verra en 0.4.2 qu’elle posséde des limites inductives arbitraires.
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munissent B et C de structures de A-module pseudocompact); la multiplication de
B ®a C est évidemment telle que (bR ¢)(b @ ¢') = (b)) ® (¢c’) si b,b’ € Bet ¢, € C.

0.4.2. Définition — Une k-algebre profinie C sera dite de longueur finie si le k-module
sous-jacent est de longueur finie (donc discret) ; nous noterons Alf /;, la sous-catégorie
pleine de Alp /;, formée des k-algebres de longueur finie. (31)

Pour toute k-algebre profinie A, on notera h” le foncteur :

Alf/k — (EIIS), Cr HomAlp/k (A, C)

Il est clair que h® est un foncteur exact & gauche 32). De plus, les projections
canoniques A — A/[ (ou [ parcourt les idéaux ouverts de A), induisent, pour tout
objet C de Alf /;, un isomorphisme canonique

h_H)lHOInAlf/k_ (A/[, C) ;> HomAlp/k(A, C) 5
[

fonctoriel en C. Cela signifie que h* est la limite inductive des foncteurs représentables
hA/t c.-a-d.,
(%) h* ~ limh*/".

o
Si B est une autre k-algebre profinie, les propriétés générales du bifoncteur Hom et
I'isomorphisme Hom(h®, h®) = h®(C) pour C de longueur finie, donnent des isomor-
phismes :

Homaip (B, A) ~ lim Homap , (B, A/1)
~ lim Hom(h?/" h®)
pr—

~ Hom(lim h*/" h®);
o

combiné avec () ceci montre que le foncteur contravariant A — h* est pleinement 489
fidéle. En fait :

Proposition — Le foncteur A — h* est une anti-équivalence de Alp ), sur la caté-
gorie des foncteurs evacts a gauche de Alf /, dans (Ens).

Il suffit en effet, d’apres ce qui précede, de montrer que tout foncteur exact a
gauche F : Alf,, — (Ens) est isomorphe a un foncteur du type h” : pour cela, on
peut construire A comme suit (cf. TDTE II, §3).

Comme F est exact a gauche, il y a, pour toute k-algebre de longueur finie C et pour
tout élément ¢ de F(C), une plus petite sous-algebre C’ de C telle que £ appartienne &
l'image de F(C’) dans F(C). Si 'on a C' = C, on dit que le couple (C, §) est minimal.

Les couples minimaux forment une catégorie si ’'on prend pour morphismes de
(C,¢) dans (D,n) les homomorphismes ¢ de C dans D tels que (Fg)(§) = n; il est
clair qu'un tel ¢ est une surjection et que la catégorie des couples minimaux est

(BUN.D.E. : Attention, k n’est un objet de Alf /), que si k est artinien, cf. 1.2.2 plus loin.

(B2IN.D.E. : c.-a-d., qui commute aux limites projectives finies.



490

516 EXPOSE VII. ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

« filtrante & gauche ». De plus, on peut se restreindre aux couples (C, &) tels que C
appartienne a un ensemble contenant des k-algebres de longueur finie de chaque type
d’isomorphisme 3. Donc, le foncteur (C,€) — C, qui a pour catégorie de départ
celle des couples minimaux et pour catégorie d’arrivée celle des k-algebres profinies,
possede une limite projective; on prend pour A cette limite projective.

Corollaire. — La catégorie Alp ;, posséde des limites inductives infinies.

En effet, la catégorie des foncteurs exacts a gauche de Alf /;, vers (Ens) possede
des limites projectives, qui sont définies « argument par argument », c.-a-d., si (F;)
est un systeme projectif de tels foncteurs, on a, pour tout objet C de Alf;, :

(ImF,)(C) = imF,(C). 0

0.5. ©% Soit ¢ : k — ¢ un homomorphisme d’anneaux pseudocompacts (cf. 0.1.3).
On peut généraliser la construction de 0.3 comme suit.

Définition 0.5.A° — Pour tout objet M de PC(k) (resp. N de PC({)), nous noterons
M & N le séparé complété de M@y N pour la topologie linéaire définie par les noyaux
des projections :

M @k £ — (M/M') @ (N/N),
ott M’ (resp. N’) est un sous-module ouvert de M (resp. de N). Alors, M ®; N est un
l-module pseudocompact. Sim € M et z € N, nous noterons m @, « 'image canonique
de m @y z dans M ®y, N.

Ceci s’applique en particulier lorsque N = ¢, dans ce cas on dira que M ®;, £ est le
f-module pseudocompact déduit de M par le changement de base k — £.

Remarques 0.5.B— (i) Lorsqu’on considérera un tel changement de base, £ ne sera
pas en général une k-algebre profinie : un exemple typique est le cas ou k est un corps
et ¢ est une extension arbitraire K de k.

(ii) Toutefois, si le k-module sous-jacent a N est pseudocompact (par exemple si ¢
est une k-algebre profinie) alors, d’aprés 0.4, tout sous-k-module ouvert de N contient
un sous-f-module ouvert de N; par conséquent, M &@; N coincide dans ce cas avec
le produit tensoriel complété (cf. 0.3) des k-modules pseudocompacts M et N, et la
notation ne comporte donc pas d’ambiguité.

(33)N.D.E. : En effet, tout k-module discret de longueur n est isomorphe 2 k™/L, o L est un
sous-module ouvert de k™ de colongueur n. Ensuite, on peut considérer [’ensemble des (classes
d’isomorphisme de) structures de k-algebre profinie sur chaque tel module.

(BYIN.D.E. : Si (A;)ser est un systéme inductif de Alp ,, sa limite inductive dans Alp , est le séparé
complété de la k-algebre B, limite inductive des k-algebres sous-jacentes, pour la topologie définie
par les idéaux I tels que IN A; soit un idéal ouvert de A; pour tout i, et long; (B/I) < co. Noter
que si, par exemple, K/k est une extension algébrique de corps, de degré infini, et si (k;) désigne le
systéme inductif filtrant des sous-extensions de degré fini, alors la limite inductive du systéme (k;)
dans Alp; est 'anneau nul!

(35)N.D.E. : On a détaillé ce paragraphe.
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Le k-module N|, obtenu par restriction des scalaires est de toute fagon un k-module
topologique, i.e. application &k x N — N, (¢t,n) — ¢(t)n est continue. On notera
Hom,(M, N}, ) le groupe abélien des homomorphismes continus de k-modules de M
dans N, .

Proposition 0.5.C — Pour tout M € ObPC(k) et N € ObPC(¢), on a un isomor-
phisme fonctoriel

Hompc (s (M @1 £, N) ~ Hom,(M, Ni,.)- (36)

En effet, soit ¢ un homomorphisme continu M — N , alors I'application ¢’ :
M x £ — N, (m,A) — A@(m) est continue et « bilinéaire » (c.-a-d., k-linéaire en le
premier facteur et (-linéaire en le second). Si N’ un sous-¢-module ouvert de N, on
montre comme dans le lemme 0.3.1 qu’il existe un sous-module ouvert M’ de M et un
idéal ouvert ¢’ de £ tels que ¢'(M’ x £) et ¢'(M x £') soient contenus dans N’. Il en
résulte que ¢ induit un homomorphisme continu de f-modules ® : M &, ¢ — N, tel
que ®(m @ \) = A¢p(m), pour tout m € M et A € £.

Réciproquement, on associe & tout morphisme f : M®, ¢ — N le morphisme
f':m— f(m®y1) de M dans Ny, .

On obtient alors, comme en 0.3.2, 0.3.5 et 0.3.1.2, le :

Corollaire 0.5.D — Le foncteur PC(k) — PC({), M — M®&y{ est exact d droite,
et commute auz limites projectives filtrantes, c.-a-d., si (M;) est un systéme projectif
filtrant d’objets de PC(k), on a un isomorphisme canonique :

(lim M;) ®p € > lim(M; @y £).
De plus, si M,N sont des k-modules pseudocompacts, on a un isomorphisme cano-

nique :
(ML N) D £ = (Mg £) D¢ (Ny £).

Définition 0.5.E — Enfin, si A est une k-algebre profinie, il y a sur A ®j, £ une et une
seule structure de f-algebre profinie telle que, si a,b € A et \, i € £,

(a @k A)(b®%k p) = (ab) Dr(Ap).

On dit que A ®j, £ est la f-algebre profinie déduite de A par lextension des scalaires
(ou le « changement de base » ) k — /.

1. Variétés formelles sur un anneau pseudocompact

1.1. On peut associer & tout anneau pseudocompact A un schéma formel (EGA T,
10.4.2) en procédant comme suit : I’espace topologique sous-jacent est I’ensemble T (A)
des idéaux premiers ouverts (donc maximaux) de A, qu’on munit de la topologie dis-

crete; le faisceau structural a le produit cartésien [], . Am pour espace des sections

(36)N.D.E. : Par conséquent, si £ est une k-algebre profinie, le foncteur M +— M ®y, £ est adjoint &

gauche du foncteur de restriction des scalaires PC(¢) — PC(k) (cf. lemme 0.4).
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sur une partie E de T(A). Le schéma formel ainsi obtenu est noté Spf(A) (le spectre
formel de A). 37)

Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un morphisme de Spf(B) dans
Spf(A) consiste en la donnée d'une application f de T(B) dans Y(A) et d’une famille
d’homomorphismes continus fyh : Ajy) — By, pour y € YT(B). Un tel morphisme
induit un homomorphisme continu f% de A = [l.cvr(a) Az dans B =[], cy () By- La
réciproque est vraie :

Proposition — Le foncteur contravariant A — Spf(A) est pleinement fidéle.

En effet, si p : A — B est un homomorphisme continu d’algebres, I'image réciproque
¢~ 1(n) d'un idéal maximal ouvert de B est un idéal premier ouvert de A, donc maximal
dans A. On obtient donc une application n +— ¢~!(n) de T(B) dans Y(A), et ¢ induit
un homomorphisme continu A, -1,y — By. Donc ¢ induit un morphisme de schémas
formels Spf(p) : Spf(B) — Spf(A). On vérifie facilement que Spf(p)! = ¢, et que
Spf(f%) = f, pour tout morphisme f : Spf(B) — Spf(A), d’ott la proposition.

Bien que nous ne parlions ici que de schémas formels de la forme Spf(A), nous uti-
liserons le langage des schémas formels plutot que celui des anneaux pseudocompacts,
afin d’appuyer nos assertions sur une intuition géométrique.

1.2. Soit k un anneau pseudocompact.

Définition 1.2.A — 8 Nous appellerons variété formelle sur k tout schéma formel
X au-dessus de Spf(k) qui est isomorphe & un k-schéma formel Spf(A) pour une
certaine k-algebre profinie A. L’algebre A est alors isomorphe & [’algébre affine de X,
c’est-a-dire a l'algebre des sections du faisceau structural Ox de X.

On notera Vaf ;. la sous-catégorie pleine de la catégorie des schémas formels sur
Spf(k) dont les objets sont les k-variétés formelles. (3%)

D’apres 1.1, le foncteur A — Spf(A) est une anti-équivalence de Alp ;. (0.4.1) sur
Vaf ;.. Donc, d’apres le corollaire 0.4.2 :

Proposition 1.2.B — La catégorie Vaf ;;, posséde des limites projectives et inductives.
(40)

Par exemple, soient X € ObVaf et f:Y — X et g:Z — X deux k-variétés
formelles au-dessus de X et soient A, B, C les algebres affines de X, Y, Z; d’apres

BY)N.D.E. : cf. Remarques 0.1.2.

(38)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 1.2.A & 1.2.E, pour des références ultérieures.

(39)N.D.E. : Notons que, d’apres la définition des morphismes (1.1), tout X € Ob Vaf ;, est la somme
directe dans Vaf /. des variétés formelles ponctuelles Spf(0x,z), pour = € X.

(4ON.D.E. : En particulier, les conoyauz existent dans Vaf ., voir ci-dessous. Remarquons d’autre
part qu’une limite projective filtrante dans Vaf/;€7 dont tous les morphismes de transition sont
surjectifs, peut étre vide, cf. N.D.E. (34).
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0.4.1, I'algebre affine du produit fibré Y xx Z s’identifie a B®a C, (1) de sorte que
I'inclusion de Vaf,, dans la catégorie de tous les k-schémas formels commute aux
limites projectives finies (cf. EGA I, 10.7).

Les limites inductives de k-variétés formelles correspondent aux limites projectives
de leurs algebres affines.

Exemple 1.2.GConoyaux). — Soit, par exemple, d,e : X = Y une double-fleche de
Vaf ;. ; l'algebre affine de Coker(d, e) est isomorphe au noyau des homomorphismes
induits sur les algebres affines de X et Y, mais on peut aussi donner de Coker(d, ¢) la
construction suivante : l'espace topologique sous-jacent & Coker(d, e) est le conoyau
des espaces sous-jacents (*2) ; si p est la projection canonique de I'ensemble sous-jacent
a Y sur le conoyau et si z appartient au conoyau, ’algebre locale de Coker(d, ) en z

est le noyau de la double-fleche

d? e H Oy y= H O &

p(y)=2 a(z)==

ot 'on a posé ¢ = pod = poe et oul d* et e sont induits par les homomorphismes d?,
et el (notations de 1.1).

Définition 1.2.D. — Si ¢ : k — £ est un homomorphisme d’anneaux pseudocompacts
et X une k-variété formelle d’algebre affine A, le schéma formel X xgp,¢(x) Spf(£), obtenu
par changement de base, est une (-variété formelle, que nous noterons aussi X ®y, £ et
qui a pour algebre affine le produit tensoriel complété A @y, £ (cf. 0.5 et EGA 1, §10).

Remarque 1.2.E— Comme toute variété formelle sur k se décompose en variétés
formelles sur les composantes locales de k, nous supposerons dans certaines démons-
trations que k est un anneau pseudocompact local.

Donnons maintenant quelques exemples, en méme temps que nous fixons notre
terminologie.

1.2.1 — Un k-foncteur sera, par définition, un foncteur covariant de Alf;;, dans
(Ens). D’apres 1.1 et 0.4.2, on peut identifier Vaf /, = (Alp/k)0 4 une sous-catégorie
pleine de la catégorie des k-foncteurs, en associant & toute k-variété formelle X le
foncteur :

Alf /;, — (Ens), C +— X(C) = Homvag ,, (Spf(C), X).

(4DN.D.E. : Notons que Y xx Z est la somme directe, pour z € X, des variétés formelles B, ®5X » Ca,

ol B, est le produit des Oy ,, pour les y € Y tels que f(y) =z, et Cy est défini de fagon analogue.
Ceci sera utilisé en 2.5.1.

(42)N.D.E. : c.-a-d., Pensemble quotient de Y par les identifications d(z) = e(z), pour tout z € X,
muni de la topologie quotient, qui est ici la topologie discrete.
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Nous rencontrerons plus loin des k-foncteurs F qui associent a tout objet C de
Alf /;, un module F(C) sur C et a tout morphisme ¢ : C — D de Alf /;, une applica-
tion k-linéaire F(yp) : F(C) — F(D) telle que, si z € F(C) et A € C:

F(p)(Ar) = p(NF(p)(2) -

D’apres 'Exp. I, 3.1, un tel F est muni d’une structure de Og-module, si ’on note
Oy le k-foncteur en anneaux qui associe a tout objet C de Alf /;, 'anneau sous-jacent

aC.

Définitions. — (i) Un Og-module F sera dit admissible si tout morphisme ¢ : C — D
de Alf ;. induit une bijection de D ®¢ F(C) sur F(D). 4%

(ii) On dira que F est plat s’il est admissible et si, pour tout objet C de Alf /,
F(C) est un C-module plat. ()

Par exemple, si M est un k-module (pas nécessairement pseudocompact), nous
noterons (comme dans 'Exp. I, 4.6.1) W(M) le Og-module C — C ®; M; alors
W (M) est plat lorsque M est plat sur k.

De plus, le foncteur M — W (M) a pour adjoint & droite le foncteur qui associe a
tout Og-module F le k-module lim F(k/I), ou [ parcourt les idéaux ouverts de k.

1.2.2 — Dans la suite, un Og-module sera toujours désigné par une lettre en carac-
teres gras telle que F'; lorsque k est artinien, nous écrirons alors simplement F au
lieu de F(k). Dans ce cas, il va de soi que le foncteur F +— F induit une équivalence
de la catégorie des Og-modules plats sur celle des k-modules plats! La terminologie
que nous avons adoptée a donc seulement pour but de nous permettre de raisonner
«comme si k était toujours artinien ».

Conformément a l'exposé 1 §3.1, nous utiliserons des conventions analogues
pour d’autres structures algébriques : ainsi, une Oy-algébre (resp. une Oy-coalgébre,
resp. une Oy-algébre de Lie, resp. une Og-p-algébre de Lie) consistera en la donnée
d’'un Og-module M et, pour tout objet C de Alf;, d’une structure de C-algebre
(resp. de C-coalgebre, resp. de C-algebre de Lie, resp. de C-p-algebre de Lie) sur
M(C); on suppose de plus que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf;, 'appli-
cation de D ®c M(C) dans M(D), qui est induite par M(yp), est un homomorphisme
de D-algebres (resp. de D-coalgebres, etc.).

Notons enfin que, si F et G sont deux Og-modules, F ®; G désignera le Og-module
C— F(C) @c G(C).

1.2.3 — % Commencons par le lemme suivant.

(43)N.D.E. : On a introduit cette terminologie, cf. la N.D.E. (47) dans 1.2.3.

(449N.D.E. : et donc projectif, puisque C est artinien.
(45)N.D.E. : On a ajouté le lemme qui suit et ’on a introduit la numérotation 1.2.3.A & 1.2.3.F, pour

des références ultérieures.
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Lemme 1.2.3.A— Soit k — K un morphisme d’anneauzx pseudocompacts, B un K-
module pseudocompact, et M un k-module (sans topologie) projectif. On a un isomor-
phisme canonique de K-modules pseudocompacts

(2) 0 : Homy, (M, k) @ B > Homy (M, B).

Ici, M* = Homy (M, k) est muni de la topologie définie en 0.2.2, qui en fait un k-
module pseudocompact, et la topologie de Homy (M, B) est définie de fagon analogue :
une base de voisinages de 0 est formée par les sous-K-modules suivants, o z € M et
B’ est un sous-K-module ouvert de B :

H(x,B') = {f € Homy(M,B) | f(z) € B'}.

Enfin, M* ®;, B est le K-module pseudocompact déduit de M* par changement de
base, cf. 0.5.A.

Ceci étant, 0 est évidemment un isomorphisme lorsque M = k; de plus, les deux
membres de (2), considérés comme foncteurs en M, transforment somme directes en
produits (en particulier, commutent aux sommes directes finies). On obtient donc que
(2) est un isomorphisme lorsque M est un k-module libre, puis lorsque M est projectif.

Définition 1.2.3.B — Soit N un k-module pseudocompact. Nous notons V,J: (N) ou NT
(46) le Op-module qui associe & tout C € Ob Alf ), le C-module (C 0 N)T dual de
C®r N (0.2.2), c.-a-d., le C-module

Hom,.(C ®; N, C) 2 Hom,(N, Ci.),

ot Cy, désigne le k-module C obtenu par restriction des scalaires. Ce Og-module
Vg(N) sera appelé le dual de N.

Si km est une composante locale de k, alors, pour tout objet C de Alf /,
Hom,(km,C|,) = Cn = C @4 kn

est un C-module projectif, et de plus on a D ®c C, = Dy, pour tout morphisme
C — D de Alf;; donc V,J:(km) est un Og-module plat (cf. 1.2.1). Comme tout k-
module pseudocompact projectif est un produit de modules ky, (cf. Prop.0.2.1), on
déduit du corollaire 0.2.F le :

Corollaire 1.2.3.C — V,{(N) est un Og-module plat lorsque N est un k-module pseu-
docompact projectif.

Définition 1.2.3.0 — Réciproquement, si M est un Oj-module admissible (cf. 1.2.1),
(47) nous appelons dual de M et nous notons I'* (M) le k-module pseudocompact défini
comme suit. Pour [ parcourant les idéaux ouverts de k, on munit chaque k/l-module

M(J/1)* = Homy((M(K/1), k/1)

(46)N.D.E. : En fait, on n’utilisera pas cette seconde notation, voir la N.D.E. (47).

(7N.D.E. : Les éditeurs ne comprennent pas la définition qui suit si M n’est pas supposé admis-
sible, d’ou lajout de cette hypothese. D’autre part, on a noté I'*(M) au lieu de M*, afin d’éviter
des confusions entre M*, le module dual du foncteur M, et Nt  le foncteur dual du module N,
cf. N.D.E. (46). Enfin, on a détaillé la construction de I'*(M).
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de la topologie décrite en 0.2.2, qui en fait un k-module pseudocompact. Comme
M(k/1) =~ M(k/l') ® (k/I) pour [ D ', on a des morphismes de transition :

Homy,;p (M(k/U'), k/U') — Homy, i, (M(k/V'), k/1) = Homy, /((M(k/1), k/1)

et par définition I'*(M) est la limite projective de ce systéme projectif (filtrant) de
k-modules pseudocompacts.

Désormais, on suppose de plus que M est un Og-module plat (cf. 1.2.1), alors
chaque M(k/U') est un (k/I')-module projectif, donc les morphismes de transition ci-
dessus sont surjectifs, et donc il en est de méme des projections T'*(M) — M(k/[)*,
puisque dans PC(k) les limites projectives filtrantes sont exactes.

Si 7 : k — K est un morphisme d’anneaux pseudocompacts, on notera M ®; K ou
simplement Mk le Ok-foncteur défini comme suit. Si C est une K-algebre de longueur
finie, alors le noyau de &k — C est un idéal ouvert I, et 'on pose M (C) = M(k/)®;C;
on a alors Mk (C) = M(k/l') ® C pour tout idéal ouvert I contenu dans [. On définit
alors I'j; (Mk) comme la limite projective, pour I parcourant les idéaux ouverts de K,
des K-modules pseudocompacts :

Hony/1(Mi (K /1), K/1) = Homy e (M(k/1), K /D),

ou dans le terme de droite [ est un quelconque idéal ouvert de k tel que 7([) C L
De plus, d’apres 1.2.3.A, le terme de droite s’identifie & M(k/[)* @ (K/T). Comme les
projections I'*(M) — M(k/I)* sont surjectives, on voit que la limite projective des
M(k/1)* @ (K/I) n’est autre que le K-module pseudocompact T* (M) ®j, K (cf. 0.5.A).
On a ainsi obtenu que, pour tout Og-module plat M, la formation de T* (M) commute
a lextension de la base, i.e. on a

(%) (M@, K) ~ (M) & K.

Proposition 1.2.3.E — (i) Les foncteurs N +— Vg(N) et M — T (M) définissent une
anti-équivalence entre la catégorie des k-modules pseudocompacts projectifs et celle
des Og-modules plats. (48)

(i1) De plus, si k — K est un morphisme d’anneaux pseudocompacts, alors ’anti-
équivalence précédente « commute au changement de base » au sens suivant : si N ~
I'*(M), alors N, K ~ T} (M @ K).

Démonstration. D’une part, on a une transformation naturelle ¢ : N —
I‘*(V£ (N)). Comme le foncteur I'* OV£ commute aux produits, d’apres 0.3.5 et 0.2.F,
il suffit de vérifier que ¢n est un isomorphisme lorsque N est une composante locale
kwm de k. Dans ce cas, pour tout idéal ouvert [ de k contenu dans m, le morphisme
naturel

(k/Om — Homy, (Home(km ® k/1, k/1), k/1)
est un isomorphisme, d’ou le résultat.

(48)N.D.E. : On a ajouté le point (ii) ci-dessous, ainsi que la démonstration qui suit. L’original
indiquait : « Si M est un Oy-module plat, il est clair que M n’est autre que le dual de M*, donc les
foncteurs N — N* et M — M* définissent une anti-équivalence. .. »
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Drautre part, soit M un Og-module plat. Montrons que I'*(M) = lim M(k /()" est
un objet projectif de PC(k). Soit N — N’ un morphisme surjectif entre objets de
LF (k). D’apres 0.2.F (i) et (ii), il suffit de montrer que I’application naturelle

lim Hom,(M(k/1)", N) — lim Hom.(M(k/1)", N')

est surjective. Mais ceci est clair, car N et N’ sont des k/lp-modules, pour un certain
idéal ouvert [y; donc, si [ C [y, tout morphisme M(k/)* — N’ se reléeve en un
morphisme M(k/I)* — N, puisque M(k/[)* est un objet projectif de PC(k/1).

On a un morphisme ¢ : M — Vg(F* (M)) de foncteurs de Alf /;, dans (Ens). Soit
B un objet de Alf ;, montrons que

(1) %(B): M(B) — VI (I'*(M))(B) = Hom, (@(M(k/[)*@k B),B)

[
est une bijection (dans I'égalité ci-dessus, on a utilisé le fait que ® commute aux
limites projectives filtrantes). Soit [y un idéal ouvert de k contenu dans le noyau de
k — B. D’apres le lemme 1.2.3.A, pour tout [ C [y, on a un isomorphisme canonique
de B-modules pseudocompacts :

M(k/1)* & B — Homy,((M(k/1), B)

et, puisque M(B) = M(k/l) ®;,( B, le terme de droite égale Homg(M(B), B). Donc,
le systeme projectif dans (1) est constant pour [ C [y, et (1) se réduit au morphisme
canonique

M(B) — Hom, (Homg(M(B), B), B),
qui est un isomorphisme d’apres 0.2.2, puisque B est artinien et M(B) un B-module
projectif. Ceci prouve le point (i) de la proposition, et le point (ii) découle de l'iso-
morphisme (x) établi plus haut.

Remarque 1.2.3.F— Revenons a I’énoncé de la proposition, et supposons de plus que
N soit un k-module pseudocompact topologiquement libre. Dans ce cas, on peut choisir
«de maniere cohérente » des bases pour les C-modules V£ (N)(C).

En effet, soient (n;) une pseudobase de N (0.2.1) et n{ I'image canonique de n;
dans C & N, pour C € Alf ;. Sil’on définit I’élément 6C de (C ®y N)1 par les égalités
5¢n$) =1 et 670(71]0) = 0 pour i # j, la famille (6C) est une base de Vg(N)(C) ;en

outre, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf V£ (N)(¢) envoie 6¢ sur 6P.

1.2.4 — 49 Pour tout k-module pseudocompact E, soit §k(E) lalgébre symétrique
complétée de E, définie de la maniere suivante. Soit Tx(E) la somme directe des k-
modules pseudocompacts :

—n —~ —~ —0
RL.E=E®---@rE (n>0; sin=0, Q,E=k);
on fait de T (E) une k-algebre graduée en définissant la multiplication de la fagon

(49N.D.E. : Dans ce paragraphe, on a modifié 'ordre, en définissant d’abord Sj(E) et énoncant
ensuite que Vi(E) représente V}: (E).
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habituelle; soit alors Sk(E) le quotient de Tx(E) par I'idéal homogene qui a pour

o~

n
n-ieme composante le k-sous-module fermé de ), E engendré par les éléments :
$1® QT RTi1® R — 21 R2iy1 Q2 Q- - - D .
Si I'on désigne par S7(E) ce quotient, Si(E) est évidemment une k-algebre graduée
de n-ieme composante S (E).

On munit Si(E) de la topologie linéaire définie par I’ensemble YT des idéaux [ tels
que Sk (E)/l soit un k-module de longueur finie et que S7(E) N [ soit un sous-module
ouvert de S7(E) pour tout n. Alors, 1'algébre profinie S, (E) est le séparé complété de
Sk(E) pour cette topologie. (°9)

On note Vi(E) la k-variété formelle Spf(/S\k(E)). Elle représente le k-foncteur
Vg(E), c.-a-d., pour tout objet C de Alf ), on a un isomorphisme canonique :

V/(E)(C) = Hom,(E, C|,) > Homaup, (Sk(E), C) = Homvar,, (Spf(C), V{(E)).

Dans toute la suite, nous identifions V£ (E) au k-foncteur Vg(E)

1.2.5 — D’apres 1.2.4, le morphisme nul de E dans k est associé a un morphisme
d’algebres profinies 7 : §k(E) — k; ce morphisme 7 induit ’application nulle sur
SP(E) pour n > 1 et définit une section du morphisme structural Vﬁ(E) — Spf(k).

Nous noterons Vi’O(E) la variété formelle qui a pour points les images des points
de Spf(k) par la section Spf(w) et qui a les mémes algebres locales que Vi(E) en ces
points.

1) Alors, I’algebre affine de Vi’O(E) est le séparé complété de Sy (E) pour la topo-
logie définie par les idéaux [ € T (cf. 1.2.4) qui contiennent S} (E) pour n assez grand.
On en déduit que c’est le produit infini :

E[[E]] =k x E x S2(E) x S}(E) x - --

D’autre part, soient C un objet de Alf/, u un élément de Vi(C) = Hom,(E, C), et
¢ : SK(E) — C le morphisme de k-algebres profinies correspondant  u. Alors Ker(¢)
est un idéal ouvert (i.e. ¢ appartient a Vﬁ’O(C)) si et seulement si Ker(¢) contient

(50)N.D.E. : Par exemple, soient k un corps, E un k-espace vectoriel pseudocompact, V = Hom, (E,k);
on a E ~ V* (cf. 0.2.2). Pour tout sous-espace de dimension finie W de V, soit .# (W) ’ensemble des
points fermés du k-schéma V(W) = Spec S, (W*). Notons .Z (V) la limite inductive des .%#(W). Alors
gk (E) est le produit pour z € .#(V) des k-algébres pseudocompactes

Sk(E)e = lim Ow »

w

ot W parcourt les sous-espaces de V de dimension finie tels que € .# (W), et @W,z désigne le séparé
complété de 'anneau local Oy (w),, pour la topologie définie par les idéaux de codimension finie (qui
coincide ici avec la topologie m-adique). Si k est algébriquement clos et (v;);e1 une base de V, de sorte
que E posseéde une pseudobase (e;);e1, chaque composante locale gk (E)z est isomorphe & l’anneau
des séries formelles k[[e;, ¢ € I]], muni de la topologie définie par les idéaux de codimension finie.
(GLN.D.E. : On a détaillé la suite de ce paragraphe.
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SP(E) pour n assez grand, c.-a-d., si et seulement si u(E) est contenu dans le radical
t(C) de C. Donc : pour tout objet C de Alf ), on a des isomorphismes canoniques :

V/°(E)(C) =~ Homap,, (K[[E], C) ~ Hom,(E, (C)).

1.2.6 — Une k-variété formelle V est dite de longueur finie si son algebre affine 1est.
De méme, si S est un schéma, un S-schéma X est dit de longueur finie si X est fini
sur S et si 'image directe de Ox sur S est un @g-module de longueur finie. °? Donc,
se donner un S-schéma de longueur finie X «est la méme chose » que se donner
un ensemble fini {s1,...,s,} de points fermés de S, et en chacun de ces points une
0s,s,-algebre de longueur finie.

On voit donc que les S-schémas de longueur finie s’identifient aux variétés formelles
de longueur finie sur le schéma formel S qui suit. L’espace topologique sous-jacent &
S est 'ensemble des points fermés de S muni de la topologie discrete, si s est un tel
point fermé, le faisceau structural Og a pour tige g _ en s le séparé complété Os s de
Os,s pour la topologie linéaire définie par les idéaux de colongueur finie; on a donc
S = Spf o (g), ol & (§) est le produit des ﬁA& s, pour s parcourant les points fermés
de S, muni de la topologie produit.

Définition. — Si X est un S-schéma, on note X/S la variété formelle sur k = o7(S)
définie comme suit. L’espace topologique sous-jacent est formé des points x € X tels
que [(z) : £(8)] < 00, ol1 s est 'image de x dans S ; 'anneau local 0% /5., est le séparé
complété de Ox , pour la topologie linéaire définie par les idéaux I de Ox . tels que
Ox /1 soit de longueur finie comme Og ;-module (N. B. puisque [x(z) : k(s)] < oo,
ceci équivaut a dire que Ox . /I est de longueur finie comme Ox ;-module).

Soit Vaf% la catégorie des variétés formelles de longueur finie sur S (identifiée a
celle des S-schémas de longueur finie). D’apres 1.1 et 1.2.1, la catégorie Vaf/§ des

variétés formelles sur S est équivalente a celle des foncteurs contravariants exacts

a gauche de Vaf%

T+— Hom(sch/s)(T, X), de Vaf% vers (Ens), est un tel foncteur exact & gauche, donc

correspond a une variété formelle sur S. Celle-ci n’est autre que X/g . (53)

dans (Ens). En particulier, pour tout S-schéma X, le foncteur

Proposition — Pour tout S-schéma X, les foncteurs
HomVaf/ (_a X//S\) et Hom(Sch/s) (_a X)

8
ont méme restriction Vaf%. On obtient ainsi un foncteur X — X/S de (Schg)

vers Vaf /8 qui commute aux limites projectives finies.

(52)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(53)N.D.E. : On a amplifié la proposition qui suit, en y insérant le fait que le foncteur X — )’E//S\
commute aux limites projectives finies (dans loriginal, ceci figurait dans la démonstration de 1.3.4
— la démonstration donnée ici est plus directe que originale). De plus, ce résultat sera utile dans la

Section 2 et dans 3.3.1.
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En effet, on voit facilement que la variété formelle )A(/g a la propriété requise, et
que la correspondance X — }A(/g est fonctorielle. Prouvons la seconde assertion.

Posons .7 = (Schg) et ¥ = Vaf 5, et notons X au lieu de X/S. On sait (1.2.B) que
¥ possede des limites projectives arbitraires. Soit (X;);er un systéme projectif dans
% et supposons que X = lim X; existe dans Z (ce qui est le cas sil est fini). Comme le
foncteur qui associe & tout objet Y de . (resp. V de ¥) le foncteur hy = Hom o (—,Y)
(resp. hy = Homy (—,V)) commute aux limites projectives, on a, pour tout S-schéma
T de longueur finie, des isomorphismes fonctoriels :

Hom o (T, X) = lim Hom » (T, X;) =~ @Hom«;/(T,}zi) ~ Hom«y(T,liLn)/ii).

Par conséquent, le foncteur X — 5{/§ commute aux limites projectives lorsqu’elles
existent dans (Sch/g); en particulier, il commute aux limites projectives finies.

1.3. Proposition — Soient f : X — Y un morphisme de variétés formelles sur k, A
et B les algébres affines de X et Y, g : B — A le morphisme induit par f. Alors f est
un monomorphisme de Vaf ;, si et seulement si g est une surjection.

(54) Dapres 1.1, A — Spf(A) est une anti-équivalence de Alp ), sur Vaf /;, donc f
est un monomorphisme si et seulement si g est un épimorphisme, et ceci est bien le
cas si g est surjectif.

Réciproquement, supposons que g soit un épimorphisme et montrons qu’il est sur-
jectif. Pour tout n € Y(B), posons A, = A ®p By ; dapres 0.4, A est un B-module
pseudocompact, donc est le produit des A, (cf. 0.3.6). Alors, g est le produit des mor-
phismes g, : B, — A, déduits de g par changement de base. Ceux-ci sont encore des
épimorphismes, ce qui nous ramene a démontrer le résultat lorsque B est local, d’idéal
maximal n. Posons K = B/n.

D’apres le lemme de Nakayama 0.3.3, il suffit de montrer que le morphisme g @ K
est surjectif; il est déduit de g par changement de base, donc est un épimorphisme de
Alp . On peut donc supposer que B = K est un corps. Or f est un monomorphisme
si et seulement si le morphisme diagonal X — X xy X est un isomorphisme, c’est-
a-dire si Phomomorphisme = ®k 2/ — z 2’ est un isomorphisme de A ®x A sur A.
Comme K est un corps, cela implique A = K.

Remarque — 9 1l résulte de la proposition que tout monomorphisme f : X — Y
de variétés formelles est un isomorphisme de X sur une sous-variété formelle (néces-
sairement fermée!) de Y.

1.3.1 — La proposition précédente entraine en particulier que tout monomorphisme
f X = Y de Vaf ), est effectif (cf. IV 1.3). (56) T n’en va pas de méme pour les
épimorphismes, comme on le voit facilement en modifiant un peu le contrexemple

(39)N.D.E. : On a détaillé le début de la démonstration.

(33)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

(56)N.D.E. : c.--d., dans la catégorie opposée (Vaf/k)o = Alp,, le morphisme g : B — A corres-
pondant & f est un épimorphisme effectif. Ceci est bien le cas, car g est surjectif, donc induit (cf. la
démonstration de 0.2.B) un isomorphisme de k-algebres profinies B/ — A, oti I = Kerg. Par
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de 'Exp.V, §2.¢); (57) ¢’est pourquoi nous allons considérer une classe sympathique
d’épimorphismes effectifs.

Lemme — 8 Soit f: X — Y un morphisme de k-variétés formelles et soient A, B
les algébres affines de X,Y et f: B — A le morphisme induit par f. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x € X, U'homomorphisme f3 : Oy ;) — Oxa fait de Ox, un
Oy, §(x)-module pseudocompact topologiquement libre.

(ii) Pour tout y € Y, la composante locale Ay = [];(,)—, Ox,a est un By-module
pseudocompact topologiquement libre.

(iii) f%:B — A fait de A un B-module pseudocompact projectif.
(iv) Le foncteur PC(B) — PC(A), M — M &g A est exact.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que f est topologiquement plat.

Les implications (i) = (ii) < (ili) & (iv) découlent de 0.2.F (iii) et 0.3.7. Réci-
proquement, supposons (ii) vérifié et soient x € X et y = f(z). Comme Ox 5 est un
facteur direct de A, c’est un B,-module pseudocompact projectif, donc topologique-
ment libre d’apres 0.2.1 (puisque B, est local).

D’autre part, un morphisme f : X — Y de k-variétés formelles est dit surjectif s’il
induit une surjection des ensembles sous-jacents.

Proposition — Soit f : X — Y wun morphisme surjectif et topologiquement plat de
k-variétés formelles. Alors f est un épimorphisme effectif (cf. IV 1.3).

En effet, soient A, B les algebres affines de X,Y et g : B — A le morphisme induit
par f. Il s’agit de montrer que Y s’identifie au conoyau de X xy X = X, c.-a-d., que
pour tout n € T(B), B, s’identifie au sous-anneau de A, = A ®p B, formé des a tels
que a ®1=1®a.

On peut donc supposer B local, d’idéal maximal n. Notre hypothese signifie alors
que g fait de A un B-module topologiquement libre et non nul. D’apres le lemme de
Nakayama 0.3.3, A/nA n’est pas nul, de sorte que le morphisme ¢’ : B/n — A/nA
déduit de g est injectif. D’apres le lemme 1.3.2 ci-dessous, B est un facteur direct de
A comme B-module, disons A = B® A’; il en résulte que B s’identifie & la partie de
A formée des a tels que a®p1=18ga.

conséquent, tout morphisme ¢ : B — C de Alp k> nul sur I, descend en un morphisme ¢ : A — C
tel que ¢ = o g.

(BT)N.D.E. : i.e. soient k un corps, X = Spf(k[[T]]) et Y = Spf(B), ot B est la sous-k-algtbre
de A = k[[T]] engendrée topologiquement par T2 et T (c.-a-d., B est formée des séries formelles
>~ anT™ telles que an, = 0 pour n = 1,2,5). Alors X — Y est un épimorphisme qui n’est pas effectif;
en effet, le conoyau de X xy X = X est Spf(B’), ou1 B’ est la sous-algébre de A formée des a tels que
a®1=1®a, et B’ contient T5.

(58)N.D.E. : On a ajouté ce lemme, qui explique la terminologie « topologiquement plat ».
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1.3.2. Lemme— Soient B un anneau pseudocompact local, n son idéal maximal,
M et N deur B-modules pseudocompacts projectifs et g un morphisme M — N. Si
(B/n) ®p g est injectif, g est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N.

En effet, supposons que g’ = (B/n) ®p g soit injectif. Comme B/n est un corps, ¢’
possede alors une rétraction r’. Notons p et ¢ les projections canoniques de M et N
sur M/nM et N/nN; comme N est projectif, il existe un morphisme r : N — M tel
que por = 1’ o q; par conséquent, 7’ est déduit de r par passage au quotient. Alors,
puisque 7’ o ¢’ est un isomorphisme, il en est de méme de 7 o g, d’aprés 0.3.4 (puisque
M est projectif). Soit s I'isomorphisme réciproque de rog, alors sor est une rétraction
de g.

1.3.3. Proposition — Soient f : X — Y et g: Y — Z des morphismes de k-variétés
formelles.

(i) Si f et g sont topologiquement plats, g o f lest aussi.

(i1) Si f et go f sont topologiquement plats et si f est surjectif, g est topologique-
ment plat.

(iii) Si f est topologiquement plat, f xv Y’ Uest pour tout changement de base
Y =Y.

Les assertions (i) et (iii) sont claires. Pour prouver (ii), appelons A, B, C les al-
gebres affines de X,Y,Z, et f/: B — A et ¢’ : C — B les morphismes induits par f
et g. Comme g o f est topologiquement plat, f' o ¢’ fait de A un C-module pseudo-
compact projectif; de méme, f’ fait de A un B-module pseudocompact projectif et
fidele. Lorsque P parcourt les C-modules pseudocompacts et N les B-modules pseu-
docompacts, les foncteurs P — P @c A et N — N &g A sont donc exacts; comme le
deuxiéme est en outre fidele, le foncteur P — P ®c¢ B est exact; d’apres 0.3.7, B est
donc un C-module pseudocompact projectif.

1.3.4. Proposition — Soient S un schéma, Y un S-schéma localement noethérien et
f: X =Y un S-morphisme localement de type fini et fidelement plat, de sorte que

f est un épimorphisme effectif, i.e. la suite ci-dessous est exacte (cf. IV 6.3.1 (iv) et
IV 1.3) :

b1y
(*) XxX—=X I .y,
Y pry

Alors le morphisme de S-variétés formelles f : X/S = Y/S (cf. 1.2.6) est surjectif et
topologiquement plat, et la suite ci-dessous, déduite de (), est exacte :
— . pri 7

(%) X xX/S X/S

X
Y pry

Y/8.

Soit en effet y un point de Y de projection s sur S et tel que k(y) soit une extension
finie du corps résiduel k(s) de s. Comme f est surjectif et localement de type fini,
f~1(y) est non vide et localement de type fini sur x(y); les points fermés de f~1(y)
sont alors les points de )A(/g se projetant sur y. Ceci montre que fest surjectif.
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(59 Soit z un point fermé de f~'(y). Comme Y est localement noethérien et f
localement de type fini, 'anneau local Oy , (resp. Ox ;) est noethérien, donc les puis-

sances de I'idéal maximal sont de colongueur finie, de sorte que ’anneau local de % / S
en y (resp. de }A(/g en x) est le complété 53(73, de Oy, (resp. 5XT de Ox ;) pour la
topologie m-adique. Alors, comme f est plat, 5}(,95 est plat sur 5Y,y, d’apres SGA 1,
IV 5.8. Donc, d’apres 0.3.8, 5}(,95 est un ﬁAY’y—module topologiquement libre. Ceci
montre que ]?est topologiquement plat.

Donc, d’apres la proposition 1.3.1, fest un épimorphisme effectif, i.e. la suite ci-
dessous (ou I'on a noté X au lieu de }/i/g) est exacte :

pry f

Y.

>
>H >
>

De plus, d’aprés 1.2.6, on a un isomorphisme naturel (en particulier, qui commute

avec les projections sur X) :

XxX~XxX.
Y Y
Par conséquent, la suite (x) est exacte.
1.3.5 — Soit k£ un anneau pseudocompact. Une variété formelle X sur k est dite

topologiquement plate si son algebre affine A est un k-module pseudocompact projectif,
c.-a~d., si le morphisme structural X — Spf(k) est topologiquement plat.

(60) Notons d’abord que 0.2.2 et 0.3.6 entrainent le résultat suivant (analogue &
VIIa, 3.1.1).

Lemme 1.3.5.A— Supposons k artinien. Les foncteurs A — A" = Hom.(A, k) et
C — C* = Homg(C, k) définissent une anti-équivalence entre la catégorie des k-
algebres profinies topologiquement plates, et celle des k-coalgebres plates.

En effet, si A est une k-algebre profinie topologiquement plate, alors, d’apres 0.3.6,
on a un isomorphisme de k-modules :

At @y, AT 25 (AB A,

de sorte que la multiplication A®A — A induit par dualité une structure de k-
coalgebre sur Af. Le reste découle alors de la proposition 0.2.2.

Revenons au cas d'un anneau pseudocompact k arbitraire.

Définition 1.3.5.B — A toute k-variété formelle X dont Panneau affine A est un k-
module pseudocompact projectif, on associe une Op-coalgebre plate H(X), définie
comme suit.

Notons H(X) le Og-module Vg(A) «dual de A »; c’est un Og-module plat, puisque
le k-module pseudocompact sous-jacent & A est projectif (cf. 1.2.3.C). De plus, d’apres

(59)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit ; ensuite, on a tiré profit de lajout fait en 1.2.6.
(6ON.D.E. : On a ajouté le lemme suivant, utilisé implicitement dans l'original ; d’autre part, on a
introduit la numérotation 1.3.5.A & 1.3.5.D, pour des références ultérieures.
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0.3.6, ’'on a :
VEHABA) = Vi(A) @ V](A),
et donc la multiplication de A induit par transposition un morphisme diagonal :
H(X) = V{(A) — V] (A®A) = H(X) ® H(X)

qui fait de H(X) une Oy-coalgebre plate. Nous dirons que H(X) est la coalgébre de X
sur Oy.

Définition 1.3.5.C — Réciproquement, & toute Og-coalgebre C on peut associer un
k-foncteur (cf. 1.2.1) Spf*(C), défini comme suit. Pour tout objet B de Alf /, on pose
(avec les notations de VIIA 3.1) :
Spt*(C)(B) = Homp_coalg. (B, C(B))
={z€CB)|ecgm)(z) =1 et Acm)(r)=rz}.

(61) Supposons de plus que le Oj-module sous-jacent & C soit admissible (cf. 1.2.1),
et posons
(2) A=T"(C) zliLn[C(k;/[)*.
Alors, les structures d’algebres sur chaque C(k/[)* munissent A d’'une structure de
k-algebre profinie. Pour tout objet B de Alf/;, on a :
(3) Homvag,, (Spf(B), Spf(A)) = Homap, (A, B) = Homayp (A ®B,B).

Supposons enfin que C soit un Og-module plat. Alors, d’apres 1.2.3.E, A =T*(C)
est un k-module pseudocompact projectif. De plus, on a vu dans la démonstration de
loc. cit. que, si [y est un idéal ouvert de k contenu dans le noyau de kK — B, on a des
isomorphismes

(4)  A®B=lim C(k/1)* ® B ~ Homy,,(C(k/l), B) ~ Homg(C(B), B)

et nous noterons C(B)* le terme de droite. Enfin, d’apres le lemme 1.3.5.A appliqué
a I’anneau artinien B, on a un isomorphisme naturel

(5) Homp_coalg. (B, C(B)) — Homap,, (C(B)", B).

Alors, en combinant (1), (5), (4), (3) et (2), on obtient, lorsque C est une Oj-coalgebre
plate, un isomorphisme de foncteurs :

(*) Spf”(C) ~ Spf(A) = Spf(I"(C)).

Par conséquent, si I'on note 7 (X) l'algebre affine d’une k-variété formelle X, on
obtient, en tenant-compte de 1.2.3.E :

Proposition 1.3.5.D — (i) Les foncteurs X — H(X) = Vg(d(X)) et C — Spf*(C) =
Spf(I'*(C)) définissent une équivalence entre la catégorie des k-variétés formelles
topologiquement plates et celle des Oy-coalgebres plates.

(i1) De plus, cette équivalence « commute au changement de base » : si k — K est
un morphisme d’anneaux pseudocompacts, alors X ®j K correspond ¢ H(X) ®j K.

(6LN.D.E. : On a détaillé ce qui suit.



1. VARIETES FORMELLES SUR UN ANNEAU PSEUDOCOMPACT 531

1.3.6 — Dans la suite de cet exposé, nous définirons plusieurs fois une k-variété for-
melle topologiquement plate X en exhibant la coalgebre H(X). Il nous faudra alors
interpréter au moyen de H(X) certaines propriétés géométriques de X. Nous donnons
ici un exemple de cette situation : supposons donnée une section ¢ du morphisme
structural X — Spf(k) et demandons-nous sous quelle condition ¢ induit un isomor-
phisme des espaces topologiques sous-jacents. (62)

Pour commencer, supposons k artinien. Soient (H,A,e) une k-coalgebre plate,
H* = Ker(e) et A = H* la k-algeébre profinie duale de H. Supposons donné un
morphisme de k-coalgebres k — H, c.-a~d., un élément ¢ de H tel que e(¢) = 1 et
A(¢) = ¢ ® ¢. D’une part, ¢ définit un morphisme continu d’algebres ® : A — k, et
donc une section o : Spf(k) — Spf(A) de la projection Spf(A) — Spf(k).

D’autre part, on définit des sous-k-modules de H en posant Hy = k¢ et, pour n > 1, 503
H,={zeH|A(x) —z®¢cH,_1 @H};

ceci vaut aussi pour n = 0 si I'on pose H_; = (0). On voit, par récurrence sur n, que
H,,—1 C H,. On dira que Hy C Hy C --- est la filtration de H définie par ¢.

Remarque — Comme A(H,) € H, ® Hy ® H,—1 ® H*, on a A(H,) C H, ® H.
Puisque A est cocommutative (i.e. c o A = A, ot 0(a ® b) = b® a), on a également
A(H,) ¢ H® H,,. Lorsque H/H,, est plat sur k, il en résulte que H,, est une sous-
coalgebre de H (voir aussi 1.3.6.A (iii) ci-dessous). Mais en général, A : H,, — H,, @ H
ne se factorise pas a travers H,, ® H,. (63)

Lemme 1.3.6.A— Soient k un anneau artinien, H une k-coalgébre plate, A = H*
la k-algébre profinie duale, ¢ un élément de H tel que (¢) = 1 et A(¢) = ¢ ® ¢.
Soient ® : A — k le morphisme continu d’algébres, o : Spf(k) — Spf(A) la section de
Spf(A) — Spf(k), et (Hy,) la filtration de H définis par ¢. Notons I = Ker ®.

(i) Pour toutn > 1, H,,_1 est l'orthogonal dans H de ’adhérence " de T™.

(ii) Par conséquent, o induit une bijection des ensembles sous-jacents si et seule-
ment si H=J,, Hy. (64)

(i) Si de plus chaque H/H,, est plat sur k, alors, pour tout n = 0,

(%) AH,) C> H;®@H,_;;
=0

en particulier, chaque H,, est alors une sous-coalgebre de H.

(62)N.D.E. : Dans le lemme 1.3.6.A qui suit, on a détaillé la démonstration des points (i) et (ii), et
l’on a ajouté le point (iii).

(63)N.D.E. : Par exemple, soient ko un corps, k = ko[T]/(T"), ot n >4, H=k¢ Dk, avec £(z) = 0
et A(x) =r®¢p+¢d®x+tx @z, ou t est 'image de T dans k. Alors, H; = k¢ @ t" "z pour
i=0,...,n mais, pour 2 <i <n —2, A(t" %) n’appartient pas & I"image de H; ® H; dans H ® H.
(69)N.D.E. : Dans ce cas, on dit que la coalgébre H est conneze, cf. Pajout 2.9.
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Démonstration. Notons que, pour tout = € H, Papplication A — k, f — f(z) est
continue, donc si I" est annulé par z, il en est de méme de son adhérence I”. On pose
alors, pour tout n > 1,

@)t ={zcH| f(z) =0, pourtout f € In}.

Supposons que o : m — ®~1(m) soit une bijection de Spf(k) sur Spf(A). Comme I
est contenu dans I'intersection des ®~1(m), il résulte de 0.1.2 que la suite des idéaux
(I") tend vers 0. Soit alors « € H; comme J(z) = {f € A | f(z) = 0} est un sous-
k-module ouvert et fermé de A, il contient I" pour n assez grand, autrement dit,

€ (I")* pour n assez grand.

Réciproquement, supposons que H = J, (I")*. Soit p un idéal premier ouvert de
A; d’apres la définition de la topologie de A (0.2.2), p contient un sous-k-module
ouvert de la forme

V(wy,...,xs) ={f € Al f(z1) =+ = f(zs) = 0}.
D’apres ’hypothese, il existe un entier n tel que z,.. € (I")*, et donc I™ C p.
De plus, comme k est artinien, Spf(k) est un ensemble ﬁnl {my,...,m,} et il existe

un entier ¢ > 1 tel que (], m;)" =0, d’ott
[[e'm)f L

Donc p contient le produit des ®~1(m;)!" ; puisque p est premier, il en résulte que p
contient, donc égale, I'un des ®~!(m;). On a ainsi démontré que :

o est une bijection = H = |J(I)*. (65)

D’autre part, on a H = k¢ @ H* ; notons 7 la projection H — H*ﬁ noyau k¢. Pour
tout n > 0, soient A” la comultiplication «itérée » H — H®(+1) "A7 ]a composée de
A" avec la projection 7®(n+1) : HO(+1D) _ (H)@(n+1) e

H), = Ker(A") = {z € H| A"(z) ZH®(” ) ®Hy @ H®'}.
=0

(On pose A® = idy, d’ott Hj = Hp). On voit facilement, par récurrence sur n, que
(%) H, C H), C (I(»+D)+

Jusqu’a présent, on n’a pas utilisé I’hypothese que H soit plat sur k. Supposons
maintenant H plat, donc projectif sur k, de sorte que AT = H, d’apres 0.2.2, et
montrons que H,, = (I(+1)L. C’est clair pour n = 0. Supposons—le donc vérifié pour
n < r. Alors H,_; est le noyau du morphisme H — (I")' et donc, puisque HT est plat,
le morphisme

(H/H,_,) ® HY — T o HT

(65 N.D.E. : Ceci vaut également sans supposer H cocommutative (k restant un anneau commutatif
artinien) : dans ce cas, une base de voisinages de 0 dans A = H* est donnée par les idéaux bilateres
J tels que A/J soit de longueur finie sur k, et la démonstration précédente montre que H = |J,, (T*)+
si et seulement si les @1 (m;) sont les seuls idéaux premiers ouverts de A.
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est injectif. D’autre part, I’hypothese entraine que I est un k-module pseudocompact
projectif (car facteur direct de A = H*), d’ou, d’apres 0.3.6,

e~ el =) HT.
Alors, la suite exacte :
'l —=A——=A/T+1 ——0
donne par dualité la suite exacte : 504
(1) () @ B <"~ H~— (A/TT)l <—0,
ou ¢ est obtenu en composant Ay avec la projection :
(2) HoH-— HeH" — (H/H,_;) @ HF — (T o HT.
Or, pour tout u € H, la projection de A(u) sur HQ HT est A(u) —u® ¢. Alors, (1) et
(2) montrent que si u appartient a (A/I"T1)f = (Ir+1)L  alors A(u) —u® ¢ appartient
au noyau de I'application H ® Ht — (H/H,_;) ® HT, c’est-a-dire & H,_; @ HT, et
donc u € H,. Ceci acheve la démonstration des points (i) et (ii), et montre aussi que
H,, = Ker(A").
Démontrons (iii). Pour tout ¢ > 0, posons Hf = H, N HT. Soit n > 1. Pour tout
r € Hy, T= 1z — e(x)¢ appartient & H et I'on a :
Az) =e(2)pR¢+TR ¢+ dRT + A(T).

Dongc, il suffit de montrer que :

n—1
AHD Y Hf «H .
=1

Pour tout i =0,...,n — 1, A" se factorise en :
H+ A ~ H+ @ H+ Al@ArTITE (HH)26+D g (+) @)
|

De plus, comme H*/H} et (H)®("~%) sont plats, les applications f et g ci-dessus
sont injectives. Il en résulte que A(H;) est contenu dans H ® H + Ht @ Hf

n—i—1?
pour tout ¢ =0,...,n — 1. Le point (iii) découle alors du lemme ci-dessous, appliqué

AM=H"et E; = H,.

Lemme 1.3.6.B— Soient k un anneau, 0 = Eg C E; C ---E, C M des k-modules.
On suppose M/E; plat pour tout i. Alors on a l’égalité :

n

(](E7 QM+M®®E;) = ZEv ® En—it1.

=0 i=1
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Notons K (resp. S) le terme de gauche (resp. droite). On voit facilement que S C K;
montrons la réciproque. Pour ¢ = 0,...,n, posons K; = KN (E; ® M). Pour tout
i=1,...,n, comme M/E,_;; et E;/E;_; sont plats, Papplication 7; ci-dessous est
injective, et I’application composée :

(Ei/Eio1) © M —— (Bi/E;i 1) ® (M/Ep_i11) > (M/E;_1) ® (M/Ep_i11)

a pour noyau (E;/E;_1) ® E,,_;11. Comme l'image de K; dans (E; @ M)/(E;_; ® M)
est contenue dans, et contient, ce noyau, on en déduit que

Ki=Ki1+E;®E,_i11,

d’ou le lemme.

(66) Pour terminer ce paragraphe, revenons & un anneau pseudocompact arbitraire
k. Soient (H, A, ¢) une Og-coalgebre plate, HT = Ker(c), A = I'*(H) la k-algébre
profinie duale, X = Spf(A), de sorte que H = H(X) (cf. 1.3.5). Supposons donné
un morphisme de Og-coalgebres ¢ : Op — H; il définit une morphisme continu de
k-algeébres A — k, et donc une section o du morphisme structural X — Spf(k).

Pour tout objet B de Alf ;,, on note Ho(B) = ¢(B) = B¢g, ol ¢p est I'élément
¢(1p) de H(B) et l'on définit des sous-Oj-modules H,, de H, en posant, pour n > 1,

H,B)={ucHB) | A(u) —u®¢p € H,_1(B) @ H"(B)}.
On obtient ainsi une filtration Hy € Hy C - -+ de H(X). D’aprés ce qui précede, on a :

Proposition — Pour que o induise un isomorphisme sur les espaces topologiques sous-
jacents, il faut et il suffit que H(X) soit la réunion des H,,.

1.4. Théoréme— Soient k un anneau pseudocompact et do,d1 : X1 = X un couple
d’équivalence de Vaf ; (cf. Exp.V, §2.b) tel que dy soit topologiquement plat.

(i) La projection canonique de X sur X/X; (= Coker(dp,dy)) est surjective et
topologiquement plate, et le morphisme X1 — X xx,x, X de composantes do el di
est un isomorphisme.

(il) Si X est topologiquement plat sur k, il en est de méme de X/X;.

Notons d’abord que (ii) découle de (i), d’apres 1.3.3 (ii). La démonstration de (i)
occupe les paragraphes 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3.

1.4.1 — Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ot X a un seul point. Comme
nous avons affaire & un couple d’équivalence, on voit comme dans I'Exp. V, §3.e), qu'on
définit une relation d’équivalence dans I’ensemble sous-jacent & X en déclarant que
deux points x,y sont équivalents s’il existe un point z de X; tel que do(z) = y et
d1(z) = z. On peut évidemment supposer sans inconvénient que X contient une seule
classe d’équivalence pour cette relation, autrement dit que X/X; a un seul point (voir
la construction de X/X; donnée en 1.2).

(66)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit; Poriginal se limitait au cas ot k est artinien.
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Dans ce cas, soient x un point quelconque de X et U la variété formelle qui a x
pour seul point et qui a méme anneau local que X en z. On voit alors comme dans
IExp. V, §6, que la relation d’équivalence induite par (dp, d;) sur U vérifie encore les
hypotheses du théoreme et qu’il suffit de faire la preuve pour cette derniére relation
d’équivalence (U est une « quasi-section » ).

Rappelons brievement le principe de la démonstration faite dans 'Exp. V, §6. Po-
sons V = dy ' (U) = U x;4, Xy, ot i est I'inclusion de U dans X; soient u et v les
morphismes de source V induits respectivement par dg et dy :

X v V u U .

Il est clair que u et v sont topologiquement plats et que u est surjectif; comme X
contient une seule classe d’équivalence, v est surjectif. Si (vg, v1) est 'image réciproque
du couple d’équivalence (do, d1) par v (cf. V, 3.a)), il résulte de V, 3.c) et 3.d), que
X /X et le quotient de U par la relation d’équivalence induite par (dp, dy) s’identifient
tous deux & Coker(vg,v1). On voit alors, comme dans la démonstration de V, 6.1, que
si la conclusion du théoreme 1.4 est vérifiée pour U, elle I’est aussi pour X.

1.4.2 — On se trouve ainsi ramené au cas ott X a un seul point. ™) Considérons
alors le diagramme commutatif suivant (cf. V, §1, (0,1,2)) :
dy do

X, =2 X, —
dy
(i,2 d1
dy

Xy —/—=X—X/Xy
do

ou Xy est le produit fibré X; x Xj, et ot df, d} et d, sont respectivement les
dy,do
morphismes « (z,y, 2) — (z,y) » «(z,y,2) — (r,2) » et «(z,y,2) — (y,z) » (
Si B, A, A; et Ay désignent respectivement les algebres affines de X/X;, X, Xj et
Xo, le diagramme précédent induit un diagramme commutatif :

683)

J1
A,

Jo

A< A

J2 i1 i

i1 i
A=——B

Ay

20

dans lequel les deux lignes sont exactes et les carrés déterminés par (ip, jo) et (i1, 1)
cocartésiens. Comme le morphisme X; — X x X de composantes dy et d; est un

(6)N.D.E. : On peut donc supposer k local.

(68)N.D.E. : cf. Exp. V, §2.b).
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monomorphisme par hypothese, le morphisme A ®, A — A; de composantes iy et i
est surjectif, d’apres la proposition 1.3.

Cela signifie que 41 fait de A; un A-module pseudocompact (supposé topologique-
ment libre), engendré par ig(A). Comme A est local, le lemme 1.4.3 ci-dessous entraine
lexistence d’un k-module topologiquement libre V et d’un morphisme de k-modules
pseudocompacts f : V — A tels que le morphisme

ar: ARRV — A, a®@v—iy(a)-io(f(v))
soit inversible. Soient a : BRxV — A et ap : A1®1V — Ay les morphismes :
b@w—i(b) - f(v) et a1 @ — ja(ar) - joio(f(v)).
Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes sont donc exactes et les deux

carrés de gauche sont cocartésiens. Comme «; est inversible, il en va de méme pour
as, donc pour a.

jl i0
-
AT A =——
Jo

a2 i «
~ n®V ~ i® ~
A1®kV<A—A®kV B®, V.
0 ®V

Ceci montre d’une part que A est topologiquement libre sur B, de pseudobase f(V)
(cf. 0.2.1), et qu’on obtient une pseudobase de A; sur A (ot A; est considéré comme
A-module au moyen de i1) en prenant I'image par ig de f(V); cela entraine que le
morphisme A @5 A — A; de composantes i1 et iy est inversible :

ARBA~ARpB®, VAR,V ~A;.

Ceci prouve le théoreme 1.4, modulo le lemme 1.4.3 qui suit.

1.4.3. Lemme — Soient k un anneau pseudocompact, A une k-algébre profinie locale,
A1 un A-module topologiquement libre et ig : M — Ay un morphisme de k-modules
pseudocompacts. On suppose que application

AR M — Ay, a®@m — a-ig(m)
est surjective. Il existe alors un k-module topologiquement libre V et un morphisme
de k-modules pseudocompacts f : V — M, tels que Uapplication

ALV — Ay, a®usa-ig(f(v))

soit bijective.

Comme tout k-module pseudocompact est le quotient d’un k-module topologi-
quement libre (cf. N.D.E. (27)), on peut supposer sans inconvénient que M est to-
pologiquement libre; prenons donc pour M le produit direct d’une famille (M;);e1
d’exemplaires de k. Dans ce cas, A®; M n’est autre que le produit HieIA<§>k M;.
Comme Dapplication a@m — a - io(m) est surjective et que A est projectif, le
noyau de cette application est un facteur direct de A @ M; comme A est local, il
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résulte du théoréme d’échange (0.3.4) que ce noyau a pour supplémentaire un produit
partiel [[;c; A ®x M;, ot J désigne une certaine partie de I. On peut donc prendre
V=Tlec; M.

1.5. Soit k un anneau pseudocompact.

Définition. — Nous dirons qu’une famille de morphismes f; : X; — X de Vaf ;; est une
famille surjective topologiquement plate si le morphisme [], X; — X, induit par les f;,
est surjectif et topologiquement plat ; cela signifie que chaque f; est topologiquement
plat et que tout point de X appartient a 'image d’au moins I'un des X;.

Il résulte de 1.3.3 que les familles surjectives, topologiquement plates définissent
une prétopologie sur Vaf ;. (IV 4.2.5); la topologie correspondante sera appelée la
topologie plate sur Vaf .

D’apres IV, 4.3.5, un foncteur F : (Vaf ;) — (Ens) est un faisceau pour la
topologie plate si et seulement si F transforme toute somme directe en produit direct
et si la suite

F(f) F(pry)
F(Y) — e F(X) o F(X xy X)
F(Prz)

est exacte pour tout morphisme surjectif topologiquement plat f : X — Y.

(69 Drapres IV, 4.5, la proposition 1.3.1 entraine que la topologie plate est moins

fine que la topologie canonique, c.-a-d., pour tout objet X de Vaf,, le foncteur
hx : T +— Homvag , (T, X) est un faisceau pour la topologie plate. (Dans la suite, on
identifiera, comme d’habitude (cf. Exp.I), X a hx.)

D’apres IV, 4.6.5, on peut reformuler le théoreme 1.4 comme suit.

Théoréme — Soient k un anneau pseudocompact, dg,dy : X1 = X un couple d’équi-
valence dans Vaf ;,, et X/Xy la variété formelle quotient (i.e. Coker(do,dy), cf. 1.2).
Si dy est topologiquement plat, alors X/X; représente le faisceau quotient pour la
topologie plate.

1.6. Pour terminer ces généralités sur les variétés formelles, il nous reste a définir
brievement les variétés formelles étales sur k. (70)

(69N.D.E. : On a modifié loriginal dans ce qui suit. En particulier, on a remplacé 1’énoncé : «si

do,d1 : X1 = X est une relation d’équivalence telle que dp soit topologiquement plat, la formation
du quotient commute avec h » par le théoréme ci-dessous.

("0)N.D.E. : L’original continuait ainsi : « Une variété formelle X sur k est dite étale, si le morphisme
diagonal Ax : X — X X X est un isomorphisme local, c’est-a-dire si Ax induit un isomorphisme
de Oxxx,Ax(z) SUr Ox,z pour tout point z de X. On voit facilement a I'aide de SGA I, que cette
formulation est équivalente aux deux suivantes : la variété formelle X est topologiquement plate, et,
pour tout point = € X, de projection s € Spf(k), Ox . ®y, r(s) est une extension finie séparable du
corps résiduel x(s) de s; ou encore, si A désigne ’algebre affine de X, les composantes locales (0.1)
de A @y (k/1) sont des algébres finies et étales sur k/I, quel que soit I'idéal ouvert [ de k. » Dans ce
qui suit, on a rectifié ’omission de I’hypothese de platitude dans la premiére condition ci-dessus, et
détaillé I’équivalence desdites conditions.

509
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Rappels 1.6.A— (i) Rappelons d’abord (cf. EGA Opy, 19.10.2) qu’'une k-algebre to-
pologique A est dite formellement étale sur k (pour les topologies données sur k et
A, resp. pour les topologies discrétes) si, pour toute k-algebre topologique discréte
C (pas nécessairement artinienne), et tout idéal nilpotent J de C, tout morphisme
continu de k-algeébres A — C/J se releve de fagon unique en un morphisme continu
A — C (A étant munie de la topologie donnée, resp. de la topologie discrete). On
voit aussitot que cette propriété est préservée par changement de base, c.-a-d., pour
tout morphisme k& — k' d’anneaux pseudocompacts, A @y k' est alors formellement
étale sur k’. D’autre part, on voit facilement qu’il suffit de vérifier la condition de
relevement pour tout idéal J de carré nul, cf. EGA IVy, 17.1.2 (ii). On dit que A
est étale sur k si elle est formellement étale sur k pour les topologies discrétes, et
si de plus A est une k-algeébre de présentation finie (cf. EGA IVy, 17.3.2 (ii)). Dans
la suite, k étant un anneau pseudocompact et A une k-algebre profinie, on utilisera
« formellement étale » au sens des topologies données (sauf mention du contraire).

(ii) Rappelons aussi que si F € k[T] est un polynéme polynéme unitaire de degré
d > 1, séparable (i.e. tel que 'idéal engendré par F et son polynéme dérivé F/ soit
k[T]), alors la k-algebre B = k[T]/(F) (qui est libre de rang d sur k, et munie de
la topologie produit) est formellement étale sur k. En effet, soient C une k-algebre
discrete (de sorte que le noyau de k& — C est un idéal ouvert [ de k), J un idéal
de C de carré nul, et ¢ : B — C/J un morphisme continu de k-algebres. Notons
que, B étant un k-module libre de rang fini, [B est un idéal ouvert de B, donc tout
relevement ® : B — C de ¢ est automatiquement continu. Soient ¢ I'image de T
dans B et up un relevement arbitraire de ¢(¢t) dans C, alors F(up) € J (puisque ¢(t)
est racine de F); d’autre part il existe G,H € k[T] tels que GF + HF = 1, d’on
H(uo)F (up) = 1 — G(up)F(up), et le terme de droite est inversible, puisque F(ug)
est de carré nul, donc F'(ug) est inversible. Cherchons h € J tel que © = zo + h
soit racine de F; ceci équivaut & 0 = F(u) = F(ug) + F'(ug)h, et comme F'(uy)
est inversible, ceci a pour unique solution h = —F'(ug) 'F(up) € J. Bien entendu,
la méme démonstration (sans faire d’hypotheéses de continuité pour les morphismes
k — C, ¢ et ®) montre que B est aussi une k-algebre étale.

(iii) Rappelons enfin que si A est un produit fini A; x --- x A, alors A est for-
mellement étale sur k si et seulement si les A; le sont. (") En effet, il suffit de le voir
pour n = 2, dans ce cas soit e = 15, I'idempotent tel que A; = Ae et As = A(1 —e¢),
et supposons donné un morphisme continu A — C/J, ou J est un idéal de carré nul.
Comme le polynéme F = X2 — X est séparable (on a F/ = 2X — 1 et (F/)? —4F = 1),
l'idempotent ¢(e) de C/J se releve de fagon unique en un idempotent f de C, d’ou
C=CfaC(1—f), et alors se donner un relevement de ® équivaut a se donner deux
morphismes ®; : A} — Cf et 9 : Ay — C(1 — f), relevant les restrictions de ¢ & Ay
et As. Le méme argument montre que si e est un idempotent de k tel que A = Ae,
alors A est formellement étale sur k si et seulement si elle I'est sur le localisé k. (qui
s’identifie a ke).

("N.D.E. : Signalons au passage que la démonstration donnée dans EGA Oy, 19.3.5 (v) est erronée.
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Soient maintenant X une k-variété formelle et A son algebre affine. Si z est un
point de X (i.e. un idéal maximal ouvert m de A), d’image s dans Spf(k), on notera
km ou kg la composante locale de k correspondant a s.

Définition 1.6.B. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) A est formellement étale sur k.

(b) Pour tout m € T(A), Ay, est formellement étale sur k (ou sur ky).
(¢) Pour tout idéal ouvert [ de k, A ®(k/l) = A/Al est formellement étale sur /L.
(d) Pour tout m € Y(A) et tout idéal ouvert [ de ky, Awm/Anl est formellement
étale sur kpy /.

On dira que X est étale sur k si elle vérifie ces conditions, et on notera Vaf?tk la
sous-catégorie pleine de Vaf /,, formée des variétés formelles étales sur k. (72)

Remarquons que si ¢ : A — C/J un morphisme continu de k-algebres, o C est
une k-algebre discréte et J un idéal de carré nul, alors I = Ker(¢) est un idéal ouvert
de A, donc A/T est artinien, donc I n’est contenu que dans un nombre fini d’idéaux
maximaux ouverts my,...,m,, donc contient le produit des composantes A, pour
m # m;, qui égale A(1 — e) ol e désigne 'idempotent de A tel que Ae = [['_; An,.
Donc ¢(e) = 1¢/; et il revient au méme de se donner un relevement continu de ¢ ou
du morphisme de Ae ~ A/A(1 — e) vers C/J, induit par ¢.

D’autre part, on sait (cf. N.D.E. (24)) que A ~ liLnIA/K[. Compte-tenu de ces
remarques et des rappels précédents, on obtient facilement ’équivalence des conditions
indiquées.

Définitions 1.6.C — Notons r(k) = [ cqpex) #(s), muni de la topologie produit,

i.e. la variété formelle Spf(x(k)) est la somme directe des Spec k(s), pour s € Spf(k).
D’autre part, on notera S, ) le schéma somme directe des Spec x(s), pour s € Spf(k).

Pour toute variété formelle X sur k, on notera X,, = X &y, (k) la variété formelle
sur k(k) obtenue par changement de base, i.e. X,; a les méme points que X et pour

tout « € X, de projection s sur Spf(k), on a Ox, » = Ox 5 ®y, k(s). Ce foncteur de
ét

changement de base Vaf ,, — Vaf ) envoie Valf'%C dans Vaf?y, ;. (cf. 1.6.A(i)).
On a alors (cf. SGA 1,16.2) :
Lemme 1.6.D — Pour tout Y € Ob Vaf?tk et X € Ob'Vaf ., lapplication canonique :
Homvag X,Y) — Homvat Xk, Yx)

est bijective. En particulier, le foncteur Vaf?tk — Vaf?f{(k) est pleinement fidele (et
on verra plus bas que c’est une équivalence).

En effet, notons A (resp. B) l'algebre affine de X (resp. Y) et t le radical de k,
supposons donné un morphisme B ®j, r(k) — A @, r(k) ou, ce qui revient au méme,
un morphisme ¢ : B — A/tA.

("2N.D.E. : Notons que Vafjtk est stable par limites projectives finies.
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Pour tout idéal ouvert [ de k, il existe n € N* tel que t” C [, d’ol (tA)” C [A C IA,
et comme application de multiplication m,,_1 : A™ — A est continue, on a donc aussi
(tA)" C TA, i.e. tA/IA est un idéal nilpotent de A/IA. Par conséquent, ¢ se releve de
fagon unique en un morphisme ¢; : B — A/TA. Par unicité, ces morphismes forment
un systeme projectif, donc donnent un morphisme continu ® : B — @[A/E = A.
De plus, @ est unique car si ' est un second relévement de ¢, alors ® et ® coincident
modulo [A pour tout [, donc sont égaux.

Proposition 1.6.E — (a) Soient X une variété formelle sur k et A son algébre affine.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est étale sur k.

(i1) X est topologiquement plate sur k et le morphisme diagonal A : X — X x X
est un isomorphisme local, i.e. Ax induit un isomorphisme Ox xx A(x) — Ox 4 pour
tout point x de X.

(iii) Pour tout x € X, de projection s sur Spf(k), Ox . est isomorphe a kq[T]/(F),
ot F € k[T] est un polynéme unitaire séparable (cf. 1.6.A (ii)).

(iv) X est topologiquement plate sur k, et, pour tout point x € X, de projection s
sur Spf(k), Ox . @, k(s) est une extension finie séparable de r(s).

(v) Pour tout idéal ouvert | de k, chaque composante locale de A ®y(k/\) est une
algeébre étale finie sur l'anneau artinien k/I.

(b) Vafe}tn(k) s’identifie a la catégorie des schémas étales sur Sy (cf. 1.6.C), et

le foncteur X +— X, induit une équivalence de catégories Vafe;t,C = Vaf'jfi(k)
(cf. SGA 1,16.1).

Démonstration. (a) Notons I le noyau du morphisme de multiplication m
A®; A — A. Supposons X étale sur k, i.e. A formellement étale sur k. Alors, d’aprés
EGA 0Ory, 20.7.4, le séparé complété de 1/I2, pour la topologie quotient de celle de I,
est nul,i.e.onal= 2. Or, pour tout x € X, I est contenu dans I'idéal maximal ma )
de A @y, A, donc le localisé L p oy
donc, d’apres le lemme de Nakayama 0.3, on a [
un isomorphisme local.

Supposons maintenant que A soit un isomorphisme local et que k soit un corps k,
et montrons que chaque Ox , est une x-algebre étale de dimension finie. Remplagant
X par Spf(Ox ), on peut supposer que A = Ox , est locale. On procede alors comme
dans la démonstration de EGA IVy, 17.4.1, (b) = (d”). Soit K une extension normale
finie de x contenant le corps résiduel x(z), et soient B = A ®, K = A®, K (comme
[K : k] < 0o alors —®, K et — ®, K coincident) et Xk = Spf(B) = X &, K. Alors
Ak : Xk — Xk @K Xk est encore un isomorphisme local, donc pour tout y € Xk,
la multiplication B, Rk B, — B, induit un isomorphisme (B, ®K By)mAK(y) = By.
Or, comme le corps résiduel de B, est K (cf. par exemple VIs, 1.1.1, N.D.E. (11)),
C=B, Rk By est déja un anneau local (en effet, n = m, Rk B, + By Rk m, est formé
d’éléments topologiquement nilpotents, donc est contenu dans le radical de C, et
C/mn=K kK =K est un corps) donc on obtient que le morphisme de multiplication

est contenu dans I'idéal maximal de Oxxx A (), €t
=0, et donc A: X — X x X est

MA(z)
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B, Rk B, — B, est un isomorphisme. Prenant une pseudobase de B, sur K contenant
Iélément unité 1, on en déduit que By = K. Comme de plus B est finie sur A, Xk est
un ensemble fini, donc B = A ®, K est le produit d’un nombre fini de copies de K, et
ceci entraine que A est une k-algebre étale finie.

On obtient ainsi que, si k est un corps, toute x-algebre profinie A étale sur x est
le produit d’extensions finies séparables K; de x, muni de la topologie produit, donc
la variété formelle Spf(A) est la somme directe des Spf(K;) = Spec(K;), et 'on en
déduit que Vaféfi s’'identifie a la catégorie des k-schémas étales.

Ce qui précéde montre 'implication (ii) = (iv) (puisque O , @y, £(s) est formel-
lement étale sur x(s)), et entraine le point (b) de 1.6.E. En effet, soit & nouveau k
un anneau pseudocompact arbitraire. D’apres ce qui précede, Vaf?f{(k) s’identifie a
la catégorie des schémas étales sur S, (). Montrons que X +— X, induit une équiva-
lence Vafe;tk = Vaf‘j';(k). Compte-tenu de 1.6.D, il suffit de montrer que pour tout
s € Spf(k) et toute extension finie séparable K de x(s), il existe une ks-algebre étale
A telle que A &y, k(s) ~ K. Soient £ un élément primitif de Pextension K/x(s), n son
degré, et F € kg[T] un polynéome unitaire de degré n dont I'image F dans r(s)[T] est
le polyndome minimal de &. Comme F’ est inversible dans x(s)[T]/(F), il résulte du
lemme de Nakayama que F’ est inversible dans k;[T]/(F), donc F est un polynéme
séparable et donc, d’aprés 1.6.A (ii), A = k4[T]/(F) est une ks-algebre étale telle que
A&y, k(s) ~ K. On obtient ainsi que toute ks-algebre profinie étale locale est libre de
rang fini sur ks (donc a fortiori topologiquement libre sur k), et donc toute k-algebre
profinie étale est topologiquement libre sur k.

Par ailleurs, la condition (v) implique la condition (d) de 1.6.B, donc implique
(). On a donc obtenu que (i), (iii) et (v) sont équivalentes, et impliquent (ii), qui
implique (iv). Enfin, soit A une k-algebre profinie vérifiant (iv), montrons que A est
formellement étale sur k. Pour cela, on peut supposer A et k locaux, notons k le
corps résiduel de k ; par hypothese, K = A ®j,  est une extension finie séparable de
k, disons de degré n. D’apres ce qu'on a vu plus haut (et tenant compte du lemme
1.6.D), il existe alors une k-algeébre B libre de rang n, formellement étale sur k, et
un morphisme continu ¢ : B — A tel que ¢ &y £ soit un isomorphisme. Comme
A est topologiquement plate sur k, ceci entraine que Coker(¢) Qrk = 0 et aussi
Ker(¢) @,k = 0; d’apres le lemme de Nakayama 0.3, on a donc Coker(¢) = 0 =
Ker(¢), donc ¢ est un isomorphisme (cf. la démonstration de 0.2.B). Ceci acheve la
démonstration de 1.6.E.

(73) Soit X une variété formelle sur k. Pour tout x € X, de projection s sur Spf(k),
le corps résiduel k(x) est une extension finie de k(s) et I'on note ke(z) la cloture
séparable de k(s) dans k(z).

Proposition 1.6.F — (i) L’inclusion de Vafe;t,C dans Vaf , possede un adjoint a gauche
X = X, :la variété X, a les mémes points que X, pour tout x € X, de projection s sur
Spf(k), soient & un élément primitif de k.(x), n son degré, u un relevement arbitraire

("3)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a utilisé les ajouts précédents pour détailler la contruction du

foncteur X — Xe, et montrer qu’il commute aux produits finis (ceci est utilisé dans 2.5.1).
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de § dans Ox 4, et F € k[T] unitaire de degré n annulant w; on pose Ox, , = k[T]/(F).
Alors pour tout Y € Ob Vafe/tk, les applications canoniques ci-dessous sont bijectives :

~

Homvar,, (X,Y)

HomVaf/N(k.) (Xlia YI{)

lz

HOInVaLf/,c (Xe; Y) — HomVaf/K(m ((Xe)m YK))

la fleche verticale étant induite par les inclusions ke(z) — k(z) pour tout x € X. Ceci
définit, en particulier, un morphisme p : X — X, et tout morphisme de k-variétés
formelles ¢ : X — Y, avec Y étale sur k, se factorise de facon unique a travers p.

(ii) Le foncteur X — X, commute auz produits finis.

En effet, (i) découle de 1.6.E (b) et 1.6.D. Prouvons (ii). Compte-tenu de 1’équi-
valence de catégories 1.6.E (b), on peut supposer que k est un corps. Dans ce cas,
on voit facilement que si X est une k-variété formelle semi-locale, i.e. dont 'algebre
affine A est semi-locale, alors I'algebre affine de X, est la plus grande sous-algebre de
A qui soit étale sur k, notons-la A.. On se ramene ainsi & voir que si K, L sont deux
extensions de degré fini de k, alors I'inclusion K, @ L, C (K®L), est une égalité. Soit
p Pexposant caractéristique de k (i.e. p =1 si car(k) = 0 et p = car(k) sinon), alors
pour tout z € K ® L, il existe n € N* tel que 27" € K, ® L., donc toute sous-algebre
B de K® L est radicielle sur K. ® L, et il en résulte que K. ® L. = (K ® L)e.

Remarquons, en conservant les notations précédentes, que Ox_ , n’est pas néces-
sairement une sous-algebre de Ox ,, mais c’est le cas lorsque X est topologiquement
plate sur k, d’apres la proposition suivante.

1.6.1 — Soient Y une k-variété formelle étale et f : X — Y un morphisme de Vaf /.
On a alors le carré cartésien ci-dessous, ot I'f est le morphisme graphe X — X x Y,
de composantes idx et f,

Ly
X—XxY

fl l fXidy
A

Y —s>YxY.

Il s’ensuit que I'y est un isomorphisme local, donc que f = pry o I'y est topologique-
ment plat si pry l'est, par exemple si X est topologiquement plat sur k.

Réciproquement, comme Y — k est topologiquement plat, X — k le sera aussi si
f Pest (cf. 1.3.3). Prenant en particulier pour f le morphisme canonique p : X — X,
de 1.6, on obtient :

Proposition — Soit X une variété formelle sur k. Le morphisme X — X, est topolo-
giquement plat si et seulement si X est topologiquement plate sur k.
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Remarque 1.6.2— (™) Lorsque k est un corps parfait, le foncteur X — X, est aussi
adjoint a droite de 'inclusion Vafe;tk < Vaf ;. En effet, dans ce cas on a 0%, » = k()
pour tout « € X, et les projections canoniques Ox , — () définissent un morphisme
s : X, — X, qui est une section de p : X — X.. Pour tout morphisme f : X — Y les
diagrammes ci-dessous sont commutatifs :

ﬁY,f(w) - ﬁX,x )T( —f>' Tv
k(f(2)) — k() X, -y,

donc s est fonctoriel en X, et il en résulte que X — X, est adjoint a droite de I'inclusion
Valf';?C — Vaf ;. Donc, étant un adjoint a droite, X — X, commute aux limites

projectives lorsqu’elles existent dans Vaf‘j?C (75) donc en particulier aux produits
finis. (Ceci se vérifie aussi directement : pour toute k-variété formelle X, d’algebre
affine A, X, a pour algebre affine le quotient de A par son radical t(A), et puisque
k est parfait, le quotient de Ox . ® Oy, par son radical est l'algebre s(z) @ £(y),
puisque cette derniere est semi-simple.)

2. Généralités sur les groupes formels
511

2.1. Soient k un anneau pseudocompact et G un k-groupe formel, c’est-a-dire un
groupe de la catégorie Vaf ;, des variétés formelles sur k. Soit A I'algebre affine de
G. La loi de composition de G définit évidemment un morphisme diagonal, c.-a-d.,
un homomorphisme de k-algébres profinies Ax : A — A ®j A; cet homomorphisme
vérifie les conditions suivantes :

(i) le diagramme

A A@kA

Aa Ax ®ida

~ ida ® A ~ ~
A®kAM>A®kA®kA

est commutatif.

(ii) il existe une augmentation (nécessairement unique), ¢’est-a-dire un homomor-
phisme de k-algebres profinies e : A — k tel que les applications composées

AL A A AR 1S A~A
et AL A A NS LA

soient les applications identiques de A.

("Y)N.D.E. : On a inséré ici cette remarque, qui dans l'original apparaissait en 2.5.2.

(T5)N.D.E. : c’est le cas pour les limites projectives finies.
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(iii) il existe un antipodisme (nécessairement unique), c’est-a-dire un homomor-
phisme de k-algebres profinies ca : A — A tel que application composée

AL AR A LB A A T,
soit égale a na oea, si 'on note ma 'application linéaire qui envoie a ®b sur ab et 7A
I’application A — Ala de k dans A.

Réciproquement, la donnée de (Aa,ea, ca) vérifiant (1)—(iii) munit G d’une struc-
ture de k-groupe formel. (78 Explicitement, pour toute k-algébre profinie B, I'en-
semble Hom,(A, B) des morphismes continus de k-modules ¢ : A — B est muni d’une
structure de groupe, fonctorielle en B, définie par

¢-¢' =mpo(p@¢')oAx,
Pélément neutre étant ng o o (ol mp est la multiplication de B et np Papplication
A — Al de k dans B), et ¢ o ca étant 'inverse de ¢ ; et Pensemble Homaip (A,B)

des morphismes continus de k-algébres A — B en est un sous-groupe (car algebre B
est commutative).

Définition. — Un morphisme de k-groupes formels 6 : K — G est, par définition, un
morphisme de k-variétés formelles qui respecte les structures de groupe. Si B (resp. A)
est Palgebre affine de K (resp. G) et si f : A — B est le morphisme correspondant a
0, ceci équivaut a dire que f est compatible avec les comultiplications, c.-a-d.,

(f&f)oAa=Agof

(les conditions eg o f =¢ex et cg o f = foca étant alors automatiquement vérifiées).
On notera Grf ;, la catégorie des k-groupes formels.

Notations — Dans la suite, nous appellerons idéal d’augmentation de A l'idéal In =
Ker(ga), et nous noterons wg/, le k-module pseudocompact I /14, clest-a-dire le
quotient de Iy par 'idéal fermé engendré par les produits zy, pour z,y € I4.

2.2. Soit H un groupe de la catégorie des coalgebres sur Oy, i.e. pour tout objet C
de Alf;, H(C) est muni d’une structure de C-coalgebre en groupes (cf. VII5 3.2; a
la suite de Manin, nous dirons bialgébre () au lieu de coalgébre en groupes) ; de plus,
si ¢ : C — D est un morphisme de Alf ;,, 'application D ®c H(C) — H(D) est un
homomorphisme de D-bialgebres.

Définition. — Nous résumerons les propriétés ci-dessus en disant que H est une bial-
gebre sur Oy.

(TO)N.D.E. : On dira aussi que A est un cogroupe dans la catégorie des k-algébres profinies. D’autre

part, on a détaillé ce qui suit; en particulier, on a explicité ce qu’est un morphisme de groupes
formels K — G, cf. la proposition 2.3.1.

(")N.D.E. : On dit aussi « bigebre » (cf. [BAlg], IIT §11.4); rappelons (cf. VI, 3.1, N.D.E. (26))
que toutes les « bialgebres » considérées ici sont supposées cocommutatives et munies d’une antipode,
i.e. ce sont en fait des algébres de Hopf cocommutatives.
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Il est clair que le foncteur H — Spf*(H) de 1.3.5 commute aux produits finis. Il
transforme donc une bialgebre sur Oy en un k-foncteur en groupes, c’est-a-dire, un
foncteur (covariant) de Alf 5, dans la catégorie des groupes.

Et en effet, pour toute k-algebre de longueur finie C, les éléments de

Spf*(H)(C) = Spf*(H(C)) ={x € H(C) | e(z) =1 et A(z) =z ®@x}
forment un groupe pour la multiplication de 1’algébre H(C) (cf. VIIo 3.2.2). Notons

d’ailleurs que la condition A(x) = z ® x entraine I'égalité e(z) = (x)?, donc aussi
e(z) = 1 si C est locale et z # 0. (78)

2.2.1 — Une bialgebre H sur Oy est dite plate si le module sous-jacent est plat
(cf. 1.2.1). (™) Si H est plate alors, d’apres 1.3.5, A = I'*(H) est une k-algébre profinie
topologiquement plate, et Spf*(H) est isomorphe, comme foncteur de (Alf /k)o =
Vaf /;, vers (Ens), au foncteur

Spf(A) : C+— Homvar,, (Spf(C), Spf(A)).

La structure de groupe de Spf*(H) munit donc 4 (H) = Spf(A) d’une structure de
groupe formel, qui est décrite explicitement comme suit.

Pour tout objet C de Alf;, comme le C-module sous-jacent a H(C) est projectif,
on déduit du lemme 1.2.3.A, par récurrence sur n, des isomorphismes naturels :

(H(C)*)®™ ~ Home (H(C), (H(C)")® ™)
~ Homc (H(C), (H(C)®")") = (H(C)®("*1)".

On déduit de ceci (pour n = 1,2) que la structure de C-algebre de H(C) munit H(C)*
d’une application diagonale vérifiant les conditions 2.1 (i)—(iii), tout ceci de maniére
fonctorielle en C.

Par conséquent, A = I'"(H) = lim H(k/I)* est munie d’une structure de cogroupe
dans Alp ;,, qui définit sur ¢ (H) la structure de groupe formel annoncée.

Réciproquement, soit G un k-groupe formel topologiquement plat, d’algebre affine
A, et notons H(G) la Oy-coalgebre V,J:(A) (cf. 1.2.3). Le morphisme diagonal Ay :
A — A®} A induit alors, pour toute k-algébre de longueur finie C, une application
C-linéaire

VIA)(©) g VLA)C) — VI(A)(©)

qui fait de la coalgebre V,J:(A)(C) une C-bialgebre. On dira que H(G) est la bialgébre
covariante du groupe formel G. (%) Donc, d’apres la proposition 1.3.5.D :

Proposition — (i) Les foncteurs G — H(G) et H — ¥ (H) définissent une équi-
valence entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et celle des
O;,-bialgébres plates. (81

("8 )N.D.E. : Puisque A(z) =z ® z on a & = e(x)z, donc e(z) = 0 ne peut se produire que si z = 0.
(T9N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.

(80)N.D.E. : On a ajouté I'adjectif « covariant » pour faire voir que le foncteur G — H(G) est
covariant ; cette terminologie est utilisée dans [Di73], I §2.14.

(8LN.D.E. : On rappelle que dans cet exposé, « bialgébre » signifie «algebre de Hopf cocommutative ».

513
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(ii) Cette équivalence « commute au changement de base » : si k — K est un
morphisme d’anneauz pseudocompacts, alors H(G @ K) = H(G)®xK et ¥ HRK) =

Lorsque k est un anneau artinien et G un k-groupe formel topologiquement plat,
le foncteur H(G) est évidemment déterminé par sa valeur H(G) = H(G)(k) en k. On
dira aussi que H(G) est la bialgeébre (covariante) de G. (32) Par conséquent, notant
‘Hj. la catégorie des k-algebres de Hopf et H;‘f;f/mk la sous-catégorie pleine formée des
k-algebres de Hopf plates sur k& et cocommutatives, on obtient donc :

Corollaire. — Soit k un anneau artinien.
(i) Les foncteurs G — H(G) et H — ¢ (H) = Spf* H(G) définissent une équivalence

entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et Hg‘f;f/rz

(ii) Cette équivalence « commute au changement de base » : si k — K est un
morphisme d’anneauz artiniens, alors H(G®,K) = H(G) @ K et 9(H @4 K) =
Y H) 2, K.

D’autre part, notons aussi Hg‘f;’t‘ /k la sous-catégorie pleine de Hj formée des k-

algebres de Hopf plates sur k et commutatives, et rappelons que le foncteur K — &'(K)
est une anti-équivalence de la catégorie des k-schémas en groupes affines sur HPat k-
2.2.2 — Supposons pour simplifier k£ artinien et soit G un k-groupe formel topologi-
quement plat. ®3) Alors G est commutatif si et seulement si son algebre affine .27 (G)
a une comultiplication cocommutative, ce qui équivaut & dire que la bialgebre H(G)
a une multiplication commutative. Dans ce cas, H(G) est une algebre de Hopf com-
mutative et cocommutative, plate sur k, donc si 'on pose D'(G) = Spec H(G), alors
D’(G) est un k-schéma en groupes commutatifs, affine et plat sur k. Réciproquement,
si T est un tel k-schéma en groupes, son algebre affine &(T) est un groupe commu-
tatif dans la catégorie des k-coalgebres cocommutatives plates sur k et donc, d’apres
1.3.5.C, on obtient un k-groupe formel topologiquement plat D(T) en posant :

D(T) = Spf* O(T) = Spf(«/), o o = O(T)".

Comme, d’aprés 1.3.5.D, on a des isomorphismes canoniques G = Spf* H(G) et
H(D(T)) = &(T), on obtient des isomorphismes canoniques :

D(D'(G)) = Spt* 6(D'(C)) = Spf* H(G) = G,
D'(D(T)) = Spec H(D(T)) = Spec &(T) = T.

De plus, notant k-Gr. la catégorie des k-schémas en groupes, on a, d’apres le corollaire
2.2.1, des isomorphismes fonctoriels :

HOmGrf/k(G, D(T)) ~ Homyy, (H(G), &(T)) ~ Homy_g,.(T,D'(G)),

On obtient donc la :

(82)N.D.E. : On a introduit ici la notation Hgoe k> qui sera utile plus bas.

(83)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit, afin d’introduire les notations D’(G) et D(K),
cf. [Ca62], §14.
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Proposition(Dualité de Cartier). — Soit k un anneau artinien.
(i) Les foncteurs G — D'(G) = Spec H(G) et T +— D(T) = Spt* O(T) induisent
une anti-équivalence entre la catégorie FCy, des k-groupes formels commutatifs topo-

logiquement plats et la catégorie ACy des k-schémas en groupes commutatifs, affines
et plats, i.e. G et D'(G) (resp. T et D(T)) sont reliés par les égalités : (39

H(G) = 0(D'(Q) e  O(T)=H(D(T)).

(ii) Cette anti-équivalence « commute au changement de base » : si k — K est un
morphisme d’anneauz artiniens, alors D'(G®,K) = D'(G) @ K et D(T ®; K) =
D(T) & K.

(iii) En particulier, si k est un corps, on obtient une anti-équivalence entre la caté-
gorie des k-groupes formels commutatifs et celle des k-schémas en groupes commutatifs
affines, qui commute a ’extension du corps de base.

2.3. Considérons maintenant un k-groupe formel arbitraire (8% G, d’algebre affine
A. Notons toujours H(G) le O-module V£ (A) dual de A et désignons par ¢g 1’ho-
momorphisme fonctoriel

va: H(G) (%H(G) — H(G x G)
qui est induit par 'application naturelle (0.3.6), pour tout objet C de Alf /, :
(ABkC) ®c (AB,C)T — ((ABrC)Bc (AB,C))T.

Sim: G x G — G est la multiplication de G, 'application composée :

H(G) ® H(G) “% H(G x C) B, H(@)

fait de H(G) une algebre sur Oy ; pour tout C € Alf /4, I'élément unité de H(G)(C) =
(A ®; C) est Paugmentation de A ®; C (cf. 2.1). 8%) Si G n’est pas topologiquement
plat sur k, ¢ n’est pas nécessairement un isomorphisme, et donc le morphisme dg :
H(G) — H(G x G) induit par le morphisme diagonal « z — (z,z) » de G dans
G x G, ne se factorise pas nécessairement & travers H(G) @ H(G), i.e. H(G) n’est
pas nécessairement une Oy-bialgebre.

Pour cette raison nous dirons simplement, dans le cas général, que H(G) est « [’al-
gébre covariante » du groupe formel G.

Bien entendu, lorsque G est topologiquement plat sur k, pg est un isomorphisme,
et 'on retrouve la structure de Og-bialgebre sur H(G) définie en 2.2.1.

(8)N.D.E. : Si I'on note ]—'C£ (resp. AC£) la sous-catégorie pleine de FCj (resp. ACy) formée des
objets G (resp. T) tels que H(G) (resp. &(T)) soit un k-module fini (et donc fini localement libre),
alors ]—'C£ et .AC£ ont toutes deux les mémes objets que la catégorie € des k-algebres de Hopf
commutatives et cocommutatives, finies et plates sur k, la correspondance G — H(G) (resp. T +—
O(T)) étant covariante (resp. contravariante), et l’on retrouve ainsi la « dualité de Cartier » de la
catégorie ACy, déja vue en VIIu, 3.3.1.

(85)N.D.E. : c.-a-d., pas nécessairement topologiquement plat sur k

(86)N.D.E. : On a modifié 'ordre des phrases dans ce qui suit.
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2.3.1 Proposition — Soient K et G deuzx k-groupes formels, d’algébres affines B et
A. On suppose K topologiquement plat sur k. Il existe alors une bijection cano-
nique de HOmGrf/k(K7G) sur l’ensemble des homomorphismes de Og-algebres uni-
taires h : H(K) — H(G) tels que le diagramme

H(K) ® H(K) —2 H(G) o, H(G)

—

(%) An(k) H(G x G)

H(K)
soit commutatif.

Comme K est topologiquement plat, H(K) est muni d’une structure de bialgebre
(cf. 2.2) et Ag(k) en est le morphisme diagonal ; autrement dit, avec les notations de
2.3, on a Agk) = gpgl o dk. Lorsque G est aussi topologiquement plat sur k, notre
proposition résulte de ’équivalence de catégories établie en 2.2.1.

Dans le cas général, on peut supposer k artinien et raisonner sur les algebres H(K) =
BT et H(G) = Af. Soient Hom.(A, B) I'ensemble des applications k-linéaires continues
de A dans B et Homy, (B, At) I’ensemble des applications k-linéaires de Bt dans A'.

(87) D’apres 0.3.6.A, on sait que si M, P sont des k-modules pseudocompacts, et si
P est projectif, 'application canonique

Hom,.(M,P) — Homy (P, M),  f—1f
(o1 ‘f désigne la transposée de f) est bijective. (On appliquera ceci & M = A® A et
P =B, oubien M= A et P=B®B).

Soit f € Hom.(A,B). Considérons les diagrammes ci-dessous, ol les carrés (0) sont

commutatifs, et olt les deux fleches verticales non nommées sont *(f @ f).

ABGA-TA A2 ABA
f@f[ (1) [f (2) Lf@f
B&B—5—>B—5—>B&B
—~ Sg=m! A —~
At AT —" > (ABA)f < Al (AR A) =" AT @ Al

ot t
dx=mpy Ag

(87)N.D.E. : On a détaillé la suite de la démonstration.
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Si f: A — B correspond & un morphisme de groupes formels K — G, alors les
carrés (1) et (2) sont commutatifs, et eg o f = 4 ; par conséquent, les carrés (1) et
(2') sont commutatifs et *f envoie I'unité de Bt = H(K) sur celle de AT = H(G), i.e. tf
est un morphisme de k-algeébres unitaires H(K) — H(G) tel que le diagramme (x) de
la proposition soit commutatif.

Réciproquement, si tf vérifie ces conditions, alors eg o f = ea et les carrés (1')
et (2') sont commutatifs. Comme, pour M = A@A et P = B (resp. M = A et
P = B®B), l'application g — *g est injective, on en déduit que les carrés (1) et (2)
sont commutatifs, donc f est compatible avec les multiplications et les morphismes
diagonaux de A et B. Il reste a voir que f(1a) = 1g. Or, il résulte de ce qui précede
que epf(1) = 1, Apf(1) = f(1)® f(1) et f(1)- f(1) = f(1). Les deux premicres
conditions entrainent, d’apres 2.1 (iii), que f(1) admet cpf(1) pour inverse dans B
par conséquent f(1)-f(1) = f(1) entraine f(1) = 1. Donc f : A — B est un morphisme
de Alp;,, compatible avec les comultiplications de A et B.

2.3.2 — Supposons maintenant pour simplifier l’anneau k artinien. Lorsque G est
topologiquement plat sur k, I’algebre H(G) = H(G)(k) peut étre caractérisée par une
propriété universelle (due a Cartier). Rappelons (cf. 1.2.1) que si U est un k-module,
on note W(U) le foncteur qui & toute k-algébre de longueur finie C associe le C-
module U@y, C. 8% Si U est une k-algebre (associative, avec élément unité), il en est
de méme de U ®, C; nous noterons W (U)* le k-foncteur en groupes qui associe a
tout C € Ob Alf ;. le groupe multiplicatif des éléments inversible de I'algebre U@y, C :

W (U)*(C) = (U@ C)*.

De plus, identifions G au k-foncteur en groupes C — Homvyag , (Spf(C), G) et notons

Homy,gr. (G, W(U)*) I’ensemble des homomorphismes de k-foncteurs en groupes de
G dans W(U)*. On a la

Proposition — Soit k un anneau artinien. Pour tout groupe formel G topologiquement
plat sur k et pour toute k-algébre U, il y a un isomorphisme canonique

Homk_Gr_ (G, W(U) x ) L> Homk_Alg_ (H(G), U).

Notons A ’algebre affine de G, par hypotheése c’est un objet projectif de PC(k),
et H(G) = Af. Pour tout objet P de PC(k), notons U®; P la limite projective
des k-modules U ® (P/N), ot N parcourt les sous-modules ouverts de P. On a des
applications linéaires

U ®y (P/N) — Homy((P/N)*,U)
qui envoient v ®  sur application k-linéaire f — f(z)u et qui forment un systeéme

projectif filtrant. On obtient donc, par passage a la limite projective, un morphisme

(1) UG, P —2> Homy (P1, U) .

(88)N.D.E.: On a ajouté la phrase qui précede, et dans ce qui suit on a noté W(U)* au lieu de Up,.

Rappelons d’autre part (cf. 1.2.1) qu’on appelle « k-foncteur » un foncteur covariant Alf ), — (Ens).
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Lorsque P = k, 9 est évidemment un isomorphisme; de plus, les deux membres de
(1), considérés comme foncteurs en P, commutent aux produits infinis (tout produit
étant limite projective filtrante de produits finis). On obtient donc que (1) est un
isomorphisme lorsque P est un produit de copies de k, puis lorsque P est un objet
projectif de PC(k) (les deux membres de (1) commutant aux sommes directes finies).

Notons maintenant Hom g (G, W (U)) I'ensemble des morphismes de k-foncteurs de
G dans W(U). Comme G = Spf(A) = lim Spf(A/l), ot [ parcourt les idéaux ouverts
de A, on a des isomorphismes canoniques

Homz (G, W(U)) = lim Hom (Spf(A/[), W(U)) = lim U @4 (A/l) = U&y A.

D’apres ce qui précede, on obtient donc un isomorphisme canonique :

2) Homz (G, W(U)) = Uy A —> Homy,(H(G), U) .

Pour toute k-algebre de longueur finie C, la multiplication fait de U®C un monoide
a élément unité, et tout morphisme de monoides a élément unité G(C) — U ®; C
est nécessairement un morphisme de groupes G(C) — (U ®; C)*. Par conséquent,
on obtient que Homy. g, (G, W(U)*) est la partie de Hom# (G, W(U)) formée des
morphismes de k-foncteurs en monoides a élément unité.

Il reste a voir que ces morphismes correspondent aux applications k-linéaires de
H(G) dans U qui préservent la multiplication et les éléments unité. (89) Pour simplifier
Pécriture, H(G) = AT sera noté H et l'on écrira @ au lieu de ®j. Notons Ay, ma et
ea (resp. Ay, my et eg) la comultiplication, la multiplication et 'augmentation de A
(resp. H). Soit § € Homg (G, W(U)), notons v son image dans URAetp:H—TU
Papplication k-linéaire associée. Alors # envoie la section unité s € G(k) sur un élément
u de U, et comme s correspond & 'augmentation € : A — k, qui est 'élément unité
1y de H, on voit que 0(s) = 1y si et seulement si ¢(1g) = 1y.

Par ailleurs, le morphisme 6 o mg : G x G — W(U) correspond a ’élément
(idy ® A)(7), et celui-ci correspond, par dualité, & I'application gomy : HOH — U.

D’autre part, le morphisme @ opr; : G x G — W(U) correspond a 1’élément -y R1a
de UR A®A, qui correspond par dualité & ¢ o (idg®¢) : H® H — U. De méme,
6 o pr, correspond & Pélément 7(y® 1) de URA®A (ot 7(u®@a®b) = u@b&a),
qui correspond par dualité & ¢ o (¢ ® idg) : H® H — U. Enfin, application de
multiplication u = myg g4 ci-dessous :

(URARA) x (URARA), (u®ay ®ag, v @as®ay) — uu' @ aras ® azay

peut étre vue comme la composée de ’endomorphisme o235 de (U ® U) B AB4 qui
« échange les facteurs as et az », et de 'application

(UU)®AB2gAB2 UO™AC™s 1o AGA .

(BIN.D.E. : L’original indiquait que : « (cela) résulte du caractére fonctoriel de 1o » On a détaillé

cela dans ce qui suit.
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On en déduit que 'application p o (¢ o pry,¢opry) : G x G — W(U) correspond a
I’application composée (3 ci-dessous :

HoH—2 T
idHoaj:,oy T
muy
HH®H®H UU

(idn ®€H)®(€m %f
HoH .

Enfin, 6 est compatible avec les lois de G et de W(U)* si et seulement si § o mg égale
o (¢opry,¢opry) ce qui équivaut, d’apres ce qui précede, a ¢ o my = 3. Or il est
clair que (¢ o mp)(z ® y) = ¢(zy), et I'on voit facilement que B(z @ y) = ¢(z)d(y).

2.4. Revenons maintenant & un anneau pseudocompact quelconque k pour appliquer
aux groupes formels les résultats de 1.4-1.5 sur le passage au quotient par une relation
d’équivalence topologiquement plate.

(90) Soient u : H — G un monomorphisme de k-groupes formels, p1: G x G — G le
morphisme « multiplication » de G et A le morphisme composé

id L
A GxH—%oxGc——a.
Comme u est un monomorphisme, le couple
pry
GxH ZG
A

est un couple d’équivalence dans Vaf . (cf. V, 2.b)). Rappelons (cf. 1.2.C) que le
conoyau G/H de ce couple est défini comme suit.

Soient €(G) et O(H) les algebres affines de G et H, A : 0(G) — 6(G) @y, O(G) le
morphisme diagonal de €(G), et I le noyau du morphisme u? : ¢(G) — ¢(H). (On
sait, d’aprés la proposition 1.3, que u! induit un isomorphisme ¢(G)/I ~ ¢(H)).
Alors, algebre affine ¢(G/H) de G/H est le noyau du couple de morphismes :

T1 ~
0(G) —/———=0(G)®r 0(H),
(id@uh)A
ot T (x) =z ®1, c-a-d.,
OG/H)={ze 0(G) | Alx) —zd1 € 0(G)I}.
Si, de plus, H est topologiquement plat sur k, alors pr; est topologiquement plat et

I'on déduit du théoreme 1.4 le théoreéme suivant.

(9ON.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Théoreme — Soit u : H — G un monomorphisme de k-groupes formels. On suppose
H topologiquement plat sur k. Alors, la projection p : G — G/H est surjective et
topologiquement plate, on a un isomorphisme

(*) GxH-G x G
G/H

et G/H représente le faisceau-quotient pour la topologie plate.

Par conséquent, G/H est muni d’une structure canonique d’objet & groupe d’opé-
rateurs G, telle que p : G — G/H soit un morphisme d’objets a opérateurs. Si de plus
u identifie H a un sous-groupe invariant de G, alors G/H est muni d’une structure
canonique de k-groupe formel, telle que p : G — G/H soit un morphisme de k-groupes
formels, et H est le noyau de p.

En effet, la premiere assertion découle de 1.4; les deux autres de IV, corollaires
5.2.2 et 5.2.4.

Corollaire. — ©V Soient G un k-groupe formel, H un sous-groupe formel de G, A
(resp. A/J, B) Ualgébre affine de G (resp. H, G/H), Io lidéal d’augmentation de A,
et Ig = BN1Ia. On suppose H topologiquement plat sur k. Alors J égale Alg, l’idéal
fermé engendré par Ig.

En effet, la projection B — B/Ip correspond a la «section unité » e : Spf(k) — G/H
de G/H. D’apres (), H s’identifie au produit fibré Spf(k) xq/u G, et donc son algebre
affine A/J s’identifie & (B/Ig) ®p A ~ A/ATg.

2.4.A — 2 Soient G, Q des k-groupes formels topologiquement plats; on suppose
qu’il existe des homomorphismes o0 : Q — G et 7: G — Q tels que T oo = idg. En
particulier, o est un monomorphisme, donc Q est un sous-groupe formel de G (cf. la
remarque 1.3). Soient N = Ker(7) et ¢’ U'inclusion N — G. Alors G est le produit
semi-direct de N par Q (cf. I, 2.3.8), i.e. pour tout B € Ob Alf /;,, identifiant N(B)
et Q(B) & leurs images dans G(B) par ¢’ et o, N(B) est un sous-groupe invariant de
G(B) et lapplication

(1) p: NB)xQB) — GB), (2,9 —zq
est bijective. Alors le morphisme de k-variétés formelles

(2) 0: G(B)—N(®B), grgon(g)
est une rétraction de o/, I'inverse de i est Iapplication

(3) g — (0(g),7(9))

et oo’ : N — G/Q est un isomorphisme de k-variétés formelles. En particulier, N
est topologiquement plat sur k, d’apres 1.4 (ii). Notons « (resp. 3) 'application de

(ODN.D.E. : On a explicité ce corollaire, qui est utilisé, par exemple, en 5.2.1/5.2.3.

(92)N.D.E. : On a ajouté les paragraphes 2.4.A et 2.4.B, qui seront utiles en 5.1.3, resp. en 2.9.
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Q x N (resp. G x N = N x Q x N) vers N définie ensemblistement par a(q,y) = qyq~*

(resp. B(x,q,y) = xa(q,y). Alors on a le diagramme commutatif ci-dessous :

GxG-L% o N2 NN

Ceci peut s’exprimer comme suit en termes des algtbres affines A, Ag et A’ de
G, Q et N (cf. 5.1.3 plus loin). Soient p' : A — A, p: A - Aget7: Ay — A
les homomorphismes de k-bialgébres correspondant a o', o et m, et soit I = Ker(p).
Alors, d’apres le corollaire précédent, A’ s’identifie & A/A7(Jp), ol Jo désigne l'idéal
d’augmentation de Ag.

D’autre part, soit B lalgebre affine de G/Q, c’est le noyau du couple de mor-
phismes :

T1
A _— A &x\)k A07
(id® p)Aa
ie. B={z € A|Axr(z)—z®1 € ARI}. Notons  le morphisme continu de k-algebres
6% : A’ — A; c’est une section de p’ et un isomorphisme de k-algebres profinies de A’
sur B. D’autre part, 7 = 77 identifie Ag & une sous-bialgebre de A, qui n’est autre
que l'algebre affine du quotient N\G. On déduit alors de (1) et (3) que l'on a un
isomorphisme de k-algebres profinies

(*) A’ (/X\)k Ap = A, a’ @ ag — fY(a/)T(GO)a

dont 'inverse est Iapplication a — (p’ ® p)Aa(a).

Enfin, identifions A’ & son image dans A par v, de sorte que la projection A —
A’ est alors vp'. Notant A/ la comultiplication de A’, on déduit alors de (4) que
Ax(A") C A® A’ et que le diagramme ci-dessous est commutatif :

A2 AR A

H l’yp’@id
Ay ~
AN—— A QA
(on a donc aussi vp’' o ca = car, ol cp (resp. cas) est Iantipode de A (resp. A')).
D’autre part, notant ma la multiplication de A, on déduit de (2) que, pour tout
a €A,

7P (a) = (ma o (id@7pea) o Ax)(a).

2.4.B — 92) Supposons, pour simplifier, k artinien. Alors ce qui précede s’exprime
plus simplement en termes des bialgebres covariantes de G, Q,N. En effet, comme
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G = N x Q comme k-variétés formelles, alors H(G) = H(N) ®; H(Q) comme k-
coalgebres. De plus, comme la multiplication de G est donnée par

(z,9) - (2,¢) = (va(q,2'),q¢'), o alg,2') =quq™",

alors la multiplication de H(G) est donnée comme suit : pour tout z € H(N), ¢ € H(Q),

(r®q) (@' ®q)=2¢(q,2") ® qd,
ou ¢ : H(Q) ®x H(N) est le morphisme de k-coalgebres induit par «e. Comme « est le
morphisme composé ci-dessous (ou1 g (resp. me) est le morphisme diagonal (resp. la
multiplication) de G, cq le morphisme d’inversion de Q et v(¢® ¢ @) =qR xR ) :

vo(dg xid) id x id Xcq

QxN—>Q><N><Q—>Q><N><Q—>G
on obtient, notant encore cq 'antipode de H(Q), que

(*) q ® {E Z qi ' CQ qz si AH(Q) Z 4 qz

En particulier, si M est un groupe abstrait et si H(Q) est lalgebre de groupe kM
(i.e. Q = Spf* kM est le k-groupe formel constant My), alors pour tout v € M et
¥’ € HN) on a ¢(y @ 2') = yz'y~ 1, et ceci définit une action de M sur H(N) par
automorphismes d’algebre de Hopf.

2.4.1 Proposition — Soit f : G — K un morphisme de k-groupes formels. Si H =
Ker(f) est topologiquement plat sur k, ’homomorphisme f' : G/H — K, qui est
induit par f, est un monomorphisme.

C’est une conséquence des résultats de I'exposé IV (93) ; nous en donnons cependant
une démonstration directe. Soient T une variété formelle de longueur finie sur & et
t un élément de (G/H)(T) tel que f’ ot soit I’élément unité de K(T). Nous devons
montrer que t est ’élément unité de (G/H)(T). Notons p la projection G — G/H et
X le produit fibré T xq/u G.

D’apres 2.4, p est surjectif et topologiquement plat, donc il en est de méme du
morphisme pr; : X — T, donc pr; est un épimorphisme d’apres la proposition 1.3.1,
donc il suffit de montrer que ¢ o pr; est ’élément unité de (G/H)(X). Notons pr, la
projection X — G, on a topr; = popr,, d’ou l'égalité 1 = f'otopr; = f'opopry, =
f opry; alors la suite exacte

1 —>H c—L-x

montre que pry se factorise a travers H, donc p o pr, est le morphisme nul. Comme
popry =topr;, ceci prouve la proposition.

On déduit de la proposition le corollaire suivant. Notons 0(G), 0(K) et ¢(G/H)
les algebres affines de G, K et G/H; on a vu (2.4) que p induit une injection de
0(G/H) dans 0(G). De plus, d’apres la proposition 1.3, comme f’ : G/H — K est un
monomorphisme, le morphisme &(K) — &(G/H) est surjectif, d’ou :

(93)N.D.E. : cf. IV, 5.2.6.
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Corollaire. — Soient f : G — K un morphisme de k-groupes formels et H = Ker(f).
Si H est topologiquement plat sur k, alors O(G/H) est limage de O(K) dans O(G).

2.4.2 — Gardons les notations précédentes et supposons H et G topologiquement plats
sur k. Alors G est topologiquement plat sur k et sur G/H, donc, d’apres 1.3.3, G/H
est topologiquement plat sur k. Par conséquent, d’apres 2.4, la projection canonique ¢
de K sur Coker(f’) est topologiquement plate et f’ est un isomorphisme de G/H sur
Ker(g). I est clair d’autre part qu’on a Coker(f) = Coker(f’). Donc, sous I'hypothese
que G et H = Ker(f) soient topologiquement plats sur k, on a obtenu un isomorphisme
entre Ker(q), image de f, et G/ Ker(f), la coimage de f. Ceci entraine le théoreme
ci-dessous.

Théoréme — Soit k un corps. Les k-groupes formels commutatifs forment une caté-
gorie abélienne.

Corollaire. — Soit k un corps. Les k-schémas en groupes affines commutatifs forment
une catégorie abélienne. OV

Ceci résulte du théoreme et de ’équivalence de catégories 2.2.2.

2.5. Un k-groupe formel est dit étale si la variété formelle sous-jacente est étale
(cf. 1.6); ces groupes formels ont une structure tres simple. En effet, supposons k
local ; soient k le corps résiduel de k, ks une cloture séparable de x et I" le groupe de
Galois topologique de kg sur k. Appelons I'-ensemble la donnée d’un ensemble E et
d’une opération continue de T' sur E (i.e. le groupe d’isotropie de tout élément = € E
est un sous-groupe ouvert de T').

Pour toute k-variété formelle X, on pose :

X(r) = lim X (1),
¢
ol1 £ parcourt les extensions finies de x contenues dans k.. (®>) Alors I' opére continii-
ment sur chaque X(£), donc aussi sur X(x,). De plus, soit X,, = X® # (cf. 1.6.C);
pour tout £ on a X(¢) = X, (¢), d'ott X(ks) = Xi(ks)-

Supposons maintenant X étale sur k, alors X, est la k-variété formelle somme
directe des Spec k(x), pour z € X, et si 'on note X!, le k-schéma somme directe des
Spec £(z), on voit que X, (s) n'est autre que Xj (rs) = Homsen,, ) (Spec ks, X},).

Notons ¢ = (Sch%") la sous-catégorie pleine de (Sch /) formée des k-schémas
étales. On sait que le foncteur X' — X'(ks) est une équivalence de € sur la catégorie
%" des I'-ensembles (cf. SGA 1, V §§7-8 ou [DGT70], §1.4 6.4), il induit donc une
équivalence entre la catégorie des -groupes et celle des €’-groupes, or on voit aussitot
qu'un %’-groupe est la méme chose qu'un groupe abstrait G muni d’une opération
continue de T par automorphismes de groupes (on dira alors que G est un I'-groupe).

(99N.D.E. : voir aussi les remarques suivant VI, 5.4.3.
(95)N.D.E. : Noter que si [ks : kK] = 00, ks n'est pas une k-algebre profinie, donc I’écriture précédente
est un abus de notation. D’autre part, on a détaillé I'original dans ce qui suit.
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Compte-tenu des équivalences Vafe/)’t,C - Vaff//’fi - (Scheﬂ) de 1.6.E, on obtient
donc la :

Proposition — Soient k un anneau pseudocompact local, k son corps résiduel, ks une
cloture séparable de k et T’ = Gal(ks/kK).

(i) Le foncteur X — X(ks) est une équivalence de la catégorie des k-variétés for-
melles étales sur celle des I'-ensembles.

(ii) Il induit une équivalence de la catégorie des k-groupes formels étales sur celle
des I'-groupes.

Remarque 2.5.A— (9 Soient k un corps, ks une cléture séparable de k, G un k-
groupe formel étale et M le groupe abstrait G(ks). Notons X un ensemble de re-
présentants des orbites de I' = Gal(ks/k) dans M, et pour tout z € X soient I'y
son stabilisateur, qui est un sous-groupe de I' d’indice fini, et L, = kL=, qui est
une extension de k de degré [ : T';] (voir, par exemple, [BAlg], V §10.10). Alors,
d’apres ’équivalence de catégories ci-dessus, lalgebre affine o7 (G) de G est le produit
des L., muni de la topologie produit, et donc les L, sont exactement les quotients
simples «7(G)/m, ot m est un idéal maximal ouvert de «7/(G). Comme ceux-ci cor-
respondent par dualité aux sous-cogebres de H(G), on obtient que H(G) est pointée
(i.e. dimg(C) = 1 pour toute sous-cogebre simple C) si et seulement si L, = k pour
tout x, et dans ce cas o7 (QG) est 'algebre topologique kM, donc H(G) est 1’algebre de
groupe kM, et on a donc M = { € H(G) | e(z) = 1 et A(z) = z @ =} = G(k).

2.5.1 — Supposons de nouveau 'anneau pseudocompact k quelconque. Comme le
foncteur X — X, de 1.6.F commute aux produits finis, il transforme tout groupe
formel G en un groupe formel étale G., et comme le morphisme p : X — X, de
loc. cit. est fonctoriel en X, alors p : G — G, est dans ce cas un morphisme de groupes
formels.

7) Considérons le noyau Ker(p), c’est le produit fibré du diagramme :

G

|»

Spf(k) —= G,

ou ¢ est la section unité de G.. Comme p induit une bijection sur les ensembles sous-
jacents, on en déduit (cf. 1.2, N.D.E. (41)) que Ker(p) a pour ensemble sous-jacent
I'image de Spf(k) par € et que pour tout point s de Spf(k), l'algebre locale de Ker(p)
au point £(s) est Og () @ﬁce’e(s) ks. De plus, en chaque point £(s), le corps résiduel
de Oq (s est k(s), et donc Og_ o(s) = ks, A0 Oker(p),e(s) = Oa,e(s)- Pour ces raisons

(96)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

(OT)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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nous dirons que Ker(p) est le voisinage infinitésimal de ’origine de G et nous écrirons
Ker(p) = Go, obtenant ainsi une suite exacte :

1 G() incl. G p Ge-

Dans la suite, nous dirons que G est infinitésimal si G = Gg. 98 Ceci équivaut
a dire que pour tout s € Spf(k), ou encore pour tout morphisme continu k — &, ot
k est un corps muni de la topologie discrete, I'élément unité est I'unique élément de

G(k(s)) resp. de G(k).

Supposons de plus que G soit topologiquement plat sur k. ©9) Alors, d’apres 1.6.1,
le morphisme p : G — G, est topologiquement plat, et comme il est bijectif, c’est donc
un épimorphisme effectif d’apres la proposition 1.3.1. Par conséquent, G, s’identifie
au quotient G/Gp. On a donc obtenu :

Corollaire. — Soit G un groupe formel topologiquement plat sur k. Alors G, s’iden-
tifie au quotient G/Gq ; c.-da-d., on a une suite exacte de groupes formels :

p

1 G() incl. G

Ge 1.

2.5.2 — Supposons que k soit un corps parfait. Dans ce cas, on a vu (cf. 1.6.2) que le
morphisme p : X — X, possede une section s : X, — X qui dépend fonctoriellement
de X ; cette section est donc un morphisme de groupes formels lorsque X est un groupe
formel. On obtient donc la :

Proposition — Lorsque k est un corps parfait, tout k-groupe formel G est canonique-
ment isomorphe au produit semi-direct d’un groupe infinitésimal Gg et d’un groupe
étale G opérant sur Ggy. (100)

Si, de plus, G est commutatif, alors G est le produit de Gg et de G.. D’apres
2.2.2, cette décomposition canonique des k-groupes formels commutatifs correspond
a une décomposition analogue des k-schémas affines en groupes commutatifs, voir le
paragraphe 2.5.3 ci-dessous.

Remarque 2.5.2.A— (101) T3 suite exacte 1 — Gy — G — G, — 1 n’est pas nécessai-
rement scindée lorsque k n’est pas parfait : donnons I'exemple suivant, tiré de [DG70],
§I11.6, 8.6. Soit k un corps non parfait, de caractéristique p > 0. Soit A € k—kP, soit L
la p-algebre de Lie abélienne de base (x,y), la puissance p-ieme symbolique (cf. VII4,
5.2) étant donnée par x(P) = z et y(P) = Az, soit U,(Ly) = k[z,y]/ (2P — z,y? — \z)
lalgebre enveloppante restreinte de Ly (cf. VIIa, 5.3), et soit Gy le k-groupe formel

(98)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(99N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

(100)N.D.E. : Le méme argument montre aussi que, pour un corps k arbitraire, si tous les corps
résiduels de G égalent k, alors Ge est le k-groupe constant (M)g, ou M = G(k) = Spf* H(G), et
H(G) est le produit semi-direct de H(Gg) par 'algebre de groupe kM, cf. Pajout 2.9 plus loin.
(10N .D.E. : On a ajouté cette remarque.
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commutatif d’algebre affine U,(Ly). Alors G est une extension non-scindée du k-
groupe étale constant (Z/pZ), par le k-groupe infinitésimal ) = Spf k[z]/ (2P — x),

i.e. on a une suite exacte non-scindée de k-groupes formels commutatifs : (192)

0 Qa, i G (Z/pZ)k —0.

Elle correspond par dualité a une suite exacte non-scindée de k-groupes algébriques
commutatifs :

0 o, k D'(Gx) o & 0

ol pp r = Speckl[t]/(t? — 1) (et Pon obtient ainsi toutes les extensions de ay,  par
fp. i, cf. [DG70], §TI1.6, 8.6).

2.5.3 — (103) Qoit k un corps.

Définition 2.5.3.A — On dira qu'un k-schéma en groupes commutatifs est unipotent

8’il est isomorphe & Spec H(G), ott G est un k-groupe formel commutatif infinitésimal.
(104)

(105) D’autre part, suivant ’'Exp. IX, Définition 1.1, on dit qu'un k-schéma en
groupes H est de type multiplicatif s’il existe un schéma S, fidelement plat et quasi-
compact au-dessus de Speck, tel que Hg soit un S-groupe diagonalisable, i.e. soit iso-
morphe a Dg(M) pour un certain groupe abélien « abstrait » M. Par descente (fpqc),
ceci entraine que H est affine et commutatif. D’autre part, comme on peut remplacer
S par le corps résiduel d’un de ses points, on voit que H est de type multiplicatif si et
seulement si il existe une extension K de k telle que Hx soit un K-groupe diagonali-
sable.

Proposition 2.5.3.B— Soit T un k-schéma en groupes commutatifs affine et soit ks
une cloture séparable de k.

(i) Pour que T soit de type multiplicatif, il faut et il suffit que son dual D(T) soit
un k-groupe formel commutatif étale.

(ii) Par conséquent, T est de type multiplicatif si et seulement si T ®y ks est dia-
gonalisable.

Démonstration. Notons & Dlalgebre affine de D(T) et o sa composante locale
en 'élément neutre; alors D(T) est étale sur k si et seulement si @4 = k. Si K est
une extension de k, alors I'algébre % @, K est locale (car limite projective d’anneaux
artiniens locaux), donc coincide avec la composante locale (&7 @y K)o ; de plus, comme

(102)ND.E. : oy ks, (Z/pZ) et Gy sont aussi des k-groupes algébriques finis et plats sur k, cf. la
N.D.E. (84) dans 2.2.2.

(103)N.D.E. : On a introduit la numérotation 2.5.3 et 2.5.3.A & 2.5.3.C.

(109N D.E. : Cela coincide avec la notion « usuelle » de k-schéma en groupes unipotent, cf. I'ajout
2.8 a la fin de la Section 2.

(105 N.D.E. : L’original indiquait : « disons qu’un k-schéma en groupes commutatifs est de type
multiplicatif s’il est isomorphe & Spec H(G), ol G est un k-groupe formel commutatif étale » On
a donné ici la définition « usuelle », tirée de 'Exp. IX, 1.1, et ’on a montré ’équivalence avec la
condition précédente ; voir aussi [DG70], §IV.1, Th. 2.2.
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la formation de D(T) commute au changement de base (cf. 2.2.2), on a aussi & @, K ~
D(Tk).

Supposons T de type multiplicatif, alors il existe une extension K de k telle que
O(T)® K soit isomorphe, comme K-algebre de Hopf, & l’algebre de groupe KM, pour
un certain groupe abélien M. Alors & &y, K est isomorphe & Palgébre KM, munie de la
topologie produit, donc on a K = (& Rk K)o =% ®r K et ceci entraine que < = k,
donc D(T) est étale.

Réciproquement, supposons que D(T) soit étale. Alors D(T) ®y ks = D(T},) est
un ks-groupe constant M, donc sa bigebre covariante est ’algebre de groupe ksM
(cf. la remarque 2.5.A), donc O(T) ® ks = ksM, ce qui prouve que T est de type
multiplicatif, et déployé par I'extension k — k. La proposition en découle.

D’apres 2.2.2, 2.5.1, et 2.5, on obtient :

Corollaire 2.5.3.C — Soit k un corps et soit G un k-schéma en groupes commutatifs
affine.
(i) G contient un sous-groupe de type multiplicatif G, tel que G/G,, soit unipotent.

(ii) Lorsque k est parfait, il existe en outre une rétraction canonique de G sur Gy,
de sorte que G est le produit d’un groupe unipotent et d’un groupe de type multiplicatif.

(iii) (199 Soient k, une cléture séparable de k et T = Gal(ks/k). La catégorie
des k-schémas en groupes de type multiplicatif est anti-équivalente a la catégorie des
I'-modules continus.

2.6. Nous allons maintenant étudier les groupes formels infinitésimaux, auxquels sont
consacrés les paragraphes suivants. Dans cette étude, les algébres de Lie jouent un
role primordial.

Supposons d’abord anneau de base k artinien et soit G un groupe formel sur k.
On peut donner de I'algebre de Lie de G trois interprétations différentes que nous
utiliserons toutes :

a) Soient D I'algebre k[d]/(d?) des nombres duaux sur k et 6 'homomorphisme de
D dans k qui annule d. Pour tout groupe formel G sur &, Lie(G) est le noyau de G(9),
de sorte qu’on a par définition une suite exacte de groupes

a(s)
1 Lie(G) Q(D) G(k) 1.

b) Soit A lalgebre affine de G et Iy = Kerea son idéal d’augmentation. Le groupe
G(D) a pour éléments les morphismes de k-algebres profinies f : A — D. La condition
G(O)(f) =1équivaut & do f =ep. Comme x —ep(x)-1a € Ia, pour tout x € A, ceci
équivaut & f(I5) C k- d, donc Ker(f) contient I3 et donc aussi g, donc f induit une
application linéaire continue f’ de Ia /g = wq/i dans k telle que, pour tout x € A,
on ait I'égalité

f(@) =ealz) 1o+ (@) d,

(106)N.D.E. : On a ajouté le point (iii), conséquence de la proposition 2.5.
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ol T désigne 'image de z—ex ()14 dans I /I . On voit alors que l’application f — f’
définit une bijection de Lie(G) sur le dual topologique wé/k de wgy, (cf. 0.2.2).
Cette bijection respecte les structures de groupe. En effet, soient f et g deux
éléments de Lie(G); leur produit f - g est 'application composée h o Ap, ou h :
A®A — D est tel que h(b®b') = f(b)g(t'). Or, si a € Ip on a, d’apres 2.1 (ii),
Aa(a) —a®1—1®a €Iy @14, dott (f - g)(a) = f(a) + g(a) (cf. aussi II 3.10).

Dans la suite, nous identifions Lie(G) a wé/k au moyen de la bijection f — f’
décrite ci-dessus. Le groupe Lie(G) est donc muni d’une structure de k-module.

c) Soient AT et DT les k-modules duaux de A et D, {1;5, d'} la base duale de la base
{1p,d} de D sur k (on a 1TD = §). Comme D est libre de rang fini sur &, Papplication
canonique

Hom.(A,D) — Hom, (D', AT),  fs'f
est bijective. D'un autre coté, 'f est déterminé par les valeurs 'f (1) et 'f(d*) = .
La condition G()(f) =1 équivaut a I'égalité 'f (1)) = ea. On voit aisément d’autre
part que f est compatible avec la multiplication si et seulement si 'on a (cf. 2.3) :

() 3a(r) = p(z®1+1®x).

Enfin, il est clair qu’une application linéaire continue f : A — D, qui est compatible
avec la multiplication et telle que d o f = e, envoie I’élément unité de A sur celui de
D. (107) TYapplication f — x nous permet donc d’identifier Lie(G) & I'ensemble des
« éléments primitifs » de H(G) (i.e. les x € H(G) vérifiant la relation (x)). Si z et y
sont deux tels éléments, on a

Sa(zy) =da(@)ba(y) =pc((z@1+1@z)(y@ 1+ 1Y)
=pcry®l+r@y+y@c+11ay),

d'ott 0 (zy — yz) = pa((zy —yz) ® 1+ 1 (zy — yz)).
Ceci montre que le k-module Lie(G) est identifié & une sous-algebre de Lie de H(G) :
nous dirons que Lie(G) est Ualgébre de Lie de G.(198)

2.6.1 — Lorsque k est un anneau pseudocompact arbitraire et G un groupe formel
sur k, nous appelons Oy-algébre de Lie de G le foncteur Lie(G) qui associe & tout
objet C de Alf ;, la C-algebre de Lie du C-groupe formel G" = G®;C : (199 posons
A’ = A®;, C, comme I est facteur direct de A, alors I égale Iy @, C = Iy @4 A,

(107)N.D.E. : En effet, Jof = 4 entraine que f(1) = 14+-Ad, avec A € k, et alors f(1) = f(1)? = 14+2Ad
donne A = 0.

(108)N.D.E. : En comparant avec VII5 2.5, on voit que si K est un k-schéma en groupes de type fini
et si G est le complété formel de K & Porigine (i.e. &/ (G) est le complété de 'anneau local Ok . pour
la topologie m-adique, olt m est le noyau de I'augmentation ¢ : Ok . — k) alors H(G) s’identifie &
lalgebre des distributions U(K), et Lie(G) a Lie(K). (La condition que K soit de type fini sur k est
utilisée pour assurer que m/m? est un k-module de longueur finie, donc discret, de sorte que son dual
topologique coincide avec son dual ordinaire.) En particulier, lorsque G est un k-groupe formel fini
(i-e. tel que «7(G) soit un k-module fini), auquel cas G peut aussi étre considéré comme le k-schéma
en groupes Spec & (G), les deux définitions de Lie(G) coincident.

(109N D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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et puisque wg/p = Ia ®a k et de méme waryc = lar ®as C, on obtient que war /e =
wa/k ®a C et donc

Lie(G)(C) = Hom.(wa, ©4 C,C) e Lie(G) = V] (wa,z)

(avec les notations de 1.2.3.B). Donc, d’apres la proposition 1.2.3.E, Lie(G) est plate
sur Oy, si et seulement si wg/, est un k-module pseudocompact projectif.

2.6.2 — Réciproquement, toute algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes. Désignons en effet par U(L) le foncteur qui associe a tout objet C de Alf
lalgebre enveloppante U(L(C)) de la C-algebre de Lie L(C). D’apres VIIa, 3.2.2,
U(L) est une bialgebre sur Oy et détermine donc, d’aprés 2.2, un k-foncteur en
groupes Spf* U(L) que nous noterons désormais ¢ (L). Ainsi, 4(L)(C) est le groupe
des éléments z € U(L(C)) d’augmentation 1 et tels que Ay (c))(2) =2 ® 2.

De plus, lorsque L est plate sur Og, on a la proposition suivante.

Proposition — (110 Soit L une Oy-algébre de Lie plate.
(i) (L) est un groupe formel topologiquement plat sur k, qui a U(L) pour Oy-
bialgébre.
(ii) 4 (L) est infinitésimal.
(iii) Pour tout objet C de Alf ), Lie(¥(L))(C) s’identifie a I’ensemble
PrimU(L(C)) = {x € UL(C)) |e(z) =0 et A(x)=201+1xuz}

des éléments primitifs de U(L(C)). En particulier, on a un morphisme naturel de
Oy, -algébres de Lie 1, : L — Lie(¥4(L)).

En effet, ’hypothese que L soit plate sur Oy signifie que pour tout morphisme
C — D de Alf ), on a L(D) = L(C) ®c D, et que pour chaque composante locale C’
de C, L(C’) est un C’-module libre. La premiere condition entraine que U(L(D)) =
U(L(C)) ® D (d’apres la propriété universelle du produit tensoriel et celle du foncteur
L — U(L)), et la seconde condition entraine, d’apres le théoreme de Poincaré-Birkhoff-
Witt (cf. Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, 1 2.7), que U(L(C’)) est un C’-module
libre. Donc la bialgebre U(L) est plate sur Oy.

Pour démontrer (ii) et (iii), on peut supposer que k est artinien. Posons alors
L =L(k), U=U(L), Uy = k- 1y et soit UT I'idéal bilatere de U engendré par I'image
de L. Posons en outre, pour tout n > 1,

U,={uecU|Ay(u)—u®l1ecU, ;@UL

D’apres 1.3.6, il suffit de montrer que U est la réunion des U,,. Or, si I'on identifie L a
son image canonique dans U, L est évidemment contenu dans Uj. Si 21, ..., z, sont
des éléments de L, on a donc Ay(z1-+2p) = (21 @1+1Qx1) (2, @1+ 1 ® ),
ce qui montre, par récurrence sur n, que le produit z; - - - x,, appartient a U,, donc
que U = J,, U,. Ceci prouve (ii).

(110)N.D.E. : On a mis en évidence les points (i) et (i), et Pon a ajouté le point (iii), qui sera utile
en 2.6.3 et 3.3.2.
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D’autre part, soit D = k[d]/(d?) l'algebre des nombres duaux sur k. Par hypothese,
on a L(D) ~L®D, dou UL(D)) ~ U® D, d’apres les propriétés universelles du
produit tensoriel et de I’algébre enveloppante. Il en résulte que Lie(¥ (L)) (k) s’identifie
a lensemble des éléments z = 1+ ad de U@ Ud (ou = € U) tels que e(z) = 1 et
A(z) = z®z, ce qui équivaut a e(z) =0 et A(zx) =2®1+1®2z, c-a-d., 2z € Prim U.
En particulier, 'application 7y, : * — 14 dx est un morphisme de Og-algebres de Lie,
de L vers Lie(¢(L)).

2.6.3 — Si L est une algebre de Lie plate sur Oy, le groupe formel ¢ (L) peut étre ca-
ractérisé par une propriété universelle. (111 En effet, tout morphisme ¢ de ¢ (L) dans
un groupe formel G induit un morphisme Lie(¢) : Lie(¢ (L)) — Lie(G) ; composant
celui-ci avec le morphisme 71, : L — Lie(¢(L)) (cf. 2.6.2), on obtient un morphisme
¢’ : L — Lie(G), et l'on a :

Proposition — Si G est un k-groupe formel et L une Og-algébre de Lie plate, ’ap-
plication ¢ — ¢’ définie ci-dessus est une bijection

HomGrf/k(%(L), G) = Homy,(L, Lie(G))

ot le terme de droite désigne l’ensemble des morphismes de Oy-algébres de Lie de L
dans Lie(G).

On se ramene en effet tout de suite au cas ou k est artinien. Posons L = L(k).
D’aprés 2.3.1, Homgyr,, (¥(L), G) est en bijection avec I'ensemble des morphismes
d’algebres unitaires ¢ : U(L) — H(G) tels que le diagramme suivant soit commutatif :

UL) ——~H(Q)
Avu H(G x G)

U(L) © U(L) 224 H(G) @ H(G)

Or h est défini par sa restriction a L, qui est un morphisme d’algebres de Lie de L dans
lalgebre de Lie sous-jacente a H(G), et la commutativité du diagramme signifie que
h applique L dans la partie de H(G) formée des z tels que dg(z) = pa(z®1+1®@x),
qui n’est autre que Lie(G), cf. 2.6 c).

2.7. Nous terminons ces généralités sur un énoncé qui remonte a S. Lie et qui nous
servira au paragraphe 5.1. Un monoide formel sur k est par définition un couple
(M, m) formé d’une variété formelle M et d’un morphisme m : M x M — M tel que
m(C) fasse de M(C) un monoide pour tout objet C de Alf /. (112) En particulier,
la « section unité », qui associe a tout objet C I’élément unité de M(C), définit une

(LI)N.D.E. : On a modifié ce qui suit, en tirant profit de I’ajout fait dans 2.6.2.

(L2)N.D.E. : Ici et dans ce qui suit, on a écrit « monoide » au lieu de « monoide & élément unité »
(on rappelle qu’un monoide est par définition un ensemble muni d’une loi de composition associative
et possédant un élément unité).
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section ey de la projection canonique M — Spf(k). Nous dirons que le monoide formel
M est infinitésimal si ey induit une bijection des ensembles sous-jacents.

Proposition — Tout k-monoide formel M topologiquement plat et infinitésimal est un
k-groupe formel. (113)

Nous devons montrer que M(C) est un groupe pour tout objet C de Alf,,. On
se ramene donc de suite au cas ou k est artinien. Soit alors U = H(M) la coalgebre
de M (1.3.5) ; la multiplication m : M X M — M induit un morphisme de coalgebres
my : U® U — U, qui fait de U une algebre associative sur k; cette algebre a pour
élément unité 'image de ’élément unité de k par l’application de k dans U qui est
induite par la section unité ep; de M. De méme, la projection M — Spf(k) induit un
homomorphisme ey de U dans k ; nous noterons U™ le noyau de ey.

Nous devons montrer qu’il existe un antipodisme, c’est-a-dire un morphisme de
coalgebres cy : U — U tel qu’on ait, pour tout u € U :

(*) (my o (¢, ®idy) o Ay)(z) = eu(u) - 1u.

Soit (U,,) la filtration de U définie en 1.3.6, posons Ul = Ut N U,,. Comme M est
infinitésimal, U™ est la réunion des sous-modules U;. (114 On pose alors ¢o(1) = 1 et
ci(z) = —z si z € U, i.e. si z est un élément primitif. Supposons ¢,_1 : U1 — U
construite de facon & vérifier (%) pour tout z € U,_1, et soit & € UF. D’apres
la démonstration du lemme 1.3.6.A, on a Ay(z) —2® 1 € U,_; ® UT (c’est ici
qu’intervient 'hypothese que U soit plate sur k), donc on peut écrire Ay(z) =2 ® 1+
> Ui ® 2z;, avec y; € Up_1; on pose alors ¢, (z) = — ), cn—1(yi)2. On obtient ainsi
une application k-linéaire ¢ : U — U, qui est I'inverse & gauche de idy pour la loi de
monoide sur Endg(U), définie par f-g = my o (f ® g) o Ay (I’élément unité étant
Papplication 7 : u +— e(u) - 1y). Il en résulte que ¢ est uniquement déterminé, et est
aussi l'inverse a droite de idy, i.e. on a aussi my o (¢, ® idy) o Ay = 7 (sans supposer
U cocommutative).

2.8. Schémas en groupes unipotents sur un corps. — (119 Soit k un corps.
« Rappelons » qu'un k-schéma en groupes G est dit unipotent s’il vérifie les deux
conditions suivantes (cf. [DG70], §IV.2, Prop. 2.5) :

(L13)N.D.E. : D’aprés I'équivalence de catégories de 1.3.5.D, un monoide dans la catégorie des k-

variétés formelles topologiquement plates « est la méme chose » qu'un monoide dans la catégorie des
Oy-coalgebres cocommutatives plates, c.-a-d.une Og-bigébre cocommutative (au sens usuel, c.-a-d.,
pas nécessairement munie d’une antipode). De plus, d’apres 1.3.6, ’hypothese que M soit infinitésimal
équivaut a dire que la bigebre correspondante est comnezre. Donc, si k est un anneau artinien, la
proposition équivaut a dire que : toute k-bigébre cocommutative connexe, plate sur k, est une k-
algébre de Hopf, i.e. posséde une antipode (et I'hypotheése de cocommutativité est en fait superflue,
cf. la démonstration).

(119ND.E. : L’original continuait ainsi : « on montre alors facilement, par récurrence sur n, qu’il
existe une et une seule application linéaire ¢, : U, — U, telle que 'application composée my o
(ecn®idy) oAy : Ut — U soit nulle »; on a détaillé la démonstration, qui repose sur celle du lemme
1.3.6.A.

(115)N.D.E. : On a ajouté cette sous-section.

529
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(a) G est affine.

(b) Tout &(G)-comodule simple est trivial, c.-a-d., si p: V. — V ®; O(G) est une
structure de & (G)-comodule sur un k-espace vectoriel V = 0, et 8’il n’existe pas de
sous-espace non nul W # V tel que p(W) C W ®;, 0(G), alors V est de dimension 1
et p(v) =v® 1 pour tout v € V.

D’apres loc. cit., lorsque G est de type fini sur k, ceci équivaut a la définition donnée
dans 'Exp. XVII, §1, a savoir que G possede une suite de composition finie dont les
quotients successifs sont isomorphes & des k-sous-groupes de G, k.

Or, pour tout k-schéma en groupes affine G, la comultiplication de &(G) munit
le k-module pseudocompact A = (G)* d’une structure de k-algebre profinie, non
nécessairement commutative, I’élément unité 1 étant I'augmentation ¢ : 0(G) — k.
D’autre part, soit I = {f € A | f(15(q)) = 0}; c’est un idéal bilatere de A, et I'on a
A=k -1po 0] cf 1.3.6.

Soit V un sous-espace de A de codimension finie, considérons 'application k-
bilinéaire continue ¢ : A x A — A/V, (a,b) — ab+ V; d’apreés le lemme 0.3.1, il
existe deux sous-espaces L1, Ly de codimension finie dans A tels que V contienne ALy
et L1 A, alors L = Ly N Ly est un sous-espace de codimension finie de A, et V contient
Iidéal bilatere ALA, qui est de codimension finie. Ceci montre que les idéaux bila-
teres de codimension finie forment une base de voisinages de 0. On en déduit qu'un
0(G)-comodule «est la méme chose » qu'un A-module continu, i.e. un A-module V
tel que l'application A x V — V soit continue, V étant muni de la topologie discrete.
Un tel module est évidemment réunion de sous-modules V; de dimension finie sur k,
chacun étant un module sur une k-algebre quotient A; de A, de dimension finie sur
k. Il en résulte que si M est un module continu simple, il est de dimension finie sur k,
et est un module fideéle simple sur la k-algebre de dimension finie A/ Ann(M) ; cette
derniére est donc une k-algebre de dimension finie simple, i.e. Ann(M) est un idéal
maximal ouvert de A. Réciproquement, soit P un idéal premier (116) ouvert de A,
alors A/P est une k-algebre de dimension finie dans laquelle I'idéal (0) est premier,
donc c’est une k-algebre de dimension finie simple, donc il existe & isomorphisme
pres un unique A-module continu simple dont I'annulateur est P. Il en résulte que
Papplication M +— Ann(M) définit une bijection entre les classes d’isomorphisme de
A-modules continus simples et les idéaux premiers ouverts de A. En particulier, on
appelle «module trivial » le A-module A/I, qui est de dimension 1 sur & ; il correspond
au 0(G)-comodule V de dimension 1 trivial, i.e. tel que p(v) = v ® 14 () pour tout
v € V. On obtient donc la proposition suivante :

Proposition 2.8.1 — Soient k un corps, G un k-schéma en groupes affine et A =
o(G)*.

(116)N.D.E. : On rappelle qu’un idéal bilatére P d’un anneau A est dit premier si dans A /P le produit

de deux idéaux bilateéres non nuls est non nul.
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(i) Alors G est unipotent si et seulement si 1 est lunique idéal premier ouvert de
A (117)

(i1) En particulier, si G est commutatif, de sorte que 0(G) = H(D(G)), ot D(G) =

Spf(A) désigne le dual de Cartier de G, alors G est unipotent si et seulement si D(G)
est infinitésimal.
2.9. Algeébres de Hopf cocommutatives pointées sur un corps. — (118
Soient k£ un corps, C une k-cogebre, A l'algebre C* munie de la structure de k-
algebre profinie, non nécessairement commutative, décrite en 2.8; d’apres 0.2.2, on a
C = A" = Hom.(A, k). On en déduit que application D — D+ = {f € A | f(D) = 0}
est une bijection de I’ensemble des sous-cogebres de C sur celui des idéaux bilateres
(dans la suite, on dira simplement «idéaux » ) fermés de A ; la bijection réciproque
étant donnée par I — I+ = {x € C = AT | 2(I) = 0}. Comme tout idéal fermé
maximal est un idéal maximal ouvert (cf. 0.2.1), toute sous-cogebre contient donc une
sous-cogebre simple, nécessairement de dimension finie.

Rappelons qu’une sous-cogebre D de C est dite irréductible si elle ne contient
qu'une seule sous-cogebre simple Sy, ce qui équivaut a dire que mg = Sg- est 'unique
idéal maximal ouvert contenant D*, i.e. que D+ +m = A pour tout idéal maximal
ouvert m # mg. C’est en particulier le cas si D = Sy. Alors la somme ¥ de toutes les
sous-cogebres irréductibles C; contenant Sy est évidemment une sous-cogebre, et elle
est irréductible car, pour tout m # mg, on a, d’apres 0.2.D :

m+()Cf =(\m+Cj) =A.
(2

3
On dit que X est la composante irréductible de C correspondant a Cy.

D’autre part, on dit que C est pointée si toute sous-k-cogebre simple de C est de
dimension 1; ceci équivaut a dire que pour tout idéal maximal ouvert m de A, on a
A/m = k. Rappelons aussi que C est dite conneze si elle est irréductible et pointée.
(Remarquons au passage que si C est une bigebre, elle est connexe si et seulement si
elle est irréductible, puisque k - 1¢ est une sous-cogebre simple.)

Supposons désormais que C soit cocommutative. Alors A est commutative et est
donc le produit de ses composantes locales Ay, pour m € T(A) (cf. 0.1.1); notons
Sm la sous-cogebre simple m* ~ (A/m)* et ¥, sa composante irréductible. On peut
décrire ¥, comme suit. Notons J,, le noyau de la projection A — Ay, il est contenu
dans m et c’est le plus petit idéal fermé I de m tel que I+m’ = A pour tout m’ # m. En
effet, si I a cette propriété, alors I contient A pour tout m’ # m, donc contient J .
Comme A = J,, ® Ay, il en résulte que X, = J& s’identifie & AL. On peut maintenant
démontrer la :

Proposition 2.9.1 — Soit k un corps.

(II7)N.D.E. : Ceci équivaut aussi & dire que k - 1g(q) est I'unique k-sous-cogebre simple de 0(G);
voir par exemple [Ab80], 3.1.4; signalons au passage une coquille dans loc. cit., p. 130, ligne 4 :
M ~ C*/ann M est & remplacer par C*/ann M ~ Endy (M).

(I18)N.D.E.: On a ajouté ce paragraphe, pour traduire dans le langage des algebres de Hopf cocom-
mutatives la proposition 2.5.2, ainsi que la variante signalée dans la N.D.E. (100).
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(i) Soit G un k-groupe formel tel que tous les corps résiduels de G égalent k. Alors
Ge est le k-groupe constant My, ou M = G(k) = {z € H(G) | e(z) =1 et Az) =
x®x}, et H(G) est le produit semi-direct de H(Go) par kM (cf. 2.4.B).

(i1) De fagon équivalente : soit H une k-algébre de Hopf cocommutative pointée.
Alors H est le produit semi-direct de la composante irréductible Hy de [’élément unité
lg par kM, oo M ={z € H |e(z) =1 et Alx) =z Q@ x}.

Démontrons (i). Comme tous les corps résiduels de G égalent k, alors la projection
m: G — G, admet la section s : G, — G définie par Og,y — k(g9) = k, pour
tout g € G; de plus, pour tout g,h € G, Og,4 Rk Og,n est local de corps résiduel
k, et I'on obtient donc que s X s est une section de la projection 7 x 7 : G x G —
(G X G)e = Ge X Ge. Comme 7 est un morphisme de groupes, il en résulte que
momgo (sXs)=mqg, =7Tosomg,, et comme 7 est un épimorphisme ceci entraine
que s est un morphisme de groupes. On obtient donc que G = Gg x G, et donc H(G)
est le produit semi-direct de H(Gg) par H(G.). De plus, comme tous les corps résiduels
de G égalent k, alors H(G.) est lalgeébre de groupe kM, ot M = G.(k) (cf. 2.5.A).
Enfin, comme Gq est infinitésimal, le morphisme G(k) — G.(k) est injectif; il est
donc bijectif (puisqu’il admet une section), donc M = G(k). Le point (i) en découle.

Pour prouver (ii), il reste juste a voir que Hy égale H(Gyp). Or I’élément unité 1y
de H n’est autre que augmentation 5 : A — k, qui est la section unité de G(k),
donc la composante locale de o7 (G) correspondant & Hy n’est autre que «7(Go) et
donc, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, on a Hy = &7 (Gy)" = H(Gy). Ceci prouve la
proposition.

Remarques 2.9.2— (a) La proposition ci-dessus, contenue implicitement dans 2.5.2,
a été obtenue indépendamment par B. Kostant (cf. [Sw69], Preface). Combiné avec
le théoréme de Cartier 3.3 plus bas (cf. [Ca62], § 12, Th. 3), aussi obtenu par Kostant
(cf. [Sw69], loc. cit.), ce résultat est souvent appelé « théoreme de Cartier-Gabriel-
Kostant ».

(b) Sous la forme (ii), 2.9.1 a été étendu par R. G. Heyneman et M. E. Sweedler au
cas ol ’'on suppose que H est pointée et somme directe de ses composantes irréduc-
tibles (mais n’est pas nécessairement cocommutative), cf. [HS69], Th. 3.5.8.

3. Phénomeénes particuliers a la caractéristique 0

Dans toute la Section 3, nous supposons que I’anneau pseudocompact k contient
le corps des nombres rationnels Q.

3.1. Lemme — Soient C une Q-algébre commutative unitaire, L. une algébre de Lie
sur C dont le C-module sous-jacent est libre. Alors lapplication canonique L — U(L)
est un isomorphisme de L sur l’ensemble des éléments primitifs de U(L).

En effet, identifions L & son image canonique dans U(L) ; soient I un ensemble tota-
lement ordonné et (;);c1 une base de L indexée par I; désignons par N I’ensemble
des familles n = (n;);c1 d’entiers naturels telles que n; soit nul sauf peut-étre pour
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un nombre fini d’indices i; < ig < - -+ < i (ces indices dépendent de n) ; posons enfin
n Ny  MNig T,
ot =ty x et nl = (ng, (g, !) - (n,!).
On sait alors que les 2™ forment une base de U(L) (théoreme de Poincaré-Birkhoff-
Witt) et on voit facilement qu’on a

) tvoy (5) = S5 @ oy

la somme étant étendue & tous les éléments m de NO tels que 0 < m < n (i.e. tels que
0 < m; < n; pour tout 7). Il s’ensuit évidemment qu’on a Ay (u) =u®@ 14+ 1@ u si
et seulement si u est une combinaison linéaire des x;.

3.2. Supposons maintenant C artinien, de radical t. Pour toute C-algebre U (asso-
ciative, unitaire), l'idéal tU est donc formé d’éléments nilpotents; si x appartient a
tU, nous poserons

2

eXpUa::1+x+%+... . (119)

On obtient ainsi une bijection de tU sur 1 + tU; la bijection réciproque applique un
élément 1 +y de 1 4+ tU sur

2 3
Y Y
1 1 gL 4L
ogu(l+y)=y—-35 +3
De plus, il est clair que I'application expy; est fonctorielle en U. (120)

L’anneau C étant toujours artinien, supposons U muni d’une structure de bialgebre
sur C (cf. 2.2). Pour tout élément primitif = de tU (cf. VII4 3.2.3), on a alors

(Au(z))
=expygu(z®1+1®x)

= expygu(z ® 1) - expygu(l ® z)

= ((expyx) ® 1) - (1® (expy )

= (expy ) ® (expy ).

On voit donc que la bijection expy transforme un élément primitif de tU en un
élément z de 1+tU tel que Ay(z) = 2® 2. Réciproquement, si z vérifie ces conditions
alors, posant = = logy(2), le calcul précédent montre que expygyu(z®1+1®x) égale
z® 2z = Alexpy 7) = expygu(Au(z)), dot 2 ® 1+ 1®x = Ay(z). 12V Notons de
plus que si z € 1+ tU vérifie Ay(z) = 2z ® 2, alors ey(z)? = ey(z) et comme ey(2)
est inversible (puisque z l’est, t étant nilpotent), il en résulte que ey(z) = 1.

Ay(expy x) = €XPygu

Considérons en particulier une algebre de Lie L plate sur C, prenons pour U 'al-
gebre enveloppante U(L) de L sur C et identifions L & son image canonique dans U.
D’apres le lemme 3.1, L est donc l'ensemble des éléments primitifs de U (en effet L
est un produit de modules libres sur les composantes locales de C). Considérons alors

(19)N.D.E. : Si z,2’ € tU commutent, on a donc expy (z + 2') = (expy ) (expy ).

(1200N.D.E. : c.-a-d., pour tout morphisme ¢ : U — V de C-algtbres, on a ¢(expy (z)) = expy ¢(z).
(12DN.D.E. : On a détaillé ce qui précéde et ajouté la phrase qui suit.

531
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le C-groupe formel 4(L) = Spf*U(L), qui a U = U(L) pour bialgebre covariante
(cf. 2.6.2). Soient m un idéal maximal de C et C = C/m. Comme ¥(L) est infinitési-
mal (loc. cit.), 'élément unité de U = U ®@¢ C est le seul élément Z de U tel que (122)
eg(Z) = 1 et Ag(Z) = Z® Z. 1l s’ensuit que les éléments z de U tels que ey(z) =1 et
Ay(z) = z ® z appartiennent nécessairement a 1 + tU.

Enfin, comme LNtU s’identifie a tL = L®c v, on voit finalement que : expy définit
une bijection de L ®c t sur le groupe 4(L)(C). Nous résumons :

Proposition — Soient k un anneau pseudocompact contenant Q et L une Oy-algébre
de Lie plate.

(i) Pour tout objet C de Alf;,, notons t(C) son radical ; alors lapplication
epr(L(C)) : L(C) Rc t(C) — g(L)(C)
est bijective et fonctorielle en C et L.

(ii) Le morphisme naturel L — Lie(¥ (L)) (cf. 2.6.2) est un isomorphisme de O-
algébres de Lie. (123)

3.2.1 — La bijection expyy,(c)) permet de définir par transport de structure une
loi de groupe sur ensemble L(C) ®@¢ t(C) (qu’on identifie & une partie de U(L(C))
comme en 3.2). Si x et y sont deux éléments de L(C) ®¢ t(C), cette loi est telle que

a -y = log ((expz)(expy)) = log(1 + Z x_py_q) N

m :L-pl y‘]l xPm y(bn

_Z Z m 1! ql." m! gm! Zszy

m>=1 p;+q;>0 21

ou Py(x,y) désigne la somme des monoémes de degré total £ en = et y. On a par
exemple :

Pi(z,y) =z +y

£E2 2
B@w=7+w+%—

m=1 m=2

1
—x,y]

(wy —yz) = 5

N | =

(2® + 2y +yz +y?) =

N~

P3(z,y) est la somme des trois termes suivants :
22

w

2 3
z oy ayt oy Los 3o 1 o Lo 3 o5 3
5 + 5 + 5 + G 2(w +2x y+2yx +xyx+yxy+2y :Jc+2xy + %)
m=1 m=2
1
+5@3+ﬁy+w9+mw+yw+y%+xf+yﬂ

m=3

(122)N.D.E. : On a ajouté la condition eg(Z) = 1, omise dans loriginal.
(123)N.D.E. : On a ajouté le point (ii), conséquence immédiate de 3.1.
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d’ot Ps(z,y) = i(xzyﬂwz—2wyx—21/xy+zﬂfv+f£y?) - L ([ly, 2], 2] + [y, [y, 2]])-
12 12

On peut montrer plus généralement qu’on a la formule de Campbell-Hausdorff :

(124)
£ _1\ym—1 m—1 ad )P (a qi ad z)Pm

! ! !
m=1 pripm \i=1 PP % Pm-
q1,--5dm—1
L m—1 ) )
()" < (ad2)"" (ady)*
2 > (I (=)
. | |
m=1 m-{ 1{711:~~~7€an1 i=1 pi: i
1--4m—1

ou les pj, ¢; € N vérifient p;+¢; > 1 pouri=1,...,m—1et pm+2?;711(p7;+q7;) =/-1
(i.e. dans les sommes ci-dessus, chaque « monoéme de Lie » non nul est de degré total
£) ; pour une démonstration, voir N. Jacobson, Lie Algebras (Interscience, 1962), § V.5,
ou [BLie], IT §6.4, Th. 2.

3.3. Si G est un k-groupe formel d’algebre affine A, rappelons qu’on note I l'idéal
d’augmentation de A et wg/, le k-module pseudocompact Ia/15 ~ 1A Qa k.

Théoréme(Cartier). — Soient k un anneau pseudocompact (125 contenant Q et G un 534
k-groupe formel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une Og-algébre de Lie plate L telle que G soit isomorphe a 9(L) (et
dans ce cas L = Lie(G) d’aprés 3.2).

(ii) 1l existe un k-module pseudocompact projectif w tel que la variété formelle
sous-jacente 4 G soit isomorphe a la variété formelle Vg’o(w) (¢f. 1.2.5) d’algébre
affine k[[w]] (et dans ce cas w =~ wq /i)

(iii) G est infinitésimal ef wq), est un k-module pseudocompact projectif.

(iv) G est infinitésimal et topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soit w = I'*(L) le k-module pseudocompact dual de L (cf. 1.2.3.D).
Pour tout objet C de Alf;, nous devons exhiber un isomorphisme de Vi’o (w)(C) sur
%(L)(C) qui soit fonctoriel en C. D’apres 1.2.5, Vg’o(w)((}) s’identifie & I'ensemble
Hom,(w, t(C)) des applications k-linéaires continues de w dans le radical de C. Cet
ensemble est naturellement isomorphe & I’ensemble Hom,(w ®j, C,t(C)) des applica-
tions C-linéaires continues de w &y, C dans t(C) ; enfin, comme w &y, C est un C-module
pseudocompact projectif, 'application canonique

(w®, C) ®c t(C) — Hom,(w & C,t(C))
est bijective (cf. 0.3.6.A). Comme, d’apres 1.2.3.E, L(C) s’identifie & V,’:(I‘*(L))(C) =
(w®y, C)f, on obtient que Vg’o(w) (C) est canoniquement isomorphe & L(C) ®c t(C),
lequel est canoniquement isomorphe a ¢ (L)(C) d’apres la proposition 3.2. Ceci prouve 535

(12)N.D.E. : On a corrigé la formule donnée, qui était erronée, et ajouté la référence [BLie].

(125)N.D.E. : On a supprimé I’hypothése que k soit local (la démonstration se rameéne & ce cas).
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limplication (i) = (ii).

(ii) = (iii) : Soient w un objet projectif de PC(k) et h un isomorphisme de k[[w]]
sur l'algebre affine A de G. Composant h avec 'augmentation €5 : A — k, on obtient
un homomorphisme €5 o h : k[[w]] — k, qui est déterminé par sa restriction A & w;
celle-ci envoie w dans le radical v de k. Donc Papplication x — z — A\(x), de w dans le
radical de k[[w]], se prolonge d’apres la propriété universelle de k[[w]] (cf. 1.2.5) en un
endomorphisme £y de k[[w]]. Les égalités £y 0 f_y = {_, o {) = id montrent que £y est
un automorphisme de k[[w]]. Par conséquent, h o ) est, comme h, un isomorphisme
de k[[w]] sur A et de plus ep o hofy applique w sur 0. Quitte & remplacer h par ho £y,
on peut donc supposer que €4 o h s’annule sur I'idéal fermé I de k[[w]] qui est engendré
par w. Dans ce cas, h induit un isomorphisme de I/12 sur I /13 ; comme /12 ~ w,
il en résulte que wq /), = Io /I est isomorphe & w, donc projectif. Il est clair d’autre
part que Vi’o(w) est infinitésimal, de méme que G.

(iii) = (i) : Supposons que G soit infinitésimal et que wg/y soit projectif. Soit L
la Og-algebre de Lie de G; le Op-module sous-jacent est V]J:(WG/k), d’apres 2.6.1.
Par conséquent, L est plate sur Oy, et I'*(L) ~ wg/, d’apres la proposition 1.2.3.E.
Donc, d’apres la démonstration de (i) = (ii), 'algebre affine du k-groupe formel ¢ (L)
s'identifie a k[[wq/]]. D’autre part, d’apres 2.6.3, le morphisme identique de L est
associé canoniquement & un morphisme de groupes formels 4(L) — G, donc & un
morphisme continu de k-algebres

¢ A— kllwgykl)-
Soit I Iidéal fermé de k[[wg,x]] engendré par wqy, filtrons Ef[wg k]| (resp. A) par
les adhérences des idéaux I™ (resp. IR). Il s’agit de montrer que ¢, qui induit par
définition I'identité sur wq /s, = IA/g = I/12, est un isomorphisme.
Comme wg i, est un objet projectif de PC(k), il existe une section 7 de la projection
canonique In — wq /. D’apres la propriété universelle de k[[wg ] (cf. 1.2.5), 7 définit
un morphisme continu d’algebres

Vv kllwepl] — A
et ¢ o ¢ induit l'application identique sur wg /g, donc aussi sur le gradué associé a
E[[wg/k]]. I en résulte que ¢ o9 est un isomorphisme, d’apres [CA], § V.7, Lemme 1.
(126)

De plus, 9 induit un isomorphisme de I/I_2 sur Ia /g, donc une surjection des
gradués associés a k[[wq ;]] et A. D’autre part, comme G est radiciel, Ix est contenu
dans le radical de A, de sorte que I'intersection des E est nulle. Donc, d’apres loc. cit.,
1 est surjectif. Alors, comme ¢ o 1 est un isomorphisme et ¥ une surjection, ¥ et ¢
sont des isomorphismes. Ceci prouve que (iii) = (i).

Notons enfin qu’il est clair que (i) ou (ii) entrainent (iv), de sorte qu’il reste a
prouver 'implication (iv) = (ii). Pour cela, on peut supposer k local, de corps résiduel

(126)N.D.E. : cf. 5.1.5 plus loin; voir aussi [BAC], III, §2.8, Th. 1 et corollaires. D’autre part, on a

détaillé I'original dans ce qui suit.
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ko. Posons alors Gg = G ®, ko, w = WGk Wo = w @ ko, ete. 127 Comme ko est un
corps, le kg-module pseudocompact wy possede une pseudobase (yx)reca ; notant w’ le
k-module topologiquement libre produit de copies ky de k, pour A € A, et relevant
chaque y, en un élément x) de w, on obtient une application k-linéaire continue
f:w — wtelle que fo = f®p ko soit inversible. 128) Comme w’ est un k-module
pseudocompact projectif, f se releve en une application k-linéaire continue g : w’ — Ip
telle que mo g = f, ou m est la projection In — w. D’apres la propriété universelle de
E[[w']] (cf. 1.2.5), g induit un morphisme d’algebres topologiques ¢ : k[[w]] — A.

Or w'®yko s'identifie & w®kko = wgy/k, et donc k(W] @y ko s'identifie &
kollwa, ko )] Comme les hypotheses (iii) sont vérifiées pour ko et Go, la démonstration
de (iii) = (i) montre que ¢y = ¢ @}, ko est inversible. Comme, d’autre part, k[[w’]] et
A sont des k-modules pseudocompacts projectifs, alors ¢ est inversible d’apres 0.3.4.
(En particulier, notant I I'idéal d’augmentation de k[[w’]], ¢ induit un isomorphisme

de ' =1/I2 sur [, /I3 = w.)

3.3.1. Corollaire — Soient S un schéma localement noethérien sur Q et G un S-
schéma en groupes plat et localement de type fini. (129 §; wa/s est un Os-module
localement libre, G est lisse sur S en tout point de la section unité.

En effet, soient « un point de la section unité, s son image dans S, &, et Oy les
algebres locales de x et s. (139 Comme, par hypothese, @, et @, sont des anneaux
locaux noethériens, alors la topologie m-adique sur chacun de ces anneaux coincide
avec la topolo/gie « Eseudocompacte » définie par les idéaux de codimension finie.
Notons alors O, et Os les complétés pour cette topologie. D’apres EGA 1V, 17.5.3,
G est lisse sur S au point x si et seulement si ﬁAm est formellement lisse sur 55, ces
deux algebres étant munies deAla topologie m-adique; il suffit donc de montrer cette
derniere propriété. Or O, et O, sont les anneaux/\locaux de x et s dans les variétés
formelles (A}/g et S définies en 1.2.6. Posons k = O et H = Spf(0,), alors H est une
k-variété formelle infinitésimale et, comme la formation de G /§ commute au produit
(loc. cit.), H est un k-groupe formel infinitésimal. Notons I I'idéal d’augmentation de
0. D’apres les hypotheses, wg/s » = I/I? est un Os-module localement libre de rang
fini n. Comme O} est noethérien, il en résulte que wy /x, qui est le complété de wg /g 4,
s'identifie & wq/s ®eg ﬁ:, donc est un k-module topologiquement libre de rang n.
Donc, d’apres Iimplication (iv) = (i) de 3.3, &} est isomorphe & Ellwr/k]], i-e. & une
algebre de séries formelles k[[t1, ..., ¢,]]. Enfin, celle-ci est formellement lisse sur k,
d’apres EGA Ory, 19.3.3. Ceci prouve le corollaire.

Nous retrouvons donc ainsi un résultat obtenu par ailleurs pour les schémas en
groupes localement de présentation finie sur un schéma arbitraire S, cf. Vlg, 1.6.

(127)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.

(128)N.D.E. : On ne sait pas a priori que w est un k-module pseudocompact projectif, mais cela va
résulter de ce qui suit : comparer avec la démonstration de (iv) = (iii) dans VII, 7.4.

(129)N.D.E. : On a ajouté hypothése de platitude, omise dans loriginal.

(130)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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3.3.2. Corollaire — Soit k un corps de caractéristique 0. Le foncteur L — 4 (L) est
une équivalence de la catégorie des k-algébres de Lie sur celle des k-groupes formels
infinitésimauz. (31

En effet, quand G parcourt les k-groupes formels infinitésimaux, le foncteur G —
% (Lie G) est isomorphe, d’apres le théoreme 3.3, au foncteur identique de la catégorie
des k-groupes infinitésimaux. De méme, d’apres 3.2 (i), le foncteur L — Lie(¢ (L)) =
Prim U(L) est isomorphe au foncteur identique de la catégorie des k-algebres de Lie.

3.3.3 — Supposons toujours que k est un corps de caractéristique 0. Soient % une
cloture algébrique de k et ' le groupe de Galois topologique de k sur k.

Pour tout k-groupe formel G, nous notons Aut, (G) le k-foncteur en groupes qui
associe a toute k-algebre commutative de dimension finie C le groupe des automor-
phismes du C-groupe formel G ®; C. (132 Comme G est topologiquement plat sur k
(puisque k est un corps), i.e. son algebre affine A = A(G) est topologiquement plate
sur k, ou, de fagon équivalente, sa bialgebre covariante H = H(G) est plate sur k, alors
ce k-foncteur est un k-groupe formel. En effet, comme Aut, (G) s’identifie au produit
fibré du diagramme suivant (cf. Exp.T, 1.7.3) :

End, (G) x End, (G)

|

Spf(k) —— End, (G) x End,(G)

ou la fleche verticale (resp. horizontale) est donnée par (¢, 1) — (o), o) (resp. est
la section unité), il suffit de voir que le k-foncteur End,(G) est représenté par un
élément de Vaf;, c.-a-d., (cf. 1.1 et 0.4.2) qu’il est est ezact a gauche, i.e. commute
aux produits fibrés de k-algebres. Or se donner un élément de End, (G)(C) équivaut
a se donner, disons, un morphisme de k-algebres ¢ : H — H ®j, C qui respecte aussi
la structure de coalgebre, i.e. tel que les diagrammes bien connus soient commutatifs ;
comme H est plat sur k, alors H ®; — commute aux produits fibrés de k-algebres, et

(IBUN.D.E. : Comme, d’aprés 2.7, 2.2.1 et 1.3.6, un k-groupe formel infinitésimal G est « la méme
chose » qu’une k-bigebre cocommutative conneze H (cf. 2.9), cet énoncé est équivalent au théoreme ci-
dessous, obtenu indépendamment par Kostant (cf. 2.9.2). Ce théoréme avait été obtenu auparavant
par J. W. Milnor et J.C. Moore ([MMSG65]), sous I’hypothese additionnelle que H soit engendrée
comme algebre par ses éléments primitifs (bien que paru en 1965, ce texte avait circulé avant 1960,
cf. Panalyse [Ja65]), de sorte qu’il est souvent appelé « théoréme de Cartier-Kostant-Milnor-Moore ».

Théoreme(Cartier-Kostant-Milnor-Moore). — Soit k un corps de caractéristique 0. Les foncteurs
L — U(L) et H — Prim(H) définissent une équivalence entre la catégorie des k-algébres de Lie et
celle des k-bigébres cocommutatives connezxes.

D’autre part, si k est un anneau artinien contenant Q, alors 3.2 (ii) et 3.3 (combinés avec 2.7, 2.2.1
et 1.3.6) montrent de méme que le foncteur L — ¥ (L) (resp. L — U(L)) est une équivalence de la
catégorie des k-algebres de Lie plates sur celle des k-groupes formels infinitésimaux topologiquement
plats (resp. sur celle des k-bigebres cocommutatives connexes plates).

(I32)ND.E. : L’original indiquait : « Ce k-foncteur est manifestement exact & gauche (H est topolo-
giquement plat sur k!) » On a détaillé cela dans ce qui suit.
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on en déduit que le k-foncteur End, (G) est exact a gauche, de sorte que nous pouvons
le traiter comme un k-groupe formel.

Si L est une k-algebre de Lie et G le groupe formel ¢ (L), le théoréme 3.3 montre
que Aut, (G) est isomorphe au k-foncteur en groupes Aut, (L) qui associe & une k-
algebre de dimension finie C le groupe des automorphismes de la C-algebre de Lie
C®y L.

Si G est un k-groupe formel arbitraire, nous avons vu en 2.5.2 que G se décompose
canoniquement en un produit semi-direct d’un groupe formel étale G, et d’'un groupe
formel infinitésimal Gy. Ce produit semi-direct est déterminé par la donnée de L. =
Lie(G) = Lie(Gyg), du I'-groupe M = G, (k) = G(k) et d’'un morphisme de k-groupes
formels

®: G, — Aut,(Go) ~ Aut,(L).
Un tel morphisme envoie G, dans la « partie étale » Aut, (L), de Aut, (L), cf. 2.5.1.
Il est donc déterminé par la donnée d’un morphisme de I'-groupes :

¢=0k): M— (Aut, L)(k) = Autp(L @ k).
Si I'on fait opérer I' dans L ®j k au moyen de la formule y({ ® t) = £ ® (), alors
¢ fait opérer M dans L ®; k par automorphismes de k-algebre de Lie de telle facon
qu'on ait ¢(y(m)) =y o @(m) oy~ c-a-d. :
Ym)(l@t) =y(m(l @y~ (1))

pour tout m € M, y e l'et L@t € L ®y k. Nous exprimons cette derniere condition
en disant que M opére dans L @ k de maniére compatible avec T'.

On peut résumer la situation a 'aide d’un énoncé « savant » : appelons I'-algébre
de Lie sur k la donnée d’un triplet (L, M, ¢) formé d’une k-algebre de Lie L, d’un
I'-groupe M et d’une opération ¢ de M dans L ®, k qui soit « compatible avec I’action
de I dans M et dans L ®j, k ».

Si (L,M, ¢) et (L',M’, ¢') sont deux telles T-algeébres de Lie, un morphisme de la
premiére dans la seconde est un couple (f,#) formé d’un morphisme f : L — L' de
k-algébres de Lie et d’un morphisme 6 : M — M’ de I'-groupes tels que

(fel)(m-x) =0(m)-(f@1)(z)

pour tout z € L @ k et m € M. On obtient alors :

Théoreme — Soit k un corps de caractéristique 0. Alors le foncteur qui associe a G le
triplet (Lie(G), G(k), ®(k)) est une équivalence de la catégorie des k-groupes formels
sur celle des T-algébres de Lie. (133)

4. Phénomenes particuliers a la caractéristique p > 0
Dans toute la Section 4, nous désignons par p un nombre premier, par k un anneau

pseudocompact de caractéristique p, par m I’endomorphisme continu x +— zP de k.

(1I33)N.D.E. : En particulier, lorsque k = k, on retrouve ainsi le « théoreme de Cartier-Gabriel-
Kostant » signalé en 2.9.2.
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4.1. Soit X une k-variété formelle d’algebre affine A, on note X®/%) ou X la k-
variété formelle X ® k obtenue par le changement de base 7 : k — k (cf. 1.2.D), elle a
pour algebre affine le produit tensoriel complété A @, k. Alors, le morphisme continu
A®,k — A qui applique a ®; A sur a?X induit un morphisme de k-variétés formelles

Fr(X/k): X — Xk

Dans la suite, nous dirons que Fr(X/k) est le morphisme de Frobenius de X relative-
ment & k et nous écrirons souvent Fr au lieu de Fr(X/k).

4.1.1 — (139 Considérons maintenant un schéma S sur le corps premier F, et un
S-schéma 7 : X — S; soit fr(S) le morphisme de Frobenius « absolu » de S (il induit
I'identité sur ’espace topologique sous-jacent et applique toute section f du faisceau
structural sur fP; cf. VIIp 4.1) et soit X(?) le S-schéma X Xf(s) S (VIIa, loc. cit.),
i.e. le morphisme structural X(®) — S est fr(S) o 7.

Soit S le schéma formel dont I’espace topologique sous-jacent est 1’ensemble des
points fermés de S, muni de la topologie discrete, ’anneau local ﬁ@,s en un tel point

fermé s étant le séparé complété 5’\378 de 05 s pour la topologie linéaire définie par les
idéaux de colongueur finie (cf. 1.2.6) ; son algebre affine k = &/ (§) est donc le produit
des 5515, pour s parcourant les points fermés de S. Rappelons (loc. cit.) qu’on note
)A(/g la, k-variété formelle formée des points x € X tels que [k(z) : k(s)] < o0, ol s
est I'image de x dans S, I'anneau local ﬁi@@ étant le séparé complété ﬁAX’w de Ox »
pour la topologie linéaire définie par les idéaux I tels que O /I soit de longueur finie
comme Ox z-module (et donc aussi comme g s-module). On peut donc former, par

changement de base, la k-variété formelle ()2//8\)(”) = (X/§) O k.

On peut considérer aussi la k-variété formelle X() /§ : ’'ensemble sous-jacent est
formé des z € X(?) =X tels que, notant s I'image de x dans S, le morphisme

n

K(s) fr K(s) k(x)

fasse de k(x) une extension de degré fini de x(s); dans ce cas, il en est de méme de
n%: k(s) — k(x), i.e. x est un point de X/S, et 1'on a alors

ﬁﬂ)/@,z = 0X,2 Qr Oss = Oxr) 4

(la deuxieme égalité puisque X +— )A(/g commute aux produits, cf. 1.2.6). On voit donc
que : X(P)/§ s’identifie 4 une sous-variété formelle de (}E/S\)(p). De plus, on a ’égalité
si et seulement si pour tout point fermé s de S, k(s) est de degré fini sur k(s)?, ce qui
est le cas par exemple si S est un schéma localement de type fini sur un corps « tel
que [k : KP] < +o00.

N.D.E. : On a corrigé I’original, qui donnait I’inclusion (X/’S\)(p) C X(P)/§ au lieu de I'inclusion
inverse. Signalons d’autre part que ce paragraphe n’est pas utilisé dans la suite.

(134)
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4.1.2 — Soit G un k-groupe formel. Comme le foncteur X — X®) =X &. k commute
aux produits finis, il transforme un k-groupe formel en un k-groupe formel. En outre,
comme Fr(X/k) est fonctoriel en X, le morphisme

Fr: G — G®

est un homomorphisme de k-groupes formels. Si 'on pose G = (GE")P) il en
va de méme pour le morphisme composé

R =R"(G/k): GIha® B g’ I B gen),
Notons A T'algebre affine de G et I5 son idéal d’augmentation.

Définitions. — (a) Le noyau de Fr" sera noté g G. Il résulte directement des défini-
tions que g G est infinitésimal et a pour algebre affine le quotient A/ I{Ap }, ou I{Ap }
désigne I'idéal fermé de A engendré par les puissances p”-iemes des éléments de I4.

(b) On dit que G est de hauteur < n si Ij{fn} =0, c’est-a-dire si 'on a p:n G = G.

4.2. Tl est clair que l'algébre de Lie Lie(G) d’un k-groupe formel G est une p-sous-
algébre de Lie de l'algebre H(G) (cf. 2.3). En effet, on se rameéne tout de suite au cas
ou k est artinien ; dans ce cas, Lie(G) est la partie de H(G) formée des éléments x tels
que pa(z®1+1® ) = Ag(x) avec les notations de 2.3 et 2.6 (c). On a alors

pa(z? @ 1+1@aP) = pa((z@1+1@2))
=pglz@1+1®2) =Ag(z)? = Ac(zP).

4.2.1 — Réciproquement, toute p-algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes. Désignons en effet par Uy, (L) le foncteur qui associe a tout objet C de Alf
lalgebre enveloppante restreinte U,(L(C)) de la p-algebre de Lie L(C) sur C (VIIa
5.3). D’aprés VIIA 5.4, U,(L) est une Og-bialgebre et détermine donc, d’apres 2.2,
un k-foncteur en groupes Spf* U, (L) que nous noterons désormais ¢,(L).

Ainsi, 4,(L)(C) est le groupe des éléments z € U,(L(C)) d’augmentation 1 et tels
que Ay, (L(cy)(2) = 2 @ 2.

4.2.2 — Supposons que L soit une p-algebre de Lie plate sur Oy. Alors, tenant compte
de VII, 5.3.3, on montre comme dans le point (i) de la proposition 2.6.2 que U,(L)
est plate sur Oy ; donc 4,(L) est un k-groupe formel topologiquement plat qui a U, (L)
pour Og-bialgebre covariante.

(135) Dapres la démonstration de 2.6.2 (iii), pour toute k-algebre C de longueur
finie, Lie(¥,(L))(C) est 'ensemble des éléments primitifs de U,(L)(C) = U,(L(C))
(voir aussi VII5 3.2.3); de plus, d’apres VIIo 5.5.3, le morphisme canonique L —
U, (L) induit un isomorphisme de p-algebres de Lie

TpL L = Lie(%,(L))

(comparer avec 3.1 en caractéristique 0).

(I35)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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Le groupe formel ¢,(L) peut étre caractérisé par une propriété universelle. En
effet, tout morphisme h de ¥,(L) dans un groupe formel G induit un morphisme
Lie(h) : Lie(%,(L)) — Lie(G). Composant celui-ci avec l'isomorphisme 7,y,, on
obtient un morphisme &' : L — Lie(G).

Proposition — Si k est un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0, G un
k-groupe formel et L une p-algébre de Lie plate sur Oy, Uapplication h — h' définie
ci-dessus est une bijection

Homgyt , (% (L), G) — Homy, 1ic(L, Lie(G))

ou le terme de droite désigne l’ensemble des morphismes de p-algébres de Lie de L
dans Lie(G).

(136) On se ramene en effet tout de suite au cas ot1 k est artinien. Posons L = L(k).
D’apres 2.3.1, Homgrt ,, (%,(L), G) est en bijection avec I'ensemble des morphismes
d’algebres unitaires h : U, (L) — H(G) tels que le diagramme suivant soit commutatif :

U,(L) ———— H(Q)

Ay, H(G x G)

U, (L) ® Uy (L) 22 H(G) @ H(G)

Or h est défini par sa restriction a L, qui est un morphisme de p-algebres de Lie de
L dans la p-algebre de Lie sous-jacente & H(G), et la commutativité du diagramme
signifie que h applique L dans la partie de H(G) formée des z tels que dg(x) =
ve(r®1+1® x), qui n’est autre que Lie(G), cf. 2.6 (c).

4.3. Nous nous proposons maintenant d’étudier de fagon plus détaillée le k-groupe
formel ¢,,(L) lorsque L est une p-algebre de Lie plate sur Oy.

Pour cela, nous considérons d’abord un anneau C de caractéristique p et une p-
algebre de Lie L sur C dont le module sous-jacent est libre de base (z;);ec1. Désignons
en outre par P I’ensemble des familles n = (n;);e1 formées d’entiers naturels tels que
0 < n; < p et que les n; soient nuls hormis peut-étre un nombre fini d’entre eux. Si
nous munissons I d’un ordre total et si nous appelons i1, 49, ..., 4, (i1 < iz < -+ <1i,)
les indices ¢ tels que n; # 0, nous pouvons donc poser |n| =n;, +---+n;, et

n

n; T g
— 1 2 T
T =, T

1

SRR nl = (n, D) (n;.!).
On sait que les monémes =" /n! forment une base de U, (L) (VIIA 5.3.3) et il est clair
qu’on a

m

* ()=

m<n

(136)N.D.E. : La démonstration est identique & celle de 2.6.3.
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la somme étant étendue & tous les m € P tels qu'on ait m < n (i.e. m; < n; pour tout
ieI).

La formule () permet une détermination aisée de la filtration naturelle de U, (L)
(cf. 1.3.6). Posons U = U,(L), soit Ut I'idéal bilatere engendré par L et soit Uy =
C - 1y. Comme en 1.3.6, on définit une filtration de U (par des sous-C-coalgebres) en
posant, pour n > 1 :

n={ueU|Av(u) —u®1eU, ;®U"}
La formule () entraine alors que U,, est le C-module libre qui a pour base les mondmes

™ tels que |m| < n.

4.3.1 — Avec les notations de 4.3, déterminons les éléments  de U = U, (L) tels que
eu(§) = 1et Ay(§) = £ ®&. Tout élément & de U s’éerit £ = 3 p Ea(a™/n!), avec
&, € C. La condition ey(€) = 1 entraine ’égalité £, = 1, ou 0 désigne I'élément de P
dont toutes les composantes sont nulles. La condition AUP(L)(f) = £ ® £ entraine :

> 5n qugr ® =
m<n !
c’est-a-dire
Cgrr =866 s qiH+1ri<p et & =0 sinon.

Si 'on note &; la valeur de &, lorsque n; = 1 et n; = 0 pour j # ¢, ces conditions
signifient que 'on a

&=][&" si neP et &=0 Viel

On tire de 14 :

Proposition — Soient k un anneau pseudocompact local (37) de caractéristique p > 0,

L une p-algébre de Lie plate sur Oy, C un objet de Alf ;. et /0c l'idéal de C formé

des éléments x tels que P = 0. Il existe une bijection « fonctorielle en C » :
L(C) @c ¥0c — %,(L)(C)

D’apres la remarque 1.2.3.F, on peut en effet choisir une base (“x;);c1 de L(C) sur
C de telle fagon que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf;, L(p) applique Cx;
sur Px;. D’apres ce qui précede, 'application

C,.n
s enose s (Me)
i nepP i ’

est une bijection fonctorielle de L(C) ®@¢ ¢/0¢ sur ¥,(L)(C).

(I37)N.D.E. : On a ajouté 'hypothése que k soit local, afin que tout k-module pseudocompact topo-

logiquement plat soit topologiquement libre, cf. la démonstration.
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4.3.2 — « Il n’y a pas de formule de Campbell-Hausdorff en caractéristique p > 0 ».
Expliquons-nous : l'isomorphisme fonctoriel de 4.3.1 dépend du choix des bases
(Cz;)ier A la différence de ce qui se passe en 3.2 (cas de la caractéristique 0), il
n’y a pas, en général, de bijection de L(C) ®¢ ¥/0¢ sur %,(L)(C) qui soit « foncto-
rielle & la fois en C et en L » L’argument qui suit montre par exemple qu'un tel
isomorphisme n’existe pas lorsque k est un corps contenant les racines (p? — 1)-iemes
de T'unité.

Choisissons en effet L de telle fagon que, pour tout C € Alf/;, L(C) soit la p-
algebre de Lie abélienne sur C qui est engendrée par un élément x soumis a la relation
2(P*) = 0. On a donc

L(C) = Ce® Ca®, U, (L(C)) = klz]/(2").
Nous allons montrer que le seul morphisme fonctoriel
xc : L(C) ®c ¥V0c — Upy(L(C))
qui soit compatible avec les endomorphismes de L et qui applique L(C) ®¢ ¢/0¢ dans
4,(L)(C), est le morphisme constant de valeur 1.

Soit en effet 1¢ la bijection de L(C)®¢ ¢/0¢ sur ¥4, (L)(C) = Prim U, (L(C)) donnée

par 4.3.1, c.-a-d.,
r@a+zP Qb Z a'b) TP
0<4,j<p

En composant xc avec 9 ! on obtient un morphisme fonctoriel (en C) :

fc: L(C) ®c ¥0c — L(C) ®c {/0c
r®a+z? @b— x®P(a,b) + 2P @ Q(a,b).

La fonctorialité en C implique que P(a,b) et Q(a,b) sont les valeurs en (a,b) de deux
polynémes P, Q € k[z,y] qu’on peut supposer de degré < p en X ainsi qu'en Y. (138)
Soit a un élément de k et £, 'endomorphisme de p-algebre de Lie de L qui applique
z sur ax (et donc 2 sur aPx®)). Alors U,(£,) est 'endomorphisme d’algebre qui
envoie x sur az (et donc chaque x? sur oa?, pour i < p?), et I'on voit facilement que
le carré ci-dessous

¥
L(C) ¢ 00— U,(L(C))
. (C)®cid Up(£a)(C)
(el

L(C) @c {/0c —————— U,(L(C))
est commutatif. L’hypothese xc o (£o(C) ® id) = Up(4y)(C) o xc entraine alors les
égalités :
P(aa,a?b) = aP(a,b) et Q(aa, a?b) = o Q(a, b).
Ecrivant P = Zi’j<p Aij XY et Q = Ei,j<p wi; XY7, et prenant pour ‘C l’algébre
k[X,Y]/(XP,YP), on en déduit que si \j; # 0 (resp. w;; # 0) alors o/~11P =1

(138)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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(resp. 't?U~1) = 1). Donc, prenant pour a une racine primitive de I'unité d’ordre
p? — 1, on en déduit que P = AX et Q = uY, avec A, it € k. Par conséquent, on a :

xe(z ®a+ 2P b) = Z (Aa)*(ub)l 2 tP9
0<4,j<p
(138) Coonsidérons enfin Pendomorphisme f de L qui envoie z sur z 4+ () ; prenant

C = kla]/(a®) et comparant les coefficients de 2P et P! dans (xc o f(C))(z ® a) et
dans (U, (f)(C) o xc)(z ® a), on obtient que A = p et A>a? =0, d'ou A = p = 0.

4.4. Théoréme — Soient k un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0 et G
un k-groupe formel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une p-algébre de Lie L plate sur Oy telle que G soit isomorphe a 9,(L)
(et dans ce cas L = Lie(G) d’aprés 4.2.2).

(i1) Il existe un k-module pseudocompact projectif w tel que algébre affine de G
soit isomorphe au quotient de k[[w]] par Uidéal fermé engendré par les xP, pour € w
(et dans ce cas w ~ wq/i)-

(i) G est de hauteur
(iv) G est de hauteur

1 et wqyy est un k-module pseudocompact projectif.
1

NN

et est topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soient w = I'*(L) (cf. 1.2.3.D) et A le quotient de k[[w]] par I'idéal
fermé engendré par les zP, pour z € w. Tout morphisme continu h : A — C, ou C
est un objet de Alf;, est déterminé par sa restriction A’ & w; cette restriction h’
envoie w dans {/0c. On obtient ainsi une bijection canonique de Homayp /k(A, C) sur
I’ensemble Hom,.(w, ¥/0¢) des applications k-linéaires continues de w dans ¥/0¢. Ce
dernier ensemble est canoniquement isomorphe & L(C)®¢ ¢/0¢ (voir la démonstration
de 3.3). L’implication (i) = (ii) résulte donc de la bijection fonctorielle L(C) ®¢
/0c — %,(L)(C) établie en 4.3.1.

Pour les autres implications, consulter les démonstrations des théoremes 3.3 et
VII4 7.4.1, qui sont analogues.

Remarque 4.4.A— (139 Soit G un k-groupe formel infinitésimal, d’algebre affine A,
tel que wq/, = Ia/ I3 soit un k-module pseudocompact projectif. Alors il existe une
section 7 : wg/i — Ia de la projection In — wgq/g, et 7 induit un morphisme continu
d’algebres ¢ : k[[wa k)] — A qui est surjectif, cf. la démonstration de I'implication
(iii) = (i) dans 3.3.

4.4.1 Corollaire — Si k est un corps de caractéristique p > 0, le foncteur L — 9,(L)
est une équivalence de la catégorie des p-algébres de Lie sur k sur celle des k-groupes
formels de hauteur < 1.

(139)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, utilisée en 4.4.2.
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En effet, quand G parcourt les groupes formels de hauteur < 1, le foncteur G —
4,(Lie G) est isomorphe au foncteur identique d’apres le théoréme 4.4 ; de méme, nous
avons vu en 4.2.2 que le foncteur L — Lie%,(L) est isomorphe au foncteur identique
(voir aussi VII,, 5.5.3). (140)

4.4.2 — Prenons toujours pour k un corps de caractéristique p. Soit G un k-groupe
formel infinitésimal G, d’algebre affine A. Comme G est infinitésimal, tout idéal ouvert
de A contient I;{f " pour n assez grand, donc G est la limite projective des algebres
affines A/I;{Apn} des groupes g G (cf. 4.1.2). Tout k-groupe formel infinitésimal est
donc une limite inductive de k-groupes formels de hauteur finie.

Supposons G de hauteur < n et notons H = G/p,G. (4D D’apres 2.4 et 2.4.1,
Fr: G — G ge factorise en un épimorphisme 7 : G — H suivi d’un monomorphisme
i:H — G®_ On a alors le diagramme commutatif suivant :

T g gerY

. (pn—1)y

o P qom

et comme le foncteur X — X® commute aux produits fibrés, i®" ") est encore
un monomorphisme. Comme Fr"(G/k) est nul et comme 7 est un épimorphisme,
alors Fr" 1 (G®) /k) 0 = G Fr" ' (H/k) est nul et donc, puisque i®" ) est un
monomorphisme, Fr" "' (H/k) est nul, donc H est de hauteur < n — 1. On voit donc
que : tout k-groupe formel de hauteur finie posséde une suite de composition dont les
quotients sont de hauteur < 1, donc peuvent étre décrits par des p-algebres de Lie sur
k.

Enfin, l'algebre affine A de G est un quotient de k[[wg x|, cf. 4.4.A, donc si wg y, est

de dimension finie sur k, alors toutes les algebres A/ Igp "} sont des k-espaces vectoriels
de dimension finie. On voit donc que : tout groupe formel infinitésimal G sur un corps
de caractéristique p > 0, tel que wg,y, soit de dimension finie sur k, est une limite
inductive de groupes formels finis (i.e. de longueur finie, cf. 1.2.6).

5. Espaces homogeénes de groupes formels infinitésimaux sur un corps

5.0. (142) Supposons, pour simplifier, que k soit un corps. Soit G un k-groupe formel
d’algebre affine A = &(G). Soit AT I'idéal d’augmentation de A ; pour tout a € A
on notera @ = a — e5(a)la sa projection sur A*. Soit F un sous-groupe formel de

(140N .D.E. : Si k est un anneau artinien de caractéristique p > 0, la méme démonstration donne

une équivalence entre la catégorie des p-algebres de Lie plates sur k et celle des k-groupes formels de
hauteur < 1, topologiquements plats sur k.

(14N D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.

(12)N D.E. : On a ajouté la sous-section 5.0, pour exprimer dans le langage des algébres de Hopf
cocommutatives la proposition 5.1 qui va suivre, et citer les résultats obtenus depuis dans cette
direction.
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G, défini par I'idéal fermé J de A, et soit 7 (resp. 7) la projection A — A/J (resp. la
composée des projections A — At — AT/J). Remarquons que, pour tout a € A, la
projection de Ap(A) sur A@ AT est Ap(a) —a®1.

D’apres le théoreme 2.4, on peut former la k-variété formelle quotient X = G/F,
son algebre affine B est

T1

B:Ker(A A@k(A/J))

(ida @W)AA
={a€ Al (ida ®m)As(a) =a® (1)}
= Ker ((idA @ﬁ)AA).

C’est aussi la sous-algebre de A formée des éléments ¢ tels que, pour tout C €
ObAlf ), et g € G(C), h € F(C), on ait ¢(gh) = ¢(g). Pour tout g,g" € G(C) et h €
F(C), on a ¢(gg'h) = ¢(gg'), donc A(¢) appartient au noyau de ida @ (idy @ T)Anx,
qui égale A ®; B puisque A est topologiquement plate sur k. On a donc A, (B) C
A ®p, B, i.e. la sous-algebre fermée B est aussi un coidéal & gauche.

D’autre part, B détermine F puisque, d’apres le corollaire 2.4.1, on a J = AB+, i.e. J
est 'idéal fermé engendré par BT = B N AT. On obtient donc ainsi une application
injective Q de 'ensemble .F des sous-groupes formels de G dans 1’ensemble & des
sous-algebres fermées B de A qui sont des coidéaux a gauche. Se pose alors la question
de déterminer I'image de cette application, et la proposition 5.1 ci-dessous montre que
Q est bijective lorsque G est infinitésimal. En fait, ceci est vrai pour tout k-groupe
formel G.

En effet, rappelons (cf. 2.2.1) que le foncteur G — H(G) est une équivalence entre
la catégorie des k-groupe formels et celle des k-algébre de Hopf cocommutatives; si F
est un sous-groupe formel de G, défini par I'idéal fermé J de A, alors la sous-algebre
de Hopf H(F) de H = H(G) est l'orthogonal de J pour la dualité entre A = H* et
H = AT (cf. 0.2.2). D’autre part, si B est une sous-algebre fermée de A qui est aussi
un coidéal & gauche, alors son orthogonal I = B~ est un coidéal de H (i.e. Ag(I) C
I@H+H®I et eg(l) = 0) et un idéal & gauche. Notons .7 (resp. .#) 'ensemble
des sous-algebres de Hopf (resp. idéaux & gauche qui sont des coidéaux) de H. Pour
tout I € #, on notera m (resp. 71) la projection H — H/I (resp. la composée des
projections H — H* — HT/I), ot HT est 'idéal d’augmentation de H.

Soient K une sous-algebre de Hopf de H et KT = KN H*. Si F est le sous-groupe
formel correspondant & K, alors J = K+ et A*/J s’identifie au dual de KT, et comme
B = Q(F) est le noyau de 'application

A—220 AS A BT AGL(AT/T)

on obtient que Q correspond par dualité a I’application ® qui & K associe 'image de

my id @ can.

H<~—H@H~——H®®, K"

i.e. 'idéal & gauche HK™, qui est aussi un coidéal. On voit de méme que 'application
qui & B € & associe ABT correspond par dualité a I'application ¥ qui a tout I € .
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associe le noyau de (id ®71) o Ag, i.e. on a
U(I) ={z e H| (id®,m)Au(z) =z m(1)}.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 5.0.1— Soient k un corps et H une algébre de Hopf cocommutative. Alors
les applications ® et ¥ ci-dessus sont des bijections réciproques entre l’ensemble des
sous-algébres de Hopf de H et celui des idéauzr a gauche qui sont des coidéaux.

Ce théoréme a d’abord été démontré par K. Newman, cf. [Ne75], Th. 4.1 (ot le mot
« cocommutative » a été oublié). Sa démonstration utilise « le théoreme de Cartier-
Gabriel-Kostant » (cf. 2.9) pour se ramener au cas ou H est connexe, puis I’existence
dans ce cas d’une « base de Sweedler » (cf. [Sw67], Th. 3), un résultat dual du théo-
réeme de Dieudonné-Cartier 5.2.2 ci-dessous. Une autre démonstration, plus courte,
a été donnée par H. J. Schneider [Sch90], Th. 4.15. Une généralisation a ensuite été
obtenue par A. Masuoka lorsqu’on suppose seulement que le coradical Hg de H (i.e. la
somme des sous-cogebres simples) est commutatif [Ma91], Th. 1.3 (3).

Signalons enfin que pour une k-algebre de Hopf commutative, correspondant donc
a un k-schéma en groupes affine G, on ne peut s’attendre & un analogue de 5.0.1
sans hypotheses additionnelles, puisque pour un k-sous-groupe F de G, le quotient
G/F n’est pas nécessairement affine. Mais M. Takeuchi a établi dans [Tak72], Th. 4.3
(resp. [Tak79], Th. 3), une bijection analogue entre 'ensemble des k-sous-groupes F
de G qui sont invariants (resp. tels que G/F soit affine), et celui des sous-algebres B
de O(G) telles que A(B) C A ® B et qui sont stables par 'antipode (resp. et telles
que B — A soit fidélement plat).

5.1. Soit k un anneau pseudocompact. 143) Soient G un k-groupe formel infinitésimal
topologiquement plat, A son algebre affine, B une sous-algebre fermée de A, X =
Spf(B) et r : G — X D’épimorphisme induit par Uinclusion de B dans A. On se
propose de voir sous quelle condition r fait de X le quotient a droite de G par un
sous-groupe H (cf. 2.4). (144

Proposition — Soient G un k-groupe formel infinitésimal topologiquement plat, A
son algébre affine, 1o Uidéal d’augmentation de A, B une sous-algébre fermée de A,
et Jg = Alg, ot Iz = BNIy. On suppose que A est topologiquement plate sur k, ainsi

que J_g/JgH pour tout n = 0. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x € B, Aa(z) — x®1 appartient & A ®y Jp.

(143)N.D.E. : Dans loriginal, il est supposé en 5.1 que k est un corps. En fait, cette hypothése peut
étre remplacée par des hypotheses de platitude ; on a modifié en conséquence les n® 5.1 a 5.1.5.
(144)N.D.E. : On a remplacé « gauche » par «droite » et 'on a modifié 1'énoncé de la proposition 5.1,
afin de faire apparaitre plus clairement, d’une part, les conditions équivalentes (i), (ii), et, d’autre
part, la conclusion Spf(B) ~ G/H.
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(ii) La suite ci-dessous (ot T(a) = a®1 et 7 est la projection A — A/Jp) est
exacte :

(%) B————— AT A®(A/Jp)
(r®ida)Aa

c.-a-d., B est l’ensemble de tous les x € A tels que Aa(z) — r®1 appartienne
A®yJs.
Dans ce cas, H = Spf(A/Jg) est un sous-groupe formel de G, et la suite ci-dessous
(ot A\ est la restriction ¢ G x H de la multiplication de G) est exacte :
pry

(%) G x H 2 G ———= Spi(B)

c.-a-d., Spt(B) est isomorphe ¢ G/H.

Posons A = A/Jg et H = Spf(A); alors H est une sous-variété formelle de G.
Comme Jg C Ip, Paugmentation £, induit un morphisme continu de k-algebres € :
A— k.

Si (i) est satisfaite, alors Ax(Ig) C Ig ® 14+ A & Jg, et donc Ay induit par passage
au quotient un morphisme diagonal A. Alors A et Z munissent H d’une structure de
sous-monoide formel de G. Comme G est infinitésimal, il en est de méme de H; donc,
d’apres la proposition 2.7, H est un sous-groupe formel de G. Il résulte alors de la
définition de G/H (cf. 2.4), que (ii) entraine la derniere assertion de la proposition.

D’autre part, il est clair que (ii) implique (i). La démonstration de la réciproque
occupe les paragraphes 5.1.1 a 5.1.5.

5.1.1 — Considérons d’abord la catégorie € qui suit : un objet de &€ est un couple
(A,J) formé d’une k-algebre profinie A et d’'un idéal fermé J de A; un morphisme
¥ :(AJ) — (A,J) de € est un homomorphisme continu de k-algebres A — A’ qui
applique J dans J'. Si I'on associe a (A, J) le couple (Spf(A/J),Spf(A)), on obtient
évidemment une anti-équivalence de € sur la catégorie des couples (Z,Y) formés d’une
k-variété formelle Y et d’'une sous-variété formelle Z, un morphisme ¢ : (Z,Y) —
(Z',Y") étant un morphisme de k-variétés formelles Y — Y’ qui applique Z dans Z'.

Une structure de cogroupe sur un objet (A,J) de € consiste en la donnée d’une
structure de groupe formel sur Spf(A) telle que les conditions suivantes soient réalisées
(notations de 2.1) :

(1) Ax(J) CT@KA +ASLT;

(2) ea(J) =0;

(3) ca(J) C J.

Ces conditions signifient aussi que H = Spf(A/J) est un sous-groupe formel de G =
Spf(A). (145)

(145)N.D.E. : Notons que si (A’, J’) est un second cogroupe de %, correspondant & un couple H' C G/
de k-groupes formels, alors se donner un morphisme de cogroupes (A’,J) — (A,J) équivaut a se
donner un morphisme de k-groupes formels G — G’ qui applique H dans H'.
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Supposons de plus que A soit locale, i.e. que Spf(A) soit un groupe formel infinité-
simal. Alors, si J # A, les conditions (2) et (3) sont conséquence de (1). En effet, si J
est un idéal fermé distinct de A, il est contenu dans 1'idéal d’augmentation I, donc
(2) est vérifiée, et M = Spf(A/J) est un sous-monoide formel de G. Comme G est
infinitésimal, il résulte de 2.7 que M est un sous-groupe formel de G, i.e. la condition
(3) est vérifiée.

5.1.2 — Désignons par Alpg; la catégorie des k-algebres « profinies graduées » :
un objet de cette catégorie consiste en la donnée d’une suite Ag, A1,..., A, ... de k-
modules pseudocompacts et d’une structure d’algebre profinie sur le produit Hn>0 A,
telle qu'on ait A, - A, C Aptn (A, est identifié & une partie de Hi>0 A; au moyen
de 'injection canonique) ; un morphisme v : (A,,) — (B,,) est une suite d’applications
lindaires continues v, : A,, — B, telles qu'on ait ¥,,1n(a - a’) = Yy (a) - Yy(a’) si
ac A, eta €A,.

Définitions. — 1l est clair que deux k-algebres profinies graduées (A,) et (B,)
ont un coproduit (1*®) dans Alpg /k» qui a pour n-itme composante le produit
H?:o A; @ By—; des k-modules pseudocompacts A; @k Bp_i. Ce coproduit sera noté
(An) @k(Bn)

Alors, une structure de cogroupe sur un objet (A,,) de Alpg /1 est la donnée d’appli-
cations k-linéaires continues A,, : A,, — H?:o A; @ An_;ete: Ay — k, qui induisent
sur [[,,5oAn (posant €(A;) = 0 pour 7 > 1) une structure de cogroupe dans Alp .

Enfin, pour tout objet (A,J) de €, on note Grj(A) lalgebre profinie graduée as-

sociée a la ﬂtration de A par les adhérences J* des puissances de J; on a donc
Gry(A), = J7/J*t! et la multiplication de Grj(A) est induite par celle de A.

Lemme — 147 Soient U,V deuz k-modules pseudocompacts, avec U topologique-
ment plat, et soient U =Ug D U; D--- et V=VyD V) D deux suites décrois-
santes de sous-k-modules fermés. Filtrons le produit tensoriel complété W = Ui V
a laide des sous-modules fermés

W, =Up @, Vo+Up 1 @ Vi+---+Ug®; Vy, .

On suppose que chaque U; /U1 est topologiquement plat sur k (de sorte que U/U,
et donc U, le sont aussi, pour tout n). Alors, pour tout n, on a un isomorphisme

W /Wit = @D (Us/Uip1) @x(V;/Vjta).
i+j=n
Démonstration. Posons W, ; = Ui@)vj et Wi,j = (Ui/UiH)@k(Vj/VjJrl), pour

tout ¢, 5 > 0. Montrons par récurrence sur n que ’application naturelle

Ty, - Wn — @ W@j
i+j=n

(146)N.D.E. : On a remplacé « somme directe » par « coproduit ».
(147)N.D.E. : Dans loriginal, le lemme est énoncé lorsque k est un corps, la démonstration étant
dans ce cas laissée au lecteur.
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est surjective et que Uinclusion W,,+1 C Ker(mr,) est une égalité. Pour n = 0, la
projection
7o : Ug &k Vo — (Uo/Up) &&(Vo/V1)

est surjective et, comme Up, Uy/U; et donc U; sont topologiquement plats sur k,
on voit que Ker(m) = Uy ®r Vi + Uy ® Vo et que, de plus, Uy @, Vi N U &% Vo =
U; ® V1. R

Supposons donc n > 0 et le résultat établi pour n — 1. Posons Mg = Uy ®% V,, et
So = Z?’Zl U; ® V,_i. On a So C Uy Sk Vg et donc, d’apres ce qui précede appliqué
a VgDV, aulieude Vg D Vi, 0na

MoNSy CUg®k Vo, NU; @ V=U; @V,

d’ou I'on déduit que Mg NSy = Uy @k V,,. Comme W,, = My + So, on_obtient un
diagramme commutatif & lignes exactes, ot 'on a posé U, = U;y; et W/

Wi+17n717i pourt=0,...,n—1: e
0 So W, (Uo/U1) @) V,, —=0
N
00— @;:01 _;l,n—l—i — @D Wi,nfl WOm 0.

Alors p est surjectif, de noyau (Up/U;) ® Vpy1. De plus, d’apres I'hypothese de
récurrence appliquée & la suite (U}), m,_; est surjectif, de noyau égal a W, =
> Wing1—. Il en résulte que m, est surjectif, et que l'inclusion W,, 41 C Ker(m,)
est une égalité. Ceci prouve le lemme.

Revenons a un objet (A,J) de ¥ et notons que, d’apres 0.2.G, '’hypotheése que
chaque Jn/Jn+1 soit topologiquement plat sur k& équivaut a dire que Gry(A) est to-
pologiquement plate sur k.

Corollaire. — Soit & la sous-catégorie pleine de € formée des objets (A, J) tels que
A et Grj(A) soient topologiquement plats sur k. Alors le foncteur &2 — Alpg;,.
(A,J) — Grj(A) commute aux coproduits finis, donc transforme un cogroupe de P
en un cogroupe de Alpg ;.

En particulier, si k est un corps alors, pour tout cogroupe (A,J) de €, Gry(A) est
un cogroupe de Alpg ;. (148)

5.1.3 — Identifions toute k-algebre profinie I & la k-algebre profinie graduée (I'y,)n>0
telle que o = T" et T',, = 0 si n > 0. En particulier, si (A,)n>0 est une k-algebre
profinie graduée, nous considérerons indifféremment Ay comme une k-algebre profinie
ou bien comme une k-algebre profinie graduée. Nous désignerons alors par p : (A,,) —

(148N D.E. : A un couple H C G de k-groupes formels, on associe donc le « complété formel éH

de G le long de H », qui est un k-groupe formel; de plus on va voir en 5.1.3-5.1.4 que !'inclusion
oc:H— CA}H possede une rétraction 7 : CA}H — H et que le k-groupe formel N = Ker(7) s’identifie,
comme variété formelle, au complété de I’espace homogene G/H le long de la section unité. Ceci sera
utile en 5.2.2.
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Ap le morphisme de Alpg/,C tel que pg = ida, et p, = 0 si n > 0. De méme,
T:Ap — (A,) désignera la section de p telle que 79 = ida, et 7, = 0 si n > 0.

Toute structure de cogroupe sur (A;,),en induit une structure de cogroupe sur Ag
telle que p et 7 soient des homomorphismes de cogroupes. Dans ce cas, notons Iy
r 1dea1 d’augmentation de Ag et posons A/, = A,, /IpA,, pour tout n > 0 (de sorte que

= k).

Alors, (Al )nen est un cogroupe dans Alpg ), (noter que, comme Ag =Ty ® k-1,

alors I @k A, ~IpA, est facteur direct de A,,, pour tout n). Puisque 7 est une section
de p alors, d’apres 2.4.A, le cogroupe (A, )nen est le « coproduit semi-direct » de Ag
et du cogroupe (A! )nen. De fagon précise, (Al ) en est isomorphe, comme objet de
Alpg )., au noyau du couple :

(An) oa (An) ® Ao
id®p

(ot A : (A,) — (A,)®(A,) est la comultiplication de (A,) et 7y (z) = z®1), et,

identifiant A/, & son image dans A,,, I'application
(AL 8k Ao) — (An),  a,®ag = agag

est un isomorphisme de Alpg . (N.B. Ce n’est pas un isomorphisme de cogroupes,
mais A(A) CADA’ et (yp' ®id) o Aj,, = A’ ot A’ est la comultiplication de A et
~vp' la projection A — A’ cf. 2.4.A.)

5.1.4 — Soient (A,J) un objet de € et (A,) = Grj(A) I'objet de Alpg, associé,
ie. A, = J*/Jntl pour tout n > 0. Il est clair que I'algébre &7/ = [I,>0An est
engendrée par Ay et Aq, c’est-a-dire que, pour n > 1, 'application

(1) Al ®A0 Al ®A0 e ®A0 Al — An
définie par la multiplication est surjective.
Supposons de plus que (A,J) soit un cogroupe de € et que A et les quotients

Jn /Jnt1 soient plats sur k. Alors, d’apres le corollaire 5.1.2, Grj(A) est un cogroupe
de Alpg ;. Donc, d’apres 5.1.3, si I'on pose

(2) AL ={zel"/IF[Afx) ~z®1€ @(J" A=) @(IIE)

~

alors Papplication (A, ® Ag) — (A,), a/,®a!, — al,ap est un isomorphisme de
Alpg/k. (149)

(149)N.D.E. : Soient G, H et Gy les k-groupes formels correspondant & A, Ag = A/J et Gry(A);
alors 7 : Ag — Grj (A) correspond & une rétraction 7 : GH — H de I'inclusion H — GH, et ce qui
précede signifie que GH est le produit semi-direct de N = Ker() par H.
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Notant Iy I'idéal d’augmentation de Ag, on déduit de (1) et du diagramme com-
mutatif ci-dessous, ott A;®" désigne A} @y, - - @y, A (n facteurs) :

AL ®a, - Ba, Ay <N7A'1®"®kAo ~ (A'1®"®k IO)@AQGA@"

m m’' ®|id m ®id | dm’

A, Al BrAg~—"— (A, &1 10) DA,
que 'application
(3) m' A @y ... & Af — A/,

induite par la multiplication est surjective ; autrement dit, la k-algébre profinie &7/ =
[1,50 A est engendrée par ses termes de degré 1.

(150) Revenons maintenant & ’hypothése (i) de la proposition 5.1 : soient G un
k-groupe formel infinitésimal topologiquement plat, A son algebre affine, I I'idéal
d’augmentation de A, B une sous-algebre fermée de A, et J = Alp, oil Iy = BN 14.
On note H le sous-groupe formel Spf(A/J) et 7 la projection A — A/J. On suppose
que A/J" est topologiquement plat sur k, pour tout n > 1, et que B est contenue
dans le noyau B du couple :

T1

A A®r(A/)]) .

(ida @k T)AA

Soit (Ay) = Gry(A), soit Iy = 1o /J I'idéal d’augmentation de Ag = A/J, et définissons
(A7, )nen comme en (2) plus haut. On note (By,)nen (vesp. (Bn)nen) Uobjet de Alpg
associé a la filtration de B (resp. E) induite par celle de A, i.e. définie par les idéaux

BN J" (resp. BN Jn). Alors, il est clair que B,, C B,, C A’ pour tout n, et que

#=]][B.c#=]]B.
n>=0 n>=0

sont des sous-algebres de @' = [],5, A7,

D’autre part, J (resp. J2) est 'image dans A de Iz @, A (resp. de g@k A). Par
conséquent, 'application

(Ig/12) &p A — J/JZ = Ay =~ A, &), Ag

(150)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit, et ’on a mis & la fin le «supplément » 12 = BNJ™

(qui n’est pas nécessaire pour établir la proposition 5.1).
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est surjective, et elle se factorise par (Ig /g) ®r Ag. Comme Ag = k-1& 1, on déduit
du diagramme commutatif et exact :

(I/13) &k Ag <—— (Is/13) & To D(Is/13)

l

J/72 AL @rlo DA
0 0

que A} est 'image de I /g, de sorte qu’on a By = A). Comme &’ est engendrée par
1, il en résulte que, pour tout n > 1, on a

A cB,CB,CA,

d’'ott B, = B, = A/,. (151

Enfin, comme le groupe formel G est infinitésimal, on a t(A) = In et donc les
idéaux 1% tendent vers 0 (cf. 0.1.2); a fortiori, les idéaux J” tendent vers 0, et donc
les filtrations induites sur B et B sont séparées. De plus, comme B est une sous-algebre
fermée de A, elle est complete pour la topologie définie par les idéaux B N Jn. Par
conséquent, il résulte de [CA], § V.7, Lemme 1 (voir aussi 5.1.5 ci-dessous) que B = B.
Ceci acheve la démonstration de la proposition 5.1.

On a de plus le supplément suivant. Pour tout n, J* = Hﬁ est 'image dans A
de A ®p IR et aussi de A ®p(B N J"). Or, d’aprés hypothese, I’algebre affine A/J du
sous-groupe formel H est topologiquement plate sur k. Donc, d’aprés le théoréme 2.4,
le morphisme G = Spf(A) — G/H = Spf(B) est surjectif et topologiquement plat ; on
a donc

A@B@ =Jn = A&X\)B(B ﬁJ_"),
et ceci entraine que @ = B N J" pour tout n. Ceci découle aussi du fait que les
applications

I/ — AL = (BN JT7)/(BNJnFT)
sont surjectives, et de 5.1.5 (ii) ci-dessous, appliqué a B/, =% et B,, = BN J".

5.1.5. Lemme — (152) (i) Soient M et N deux groupes abéliens filtrés par des suites
décroissantes de sous-groupes My )nez et (Ny)nez. On suppose que la réunion des
M,, (resp. N,,) égale M (resp. N), que Uintersection des M,, (resp. N,,) est nulle, et
que M est complet pour la topologie définie par les M,,. Soit f : M — N un morphisme
de groupes filtrés.

(151)N.D.E. : Avec les notations de la N.D.E. (149), ceci entraine que le complété formel de G/H le
long de la section unité (qui a [],, Bn pour algebre affine) est isomorphe, comme variété formelle, au
k-groupe formel N.

(I52)N.D.E. : L’original énongait uniquement le point (ii) ; pour la commodité du lecteur, on a énoncé
en (i) le lemme 1 de [CA], §V.7.
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a) Si f induit une surjection des gradués associés, alors [ est une surjection et N
est complet pour la topologie définie par les N, .

b) Si f induit une injection des gradués associés, alors f est une injection.

(i) Soient B un groupe abélien, B = By D B} D .-+ e¢ B =By D By D ---
deuz filtrations séparées de B par des sous-groupes tels que B, C B,, pour tout n. On
suppose B complet pour la topologie définie par la filtration (B,).

Si Uapplication B}/Bj ; — Bi/Bii1 est surjective pour tout i, alors B), = B,, pour
tout n.

En effet, (i) est le lemme 1 de [CA], § V.7 (voir aussi [BAC], III, §2.8), et (ii) en
découle en prenant M =B), D B) ,; D--- et N=B, DBy11 D ---.

5.2. Dans toute la suite de la Section 5, k désigne un corps parfait de caractéristique
p>0.

Nous posons N = NU {oo}. Si B est une k-algebre profinie et si r € N, nous notons
((a:pT))wet(B) I'idéal fermé de B qui est engendré par les éléments P, ot & parcourt
le radical t(B) de B. Si » = oo, nous utilisons la méme notation en convenant que
((zP™ ))zex() est I'idéal nul. Dans les deux cas, B, désigne le quotient B/((xpr))wa(g).

Nous disons que B est de hauteur < r si ((xpr))wet(g) est I'idéal nul; si cela a lieu
et si r est fini, nous disons que B est de hauteur finie.

Considérons en particulier le cas ot B est de la forme k[[w]], w étant un k-espace
vectoriel pseudocompact (cf. 1.2.5). (153) Nous disons alors que B est une algébre de
séries formelles et que B, est une algébre de séries formelles tronquée (r € N; nous
convenons donc de dire que B = By, est également « tronquée » ). Si B = k[[w]], nous
écrivons aussi ((27"))sew au lieu de ((27)) e(m)-

Notations — Soit w un k-espace vectoriel pseudocompact filtré par une suite crois-
sante de sous-espaces vectoriels fermés

O0=wyCwy Cwy Cwg C---

(a) L’idéal fermé de k[[w]] qui est engendré par les éléments 2P, ot r parcourt N
et  parcourt w,, sera noté ((z?")),cw, -
(b) D’autre part, nous désignerons par ,w l’espace vectoriel pseudocompact filtré
tel que
rw;=w; sio1<r et swi=w si 12>

ThéorémeDieudonné-Cartier). — Soit H — G un monomorphisme de groupes for-
mels infinitésimaux sur un corps parfait k de caractéristique p > 0. Soit B ’algébre

affine de l’espace homogéne G/H et supposons vérifiée l'une des trois conditions sui-

vantes : (1549

(153)N.D.E. : Dans Poriginal, ’auteur utilise « espace vectoriel linéairement compact », ce qui équivaut
a «espace vectoriel pseudocompact » (cf. [BAC], §II1.2, Exercices 15 a), 19 a) et 20 d)). On a préféré
conserver la terminologie « pseudocompact », utilisée jusqu’ici.

(159N .D.E. : D’une part, on a remplacé H\G par G/H, et de méme dans la démonstration ; d’autre
part, on a ajouté la condition (iii).
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(i) B est de hauteur finie (ceci a lieu en particulier si G est de hauteur finie).
(ii) B est un anneau local noethérien complet.
(iii) B est un anneau réduit.

Alors B est isomorphe au produit tensoriel complété dune famille finie d’algébres
de séries formelles tronquées.

La démonstration de ce théoreme occupe les paragraphes 5.2.1 a 5.2.5.

5.2.1 — Soient A P’algebre affine de G, I son idéal d’augmentation, et I = BN 14.
D’apres 2.4, on a H = Spf(A/AT) et B = {z € A | A(z) — 1&z € A®AT}. Posons
w= I/I_Q. On désigne par I, le sous-idéal fermé de I formé des x tels 2P" = 0, par w,
I'image canonique de I, dans w. Nous allons démontrer :

Proposition — Sl existe une section continue o : w — 1 de la projection 1 — I/I_Q,
telle que o(w,) C 1. pour tout r, alors B est isomorphe a k[[w]]/((2""))zew, -

Une telle section se prolonge en effet en un morphisme continu k[[w]] — B, qui
se factorise & travers B’ = k[[w]]/((2#""))zew,. Nous prouvons de 5.2.2 4 5.2.5 que le
morphisme

¢: B =k[wl]]/((2" ))rew, — B

ainsi obtenu est un isomorphisme.

5.2.1.A — (55) Pour chaque r € N, posons Z, = I2 +1,., de sorte que IT/I_2 ~ W, ; on
a alors un diagramme commutatif a lignes exactes

0 9:erl %Ir %Ir/-’zrfl —0

|2

0_>wr—1 — Wr _>Wr/wr—1 —0

et puisque k est un corps, les lignes sont scindées : on peut compléter une pseudobase
PBr—1 de I,._1 en une pseudobase H,._1 U AB. de I, et alors le sous-espace fermé S,
de pseudobase .. est un supplémentaire de Z,._; dans Z,, et la projection 7 : I — w
induit un isomorphisme de S, sur un supplémentaire w!. de w,_; dans w,. Notons
T lidéal fermé J, Z,, il admet de méme un supplémentaire S, dans I, et 7 induit
un isomorphisme de Z /I_2 (resp. de So) sur 'adhérence wo de la réunion des w,
(resp. sur un supplémentaire w’_ de ws, dans w). Notons i I'isomorphisme So, —— w’_.
On obtient alors des applications linéaires continues :

= = 6

I2 x Seo x B,.S, —1
nlxe

w=wl X W

(155)N.D.E. : On a ajouté les paragraphes 5.2.1.A et 5.2.1.B.
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ol @TST est la somme directe des S, dans PC(k), i.e. ([[,.S])* (cf. N.D.E. (16) de

0.2.2) et ot 0 : €D, S, — woo est induite par les applications S, — w!. < wae. On voit
donc qu'une condition suffisante (mais non nécessaire, voir ci-dessous) pour obtenir
une section o : w — I comme désiré, est que 8 soit un isomorphisme. Par dualité
(cf. 0.2.2), ceci équivaut & dire que I'application linéaire wi — ], SI est bijective.

5.2.1.B — Notons comme précédemment ws, = UnEN wy. Un second cas ol une sec-
tion o : w — I comme désiré existe, est le cas oll wo, possede une pseudobase HB, qui
est réunion de pseudobases des w;,/w,_1, pour n € N* (on peut alors la compléter
par une pseudobase %, de w/ws pour obtenir une pseudobase de w compatible avec
la filtration). Posant V = wlo et notant V,, 'orthogonal dans V de w,, ceci équi-
vaut & dire que, dans la catégorie des k-espaces vectoriels « ordinaires », la filtration
décroissante séparée
V=VgDV;DVyD--.

est scindée, i.e. que V est la somme directe, pour n € N, de sous-espaces F,, tels que
F,, ~ V,,/V,11. Ceci n’est pas nécessairement le cas : par exemple si V est I’espace
& = kN des suites d’éléments de k et .7, le sous-espace des suites (u;) telles que
u; = 0 pour i < n, de sorte que dim.%,/.%,+1 = 1, alors . n’est pas isomorphe
a la somme directe des .7,,/.%,+1 puisque . n’est pas de dimension dénombrable
(par contre, . est ici le produit des 7,/ P11, cf. 5.2.1.A). C’est cependant le cas si
V est de dimension dénombrable. (1°6) En effet, soit (en)nen une base de V, on va
construire par récurrence sur n une fonction croissante g : N — N et des sous-espaces
F;, pour i = 0,...,g(n), tels que F; ~ V;/V;y; et que F¢yn) = @fi%) F; soit un
supplémentaire de V()11 contenant eo,...,e,; on aura alors V. = @i>0 F;. Soit
n+ 1 € N, on peut supposer 'assertion établie pour n (lassertion étant vide pour
n = —1). Si ent1 € Fggeny, on pose g(n + 1) = g(n), sinon on écrit e,41 = f + =
avec f € Feym) et @ € Vyu)41 non nul. Soit alors j le plus petit entier tel que
x €V;—=V,i; pour i = g(n)+1,...,7, choisissons un supplémentaire F; de V;1;
dans V;, de sorte que e,41 € Fj, on pose alors g(n+ 1) = j.

5.2.1.C — (57) En particulier, les deux conditions précédentes (5.2.1.A et B) sont
vérifiées quand la filtration de w est stationnaire, i.e. quand il existe un entier ng tel
que wy, = wp, pour ng < n < —+o0o. Dans ce cas, on obtient un isomorphisme de
E[[w]]/((2P"))zew, sur le produit tensoriel complété :

ol 5 Ml 5 o Ml
((xp))meul ((xpz))mewé® ((xp"()))mew/ ®k[[ oo]]

ng

ol w), (resp. w,,) est un supplémentaire de w,—1 dans w, (resp. de woo = wy, dans

w). La filtration de w est évidemment stationnaire dans le cas (i), i.e. si w, = w pour
r assez grand, et dans le cas (ii), i.e. si w est de dimension finie, et aussi dans le cas
(iii), i.e. si I, = 0 pour tout r (et dans ce cas B sera isomorphe & l’algebre de séries

(156)N.D.E. : Ce paragraphe est le fruit de discussions avec J.-M. Fontaine et E.Bouscaren; en
particulier Bouscaren nous a indiqué la démonstration qui suit.
(I157)N.D.E. : On revient ici & Poriginal, qu’on a raccourci en tenant compte des ajouts précédents.
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formelles k[[w]]). Les remarques ci-dessus impliquent donc notre théoréme, modulo les
points 5.2.2-5.2.5 ci-dessous.

5.2.2 — Supposons d’abord B de hauteur < 1, c.-a-d., que 2P = 0 si z € I. D’apres
5.1.4, le gradué Gry(B) associé & B pour la filtration I D 12 D I3 D --- est muni
d’une structure de cogroupe dans la catégorie Alpg;, i.e. l'algebre profinie C =
Hn>0 Gry(B), est I'algebre affine d’'un k-groupe formel N. Il est clair qu’on a wy/, =
I/I_2 et que N est infinitésimal de hauteur < 1. D’apres 4.4, I'application identique
de wyyy induit donc un isomorphisme de B' = kf[wn/x]]/((2P))zewy,, sur C. Ceci
implique en particulier que ’application ¢ de 5.2.1 induit un isomorphisme des gradués
associés & B’ et B lorsqu’on filtre B’ et B par les puissances de 1'idéal d’augmentation.
Donc ¢ est un isomorphisme, d’apres [CA], § V.7, Lemme 1 (voir aussi 5.1.5).

5.2.3 — Supposons maintenant B de hauteur finie < r. Soit 7 I'isomorphisme x +— zP
de k sur k. L’application linéaire de B ®; k dans B qui envoie b ®  sur bPz = (bxl/p)p
a une image fermée qui n’est autre que la sous-algébre fermée B? = {b? | b € B} de
B. Posons J=BP NI =BP NIj,.

(158) Notons G1 le noyau du morphisme de Frobenius Fr : G — G® et HG; le
sous-groupe formel de G image réciproque du sous-groupe formel H®?) de G®). Alors
HG; est défini par 'idéal fermé engendré par les puissances p-iemes d’éléments de
AT, qui égale AJ. D’autre part, comme la formation de G /H commute au changement
de base (puisque G/H représente le faisceau-quotient pour la topologie plate, cf. 2.4),
alors (G/H)®) = G® /H® et I'on a donc des diagrammes commutatifs :

c— - GI)) AL Ak
G/H s g0) /H®) Bl g

dont on déduit que BP est 1'algebre affine du quotient G/HG;. (159) Notons provisoi-
rement C l’algebre affine du quotient HG; /H. Comme la formation de G/H commute
au changement de base, on a un carré cartésien :

HG; ———G

|

HG,/H — G/H

d’ott un isomorphisme A ®gC ~ A/AJ = A ®p(B/BJ), et comme A est topologi-
quement libre sur B (d’apres 2.4, puisque A et B sont locales), il en résulte que le

(158)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
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morphisme naturel B/BJ — C > est un isomorphisme, donc B/BJ est I'algebre affine
de HG;/H (159 et bien str B/BJ = By est de hauteur < 1 puisque J = ((2”)),cc(B)-

Soient B = k[[w]]/((#""))zew,, ¢ : B' — B le morphisme introduit en 5.2.1, B’
la sous-algebre {z? | © € B'}, et J' 'idéal d’augmentation de B’?. Alors, on a un
diagramme commutatif :

B —— 8B

| |

B, = B//B'V -~ B, = B/BJ

et, d’apres 5.2.2, ¢ est un isomorphisme.

D’autre part, d’apres 2.4, A est topologiquement plat sur B = &/ (G/H) et sur
BP = &/(G/HG;) donc, d’aprés 1.3.3, B est topologiquement plat sur BP. De plus,
d’apres 5.2.4 ci-dessous, le morphisme B’ — BP induit par ¢ est un isomorphisme.
On peut alors appliquer 0.3.4 & ’anneau pseudocompact B’? = B? et aux BP-modules
pseudocompacts M = B, N = B : d’aprés ce qui précede, ¢p1 = ¢ ®p» k est un
isomorphisme, et il en résulte que ¢ est un isomorphisme. Ceci prouve 5.2 lorsque B
est de hauteur finie, modulo le point 5.2.4 ci-dessous.

5.2.4 — Pour tout espace vectoriel pseudocompact V sur k, nous notons .V l’espace
V @ k déduit de V par I'extension z — 2P du corps des scalaires. 160) On a alors un
diagramme commutatif & lignes exactes

0 J PR S 0
/U,L 7)[ U)j
0 rP—2 50 .5 0o,

ol l'on a posé w = J/J_2 et ol les applications u, v, w sont induites par I’application
linéaire # ® a — 2Pa de B dans BP. Comme u et v sont des surjections, w est une
surjection et a pour noyau l'image rwy de I3 = Ker(v).

Alors, posant J,, = {z € J | " = 0} et W, = 6(I,), on a J, = v(zlhy1) et
Wy = wW(zwpt1), pour tout n > 0. La section o : ;w — I, qui est induite par la
section o de 5.2.1, définit donc par passage au quotient une section 7 : @ — J qui
est compatible avec les filtrations de J et @w. Comme BP est de hauteur < r — 1, cette
section induit, par hypothese de récurrence, un isomorphisme

v: B =k[B]/((@")ses, — B”.

Or B” s’identifie & B'? et 1 au morphisme B? — BP induit par ¢, et donc notre

(I159)N.D.E. : Comme indiqué dans l’original, ceci se déduit aussi de la proposition 5.1, mais on a

préféré indiquer ’argument ci-dessus, qui n’utilise pas I'implication (i) = (ii) de loc. cit..
(160)N.D.E. : Comme k est parfait, on peut identifier V au groupe abélien V sur lequel k agit par
X-v=AVPoy,
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théoreme est démontré quand B est de hauteur finie.

Remarque 5.2.4.A— (161) Supposons B de hauteur < r + 1 (avec 7 € N*), alors
I,4+1 =T et 'on a un isomorphisme

KISl = o

[[Sr]] > k[[SrJrl]]
e B B,
((@1))ares,

k
(7 a

1 B~
(1) Naces, (@21 ))arsreson

ou chaque S,, est un supplémentaire de 2+1,_; dans I2+1,. Alors w = I/I_2 s’identifie
a H:ill S;, et l'on voit facilement que, pour n = 1,...,r + 1, 'image w,, de I, dans w
s’identifie & [, S;.

Ceci a la conséquence suivante. Soit B, = B/J,, ott J, = ((27)),cc(m), €t soit
m = I/J, Iidéal d’augmentation de B, ; comme J, C I2, alors w(r) = m/m? s’identifie
a w. Pour n = 1,...,7, notons w(r), 'image dans w(r) de m,,; c’est aussi I'image
dans w de {x € T | 2?" € J,}, donc w(r),, contient w,. D’autre part, il résulte de
I'isomorphisme (1) que 'on a J, = ((xfr+1))m7~+1esr+1v d’olt

k[[S ~ ~ E[[Sy ~ k[[Sy
o me MBI g o MBI o Kl
((#7))z1e8, (@ Naves,  ((@P1))zrire8i
et donc, d’apres ce qui précede, w(r), s’identifie & [, S; pour n =1,...,7 —1. On
obtient donc que l'inclusion w,, C w(r),, est une égalité, pour n =1,...,r — 1.
5.2.5 — 1l reste a considérer le cas ou B est de hauteur infinie, et ou la projection

I — w possede une section o compatible avec les filtrations de w et I. Considérons le
morphisme

¢: B = k[[w]]/((xpn))mewn —B
induit par o; il suffit de montrer que pour tout r € N, Papplication ¢, : B, — B,
induite par ¢ est inversible. (162)

Pour tout € N*, notons G, le noyau du morphisme de Frobenius itéré G — G(®")
et HG, le sous-groupe formel de G image réciproque du sous-groupe formel H®")
de G| de sorte que HG, est défini par I'idéal fermé engendré par les puissances
p"-iemes d’éléments de AT, qui égale AJ,, ot J, = {z?" | z € I}. On obtient alors,
exactement comme en 5.2.3, que B, = B/BJ, est 'algebre affine de HG, /H (et est
bien siir de hauteur < ).

Notons m(r) = I/BJ, I'idéal d’augmentation de B, ; la projection canonique de
B sur B, induit évidemment un isomorphisme de w = I/12 sur w(r) = m(r)/m(r)2,
qui nous permet d’identifier ces deux espaces. Soit w(r), l'image dans w(r) de I'idéal
fermé m(r), = {y € m(r) | y*" = 0}; c’est aussi I'image dans w de l'idéal fermé

(16)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, utilisée en 5.2.5.
(162)N.D.E. : En effet, B/ (resp. B) est la limite projective des B! (resp. B,). D’autre part, on a
modifié I'original dans ce qui suit, en tenant compte de ’ajout fait dans 5.2.3.
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I(r), = {z €T|2P" € BJ,}. 199 1l est clair que w,(r) = w si n > r; montrons que
wn(r) = wy, sl n < r. Pour tout r,n, la suite ci-dessous est exacte :

0— I(r), N2 — I(r), — w(r), — 0.

De plus, pour n fixé, on a (), 1(r), = I,, puisque [, BJ, = 0. Comme dans PC(k)
les limites projectives filtrantes sont exactes (cf. 0.2), il en résulte que, pour tout n,
on a

(*) wp = Ow(r)n.

D’autre part, d’apres la remarque 5.2.4.A, on a w(r), = w(r + 1), si n < r. Combiné
avec (%), cecl entraine que w(r), = wy sin < 7.

Par conséquent, l'espace vectoriel w filtré par les sous-espaces (w(7)n)n>0 n’est au-
tre que ,w (Notations 5.2). A fortiori, I'application o(r) composée de o : w — T et
de la projection I — m(r) est compatible avec les filtrations (w(r),) et (m(r),) de w
et m(r). Comme k[[,w]]/((z""))ze,w, N'est autre que B’ et que ¢, : B! — B, est le
morphisme induit par o(r), le résultat déja établi pour les algebres de hauteur finie
montre que ¢, est un isomorphisme.

5.2.6. Définition — (164 Soit (Ay)aea une famille de k-algebres profinies, chacune
munie d’une augmentation €y : Ay — k (c’est le cas, en particulier, si chaque A,
est locale de corps résiduel k). On définit alors le produit tensoriel complété infini

7 = @yeaAr comme la limite projective dans Alp, des Arp = @),pAx, pour
F parcourant les partie finies de A, les morphismes de transition Ags — Ap, pour
F' = FU{\}, étant id® €. En particulier, si A = N* et si 'on note X,, la k-variété
formelle Spf(A,,), alors Spf(/) représente le foncteur qui a tout C € Alf /;, associe
I’ensemble des suites « finies » d’éléments de Hn21 X (C), i.e. des suites

(w1, 22,...) € [] Xn(C)
n>1
telles que x,, = €, pour n assez grand, ou €,, désigne par abus de notation la composée
de €, : A, — k et du morphisme structural k& — C. (Si de plus chaque A,, est un
quotient d’une algébre k[[w!]], on peut noter 0 I'unique morphisme A,, — C qui
s’annule sur w/,, et on obtient donc I'ensemble des suites telles que « z, = 0 » pour
n assez grand.)

5.3. Remarques— (a) Appelons stationnaire toute k-algebre profinie qui est le pro-
duit tensoriel complété d’une famille d’algébres de séries formelles tronquées. (16%)

(163)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.

(1649 N.D.E. : On a ajouté cet numéro, afin de définir les produits tensoriels infinis utilisés en 5.3 (a).
(165)N.D.E. : L’auteur pensait sans doute & un produit tensoriel A = ®n€N* k[[w;]]/((xpn))z@,; , oll
les w!, sont des k-espaces vectoriels pseudocompacts arbitraires. Dans ce cas, on voit sans difficultés
que w = wy i, s'identifie au produit des wy,, et la filtration (wn)nen+ est donnée par w, = [i_; wj,
i.e. on est dans le cas 5.2.1.B. Pour cette raison, il serait préférable de nommer ces algebres stables
(plutot que « stationnaires » ), cf. [Di73], II §2.9, p.75. Si par exemple dimw, = 1 pour tout
n € N*, alors A représente le foncteur qui a tout C € Alf /;, associe 'ensemble des suites (Tn ) nen*

561
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Si G est un k-groupe formel infinitésimal et B 'algebre affine d’un espace homogene
de G, il résulte du théoreme 5.2 que algebre B/ ((z?" ))zex(B) €st stationnaire pour tout
entier 7 € N. Cela implique en particulier que B est une limite projective d’algebres
stationnaires. (166)

(b) Je ne sais pas si, avec les notations de 5.2.1, on peut choisir A et B de telle
facon qu’il n’existe pas de section o : w — I compatible avec les filtrations. (167)
On remarquera cependant qu’on peut avoir pour w n’importe quel espace vectoriel
pseudocompact filtré par une suite croissante de sous-espaces fermés. En effet, si
w; Cwe C -+- C w est un tel espace filtré, on peut définir dans 'algebre B = A =
E[[w]]/((2P"))zew, un morphisme diagonal Ay : A — A ®y A vérifiant les conditions
(i), (ii), (iii) de 2.1; il suffit de poser Ax(y) = y® 1+ 1 &y lorsque y est 'image dans
A d’un élément de w.

5.4. Corollaire — Soient G un groupe algébrique sur un corps parfait k de caracté-
ristique p > 0, H un sous-groupe algébrique de G, e l'image de l’élément neutre de G
dans G/H et A lalgébre locale de G/H en e. Alors A est isomorphe & une algébre de
la forme
ni Ny
k[[thXMXS]]/(lej avxf )

En effet, considérons les groupes formels infinitésimaux G = Spf(ﬁgﬁe) et H =

Spf(ﬁAH,e); d’apres 1.3.4, le complété Ade A= Oc/u,e est isomorphe a d(a/ﬁ et
(168)

le corollaire découle donc du théoreme 5.2 (ii).

5.5. Compléments. — (199 Rappelons les définitions suivantes. D’une part, on dit

qu’un anneau local noethérien A est intersection compléte sile complété A est quotient
d’un anneau local noethérien complet régulier B par un idéal I engendré par une suite
réguliere d’éléments de B (cf. EGA IVy, 19.3.1). D’autre part, soit 7 : Y < X une
immersion fermée de schémas. Si y € Y, on dit que 7 est une immersion réguliére au
point y si le noyau de Ox , — Oy, est engendré par une suite réguliere; si de plus
X est localement noethérien et si 7 est une immersion réguliére en tout point, on dit
que 7T est une immersion réguliere (cf. loc. cit., Prop. 16.9.10 et Déf. 16.9.2).

d’éléments de C tels que a:ﬁn = 0, et z, = 0 pour n assez grand. Notons enfin que ce cas (i.e. le

cas oll w = [],cn=wy) correspond au cas étudié, dans la situation duale des algebres de Hopf
cocommutatives connexes, par M. E. Sweedler, cf. [Sw67], Th. 3.

(166)N.D.E. : Mais une telle limite projective n’est pas nécessairement une k-algébre profinie stable
(au sens de la N.D.E. précédente). Par exemple, soit . le k-espace vectoriel « ordinaire » des suites
(u1,u2,...) d’éléments de k et soit w = .#*, alors w est la somme directe dans PC(k) de copies ky, de
k, pour n € N* i.e. on est dans le cas 5.2.1.A. Si l’on note z,, I’élément de w défini par z,(u) = un,
pour toute suite u = (u;);en=, alors la k-algebre A = k[[wﬂ/((:rﬂn))new est telle que wp /= w et
wn = []{2, kx;, mais n’est pas stable : Spf(A) représente le foncteur qui & tout C € Alf ), associe
I’ensemble des suites « infinies » (2 )nen+ d’éléments de C tels que wﬁn = 0 pour tout n € N*.
(167)N.D.E. : Les éditeurs ne le savent pas non plus, en dehors des cas considérés en 5.2.1.A et B.
(168)N.D.E. : Voir aussi [DG70], §1I1.3, Th. 6.1.

(169N.D.E.: On a ajouté cette sous-section, pour donner quelques conséquences de 5.4, mentionnées
dans les exposés III et VIa.
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Corollaire 5.5.1 — Si G est un groupe algébrique sur un corps k, U'anneau local 0g ¢
est intersection complete.

En effet, d’apres EGA 1Vy4, 19.3.4, on peut supposer k algébriquement clos. Si
car(k) = 0, on sait déja que G est lisse (cf. 3.3.1 ou VIg, 1.6.1) et donc Og, est
une k-algébre de séries formelles, d’apres EGA IVy, 17.5.3 (d”). Si car(k) =p > 0, il
résulte de 5.4, appliqué & H = {e}, que 0g . est intersection complete.

Remarques 5.5.2— Soient k£ un corps, G un k-groupe algébrique lisse, et H un sous-
groupe fermé de G.

a) On a vu dans 'Exp. III, 4.15, que 'immersion H < G est réguliere; ceci peut
aussi se déduire de 5.4, comme suit. Comme dans loc. cit., on peut supposer k algé-
briquement clos, et il suffit de montrer que le noyau I de Og . — O, est engendré
par une suite réguliere. Posons A = 0g ., G = Spf(;&) et H= Spf(ﬁAH,e). Comme A
est noethérien, on a une suite exacte

0—=I®pAA—=A—">H) —0

et A est fidelement plat sur A. Donc, d’apres EGA 1Vy, 16.9.10 (i) et 19.1.5 (i), il
suffit de montrer que le noyau T=1®aA de 7 est engendré par une suite réguliere
d’éléments de A.

Or, comme G est lisse, A est réduit ; d’apres 5.4, la sous-algebre B = W(G/I/-\I) est

donc isomorphe & une algebre de séries formelles k[[z1,...,2,]], et donc la section
unité de G/H est définie dans B par la suite réguliere (x1,...,2,). Comme A est
noethérien, I'idéal J de A engendré par z1,...,z, est fermé donc égal a I, d’apres le

corollaire 1.4. De plus, comme A est topologiquement plat, donc plat sur B (cf. 0.3.8),
alors (x1,...,2,) est une suite réguliere dans A, d’apres EGA 1V, 19.1.5 (ii).

b) On peut aussi déduire de 5.2 (ii) le résultat plus précis suivant. Supposons k
parfait. D’apres 5.2 (ii) appliqué a l'algebre C = o7 (H), il existe une base (y1, . - ., Yr+s)
de wy et des entiers 1 < ny < --+ < n, tels que o/ (H) soit isomorphe au quotient de
E[[y1,--.,yrt+s]] par I'idéal engendré par les yfm pour i =1,...,r. Relevons les y; en
des éléments x; de wg et complétons (x1,...,x,1s) en une base (z1,...,z,) de wa.
Puisque &7 (G) est réduit, le morphisme k[[x1,...,z,]] — &/ (G) est un isomorphisme,
d’apres 5.2 (iii). On obtient donc : il existe un « systéme de coordonnées » (x1,...,xy)
de G (i.e. un isomorphisme & (G) ~ E[[z1,...,2,]]) tel que H soit défini par les
équations xfnl =0pouri=1,....,7 et &y = 0 pour i > r + s («théoreme de
Dieudonné », comparer avec [Di55], §19, Th. 6 et [Di73], II § 3.2, Prop. 3 et ce qui la
précede).
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