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Introduction.

Dans sa « théorie des hyperfonctions » [17], M. SaTo remarquait que les
hyperfonctions sur R pouvaient étre obtenues comme « valeurs au bord »
de fonctions harmoniques dans le demi-plan supérieur.

Par ailleurs, étudiant le probléme de Dirichlet, J.-L. Lions et E. Ma-~
GENES [12] démontraient que si £ est un ouvert borné de R" a frontiére
analytique T, et P un opérateur proprement elliptique d’ordre 2m a
coefficients analytiques au voisinage de &, on avait un quasi-isomorphisme
entre les m-uples de fonctionnelles analytiques de I' et les solutions
analytiques dans @ de I'équation Pu= o.

Nous nous proposons, dans ce travail, de généraliser le théoréme de
Lions et Magenes au cas ou QUI est une variété analytique réelle a
bord. Ce sont alors, I' n’étant plus nécessairement compacte, les hyper-
fonctions qui vont jouer le role des fonctionnelles analytiques.
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114 P. SCHAPIRA,

Nous démontrons que si QUT est connexe et non compacte, les m-uples
d’hyperfonctions de I' peuvent toujours étre obtenues comme « valeur
au bord » des solutions analytiques de I’équation Pu= o dans Q (P étant
d’ordre 2 m), et que les fonctions de valeur au bord nulle se prolongent
a travers I' (c’est alors une généralisation du théoréme de Morrey-
Nirenberg [16]).

Pour cela, nous commencerons par démontrer des théorémes d’existence
et de régularité dans le cas des fonctions de classe C* ou des distributions,
puis, utilisant une méthode classique, nous démontrerons un « théoréme
de dualité » analogue a un théoréme de Grothendieck [7]. Nous « recol-
lerons » alors nos isomorphismes en utilisant des techniques de la théorie
des faisceaux.

Nous montrerons comment ces résultats permettent de retrouver ceux
de Lions et MAGENES et permettent de démontrer la régularité (intérieure
et au bord) des solutions hyperfonctions des équations elliptiques.

1. Préliminaires.

Nous ne rappellerons pas les principales définitions utilisées dans
Iétude du probléme de Dirichlet (opérateurs proprement elliptiques,
espaces H¢, etc.). Nous renvoyons le lecteur au livre de J.-L. Lions et
E. MaGeNEs [11] pour cela. Les paragraphes 3 et 4 nécessitent une certaine
connaissance des techniques de ce livre, mais on pourra lire les énoncés
de ces paragraphes sans leurs démonstrations, sans rien perdre de la com-
préhension générale.

Nous utiliserons le langage des faisceaux, et nous renvoyons au livre
de R. GopEMENT [4] & ce sujet.

Cependant, nous avons évité le plus souvent I'utilisation de la cohomo-
logie.

Enfin, nous renvoyons au livre de A. GROTHENDIECK [6] pour ce qui
concerne les espaces vectoriels topologiques.

On supposera donnés :

(a) Une variété Q' analytique réelle dénombrable & I'infini de dimen-
sion n sans bord, et une sous-variété a bord Q de &', elle aussi de dimen~
sion n, fermée dans &'.

On désignera par I' le bord de L, et par Q P'intérieur de Q.

On supposera Q' et I' orientées et munies de mesures analytiques
positives dv et do.

(b) Un opérateur P proprement elliptique d’ordre 2m a coefficients
analytiques dans Q'.

(c) 2m opérateurs frontieres sur T, (P;)}.,, (P;)}=, & coefficients
analytiques.
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On supposera (cf. la remarque 3 du § 11) :
— P; d’ordre m;j = j—r1;

— P; d’ordre m; = 2m —j;

— les opérateurs sont normaux.

On désignera par @, &, Hf,., @', B les faisceaux (d’espaces vectoriels
complexes) sur ', des germes de fonctions analytiques, de fonctions de
classe C~, de distributions localement dans H*(s€R), de distributions,
d’hyperfonctions.

On désignera par &, &, Hj,, &, B, les faisceaux analogues sur la va-
riété I'. Rappelons ([17], [15], [18]) que le faisceau B est caractérisé par
les propriétés :

1° Le faisceau B est flasque (i. e. : les opérations de restriction sont
surjectives);

20 Soit K un compact de Q’, et soit & (K) I’espace des fonctions ana-
Iytiques au voisinage de K. L’espace & (K) peut étre muni d’une topologie
« naturelle » du type @ # 8. Son dual, @' (K), est I’espace des fonction-
nelles analytiques portable par K. Alors

Tx(Q', B) = &' (K),

ou I'x (Q’, B) est I'espace des hyperfonctions sur ' a support dans K,
espace que nous noterons aussi B4(2') [et de maniére analogue pour
Dx (2]
Ces deux propriétés entrainent que, si o’ est un ouvert relativement
compact de ', on a un isomorphisme
B(w')~ @' (@)@’ (dw').

Rappelons aussi que @’ est un sous-faisceau de B.

Nous utiliserons les faisceaux @, et B, sur Q définis ainsi : soit o' un
ouvert de Q' avec ' N2 = w. On pose

@y (0) = D ('),
By (@) = B, (&)

ou My, (»') [resp. By, (w')] désigne I'espace des distributions (resp. des
hyperfonctions) sur »’ & support dans w, espace qui ne dépend que de .

Nous utiliserons aussi les faisceaux @T et Br sur I', définis par
ar (8) = Dx(v),
Br(3) = B3 (v),

ol »’ est un ouvert de Q' rencontrant I' suivant &.
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Si A est une partie de Q’, on pose

g. =AnT.

Si w est un ouvert de 2, on pose
® = 9 Nw.

Nous désignerons encore par &, et & la restriction 4 Q des faisceaux @
et &.

L’espace 6(R2) = I'(L2, &) est I’espace des fonctions sur &, qui se pro-
longent en fonctions de classe C* au voisinage de Q [et de méme @A (RQ)
est ’espace des fonctions analytiques au voisinage de £ dans 2'].

L’espace &(£2) a une topologie naturelle d’espace de Fréchet.

Nous désignerons par &'(Q’) [resp. @ ()] le sous-espace de ®@'(R')
[resp. de &(&')] des distributions (resp. des fonctions) a support compact
dans @’ [et de méme pour &'(I') et ® (I)].

Nous désignerons par ®(£2) le sous espace de &(Q) des fonctions a
support compact dans £. Ce n’est pas toujours un sous-espace de @ (2’).
Par contre, 8'(RQ), dual de &(Q), est le sous-espace de &'(R’) des distri-
butions & support dans . On définit de méme les espaces &(w), A (),
@D (w), &(w) siw est un ouvert de Q.

Enfin, nous utiliserons aux paragraphes 3 et 4 les espaces suivants,
ol reR+, K est un compact de £2.

Hiho () ={fe@(Q)|ofe H(R),Voen(2)},
Hi(Q) = Hg (Q') = 0 (") n H (Q"),
Hiioo(Q) ={ ued, (Q)|oue H(Q'), V 9 €D (L)},
Hi" (Q) = H' (Q') = @ (') n H- ().

Les espaces Hi,. () et H5%.(£2) sont des espaces de Fréchet réflexifs, et
leurs duals sont respectivement

H Q= U Hi'(Q) et HI(Q)= U H;(R).

KcCQ KCQ
Enfin on a

(M) Hiue () = ().

reN

Rappelons que si R; est un opérateur frontiére sur I' d’ordre r; a coeffi-
cients C*, R; opére pour r > r; 4 1/2 de H{,. () dans H};;7~"*(T) et son
transposé de Hii+i+*(T) dans Hyfoo(2).
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2. Valeurs au bord.

Désignons par vy I'application « trace » qui 4 une fonction définie au
voisinage de I' associe sa restriction a I'.
Pour tout ouvert » de &, y définit une application linéaire continue de

&(w) dans (&) et, pour tout compact K de T, une application linéaire
continue de @ (K) dans & (K).

Un opérateur frontiere R; est le composé yo R de y par un opérateur
différentiel R; défini au voisinage de I

L’opérateur R; est normal si I' est non caractéristique pour R).

Son transposé, ‘R;, opére donc pour tout compact K de I' de @y (T)
dans @ (') et de By (T) dans B, (RQ'), et par suite se prolonge en un
opérateur linéaire de @’ (') dans @, (Q) et de B(T') dans B, ().

Soit f € 6(2). On désignera par f, la distribution de @ (), définie par

<p—>f0fcp d, ged(Q).

I1 est classique ([11], [20]) et facile de voir qu’il existe des opérateurs
frontiéres sur I', normaux a coefficients analytiques, Q; d’ordre my,
Q; d’ordre m; (j=1, ..., m) tels que 'on ait la formule ci-dessous, dite
« formule des sauts » :

Vie&(@), P(fs)=P(f)+ 2PN+ ,Q (P
j=1 j=1
Les Q;, Q; sont uniquement déterminés par P, P;, P; (j=1, ..., m).
On a aussi la formule « duale » :
V[e&(®), (‘Pl="P(fo)+ X,P;(Q;f)+ > P;(Qf)
j=t j=1
LemME 2.1. — Soit ue By (2'). Alors u s’écrit de maniére unique
u=Po+ Y ‘Q;u;+ X, 'Q;uj
J=1 j=1
avec ve Br ('), uj, ;€ B() (j=1, ..., m).

Démonstration. — Pour tout compact K de I, il résulte du théoréme
de Cauchy-Kowalewski et du théoréme du graphe fermé que I’application :

a(K)~a(K)x & (K,
f—>CPf, (s, Q)N

est un isomorphisme vectoriel topologique.
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Par transposition, on en déduit que le morphisme de faisceaux sur I :

Br x B*»— Br,
@, (), U))fr,)— <Pv+Z‘Qiui + 210, u’i>
j=1 j=1

induit pour tout compact K un isomorphisme entre les sections 4 support
dans K de ces faisceaux.

Comme les faisceaux Br et B sur I sont flasques, le lemme 2.1 résulte
du lemme suivant :

LemME 2.2, — Soient F et G deux faisceaux flasques de groupes abéliens
sur un espace localement compact X. Soit v un morphisme de F dans G tel
que, pour tout compact K de X, v induise un isomorphisme

s (X, F)> Tk (X, G).
Alors v est un isomorphisme et, en particulier, induit un isomorphisme
', F)-TI, 6).
La démonstration est évidente puisque si w est un ouvert relativement

compact de X, on a un isomorphisme
L I5(X F)
PO D~ r,& B
et de méme pour G.
Soit maintenant fe @ (L) vérifiant I'équation Pf = o. Soit f€ B,(R)
un prolongement de f (qui existe puisque le faisceau B est flasque)
Pfe Br(Q).

D’aprés le lemme 2.1, on peut écrire de maniére unique

Pf=Po+ ¥ Q;u; + ¥,'Q;u},
j=1 j=1

et les hyperfonctions f — ve By (), u;, u; € B(T), ne dépendent que de f
et pas du prolongement choisi.

DEFINITION. — On pose
fo= f —,
Pif=uj,
Pif=u;

b(f) = (P;f)7s-
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On dira que f, est le prolongement canonique de f, ef que b (f) est la valeur
au bord de f.

Remarquons que si f appartient 4 6(Q) ces définitions coincident avec
les précédentes.

Désignons par &p et @, (resp. @:p et Ap) les faisceaux sur 2 des germes
de solutions analytiques des équations Pf= o et des équation Pf= o,
Pif=o(j=1,...,m)[resp.'Pf=o0et‘Pf=o0,Q;f=0(j=1,..., m)].

L’application b définit une application linéaire
ap(@)/ap @)~ BTy
qui induit I'application
ap(R)/ah(Q) - am)»,
[ @P;f)fe
Posons maintenant

aP(Qs (D') ={f€ap<9)l376032)(9),7|9 =f}'

Lions ET MAGENES [11] ont défini une application linéaire que nous
noterons b’ qui envoie @,(2, @) dans @' (T)™,

LeMME 2.3. — Soit ue @ (L"). Alors u s’écrit de maniére unique :

u=Pv -I-Z‘Qf u; +Z‘Q} uj,
j=1 i=1
avec ve DT (R"), u;, u;€d'X) (j=1, ..., m).
Nous ne démontrerons pas ce lemme qui ne présente d’ailleurs pas
de difficultés (cf. [20], t. 1, p. 102).

TuEOREME 2.1. — La restriction de b a &, (R, ®') coincide avec I'appli-
cation b’ de Lions et Magenes.

Démonstration. — Soit f € a,(2, @').

Posons b'(f) = (B, f)-,. Soit f, le prolongement canonique de f,

m m

Pfo=Y'Q;u; +,'Q; .
j=t

j=1 j=

Il résulte du lemme 2.3 que f, appartient & @, () et u;, u; & @'(T).
Soit (¢;)7L, € @ ()™, et soit 6 € @ (R) avec

Qif=o0, Qib0=¢; (=1,...,m).
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11 est facile de construire un tel 6 [on se ramene au cas ou L est un ouvert

deR?=R"n {2, o}, et ou Q; =yo<5‘;—>’_’] (cf. [11], . 1, p. 129).

JiE:

RN —2< Qu), 8> =< Pfo, 0>

j=1

.
Il
>

(puisque Q;0 = o).
Or, d’aprés le théoréme 6.5 de Lions et MaGeNEs ([11], t. 1, p. 188),
on a aussi

{Pfo, 0> = <Bjf ;>

donc B/f= ll'/ =ij.

Remarque. — On pourrait définir, grace au lemme 2.1, les valeurs
au bord sur I' d’'une solution hyperfonction de I’équation Pu = o sur L,
sous les seules hypothéses que P est 4 coefficients analytiques et que T est
non caractéristique.

3. Théorémes de régularité.

LemME 3.1. — Pour tout point x€T, il existe un voisinage compact K
de x dans Q tel que
VseN,
V ue HF* (Q),
Y ujeHgmrmitr=s@T)  (j=1, ..., m),
Uhypothése

tPu -I—Z tP;u;€ Hy™ 1 (Q)
j=t
eniraine
IIEHI'?_S'H(Q), u/EﬁE’n+mi+a/2_s.

Démonstration. — On peut supposer, en se plagant dans une carte de 2,
que K est contenu dans une demi-boule de R~.
Comme les opérateurs P; sont normaux d’ordre j —1, on peut supposer
(cf. [11], . 1, p. 128) que
IT'=8n { Tn=0 },

0 -
Br=to(5)
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On peut alors trouver une variété » compacte de classe C* 4 bord do,
plongée dans R*, telle que
Kco,
do =T au voisinage de K,
P est proprement elliptique au voisinage de .

Les opérateurs P; se prolongent naturellement a dw, et on sait (cf. [11],
t. 1, p. 208) que 'application

f—=®@f, (Pif)})

est, pour tout s€ N, un quasi-isomorphisme de H™+s () sur

H-7+5(0) X I] Fym+s—i+1p (0w),
j=1

dont le noyau et le conoyau ne dépendent pas de s. On en déduit que
Papplication transposée

@ ()]0) > <fPu +2P; u,~>

j=1

est, pour tout entier s€ N, un quasi-isomorphisme de

Hy =@ x [ | A-m-+i-12(d0) sur H7™° @),
j=1
dont le noyau et le conoyau ne dépendent pas de s.
Le lemme en résulte.

LemMmE 3.2. — Soit ue H{Z,(Q) avec ‘P(u|R) = o.

Soit u, son image canonique dans &', (Q). Supposons qu’il existe
u;e®' (I')™ avec
tPu, +Z‘P/u,- =o.

j=1
Alors ue ap(Q), u;€ @(T) et u; = Q@ u.

Démonstration. — Les applications Q;, qui opérent de () dans &),
se prolongent en applications linéaires continues de Hiz,(£2) dans
Higm ™= (D).

11 résulte du théoréme 2.1 que si ue H{%, (Q) vérifie ‘P(u| Q) = o, cette
définition de Q,u coincide avec celle du paragraphe 2 (en remplacant P
par ‘P, et P; par Q)).
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Le lemme résulte alors du théoréme de Morrey-Nirenberg [16].

TutoriME 3.1. — Soit ue @, (Q), u;e () (j =1, ..., m) vérifiant

‘Pu+¥,'P;u;=o,
j=1
Alors il existe fe alp(R) tel que fo=u, Q;f = u;.
Démonstration. — D’apres le lemme 3.2, il suffit de démontrer que
Voed(Q), qu|QeH"(2).

On peut supposer que £ est un ouvert de R”, que I' est contenu dans
{Z, =0}, et que
9 !
P/ = Y o (—dx—n> .

On peut aussi supposer qu’il existe un entier s> o tel que
u|@e H"(%),
u/. = f{’—m-}-m,‘-o-i/'z—s (I‘).

Soit ¢ e @ (R) a support K assez petit pour que l’on puisse appliquer
le lemme 3.1, et tel que
¢ (@', Tn) =9 (¥, o),
au voisinage de IT'.
oue H~* (R?),
ou;€ Hy™+mi+'=(T)
et

‘tPou +Z‘P,-cpu,~ =t!Pou—q¢!Pu,
j=1
d’out
‘Pou + ¥ ‘P;ou;€ Hy~*+ (R").
j=1

11 suffit alors d’appliquer un nombre fini de fois le lemme 3.1.

4, Théordmes d’existence.

LemME 4.1. — Soit K un compact de Q. Soit K la réunion de K

et des composantes connexes relativement compactes de Q—K. Alors K est
compact.
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La démonstration est la méme que celle de B. MaLGrANGE ([13], p. 333)
concernant les variétés sans bord.

LeMME 4.2. — Soit K un compact de Q. L’application
f— (Pf, (P;f)j=1)

induit, pour fout r€ N, un homomorphisme :

H}m+r(g)__>_H;( (Q)X II ﬁ%m—mi—1/2+r(l‘).

j=1

Démonstration. — D’aprés I'inégalité 4.3, de [11], (t. 1, p. 157), tout
point de Q a un voisinage compact L, tel que

3 C> o, v fe H%.””’ (Q)’ “ fllHiM+r(Q)

= CI:“ Pf“Hi (Q)-l-z “ Pif"ﬁ%’:‘"";—””’ (I‘) + “ f“lii"‘*"'“(Q)] .

En considérant une partition de 'unité au voisinage de K, on en déduit
que cette inégalité est encore vraie (avec une autre constante C) si f est
a support dans K, car

Vr>o0, d¢c> o, V[feH;"*"1(Q),
| Pof—9Pfllag @< Cl fllgram—1 s
I Pi‘?f—?Pifl|ﬁ;7—m;-“*+'"‘<r)é Cll fllsrgzsram e

Le lemme en résulte de maniére classique (c¢f. par exemple [11], t. 1,
p. 171).

LemME 4.3. — Soit K un compact de Q. L’application

(u, (W))jee)— <‘P u+y P, ui>

j=1
induit un homomorphisme de Hy(R) x | | fiz*m+m+"*(T) dans Hz*™ ().
j=1
La démonstration est analogue & celle du lemme 4.2, compte tenu de
I'inégalité 4.40' de [11] (t. 1, p. 158). On utilise I'inégalité

3C> o, Vujeﬁ§2m+'"i+‘/2(f‘),

14Pjou;— @' Pjuy (| goom == [ U H,;}mw;-m o)



124 P. SCHAPIRA.

TaEOREME 4.1. — Supposons que Q n’ait pas de composantes connexes
compactes. Alors U'application

8(Q)—>8(Q)x EM)™
f— ®f, (Pif)}=1)

est surjective.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que 1’application

oo (£2) = Hoo(£2) X II Hm—mi— o),

Jj=1

f=@f, P;i)}-1)

est surjective.

Comme les espaces considérés sont des espaces de Fréchet réflexifs
des raisonnements classiques en la matiére (cf. par exemple [13]) montrent
quil suffit de vérifier :

(a) YV KcQ, l'application

H%(g) XHﬂ52m+m}+i/2(r)_>H}2m(g),

j=1
(u, (u))j=) > <‘Pu +2P; "i>
j=1 s
est un homomorphisme.

(b) Pour tout compact K de £, il existe un compact K’ tel que

ue H)(Q), u;eHrrm+mi+12(T
@, @) v <HL®)
‘Pu+ ¥ ‘P;u;€ Hg " (R) ;€ Hpm+mer ()|
j=1
(c) L’application du (a) est injective.
Or (a) n’est autre que le lemme 4.3.

(b) résulte du théoréme 3.1 et du lemme 4.1 (on prend K’ = K avec
les notations du lemme 4.1).

() résulte du théoréme 3.1, sous 'hypothése « £ n’a pas de composante
connexes compactes »

THEOREME 4.2. — On a la suile exacte de faisceaux sur Q :

o-+a2>—>6—>6><5"'—>0,
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la deuxiéme fleche désignant Uidentité, et la troisiéme le morphisme
= Pf, (P;)fs)-

Démonstration. — Le théoréme résulte du théoréme de Morrey-
Nirenberg (loc. cit.) et du théoréme 4.1, puisque tout point de & a un
voisinage qui est une variété sans composantes connexes compactes.

CoroLLAIRE 1. — Si Q n’a pas de composantes connexes compactes, on a
H' (2, a}) = o.
Démonstration. — On déduit (cf. [4]) du théoréme 4.2 la suite exacte :
0> AH(R)—> ()~ 8(Q)x En(T)— H' (R, al)— H! (R, 8)— ...

et comme le faisceau & sur Q est mou, H' (2, &) = o.

Le corollaire résulte alors du théoréme 4.1.

COROLLAIRE 2. — Supposons & sans composanles connexes compactes.

Soit Q = U Q; un recouvrement ouvert de 2, et soit
iel
fz,;ea}’,(ﬂinﬂl-), i,jGI

vérifiant

fuoj=—F}us
foj+fir+fri=o0 sur unQ;nQ, Vi, j, k.

Aors il existe fie AR (), avec fi, ;= fi—f;, VY 1, j.

Démonstration. — On peut démontrer le corollaire 2 en reprenant, par
exemple, la méthode de la démonstration du théoréme 1.4.5 de [9].

TuEOREME 4.3. — On a la suite exacte de faisceaux sur Q :
0—> Ap—> Dy X B'™—> Dy — o,
la deuxiéme fléche désignant le morphisme
f—=(fos (@3 ) F=1)s
et la troisiéme fléche le morphisme
(u, (W)7,)—~ <’Pu -]—2 ‘P; u,-> .
i=1

Démonstration. — Si 2 est sans composantes connexes compactes,
on démontre comme pour le théoréme 4.1 (en utilisant le lemme 4.2,
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au lieu du lemme 4.3) que, pour tout r€ N, I'application

(w, ())je)—~ <‘P u+ 3P ui>

j=1

induit une application surjective de

H(Iloc(g) XII ﬁ;gm+mi+i/2——r(lw) sur H;:l’;);—zm(g)°
j=1
Comme toute distribution est localement d’ordre fini, et comme tout

point de £ a un visinage qui est une variété sans composantes connexes
compactes, la suite de faisceaux

@y X D™ By —> 0
est exacte.
Le théoréme résulte alors du théoréme 3.1.

TutoreME 4.4, — Supposons que @ n’ait pas de composantes connexes
compactes. Alors la suite

0— A (R) - @, (R) X W' (T)yn— @, (R)— o
est exacte.

Démonstration. — On a ,d’apreés le théoreme 4.3, la suite exacte
0— Alp(Q) > @, (R) X' (T)n— @, ()~ H (L, Ap) —. ..

et, d’apres le corollaire 1 du théoréme 4.2, I'hypothése entraine
H' (2, af) =0, car (‘P, (Q;)}~,) vérifie les mémes hypothéses que
(P, (Pj)=1)-

On pourrait aussi démontrer le théoréme 4.4, en utilisant le corollaire 2
a la place du corollaire 1.

5. Théoréme de dualité.

Soit w un ouvert de . Il résulte du théoréme de Morrey-Niremberg que
I'espace Ap(w) est fermé dans &(w). Nous le munirons de la topologie
induite par cet espace. C’est alors un espace de Fréchet.

Si K est un compact deI', nous munirons 1’espace @ (K) de la topologie
induite par @& (K). C’est un espace du type #Fs.

TuEOREME 5.1. — On suppose £ sans composantes connexes compactes.
Soir K un compact de I'. L’espace () est fermé dans ap (R — K), et
Uapplication b induit un isomorphisme vectoriel topologique :

ap@ — K (@) > & (K.
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Démonstration. — L’application b se factorise par les applications :
aj(Q — K)jap(Q) 5 aip (K) - &' (Kym,
o v est I'isomorphisme vectoriel topologique défini par

w1 (g) =(Qi =1, ge@h(K),

et ot 'application A est définie par
O, 9 =<Pfo—Z‘Q;(P’;f), g>,
=1

oufeap(Q — K), ge &’ (K).
Soit @ un ouvert contenant K, et soit g€’ (w). Soit ¢ed(w),
¢ =1 au voisinage de K. Soit § =1—0,

fo—(@f)ed' (w),
P, f—0P;f,ed' ).
Donc

M), 9> = <P(9f)o—2,’Q/(9P ) g>

L’application 2 est donc continue.
Soit « € @ (»), « =1 au voisinage du support de o,

<POfos 92 =<POfos 29> =< Of)os ‘P(29)> =<T, (P(29))o>s
<'QiOP;f), 95 =<'Qi(OP;f), ag> =<0 P;f, Qi 9> =<, ‘P;(Q;*9)>.

Donc

) 9> = < £, (P@gh— P (Qzay)>

j=1
-(rpe o+ P, (@)20) )
i=1
Désignons par p. Papplication de &.p(») dans
& (Q —K)
P& @—K) + 3P ET—K)

j=1

m

définie par p(g) = classe de [‘P(a 9o +Z ‘P;i(Q;« g)], ol xe®(w),

j=1
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o =1 au voisinage de K (on vérifie inmédiatement que le second membre
ne dépend que de g).

Il résulte du théoréme du graphe fermé que l'isomorphisme vectoriel
A (K) = lim afp(w)
Wk

est un isomorphisme vectoriel topologique.

L’application . définit donc une application continue (encore notée 1)
de @!p(K) dans

&'(Q —K)
‘P&'(R — K)+ Y,'P;& (T —K)
j=1

Mais ce dernier espace n’est autre, d’aprés le théoréme 4.1, que le dual
de I'espace A} (22 — K).
L’application
B lp(K)—(ah(Q@ —K))

est donc l'application transposée de I’application
A ay( —K)—(akr(K))'.
Désignons par s I’application canonique
(@ (@ —K))'—» (@2 (L)),
transposée de ’application
ap()—ap( —K).
On a évidemment sop = o.
LemME 5.1. — Le complezxe
0> A8, (K) > (A8(@ — K)Y > (a3 ()~ o
est une suite exacte d’espaces vectoriels.

Démonstration du lemme.

(a) L’application @ est injective. Supposons que

‘P(ag)o+ Y, 'P;(Qag) ="Po+ Y P;v,,

j=1 =1

o ve & (2 —K), v;e&' [ —K).
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D’apreés le théoréme 3.1, (« g),— v est analytique dans @, et Q n’ayant
pas de composantes connexes compactes, (xg),— v est nulle. Donc g est
nulle au voisinage de K.

(b) Imp. = Kers. Soit ue &'(Q — K) avec

u="47"Py +E ‘P;v;, ou ve&'(Q), v,e&'().
=1
[On a identifié (A (R))’ a 6’(52)/(@6’(52) +Z‘P,~§’(I‘)>.]
=1
Il résulte du théoréme 3.1 que v etlesv; (j=1, ..., m) sont analytiques
dans un voisinage de K.

Si f désigne la restriction de v & un tel voisinage, on aura

u = p(f) +'Pv' + Y, P;v),
j=1

ol v'e &' (% —K), v;eé&'(I — K).

(c) L’application s est surjective. Soit v € &'(R). D’aprés le théoréme 4.4
il existe ue @,(Q), u;e®@ ) (j=r1, ..., m) avec

tPu —|-Z‘P,~u,~ =u.
j=1
Soit €@ (L), =1 au voisinage de K,
‘Pau+ Y 'P;(xu;) =v+w,
j=1
ol we &' (2 —K).

Fin de la démonstration du théoréme. — Les espaces (A(R)) et
@@ —K)) sont du type ®FS. L’application s étant surjective,
sera un homomorphisme, et par suite I’espace A2(2) est fermé dans
ay(Q — K).

L’application

A: ap(Q —K)/ap(Q)—~ (al(K))'

est alors Dl'application transposée de I'application p : @l (K)—> Kers,
et . est un isomorphisme vectoriel topologique, d’aprés le lemme 5.1
et le théoréme du graphe fermé.

11 en est donc de méme de P'application 2.
Remarque. — La méthode de démonstration du théoréme 5.1 est trés
voisine de celle utilisée par A. MARTINEAU dans [15].

BULL. S0C. MATH. — T. 99, FASO. 2. 9
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On peut traduire le lemme 5.1 par « la suite
o—>H!(K,A%)—>H!(Q—K, ab) > H!(RQ, A%) > o
est exacte », et utiliser alors I'isomorphisme
(H(w, @)~ H!(w, Qlp),

qui résulte des suites exactes du paragraphe 4.

6. Le faisceau des valeurs au bord.

Nous supposerons, dans ce paragraphe, Q sans composantes connexes
compactes. Rappelons que si  est un ouvert de £, on a posé
d=wN I‘, O =0N Q.

LeEmMME 6.1. — Soit w, ef w, deux ouverts de Q avec &, = &,. On a un
isomorphisme
O (1) (00) 2 Qp (@03) A (@2).

Démonstration. — En remplagant o, par w,Nw,, on peut supposer
®; Cw,. L’application naturelle

QUp (@)L (02) > (1) A (1)

est injective, et sera surjective d’aprés le corollaire 2 du théoréme 4.2,
appliqué au recouvrement de w, par les ouverts w;, et @, :
V feal(wina,),
f =4 + h;
geAY(w:), heah(d,)

et
ap(on ®g) = Ap(oy),

Ap (D) = Ap(s).
DEFINITION. — Soit w un ouvert de Q. Nous poserons
K(B) = A(®)[Ap(@)
[plus exactement, & (%) sera la classe d’équivalence de A, (a)/Af(w))
Si w et w’ sont deux ouverts de £ avec w’'Cw, I’application de restriction
Ap (@)= Ap(a’)

induit une application
K (@)~ K@),

et il est clair que I’on défini ainsi un préfaisceau sur I' que nous noterons .
Si f € &p(®), nous désignerons par p(f) son image dans K (&).
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TuEOREME 6.1. — Le préfaisceau K est un faisceau.

Démonstration. — Soit w = ‘ , w; un recouvrement ouvert de ’ouvert »

iel
de Q.

(a) Soit peXK (&) avec ¢|&;=o0, Viel. Il existe fe@p(®d), avec
p(f)=¢,etona
flor€ ag(wy),
donc fe A} (w) et par suite p(f) = o.
(b) Soit, pour tout ie I,

({)165(:((7)1), avec (Pd&gﬁﬁj:@ilg)tﬂa)j.
Soit f;€ @p(@:), avec p(fi) = ¢;. Posons

foj=Ff—f; sur &na;.
On a
fi€ap(@:inw;)).

La famille des (fi,;),;er Vvérifie les condition du corollaire 2 du théo-
réme 4.2. Donc il existe h;e A} (w;), vérifiant

fu;=hi—h;.
Comme le préfaisceau @, est un faisceau, il existe fed@p(®) avec
fléoy=fi— hi. Posons p(f) =¢.On a
¢ | Bi=p(f| 1)
=p(fi—h)
= ¢‘.

THEOREME 6.2. — Le faisceau X est flasque.

Démonstration. — Soit » un ouvert de L. Il faut montrer que I'appli-
cation

ap(Q)/as (@) ar(®)/a(w)
est surjective.
C’est une conséquence du corollaire 2 du théoréme 4.2, puisque
» = Q Nw,

Remarque. — On aurait pu dans ce paragraphe utiliser le corollaire 1
du théoréme 4.2 au lieu du corollaire 2, et les théorémes de la cohomologie
(& support) des faisceaux.
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11 est immédiat que I’on a un isomorphisme
K(B)~ Hz (R, ap).
7. Le théoréme d’isomorphisme.

TuEorREME 7.1. — On suppose & sans composantes connexes compactes.
L’application b
ap(R)/ap@)— B@)"
est un isomorphisme.
De plus, pour tout compact K de I', b induit un isomorphisme vectoriel
topologique .
ap@ — K)jag (@) &' (K.

Démonstration. — L’application b commute aux restrictions, et par suite
définit un morphisme de faisceaux sur I'.

56—>1§”’.

Soit K un compact de I'. L’ensemble des sections & support dans K de X
est isomorphe a Al(Q — K)/a}(R). Le théoréme résulte donc du
lemme 2.2 et des théorémes 5.1 et 6.2.

8. Le cas des variétés compactes.

Nous nous proposons de redémontrer le théoréme de quasi-isomorphisme
de Lions et MageNEs ([11], t. 3, chap. 8 et [12]).

Comme il s’agit d’un résultat déja connu nous utiliserons, contrairement
aux paragraphes précédents, quelques théorémes de la cohomologie des
faisceaux.

THEOREME 8.1. — Supposons & connexe et compacte (et I' # ). L’appli-
cation . .
b: @p(Q)—>a’

est un quasi-isomorphisme d’espaces de Fréchet.

Le noyau de b est U'espace A} (£2). Le conoyau de b est U'espace H* (2, @}).
L’image de b est le polaire dans &' (I')™ de I’espace

N={(Q ge@@)"|geal()}.

Démonstration. — Commencons par remarquer que, d’aprés ce que I'on
a vu au pragraphe 5, ’application b est continue.

Remarquons aussi que, si u est une application continue d’image de
codimension finie de E dans F, deux espaces de Fréchet (ou deux espaces
de type @FS), u est d’image fermée.
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Soit alors a € Q. Posons

9a=9—{a}, Qa=5.2—{a}.
Ona
Hi(Q, ap) =0 [13],
H*'(Q4, A)) =0 d’apreés le corollaire 1 du théoréme 4.2).

On en déduit que la suite
0—> AY(R) > Ap(R) X AL(Ra) > Ap(R4) > HI(R, Q)0
est exacte, si la troisiéme fléche désigne I’application :
(f, ) fl2—g| Q0

(c’est une conséquence du théoréme des recouvrements acycliques de
J. LEray, appliqué au faisceau @} et au recouvrement de 2 par les

ouverts Q, et Q).

Considérons alors le diagramme commutatif :

A, (L) /ad(R) —> ap(La)/ad(Q0a)

\b\ b /
&y
ou i désigne I’application canonique et b, la restriction de b a Q.

D’aprés le théoréme 7.1, b, est un isomorphisme. On en déduit que la
suite

0 AH(R) - Ap(Q) - &' (N> H1(R, @p)—>o
est exacte.
[Nous n’expliciterons pas 'application de & (I)» dans H* (2, @$).]
Considérons, d’autre part, la suite exacte (qui résulte du théoréme 4.2) :

0~ AB(RQ) > E(Q) > 6(@) X EM)"—> HY(L, ag) o,

ou Pe(f) = (Pf, (P;f)j=1)-

Il est bien connu [(11], t. 1, p. 172) que P, est un quasi-isomorphisme,
et que I'image de P. est le polaire dans &(2) x & (I')™ de I'image de A/, (£2)
dans &' (Q) X & (I')™ par 'application

f—= (o (Q;1)j=1)-

Donc ap (L) et H! (2, @%) sont des espaces de dimension finie, la dimen-~
sion de H*(R, &/,) étant celle de A/, (X).

Par suite, b est un quasi-isomorphisme d’espaces de Fréchet.
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Soit N° le polaire dans @' (T)™ de I'espace N. On a
Imbc N,

car, soit geA%(Q) et feay(R) :
OO, @ 97=> = Pfo—, QG (Pjf g ) =o.

Comme les deux sous-espaces Imb et N° de @’'(I')™ sont fermés, et de
méme codimension, ils sont égaux.

9. Théorémes de régularité dans 1'espace des hyperfonctions.

Nous reprenons, pour le théoréme 9.1, une démonstration faite dans [10].
Ce théoréme a été démontré par d’autres méthodes par divers auteurs ([1],

(8], [3], [18]).

TuaEoREME 9. 1. — Soit Q un opérateur elliptique a coefficients analytiques
dans un ouvert » de R*. Soit ue B(w), solution de I'équation Qu = o. Alors
u est analytique dans .

Démonstration. — Posons P = QQ. L’opérateur P est proprement
elliptique, d’ordre 2 m si m est I'ordre de Q. Soient Q une boule fermée
contenue dans w, I' le bord de L, et # 1a normale intérieur a T.

Posons

, a\/t .
Pi=Y°<d_-,>1> 3 J=1..,n

0 \m—/ .
Pij=vyo d_ﬁ> y J=1,.,m

(y est 'opérateur de trace sur I'). On est dans la situation du paragraphe 1.
Soit Te@’(R) un prolongement de u| <. D’aprés le lemme 2.1,

P =Pv +)'Q;0;+ >, ‘Qjv),

j=1 j=1
ou vea'(T), v, v}e&’(l‘) (les opérateurs Q;, Q; ont été définis au
paragraphe 2).
D’aprés le théoréme 8.1, il existe f € Ap(2) avec b(f) = (V))=s.
En effet, si ge a%(Q), on a

¥ <05, Q19> =<u—0, Pg>— ¥ <v;, Q19> =o.

j=1 j=1
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Donc, en remplagant u | par u|Q — f, on peut supposer que

m
Pﬁ—-z 'Q jVj=0
j=1
pour un prolongement i € @’ (£2) bien choisi.

Le théoréme résultera alors du théoréme de régularité dans I’espace
des distributions et du lemme suivant :

LemME 9. 1. — Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 8.1. L’appli-
cation N
a'(Q)xa' @y —a'(Q),

@ W)=~ <Pu + 0 ui>

j=1
a méme noyau que sa restriction a &' () x &' (T)™.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que les applications
tP,: A(R)—>a(R)x &)™,
tP,:  6(Q)—>&(Q)xET)™,
= CPf, (Q;f)=)

ont des images fermées, et que leurs conoyaux sont isomorphes.
D’apreés le théoréme de Morrey-Nirenberg (loc. cit.), ’application

(@(@) X & (T)")/Im P> (6(2) x E(T)")/Im P,

est injective : comme le deuxiéme espace est de dimension finie, il en est
de méme du premier. .

Comme les espaces A () et A(T) sont du type @ F S, cela entraine
que ‘P, est d’image fermée.

Enfin @ (Q) est dense dans &(R), et @(T) est dense dans &(T), donc
(@(R)x @(T)")/Im*P, est dense dans (&(Q) x &(T)™)/Im¢P..

Par suite, ces deux espaces sont égaux.

On aurait pu aussi démontrer ce fait en utilisant les deux suites exactes :

0—>Af—>A—>AXA™ >0,
0>Ap>8 ->8EXE™ >0

et le fait que H*(Q, 8) = o et H'(2, @) = o (d’aprés le théoréme de
GRAUERT [5]).

THEOREME 9.2. — Plagons-nous a nouveau dans la situation du para-
graphe 1.
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Soit ue By(Q), u;eB) (j=1, ..., m), avec

Pu+ ¥ ‘Qu;=o.

j=1
Alors ue ay(Q), y;eAM)(Gj=1, ..., m).

Démonstration. — Soit f = u| Q. D’aprés le théoréme 9.1, fea,(R).
L’hypotheése entraine
b(f) =0 et u= fo.

Le théoréme résulte alors du théoréme 7.1.

10. Résolution flasque du faisceau @j}.
On se place dans la situation du paragraphe 1.

TrEOREME 10.1. — La suite de faisceaux sur Q'
0o—>@p—>B-—>B-—>o0
(ot la troisiéme fléche est U'application : u — Pu) est exacte.

Démonstration. — D’apreés le théoréme 9.1, la suite de faisceaux sur ’

o—>@p—~B—+B
est exacte.
Il faut montrer que « localement », on peut résoudre I’équation
Pu =

On peut donc supposer £’ connexe non compacte. Munissons I’espace ¢ (£2')
de la topologie
a(Q') = lim a(K)
(.—_
KcQr

(K parcourt la famille des compacts de LQ').

L’espace @ (') est alors un espace ultrabornologique, d’aprés un
théoréme de A. MARTINEAU [14]. Cet espace peut étre obtenu comme
limite inductive dénombrable et limite projective dénombrable d’espaces
de Banach.

On munira I’espace .:p(£2') de la topologie induite par & (L').

Soit &:p(Q') le sous-espace de Fréchet de (') des solutions de I’équa-
tion ‘P f=o.

Il résulte du théoréme du graphe fermé généralisé (cf. par exemple [22])
que l'isomorphisme vectoriel

Ap(R') = &:p(R)

est un isomorphisme vectoriel topologique.
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De plus, I'application
a(Q)—a(’),
f—‘Pf
étant surjective [13], est un homomorphisme, toujours d’aprés le théoréme
du graphe fermé généralisé.
On a donc
(@r(Q)) = &' (@)/P (),
(6,(R))' = &'(R)/P& ().
Soit alors » un ouvert relativement compact de ', et soit u € B(w).

Il existe He @'(») qui prolonge u. D’aprés ce qui précéde, on peut
trouver ve @’ ('), pe &' (') vérifiant

Py +4p=u.
Soit T'€ @'(R’) vérifiant
PT =p.

Une telle distribution existe, d’aprés [13], et on a
Plo+T|w)=u.
CoroLLAIRE 1. — Si Q' n’a pas de composantes connexes compactes,
la suite
0—>Ap(R")—>B(R")—>B()—>o0
est exacte.
TutorEME 10.2. — On a la suite exacte de faisceaux sur < :
0> A% —> By X Bm—> By— o,
ou la deuxiéme fleche désigne le morphisme
f - ((fo), (— P } f )1{'3—‘ 1)’
et la troisiéme fléche le morphisme
m
(a, (u»;":o»(Pu +20 u,->.
j=1
Démonstration. — D’apres le théoréme 9.2, la suite

0—>@%—> By x B"—> B,
est exacte.

Supposons, ce que I'on peut faire, Q et Q' sans composantes connexes
compactes.
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Soit ue B,(2) = Bo(L'). Soit ve B(Q') vérifiant

Py =u.

Un tel v existe d’aprés le corollaire 1 précédent.
Soit v, € B, () avec
vol Q =D | Q.
On a
Py,— ue Br (),

donc il existe, d’aprés le lemme 2.1, u;, e B@)(j=1, ..., m), et
w € Br () vérifiant

Pyy—u = Pw +E ‘Q;u; +Z ‘Q;uj.

j=1 j=1

D’aprés le théoréme 7.1, il existe fe@,(2) avec b(f) = (uj), cest
a-dire

Pfo= Y, ‘Qju; +>,Q;;.

Jj=1 Jj=1
Donc

P@—w—fo) +E ‘Q;(v;j—u)) =u.

j=1

CoroLLAIRE 1. — Supposons Q sans composantes connexes compactes.
Alors la suite

0— A}(R) > B, () X BTy~ B,(R) >0
est exacle.

Remarquons que I’on a aussi la suite exacte de faisceaux sur £2.

0>A%—>A—>AXAM >0

[la troisiéme fléche désigne le morphisme f—(‘Pf, (Q;f)/=1)].

Si Q n’a pas de composantes connexes compactes, pour tout compact K
de &, on a
H? (K, a?p) = 0,

et les deux suites exactes
o> &' (K) x &' (K)"— &' (K) - Hi (2, &) o,
0 — A% (K) - A(K) - A (K) x A (K)"—> o
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permettent (cf. [21]) de redémontrer trés simplement le théoréme 5.1
grace 4 I'isomorphisme
Hi (2, ap) = ap(Q—K)/aj(Q).
Remarquons aussi que le théoréme 10.2 donne une interprétation « coho-
mologique » de 'application « valeur au bord ».

En effet, on a les suites exactes :

o—>ap(Q) > @p(R) > HH(Q, aj) > H' (2, aj)—»o
et
0 — Br(Q) x B(I')»— Br(Q) - H} (2, @) — o,

d’ou, si © est sans composantes connexes compactes, des isomorphismes

Ap (9) ~ 1 0
af A
! il
By — 55
PBr(Q) + ¥, Q;B(T)

et le diagramme est commutatif.

11. Remarques.

1° L’étude des problémes bilatéraux est plus simple que celle des
problémes unilatéraux.

Si I' est une hypersurface analytique d’une variété analytique réelle
sans bord, dénombrable a I'infini, sans composantes connexes compactes,
et si P est un opérateur elliptique d’ordre m sur £, on a un isomorphisme

ap(R —T)/@p(R) ~ B(T).

Ce théoréme est alors une généralisation de théorémes de A. GROTHEN-
DIECK [7] et de G. BENGEL [1]. Il permet, en adaptant une méthode de [1]
de démontrer le théoréme 9.1 [18].

20 Indépendamment de nous, H. Komatsu [10] a défini la valeur au
bord des solutions d’'une équation aux dérivées partielles homogéne, en
utilisant le théoréme de Cauchy-Kowalewski et la théorie des faisceaux.

3° On pourrait, dans tout cet article, affaiblir 'hypothése du para-
graphe 2 :
«P;d’ordre j — 1 »
par
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« les opérateurs P; (j =1, ..., m) sont normaux d’ordre m,, avec
o= m;<2m, m;* m;, pour j=j' et le systétme (P;)/-;, recouvre P
(au sens de [11]) ».

La seule « difficulté » réside dans la démonstration du théoréme 3.1
pour laquelle on peut alors utiliser les opérateurs pseudo-différentiels
(communication de G. GRuUBB et aussi de L. Bouter de MoNVEL, cf. [2]).
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