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1 Introduction

La notion d’algébröıde de Lie ou d’algèbre de Lie-Rinehart intervient con-
stamment dans mon travail de recherche. Elle était déjà présente dans ma
thèse (effectuée sous la direction de M. Duflo [1], [2], [3]) dans un cas par-
ticulier fourni par les représentations coinduites. Pendant mes séjours à
Harvard et à Utrecht, j’ai poursuivi mes recherches dans le prolongement de
ma thèse ([4]). Ces années de postdoc m’ont aussi permis de me familiariser
avec la géométrie symplectique au contact de J. Kalkman, Y. Karshon, H.
Duistermaat et S. Sternberg. C’est lors de mon séjour à Utrecht que j’eu
l’idée de regarder l’induction des algèbres de Lie comme un cas particulier
d’image directe. J’étais convaincue que la propriété de dualité concernant
l’image directe des D-modules s’étendait au cadre des algébröıdes de Lie sans
pouvoir écrire une preuve. Ce n’est qu’une fois recrutée à Paris 6, au con-
tact de Pierre Schapira, que je parvins à surmonter ces difficultés techniques
([5], [7]). J’ai ensuite tout naturellement traité le cas de l’image inverse en
bénéficiant de la présence de Kashiwara à l’institut de mathématiques ([8]).
Un peu plus tard, M. Duflo et T. Levasseur m’ont signalé les liens d’un
article de Yekutieli avec certains de mes travaux. Je me suis intéressée à la
théorie des complexes dualisants rigides développée par Yekutieli et van den
Bergh et j’ai écrit [9].

Les algébröıdes de Lie généralisent à la fois le faisceau des champs de
vecteurs sur une variété et les algèbres de Lie de dimension finie. Les variétés
de Poisson et les variétés munies d’une action de groupe fournissent de nom-
breux exemples d’algébröıdes de Lie. Un algébröıde de Lie LX définit un
faisceau d’algèbres d’opérateurs généralisés D(LX) engendré par par OX et
LX . Si LX est le faisceau des champs de vecteurs sur une variété X, D(LX)
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n’est autre que le faisceau des opérateurs différentiels sur X. Si X est un
point, LX est une algèbre de Lie et D(LX) est son algèbre enveloppante.
Ainsi, D(LX) peut être vu à la fois comme une généralisation de l’algèbre
enveloppante et une généralisation du faisceau d’algèbres des opérateurs
différentiels. Je me suis intéressée au second point de vue et j’ai généralisé
une partie de la théorie des D-modules (plus précisément les opérations)
aux D(LX)-modules. Les D-modules m’ont servi de source d’inspiration
pour démontrer des propriétés de dualité dans les algébröıdes de Lie et plus
particulièrement dans les algèbres de Lie.

J’exprime ma gratitude envers M. Duflo pour m’avoir formée. Ses con-
seils m’ont toujours été précieux.

Pendant mes premières années de recherche, Y. Benoist a su m’encourager
et me faire bénéficier de son expérience. Qu’il en soit remercié.

Ma reconnaissance va à B. Keller et T. Levasseur pour l’intérêt qu’ils
ont manifesté pour mes travaux et pour leur disponibilité.

Je remercie P. Schapira de m’avoir initiée à la théorie des D-modules et
à son langage.

J’ai bénéficié de fructueuses conversations avec beaucoup de mathématiciens,
entre autres : J. Bernstein, H. Duistermaat, J. Kalkman, Y. Karshon, M.
Kashiwara, W. van der Kallen, A. Yekutieli ...

Quatre laboratoires m’ont accueillie et m’ont fourni un environnement
propice et agréable ainsi que d’excellentes conditions de travail : dans l’ordre
chronologique l’équipe de théorie des groupes, le département de mathématiques
de Harvard, le département de mathématiques de Utrecht et l’équipe d’analyse
algébrique.

2 Algébröıdes de Lie

Pour la théorie des faisceaux, nous adopterons les notations de [K-S1].

2.1 Définitions

Soit X une variété C∞, analytique complexe ou algébrique lisse sur C et soit
OX le faisceau des fonctions C∞, holomorphes ou régulières sur X. Soit ΘX

le OX -module des champs de vecteurs sur X. On pose k = IR ou C selon le
cadre dans lequel on se place.

Définition 2.1.1 Un faisceau de k-algèbres de Lie LX est un faisceau de
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kX -modules tel que pour ouvert U , LX(U) est muni d’une structure de k-
algèbre de Lie, les morphismes de restriction étant des morphismes d’algèbres
de Lie.

Un morphisme entre deux faisceaux d’algèbres de Lie LX etMX est un mor-
phisme de kX -modules qui est un morphisme d’algèbres de Lie sur chaque
ouvert.

Définition 2.1.2 Un algébroide de Lie sur X est une paire (LX , ω) où

• LX est un OX -module localement libre de rang fini

• LX est un faisceau d’algèbres de Lie sur k

• ω : LX → ΘX est un morphisme de faisceaux de k-algèbres de Lie
et de OX -modules tel que la relation de compatibilité suivante soit
vérifiée :

∀(ξ, ζ) ∈ L2
X , ∀f ∈ OX , [ξ, fζ] = ω(ξ)(f)ζ + f [ξ, ζ]

Le morphisme ω s’appelle l’ancre. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous
omettrons l’ancre dans la notation de l’algébröıde de Lie. Remarquons que si

(LX , ω) est un algébröıde de Lie sur X, alors
(
LX|U , ω|U

)
est un algébröıde

de Lie sur U que l’on notera LU .

Si, au lieu de se placer dans un cadre faisceautique, on se place dans un
cadre algébrique, on obtient la notion d’algèbre de Lie-Rinehart ([R]). Ainsi,
si (X,LX , ωX) est un algébröıde de Lie sur X, alors pour tout ouvert U de
X, (LX(U), ωX(U)) est une k −OX(U)-algèbre de Lie-Rinehart.

Un algébröıde de Lie (LX , ω) définit un faisceau d’algèbres d’ opérateurs
généralisés que l’on notera D(LX) :

Définition 2.1.3 D(LX) est le faisceau associé au préfaisceau :

U 7→ T+
C (OX(U)⊕LX(U)) /JU

où JU est l’idéal bilatère engendré par les relations

∀(f, g) ∈ OX(U), ∀(ξ, ζ) ∈ LX(U)2

1)f ⊗ g − fg
2)f ⊗ ξ − fξ
3)ξ ⊗ ζ − ζ ⊗ ξ − [ξ, ζ]
4)ξ ⊗ f − f ⊗ ξ − ω(ξ)(f)
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Autrement dit D(LX) est le faisceau engendré par les éléments OX et
LX et par les relations 1,2,3 et 4.

La définition de D(LX) par générateurs et relations est très analogue à
celle du faisceau DX des opérateurs différentiels surX. Nous verrons que ces
ressemblances permettent d’étendre la théorie des D-modules aux faisceaux
d’algèbres d’opérateurs généralisés.

Notons D(LX)op le faisceau d’algèbres opposées de sorte qu’un D(LX)-
module à droite est un D(LX)op-module (à gauche).

2.2 Morphismes d’algébröıdes de Lie

Définition 2.2.1 Soient (LX , ωX) et (LY , ωY ) des algébröıdes de Lie sur
X et Y respectivement. Un morphisme Φ de (LX , ωX) vers (LY , ωY ) est
une paire (f, F ) telle que

• f : X → Y est un morphisme de variétés (C∞, analytiques, algébriques)

• F : LX → f∗LY = OX ⊗
f−1OY

f−1LY est un morphisme de OX -

modules tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites:

1) Le diagramme

ΘX f∗ΘY
-

Tf

LX f∗LY
-F

?

ωX

?

f∗ωY

est commutatif (Tf étant la différentielle de f).

2) Soient ξ et η deux sections LX . Posons F (ξ) =
m∑

i=1

ai ⊗ ξi et

F (η) =
m∑

j=1

bj ⊗ ηj avec ai, bj ∈ OX et ξi, ηj ∈ f
−1LY . Alors

F ([ξ, η]) =
n∑

j=1

ωX(ξ)(bj)⊗ ηj −
n∑

i=1

ωX(η)(ai)⊗ ξi +
∑

i,j

aibj ⊗ [ξi, ηj ].

4



La condition 2) équivaut à la propriété suivante : OX ⊗
f−1OY

f−1D(LY ),

muni des deux opérations ci-dessous, est un D(LX)-module à gauche.

∀(a, b) ∈ O2
X , ∀ξ ∈ LX , ∀v ∈ f

−1D(LY )

a · (b⊗ v) = ab⊗ v
ξ · (b⊗ v) = ωX(ξ)(b) ⊗ v +

∑
i bai ⊗ ξiv

(où F (ξ) =
∑

i

ai ⊗ ξi avec ai ∈ OX et ξi ∈ f
−1LY ).

Notre définition ([5], [7]) est une reformulation de celle d’Almeida et de
Kumpera ([A-K]).

Notation :

Le D(LX)⊗kf
−1D(LY )op-moduleOX ⊗

f−1OY

f−1D(LY ) (la structure de f−1D(LY )-

module à droite est donnée par la multiplication à droite) sera noté DLX→LY

(comme dans cas des D-modules [Bo], [7]).

La composition de deux morphismes d’algébröıdes de Lie est un mor-
phisme d’algébröıdes de Lie.

2.3 Exemples

1) Le faisceau d’algèbres d’opérateurs différentiels généralisés associé à l’algébroide
de Lie (X,ΘX , id) n’est autre que le faisceau d’algèbres d’opérateurs différentiels
sur X. De plus, si f : X → Y est un morphisme de variétés ( C∞, analy-
tiques, algébriques), sa différentielle Tf : ΘX → OX ⊗

f−1OY

f−1ΘY définit un

morphisme d’algébroides de Lie (f, Tf) de (X,ΘX) vers (Y,ΘY ).
2) Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. C’est un algébröıde sur un

point avec une ancre triviale. L’algèbre d’opérateurs différentiels généralisés
associée à cet algébroide de Lie n’est autre que l’ algèbre enveloppante de g.
Les morphismes d’algébröıdes de Lie généralisent les morphismes d’algèbres
de Lie.

3) Soit S une variété analytique. Une variété analytique relative sur
S, X | S, est une variété analytique X muni d’une submersion surjective
εX : X → S. La différentielle TεX : TX → X ×S TS est surjective. Son
noyau est un sous fibré de TX noté T (X | S) et appelé fibré tangent relatif à
S. Le OX -module des sections de T (X | S), ΘX|S, est un algébröıde de Lie
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ayant pour ancre l’inclusion naturelle ΘX|S ↪→ ΘX . L’algèbre d’opérateurs
différentiels généralisés définie par cet algébröıde de Lie est l’algèbre des
opérateurs différentiels relatifs sur X | S ([S1], [S-S]).

4) Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Supposons qu’il existe
un morphisme d’algèbres de Lie σ : g→ ΘX . Alors OX ⊗ g a une structure
naturelle d’ algébröıde de Lie avec pour ancre l’application ω définie par

∀f ∈ OX , ∀ξ ∈ g, ω(f ⊗ ξ) = fσ(ξ).

Le crochet de Lie sur OX ⊗ g est donné par

[f ⊗ ξ, g ⊗ η] = fσ(ξ)(g) ⊗ η − gσ(η)(f) ⊗ ξ + fg ⊗ [ξ, η].

Soient G et G′ deux groupes de Lie complexes d’algèbres de Lie respec-
tives g et g′ et soit χ : G → G′ un morphisme de groupes de Lie dont la
différentielle en l’unité sera encore notée χ. Soit X (respectivement X ′) une
variété analytique avec action de G (respectivement G′). Soit f : X → X ′

un morphisme équivariant dans le sens où

∀g ∈ G, ∀x ∈ X, f(g · x) = χ(g) · f(x).

Définissons F : OX ⊗ g→ OX ⊗
f−1OX′

f−1 (OX′ ⊗ g′) par

F (f ⊗ ξ) = f ⊗ 1⊗ dχ(ξ).

Alors (f, F ) est un morphisme d’algébröıdes de Lie de OX ⊗g vers OX′⊗g′.
5) Conservons les notations de l’exemple 4. Supposons que X = V soit

un espace vectoriel de dimension finie et que G soit un groupe algébrique
connexe agissant sur V . Posons LieG = g et LV = ω(OV ⊗ g). Si
maxv∈V dimG · v = dimG, alors LV est un OV -module localement libre ([P]
p. 186) et (V,LV ) (avec pour ancre l’injection naturelle) est un algébröıde
de Lie.

6) Soit X une variété de Poisson. Notons { , } le crochet de Poisson
sur OX . Le OX -module des formes différentielles de degré 1 , Ω1

X , est muni
d’une structure naturelle d’algébröıde de Lie ( [Hu1]) avec pour ancre

Ω1
X → ΘX

fdg 7→ f{g, •}.

Rappelons que le crochet de Lie sur Ω1
X est donné par

[f ⊗ da, g ⊗ db] = fg ⊗ d{a, b}+ f{a, g} ⊗ db− g{b, f} ⊗ da.
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On sait ([Hu2]) que OX , muni des opérations suivantes,

∀(a, h, g) ∈ O3
X ,

a · h = ah
a · hdg = {ah, g}

est un D(Ω1
X)-module à droite. L’un des intérêts de l’algébröıde de Lie(

X,Ω1
X

)
est qu’elle permet d’exprimer ([Hu1]) l’homologie canonique ([Br],

[Ko], [Li]) et la cohomologie canonique des variétés de Poisson comme des
foncteurs dérivés. Soit Y une autre variété de Poisson et soit f : X → Y un
morphisme de variétés de Poisson. Il n’y a pas de raison pour que f définisse
un morphisme d’algébröıdes de (X,Ω1

X) vers (Y,Ω1
Y ). Cependant f permet

de définir une correspondance entre (X,Ω1
X ) et (Y,Ω1

Y ). Munissons le OX -
module OX ⊗

f−1OY

f−1Ω1
Y d’une structure d’algébröıde de Lie : le crochet de

Lie est défini par

∀(a, a′) ∈ OX , ∀(b, b′, v, v′) ∈ OY

[a⊗ dv, a′ ⊗ dv′] = a{v ◦ f, a′} ⊗ dv′ − a′{v′ ◦ f, a} ⊗ dv
+ aa′ ⊗ d{v, v′}

et l’ancre par
OX ⊗

f−1OY

f−1Ω1
Y → ΘX

a⊗ dv 7→ a{v ◦ f, .}.

Le couple (f, id) est un morphisme d’algébröıdes de Lie de

(
X,OX ⊗

f−1OY

f−1Ω1
Y

)

vers (Y,Ω1
Y ).

Construisons la correspondance suivante :

OX ⊗
f−1OY

f−1Ω1
Y

(id,F )

wwppppppppppp (f,id)

''
NNNNNNNNNNN

(X,Ω1
X) (Y,Ω1

Y ),

où F est défini comme suit : pour tout α dans OX et tout β dans OY ,

OX ⊗
f−1OY

f−1Ω1
Y → Ω1

X

α⊗ βdq 7→ α(β ◦ f)d(q ◦ f).

7



7) Soit (X,LX ) un algébröıde de Lie. Associons-lui l’ algébröıde abélien
(X,Lab

X ) défini par

• Lab
X = LX

• Le crochet de Lie sur Lab
X est nul

• L’ancre sur Lab
X is 0.

Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes de Lie de (X,LX) vers (Y,LY ).
Il induit un morphisme d’algébröıdes de Lie Φab = (f, F ab) de (X,Lab

X ) vers
(Y,Lab

Y ).

8) Soit (LX , ωX) (respectivement (LY , ωY )) un algébröıde de Lie sur X
(respectivement Y ). Soit p1 (respectivement p2) la projection de X × Y sur
X (respectivement Y ). Le OX×Y -module

LX×Y = OX×Y ⊗
p−1
1 OX

p−1
1 LX ⊕OX×Y ⊗

p−1
2 OY

p−1
2 LY

est muni d’une structure naturelle d’algébröıde de Lie sur X × Y. L’ancre
de LX×Y , ωX×Y : LX×Y → ΘX×Y , est déterminée par

∀(f, g) ∈ OX ×OY , ∀(ξ, ζ) ∈ LX ×LY

ωX×Y (ξ)(f ⊗ g) = ωX(ξ)(f)g
ωX×Y (ζ)(f ⊗ g) = fωY (ζ)(g).

Sur LX×Y , on met le crochet de Lie étendant celui de LX et de LY et sat-
isfaisant de surcrôıt la relation [p−1

1 LX , p
−1
2 LY ] = 0.

On construit ainsi l’algébröıde de Lie sur X × Y

PX×Y = OX×Y ⊗
p−1
1 OX

p−1
1 ΘX ⊕OX×Y ⊗

p−1
2 OY

p−1
2 LY .

Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes de Lie de (LX , ωX) vers
(LY , ωY ). La factorisation suivante est utile: Φ = Π ◦Υ2 ◦Υ1 où

• Υ1 = (u1, U1) est le morphisme d’algébröıdes de (LX , ωX) vers (LX×Y , ωX×Y )
défini par

u1 : X → X × Y
x 7→ (x, f(x))

U1 : LX → OX ⊗
p−1
1 OX×Y

p−1
1 LX×Y ' OX ⊗f−1OY

f−1LY ⊕LX

D 7→ F (D) +D
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• Υ2 = (id, U2) est le morphisme d’algébröıdes de (LX×Y , ωX×Y ) vers
(PX×Y , ωX×Y ) défini par

∀D ∈ p−1
1 LX , ∀∆ ∈ p

−1
2 LY , U2(1⊗D) = ωX×Y (1⊗D), U2(1⊗∆) = 1⊗∆

• Π = (p2, π) est le morphisme d’algébröıdes de (PX×Y , ωX×Y ) to (LY , ωY )
défini par les projections naturelles.

Dans cette décomposition, Υ1 se comporte comme une immersion fermée,
Υ2 se comporte comme un morphisme d’algèbres de Lie et Π se comporte
comme une projection.

2.4 Propriétés de D(LX)

D(LX) est muni d’une filtration (FnD(LX))n∈IN définie comme suit :

F0D(LX) = OX

FnD(LX) = Fn−1D(LX) · LX + Fn−1D(LX)

Comme nous supposons que LX est un OX -module localement libre, le
faisceau d’algèbres d’opérateurs généralisés vérifie le théorème de Poincaré-
Birkhoff-Witt ([R]) :

Théorème 2.4.1 Les OX -algèbres SOX
(LX) et GrFD(LX) sont isomor-

phes.

Par suite, D(LX) jouit des mêmes propriétés homologiques que DX . Le
théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt nous permettra de définir la notion de
variété caractéristique et de nous ramener au cas commutatif pour faire
certaines démonstrations.

Proposition 2.4.2 Le faisceau D(LX) est noethérien et est de dimension
cohomologique finie. De plus, il existe un entier p tel que, localement, tout
D(LX)-module cohérentM a une résolution de longueur inférieure ou égale
à p. En d’autres termes, tout point x admet un voisinage ouvert V tel qu’il
existe une résolution du type

0→ D(LV )lp → . . .→ D(LV )l0 →M|V → 0.
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2.5 La variété caractéristique

Soit (X,LX) un algébröıde sur X. Soit LX le fibré vectoriel associé à LX et
π la projection de L∗X sur X. Comme dans le cas des D-modules ([S2]), on
définit la notion de bonne filtration pour unD(LX)-module cohérent (see [Bj]
p. 24). Tout D(LX)-module cohérent admet localement une bonne filtra-
tion. Soit N un D(LX)-module cohérent et soit U un ouvert sur lequel N|U

admet une bonne filtration. Le sous ensemble Supp

(
OL∗

U
⊗

π−1S(LU )
π−1GrN|U

)

ne dépend pas de la bonne filtration. La variété caractéristique, char(N ),
est le sous ensemble fermé et conique de L∗X défini par

Supp

(
OL∗

U
⊗

π−1S(LU )
π−1GrN

)
= char(N )

⋂
L∗U .

Soit Mod(D(LX)) la catégorie abélienne des D(LX)-modules (à gauche)
et Db (D(LX))) sa catégorie dérivée bornée. Notons Db

coh (D(LX)) la sous
catégorie pleine de Db (D(LX)) consistant en les objets de Db (D(LX)) ayant
des groupes de cohomologie cohérents. Si N • est un objet de Db

coh (D(LX)),
on pose

char(N •) =
⋃

j∈Z

charHj (N •) .

3 Opérations sur les D(LX)-modules

Dans cette section, nous généralisons aux D(LX)-modules des notions de
base de la théorie des D-modules due à Bernstein et à Kashiwara. Nous
renvoyons le lecteur à [Bj], [Bo], [Ho], [S2] et [Ka2] pour un exposé détaillé.
Les résultats de cette section se trouvent dans [4], [5], [7], [8].

3.1 Modules à droite et modules à gauche

La proposition suivante est classique pour les D-modules et se généralise
aisément aux algébröıdes de Lie ([5], [7]).

Proposition 3.1.1 a) Soient N et N ′ deux D(LX)-modules à gauche. Alors
N ⊗
OX

N ′ est un D(LX)-module à gauche si on le munit des deux opérations

suivantes :
∀a ∈ OX , ∀n ∈ N ,∀n

′ ∈ N ′,∀D ∈ LX

a · (n⊗ n′) = a · n⊗ n′ = n⊗ a · n′

D · (n⊗ n′) = D · n⊗ n′ + n⊗D · n′.
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b) Soit M (respectivement N ) un D(LX)-module à droite (respective-
ment à gauche). Alors M⊗

OX

N est D(LX)-module à droite si on le munit

des opérations suivantes :

∀a ∈ OX , ∀m ∈M,∀n ∈ N ,∀D ∈ LX

(m⊗ n) · a = m⊗ a · n = m · a⊗ n
(m⊗ n) ·D = m ·D ⊗ n−m⊗D · n.

c) SoientM etM′ deux D(LX)-modules à droite. Alors HomOX
(M,M′)

est un D(LX)-module à gauche si on le munit des opérations suivantes

∀φ ∈ HomOX
(M,M′) , ∀m ∈M,∀a ∈ OX ,∀D ∈ LX

(a · φ) (m) = φ(m) · a
(D · φ) (m) = −φ(m) ·D + φ(m ·D).

d) Soient N et N ′ deux D(LX)-modules à gauche. Alors HomOX
(N ,N ′)

est un D(LX)-module à gauche si on le munit des opérations suivantes

∀φ ∈ HomOX
(N ,N ′) , ∀n ∈ N ,∀a ∈ OX ,∀D ∈ LX

(a · φ) (n) = a · φ(n)
(D · φ) (n) = D · φ(n)− φ(D · n).

Le théorème suivant est une conséquence de la proposition précédente.

Théorème 3.1.2 Soit E un D(LX)-module à droite qui est localement li-
bre de rang un en tant que OX -module. Le foncteur N 7→ E ⊗

OX

N établit

une équivalence de catégories entre les D(LX)-modules à gauche et D(LX)-
modules à droite. Son foncteur inverse est donné parM 7→ HomOX

(E ,M).

Il est bien connu que ΩdimX
X (le faisceau des formes differentielles de degré

maximal) est muni d’une structure de DX -module à droite (voir [S2] p.9,
[Bo] p. 226 ). En utilisant le morphisme D(LX) → DX , on munit ΩdimX

X

d’une structure de D(LX)-module à droite. Le théorème 3.1.2 s’applique
en particulier si E = ΩdimX

X . Etendons la construction de Bernstein aux
algébröıdes de Lie. Posons

L∗X = HomOX
(LX ,OX)

et soit dLX
le rang de LX . Alors on peut choisir E = ΛdLX (L∗X). En effet,

LX agit sur L∗X comme suit :

< D,∆ · λ >=< [D,∆], λ > +∆(< D,λ >)

11



pour tout (D,∆) ∈ L2
X et tout λ ∈ L∗X . Alors LX agit sur Λ(L∗X). L’action

d’un élément D de LX sur Λ(L∗X) est appelé dérivée de Lie de D et est notée
LD. Posons det(L∗) = ΛdLX (L∗X). Alors det(L∗X), muni des deux opérations
suivantes,

∀σ ∈ det(L∗X), ∀D ∈ LX ,∀a ∈ OX

σ · a = a · σ
σ ·D = −LD(σ)

est un D(LX)-module à droite ([4]).

Considérons

HLX
= HomOX

(
ΛdLX (L∗X),D(LX)

)
= D(LX) ⊗

OX

ΛdLX (LX)

KLX
= ΩX ⊗

OX

D(LX).

HLX
est muni d’une structure naturelle de D(LX) ⊗k D(LX)-module à

gauche (la première structure de D(LX)-module à gauche est donnée par la
multiplication à gauche, la seconde est obtenue à partir de la multiplication
à droite par la proposition 3.1.1 c) . De même KLX

est muni d’une structure
naturelle de D(LX)op ⊗k D(LX)op -module à gauche (la première structure
de D(LX)-module à droite est donnée par la multiplication à droite, la sec-
onde est obtenue à partir de la multiplication à gauche par la proposition
3.1.1b).

3.2 Foncteur dualité

Rappelons que Db
coh (D(LX)) est la sous catégorie pleine de Db (D(LX))

consistant en les objets de Db (D(LX)) ayant des groupes de cohomologie
cohérents. Si N • est un élément de Db

coh (D(LX)), on pose

DLX
(N •) = RHomD(LX) (N •,HLX

) [dLX
].

Comme la flèche naturelle N • 7→ DLX

(
DLX

(N •)
)

est un isomorphisme
(voir [7]), on dit que DLX

est un foncteur dualité. De même, si M est un
objet de Db (D(LX)op) on pose

∆LX
(M•) = RHomD(LX) (M•,KLX

) [dimX].

∆LX
est un foncteur dualité dans Db (D(LX)op).

SiN etN ′ sont deuxD(LX)-modules à gauche. On munitRHomOX
(N ,N ′)

d’une structure de D(LX)-module à gauche comme suit. Soit I• une résolution
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injective de N ′ dans la catégorie des D(LX)-modules à gauche. Alors,
comme D(LX) est un OX -module plat, I• est une résolution injective de
N ′ dans la catégories des OX -modules. Alors, on a

RHomOX

(
N ,N ′

)
' HomOX

(N , I•) .

Comme, par la proposition 3.1.1, le membre de droite est muni d’une struc-
ture de D(LX)-module à gauche, il en est de même du membre de gauche.
En d’autres termes, il revient au même de dériver le foncteur HomOX

(N , •)
dans la catégorie des D(LX)-modules à gauche et dans la catégorie des OX -
modules.

Proposition 3.2.1 Si N est un D(LX)-module à gauche qui est cohérent
comme OX-module, alors DLX

(N ) et RHomOX
(N ,OX) sont isomorphes

dans Db(D(LX)).

Cette proposition est bien connue pour les D-modules (voir [Ho] p. 93).
Notons que dans le cas des D-modules, le OX -module N est nécessairement
localement libre de rang fini.

3.3 Images directes

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de [5] et [7].
Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes de Lie de (LX , ωX) vers

(LY , ωY ). Soit M• un objet de Db (D(LX)op). Dans [7], le foncteur image
directe est défini par

Φ!(M
•) = Rf!

(
M•

L
⊗

D(LX)
DLX→LY

)
.

Alors Φ!(M
•) est dans Db (D(LY )op). Si Φ = (f, Tf), nous retrouvons la

construction connue dans le cadre des D-modules (voir [S2] par exemple).
Dans ce cas, DΘX→ΘY

est noté DX→Y et Φ! est noté f
!
.

Pour définir l’image directe d’un objet de Db (D(LX)), comme dans le
cas des D-modules, on utilise le

(
f−1D(LY )⊗D(LX)op

)
-bimodule DLY←LX

défini par

DLY←LX
= ΛdLX (L∗X) ⊗

OX

DLX→LY
⊗

f−1OY

f−1ΛdLY (LY ).

13



Proposition 3.3.1 Soient Φ et Ψ deux morphismes d’ algébröıdes de Lie de
(LX , ωX) vers (LY , ωY ) et de (LY , ωY ) vers (LZ , ωZ) respectivement, alors

Ψ! ◦ Φ! = (Ψ ◦ Φ)! .

La démonstration de la proposition 3.3.1 est semblable au cas des D-modules
(voir [Bo] p. 251).

Remarque : Le théorème de Kashiwara

Dans le cas des D-modules [Bo], le théorème de Kashiwara affirme que,
pour une immersion fermée X ↪→ Y , on a une équivalence de catégories
entre la catégorie des DY -modules à support dans X et la catégorie des DX -
modules. Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes de Lie de (X,LX)
vers (Y,LY ). On dit que Φ est une immersion fermée si f est une immer-
sion fermée. Le théorème de Kashiwara n’est pas vrai pour une immersion
fermée d’algébröıdes de Lie en général (puisqu’il est faux dans le cadre des
OX -modules). Donnons une condition suffisante pour que le théorème de
Kashiwara soit vérifié. A partir de maintenant, Φ = (f, F ) désignera une

immersion fermée. Posons f∗OX =
OY

I
. Supposons que Φ satisfasse la con-

dition suivante :

Soit y0 un point quelconque de Y . Il existe un voisinage U de y0, un
système de générateurs (f1, . . . , fn) ∈ Γ(U, I) de I|U , des éléments (∂1, . . . , ∂n)
de LY (U) tels que ωY (∂i)(fj) = δi,j.

Posons
L(I) = {D ∈ LX | D(I) ⊂ I}.

Alors
LY (I)

ILY
est muni d’une structure naturelle d’algébröıde de Lie sur

X et Φ induit une immersion fermée Φ1 de

(
X,
LY (I)

ILY

)
vers (Y,LY ).

L’immersion fermée Φ1 vérifie le théorème de Kashiwara ([5]) (qui se démontre
en utilisant l’image directe).

Théorème 3.3.2 Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des
D(LY )-modules à droite (respectivement à gauche) à support dans X et la

catégorie des D

(
LY (I)

ILY

)
-modules à droite (respectivement à gauche).

14



Ce théorème a été démontré par Levasseur ([Le]) dans le cas particulier
où X est un point.

En général, le foncteur image directe ne préserve pas la cohérence. La
notion de module ”good” due à Kashiwara ([S-S]) fournit une condition
suffisante pour que l’image directe préserve la cohérence.

Si X est algébrique, un D(LX)-module cohérent admet une bonne fil-
tration globale. Dans le cas analytique, c’est faux. C’est même faux au
voisinage de tout compact.

Définition 3.3.3 Un D(LX)-module à droite cohérent est “good” si, pour
tout sous-ensemble compact K de X, il existe un voisinage ouvert U de K
tel que M|U ait une filtration (Mk)k∈[1,n] par des D(LU)-sous-modules à
droite cohérents tel que chaque quotient Mk/Mk−1 soit engendré par un
OU -module cohérent.

Comme nous l’avons déjà remarqué si X est une variété algébrique lisse,
tous les D(LX)-modules cohérents sont “good”. La sous catégorie pleine
de Db (D(LX)op) consistant en les objets ayant une cohomologie “good” est
notée Db

good (D(LY )op)

Théorème 3.3.4 Supposons que M• soit dans Db
good (D(LX)op) et que f

soit propre sur Supp(M), alors Φ!(M
•) est dans Db

good (D(LY )op).

La preuve de Schneiders ([S2] p. 38) dans le cas des D-modules s’étend sans
aucun changement à notre situation. Le cas particulier où f est projective
et M a une bonne filtration globale a été traité dans [Ka1].

3.4 Image Inverse ([8])

Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes de Lie de (LX , ωX) vers (LY , ωY ).
Soit R• un objet de Db (D(LY )). Posons

Φ−1(R•) = DLX→LY

L
⊗

f−1D(LY )
f−1R•.

Alors Φ−1(R•) est dans Db (D(LX)). Nous l’appellerons l’image inverse de
R• par Φ. Si Φ = (f, Tf), nous retrouvons la construction des D-modules
(voir [S2] par exemple). Alors DΘX→ΘY

est noté DX→Y et Φ−1 est noté f−1.
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Remarque :

Si X = Y et f = id, alors Φ−1(R•) n’est autre que R• considéré comme un
élément de Db (D(LX)). Nous écrirons Φ−1(R•) = R•|LX

.

Pour définir l’image inverse d’un objet de Db (D(LY )op), comme dans le
cas des D-modules, on utilise le

(
f−1D(LY )⊗D(LX)op

)
-bimodule DLY←LX

.

Proposition 3.4.1 Soient Φ et Ψ des morphismes d’algébröıdes de Lie de
(LX , ωX) vers (LY , ωY ) et de (LY , ωY ) vers (LZ , ωZ) respectivement. Alors

Φ−1 ◦Ψ−1 = (Ψ ◦ Φ)−1.

La démonstration de la proposition 3.4.1 est analogue au cas des D-modules
(voir [Bo] p. 251).

La question suivante se pose naturellement : SoitR• un objet deDb
coh (D(LY )).

Donner une condition suffisante pour que Φ−1(R•) soit dans Db
coh(D(LX)).

Pour ce faire, nous introduisons, comme dans le cas des D-modules, la
notion de non caractéristicité.

Soit LX (respectivement LY ) le fibré vectoriel associé à LX (respective-
ment LY ). Nous avons le diagramme suivant :

L∗X
tF
←− X ×Y L∗Y

Fπ−→ L∗Y

où, pour x ∈ X et λ ∈ L∗f(x), on a

tF (x, f(x), λ) =
(
x,t F (λ)

)

Fπ (x, f(x), λ) = (f(x), λ) .

Notons NS(X ×Y L
∗
Y ) la section nulle de X ×Y L

∗
Y . Soit R• dans

Db
coh (D(LY )). On dira que R• est non caractéristique par rapport à Φ

si on a l’inclusion suivante.

F−1
π (char(R•))

⋂
{(x, f(x), λ) ∈ X ×Y L∗Y | λ ◦ Fx = 0} ⊂ NS(X ×Y L

∗
Y ).

La notion de non caractéristicité est à rapprocher de celle de transversalité.
Kashiwara a démontré que, dans le cas des D-modules, la condition de
non caractéristicité assure que Φ−1(R•) est dans Db

coh(D(LX)) ([S2]). Nous
avons généralisé ce résultat aux algébröıdes de Lie.
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Théorème 3.4.2 Soient (X,LX) et (Y,LY ) deux algébröıdes sur deux variétés
complexes X et Y respectivement. Soit Φ = (f, F ) un morphisme d’algébröıdes
de Lie de (X,LX) vers (Y,LY ). Soit R• un élément de Db

coh(D(LY )) supposé
non caractéristique par rapport à Φ. Alors Φ−1(R•) est dans Db

coh(D(LX))
et

Char(Φ−1(R•)) ⊂t FFπ(CharR•).

La démonstration consiste à travailler sur des D(LY )-modules filtrés afin
de se ramener au cas abélien (exemple 7 paragraphe 2.3).

4 Théorèmes de dualité

4.1 Théorème de dualité pour l’image directe ([7])

Théorème 4.1.1 Soient X et Y deux variétés complexes. Soient (LX , ωX)
et (LY , ωY ) des algébröıdes sur X et Y respectivement. Soit Φ = (f, F ) un
morphisme d’algébröıdes de Lie de (LX , ωX) vers (LY , ωY ). Soit M• un
objet de Db

good (D(LX)op) tel que f soit propre sur le support de M•. Alors
il existe un isomorphisme fonctoriel de Φ!∆LX

(M•) vers ∆LY
Φ! (M

•) dans
Db

good (D(LY )op) .

Le théorème 4.1.1 généralise un résultat de la thèse de Schneiders [S1]
(voir aussi le travail de Schapira-Schneiders [S-S]) où le cas des opérateurs
différentiels relatifs est traité. Le cas algébrique lisse avait été précédemment
traité par Bernstein (dans le cas des D-modules [Be], [Bo], [Ho]) pour un
morphisme propre. De plus Mebkhout avait traité le cas absolu (i.e Y con-
siste en un seul point, [Me1], [Me2]). Dans le cas où LX = LY = {0}, on
retrouve la dualité de Ramis-Ruget-Verdier dans le cas des variétés analy-
tiques.

Notre démonstration s’inspire de celle de [S-S] et utilise la factorisation
du paragraphe 2.3 exemple 8.

Corollaire 4.1.2 Soit X une variété analytique complexe compacte de di-
mension complexe x. Soit (LX , ωX) un algébröıde de Lie de rang dLX

. Soit
N un D(LX)-module à gauche localement libre de rang fini comme OX -
module. Alors, pour tout i dans ZZ, Exti

D(LX) (OX ,N ) est de dimension
finie et

Ext
dLX

+x−i

D(LX)

(
OX ,N

∗ ⊗
OX

HomOX

(
ΛdXL∗X ,ΩX

))
' Exti

D(LX) (OX ,N )∗ .
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Remarques :

1) SiX est un point, nous retrouvons la dualité de Poincaré pour les algèbres
de Lie de dimension finie.
2) Si LX = 0, nous retrouvons la dualité de Serre.
3) Le cas C∞ a été étudié dans [E-L-W].
4) Le corollaire 4.1.2 a été conjecturé indépendamment par Huebschmann
dans [Hu3].

Corollaire 4.1.3 Soient X, Y , Z trois variétés analytiques complexes de
dimension respective x, y et z. Soit LX (respectivement LY , LZ) un algébröıde
sur X (respectivement Y , Z) de rang dLX

(respectivement dLY
, dLZ

). Soit
Φ = (f, F ) (respectivement Ψ = (g,G) ) un morphisme d’algébröıdes de
Lie de LX (respectivement LZ) vers LY . On suppose que f et g sont pro-
pres. Soit M (respectivement N ) un D(LX) (respectivement D(LZ))- mod-
ule à droite localement libre de type fini comme OX (respectivement OZ)-
module. Introduisons le D(LX)-module à droite (respectivement D(LZ)-
module à droite ) M̃ (respectivement Ñ )

M̃ = HomOX
(M,ΩX) ⊗

OX

∧dLX L∗X

Ñ = HomOZ
(M,ΩZ)⊗

OZ

∧dLZ L∗Z .

Pour tout n dans ZZ, on a un isomorphisme

Ext
n−dLZ

+z

D(LY )

(
Φ!(M̃),Ψ!(Ñ )

)
' Ext

n−dLX
+x

D(LY ) (Ψ!(N ),Φ!(M)) .

4.2 Théorème de dualité pour l’image inverse ([8])

Construisons un morphisme fonctoriel DLX
Φ−1(R•) → Φ−1DLY

(R•) pour
tout objet R• dans Db(D(LY )) tel que Φ−1(R•) soit dans Db

coh (D(LX)).
Notre construction (inspirée du cas des D-modules [Ka2]) sera valable dans
le cas particulier où R• est non caractéristique par rapport à Φ. Pour cela,
nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.1 SoientM• et N • deux éléments de Db
coh (D(LX)). Les groupes

HomDb(D(LX)) (M•,N •) et HomDb(D(LX))

(
OX , DLX

(M•)
L
⊗
OX

N •
)

sont iso-

morphes.
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En utilisant le lemme 4.2.1 , l’élément 1 de HomDb(D(LY ))(R
•,R•) fournit

une flèche

OY → DLY
(R•)

L
⊗
OY

R•

dans Db (D(LY )). D’où une flèche

Φ−1(OY ) = OX → Φ−1
(
DLY

(R•)
L
⊗
OY

R•
)

' Φ−1
(
DLY

(R•)
) L
⊗
OX

Φ−1 (R•)

En utilisant le fait que D2
LX

(Φ−1(R•)) ' Φ−1(R•) et le lemme à nouveau,
nous obtenons une flèche

DLX
Φ−1(R•)→ Φ−1DLY

(R•).

Théorème 4.2.2 Soit Φ un morphisme d’algébröıdes de Lie de (X,LX)
vers (Y,LY ). Soit R• un objet de Db

coh (D(LY )) supposé non caractéristique
par rapport à Φ. Le morphisme fonctoriel de DLX

Φ−1(R•) vers Φ−1DLY
(R•)

construit ci-dessus est un isomorphisme.

Ce théorème est la généralisation d’un théorème de dualité dû à Kashi-
wara, Kawai and Sato dans le cas des D-modules ([SKK], [Ka2]). Cepen-
dant, la démonstration de Kashiwara-Kawai-Sato ne s’étend pas aux cas des
algébröıdes de Lie et, même dans le cas des D-modules, ma démonstration
est différente de Kashiwara-Kawai-Sato. Comme dans le cas du théorème
3.4.2, je me ramène au cas abélien.

4.3 Formules d’adjonction ([8])

En généralisant les résultats de [K-S 2] ( chapitre 7), on obtient les formules
d’ adjonction suivantes.

Théorème 4.3.1 Soient (X,LX) et (Y,LY ) deux algébröıdes sur X et Y
respectivement. Soit dLX

= rank(LX) et dLY
= rank(LY ). Soit Φ = (f, F )

un morphisme d’algébröıdes de Lie de (X,LX) vers (Y,LY ).

a) Soit M ∈ Db(D(LY )) et N ∈ Db(D(LX)op). Alors Φ!(N )
L
⊗

D(LY )
M et

Rf!

(
N

L
⊗

D(LX)
Φ−1(M)

)
sont isomorphes dans Db(CY ).
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b) Supposons que M soit dans Db
coh(D(LY )) et que Φ soit non car-

actéristique pour M. Les objets Rf!RHomD(LX)

(
Φ−1(M),N

)
[dLX

− dLY
]

et RHomD(LY ) (M,Φ!(N )) sont isomorphes dans Db(CY )

c) Supposons que N soit dans Db
good (D(LX)) et que f soit propre

sur SuppN . Alors Rf∗RHomD(LX)

(
N ,Φ−1M

)
[dimX − dimY ]

et RHomD(LY )

(
Φ!(ΩX ⊗

OX

N ),ΩY ⊗
OY

M

)
sont isomorphes dans Db(CY )

Application 1

Notre preuve du théorème 4.2.2 est valable dans le cas d’une algèbre de
Lie sur un corps k. Comme corollaire du théorème 4.3.1, nous obtenons le
résultat suivant où nous adoptons la notation : si V un espace vectoriel de
dimension n, on pose det(V ) = Λn(V ).

Corollaire 4.3.2 Soient h et g deux algèbres de dimension finie sur un
corps k et soit φ un morphisme d’algèbres de Lie de h vers g. Soit M un
U(g)-module de type fini. Supposons

char(M) ∩ {λ ∈ g∗ | λ|φ(h) = 0} = {0}.

Soit N un h-module. Alors, pour tout i dans ZZ, nous avons un isomorphisme

Exti+dimh

U(h)

(
M|h, N

)
' Exti+dimg

U(g)

(
M ⊗ det(g∗), (N ⊗ det(h∗))

L
⊗

U(h)
U(g)

)
.

Application 2

Soit X une variété de Poisson analytique. On considère l’algébröıde de
Lie

(
X,Ω1

X

)
(voir section 2.3 exemple 6). Soit R• un objet de Db

(
D(Ω1

X)
)
.

La cohomologie du complexe RHomD(Ω1
X

) (OX ,R
•) est appelée cohomologie

canonique de X à valeurs dans R• ([Li],[Hu1]). Posons

C•can (R•) = RHomD(Ω1
X

) (OX ,R
•) .

Soit
(
Y,Ω1

Y

)
une autre variété analytique munie d’une structure de Poisson

et soit f : X → Y un morphisme de Poisson. On considère la correspondance
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définie en 2.3 exemple 6.

OX ⊗
f−1OY

f−1Ω1
Y

Φ=(id,F )

wwppppppppppp Ψ=(f,id)

''
NNNNNNNNNNN

(X,Ω1
X) (Y,Ω1

Y ),

Soit N un D

(
OX ⊗

f−1OY

f−1Ω1
Y

)
-module à gauche. En remarquant que

Ψ!(N ) n’est rien d’autre que N considéré comme D
(
Ω1

Y

)
-module à gauche,

nous déduisons l’isomorphisme suivant du théorème 4.3.1.

C•can,Y (N ) ' Rf!C
•
can,X(Φ!N )[dimX − dimY ].

Cette relation fournit un éclairage sur la transformation induite par un mor-
phisme de Poisson sur la notion de cohomologie canonique.

5 Propriété de dualité dans les représentations coin-
duites de superalgèbres de Lie

Dans ce paragraphe k désignera un corps commutatif de caractéristique
nulle.

5.1 Définitions et conventions

On désigne par le préfixe ”super” un objet gradué sur ZZ/2ZZ. Ainsi, on
appelle ”superespace” un k-espace vectoriel V gradué sur ZZ/2ZZ, V = V 0̄ ⊕
V1̄. Si v est dans Vi, on définit sa parité | v | par | v |= i. Si V et W sont
deux superespaces, alors Homk(V,W ) est muni d’une structure naturelle de
superespaces. Si f est un morphisme de degré i de V dans W et si v est
dans Vj, on pose

< v, f >= (−1)ijf(v).

On définit le superespace ΠV qui, en tant qu’espace vectoriel est égal à V
mais dont la graduation est :

(ΠV )0̄ = V1̄, (ΠV )1̄ = V0̄.

Introduisons l’application π : V → ΠV qui, en tant que morphisme d’espaces
vectoriels, est égal à l’identité. Elle est de degré 1̄.
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Soit A une k-superalgèbre associative, supercommutative, avec élément
unité. Désignons par Der(A) la superalgèbre de Lie des dérivations de A.
Soit M un A-module. Une base de M est une famille (ei)i∈I

⊔
J ∈M

I
0̄ ×M

J
1̄

telle que tout élément de M s’exprime de façon unique comme combinai-
son linéaire des (ei)i∈I

⊔
J . Si I et J sont finis, leurs cardinaux sont

indépendants de la base du A-module M . On définit la dimension de M
sur A comme étant l’élément | I | +ε | J | de Z[ε]/(ε2 − 1). Si (e1, . . . , en)
est une base du A-module M , alors la famille (e1, . . . , en) où ej est défini par
< ei, e

j >= δi,j est une base deHomA(M,A) appelée base duale. Rappelons
aussi que ΠM a une structure naturelle de A-module donnée par

∀a ∈ A, ∀m ∈M, a · πm = (−1)|a|π(a ·m).

On désignera par Mat(m+ εn,A) la superalgèbre des matrices à coefficients
dansA avec m lignes (respectivement colonnes) paires et n lignes (respective-
ment colonnes) impaires. Munie de sa structure naturelle de superalgèbre
de Lie, on la notera gl(m+ εn,A).

Les A− g-modules
Soient g une k-superalgèbre de Lie, A une k-superalgèbre supercom-

mutative associative avec unité et σ un morphisme de k-superalgèbres de
Lie de g dans Der(A). Alors A ⊗ g est une superalgèbre de Lie-Rinehart
( version algébrique des algébröıdes de Lie, [R]) de façon analogue à ce que
nous avons vu dans l’exemple 4 du paragraphe 2.3 . Soit D(A, σ, g) la su-
peralgèbre associative unitaire engendrée par g, A et les relations suivantes :

∀(X,Y ) ∈ g2,∀(a, b) ∈ A2

X · Y − (−1)|X||Y |Y ·X = [X,Y ]
a · b = ab

X · a− (−1)|X||a|a ·X = σ(X)(a)

D(A, σ, g) est la superalgèbre d’opérateurs différentiels généralisés définie
par A ⊗ g (voir la définition 2.1.3). On démontre que D(A, σ, g) est libre
comme A-module à droite. On dira que M est un A − g-module si M est
un D(A, σ, g)-module.

Un superespace n’admet pas de puissance extérieure maximale mais la
notion de module Bérézinien est une généralisation au cas gradué de la puis-
sance extérieure maximale d’un module non gradué.

22



Module Bérézinien
Soit A une superalgèbre associative supercommutative avec élément unité

et M un A-module libre de dimension m0 + εm1. Soit (e1, . . . , em0+m1) une
base de M telle que (e1, . . . , em0) soient pairs et (em0+1, . . . , em0+m1) soient
impairs. Désignons par d la multiplication à gauche par

m0+m1∑

i=1

(−1)|ei|+1πei ⊗ e
i

dans la superalgèbre supersymétrique SA(ΠM ⊕M∗). L’endomorphisme d
ne dépend pas du choix de la base.

Proposition 5.1.1 Le complexe

K(M) =

(
S(ΠM ⊕M ∗) = ⊕

n∈IN
Sn(ΠM)⊗ S(M ∗), d

)

a une cohomologie nulle en tout degré sauf en le degré m0. Le A-module
Hm0 (K(M)) est libre de dimension 1 ou ε et l’élément

πe1 . . . πem0e
m0+1 . . . em0+m1

est un cycle dont la classe est une base de Hm0 (K(M)).

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Ma] page 172. On
appelle module bérézinien et on note Ber(M) le A module Hm0 (K(M)).
La superalgèbre glA(M) opère dans S(ΠM ⊕M ∗) et son action commute
avec la différentielle de K(M). Elle opère donc dans Ber(M) au moyen d’un
caractère appelé supertrace et noté str.

Proposition 5.1.2 Si M est un A − g-module (libre comme A-module) ,
alors Ber(M) est muni d’une structure naturelle de A− g-module. En par-
ticulier, si Der(A) est un A-module libre, alors Ber (Der(A)∗) est muni
d’une structure naturelle de A−Der(A)-module.

Cette proposition est à rapprocher de la structure de D(L)-module à
droite de Λmax(L∗) pour un algébröıde de Lie L (voir section 3.1).
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5.2 Représentations coinduites de superalgèbres de Lie

Soit g une k-superalgèbre de Lie, h une sous-superalgèbre de Lie de g et
(π, V ) une représentation de h dans un superespace V . On définit le su-
perespace coinduit à partir de π, Coindg

h(π), par

Coindg
h(π) = HomU(h) (U(g), V ) .

Considérons l’application de g dans gl(Coindg
h(π)) définie par : pour tout

X dans g et tout λ dans Coindg
h(π), on pose

∀u ∈ U(g), < u,X · λ >=< uX, λ > .

Elle définit une représentation de g appelée représentation coinduite à partir
de (π, V ). Désignons par 0 le caractère nul de h et posons A = Coindg

h(0).
Soit ∆ : U(g) → U(g) ⊗ U(g) le coproduit de U(g). On définit une struc-
ture de superalgèbre sur A, puis une structure de A-module sur Coindg

h(π)
comme suit. Pour tout élément f dans A, λ dans Coindg

h(π) et u dans U(g),
on pose :

< u, f · λ >=
∑

j

< u′j , f >< u′′j , λ > (−1)|f ||u
′′

j
| où ∆(u) =

∑

j

u′j ⊗ u
′′
j .

Alors f · λ appartient à Coindg
h(π). La superalgèbre A est associative, uni-

taire, supercommutative et locale d’ idéal maximal a. Supposons main-
tenant que h soit de codimension finie. Soient (X1, . . . , Xp) une base d’un
supplémentaire gradué p de h dans g telle que (X1, . . . , Xd0) soient pairs
et (Xd0 , . . . , Xp) soient impairs. Soient λ1, . . . , λp les éléments de a définis
comme suit : pour tout entier naturel i compris entre 1 et p, on a

< Xα1
1 . . . Xαp

p , λi >= δα1 ,0 . . . δαi,1 . . . δαp,0.

Alors l’algèbre A est isomorphe (de façon non canonique) à k[[λ1, . . . , λp]].
Le A-module Der(A) est donc libre.

La représentation coinduite définit un morphisme de superalgèbres de
Lie, σ0, de g dans Der(A). On pose V = D(A, σ0, g). On vérifie que les
actions de A et g munissent Coindg

h(π) d’une structure de A− g-module.

Désignons par ˇ l’antiautomorphisme de U(g) défini comme suit. Si
X est dans g, on a X̌ = −X et si u et v sont deux éléments homogènes
de U(g), on a (uv)ˇ = (−1)|v||u|v̌ǔ. Notons Iπ (avec Iπ ⊂ U(g)) le noyau
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de la représentation coinduite à partir de (π, V ). La représentation con-
tragrédiente de π sera notée π∗. Remarquons enfin que h agit naturellement
dans le superespace Ber ((g/h)∗) par le caractère −str adg/h. Dans [1], [2]
et [3], nous proposons deux démonstrations différentes du théorème suivant.

Théorème 5.2.1 Si h est de codimension finie, on a la relation

Ǐπ = Iπ∗⊗Ber((g/h)∗).

Le théorème 5.2.1 a été démontré par M. Duflo [D1] dans le cas d’une
algèbre de Lie de dimension finie. La démonstration de [D1] ne s’étend pas
au cas où seulement g/h est de dimension finie.

Décrivons en quelques mots les grandes lignes de nos deux démonstrations.
Elles sont toutes deux liées à la théorie des D-modules et à son extension
aux algèbres de Lie-Rinehart.

Première démonstration
Soit Dπ la superalgèbre des opérateurs différentiels sur Coindg

h(π). Soit
X un élément de g. Son action surCoindg

h(π) définit un opérateur différentiel
de degré inférieur ou égal à 1 de Coindg

h(π) que l’on notera Dπ(X). Le
principe de la démonstration consiste à munir Coindg

h (π∗ ⊗Ber ((g/h)∗))
d’une structure de Dπ-module à droite telle que : pour tout X dans g et
tout λ dans Coindg

h (π∗ ⊗Ber ((g/h)∗)), on ait

λ ·Dπ(X) = −(−1)|λ||X|X · λ.

La relation ci-dessus nous fournit l’inclusion Ǐπ ⊂ Iπ∗⊗Ber((g/h)∗). En appli-
quant la même relation à la représentation π∗ ⊗ Ber ((g/h)∗), on obtient
l’inclusion inverse. Le théorème de coinduction de Blattner ([Bl]) joue un
rôle clef dans la démonstration. Il permet d’établir l’existence d’ un isomor-
phisme de A−g-modules, Φ, entre Ber (Der(A)∗) et Coindg

h(Ber ((g/h)∗)).
Or Ber (Der(A)∗) est muni d’une structure de D0-module à droite (ana-
logue à celle de DX module à droite de ΩX) que l’on peut transposer à
Coindg

h (Ber ((g/h)∗)) via Φ. La démontration en découle dans le cas où
π = 0.

Deuxième démonstration
La deuxième démonstration est une conséquence de la réalisation de la

représentation induite d’une superalgèbre de Lie en termes de cohomologie
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locale de Grothendieck. Soit W un A-module. Pour j dans IN, posons

Γj
a(W ) = {x ∈W | ajW = 0}

Γa(W ) =
⋃

j∈IN

Γj
a(W )

Le foncteur Γa de la catégorie des A-modules dans elle-même est exact
à gauche. Son j ième foncteur dérivé à droite sera noté H j

a(−). Si W est un
A− g-module alors Γa(W ) est aussi un A− g-module. Comme le A-module
à droite V est plat sur A, les foncteurs dérivés Γa dans la catégorie des A-
modules et dans celle des A− g-modules sont les mêmes. On en déduit que
les Hj

a(W ) sont canoniquement munis d’une structure de A− g-module.
Si V est un h-module à gauche. On appelle représentation induite à

partir de V le superespace Indg
h(V ) = U(g) ⊗

U(h)
V muni de l’action naturelle

de g, à savoir la multiplication à gauche. Remarquons que V/Va et U(g)
sont isomorphes en tant que U(g) ⊗ U(h)op-module. On peut donc écrire
Indg

h(V ) = V/Va ⊗
U(h)

V . L’induction apparait ainsi comme l’image directe

pour le morphisme de superalgèbres de Lie-Rinehart ({pt},h) → (A,A ⊗
g) qui est une immersion fermée pour laquelle le théorème de Kashiwara
(théorème 3.3.2) s’applique. La deuxième démonstration du théorème 5.2.1
découle du théorème suivant.

Théorème 5.2.2 Si d0 désigne la dimension de la partie paire de g/h, on
a

a) Si j 6= d0, alors Hj
a

(
Coindg

h(π)
)

= 0.

b) Les A − g-modules Hd0
a

(
Coindg

h(π)
)

et Indg
h (Ber(g/h)⊗ V ) sont

isomorphes.

Le théorème 5.2.2 est démontré pour π = 0 et g de dimension finie dans
[B-B (théorème 3.5)], puis partiellement redémontré dans [Le (théorème 6.2)]
pour illustrer un critère d’induction. Comme dans [B-B], nous calculons les
groupes de cohomologie locale en utilisant la cohomologie de Čech après

l’avoir adaptée au cas gradué. Pour montrer que H d0
a

(
Coindg

h(π)
)

est une

représentation induite, nous utilisons un critère d’induction (généralisé aux
superalgèbres de Lie) dû à Levasseur et Fel’dman ([F], [Le]). Ce critère
d’induction n’est autre que le théorème de Kashiwara (généralisé aux super-
algèbres de Lie-Rinehart).
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6 Dualité de Poincaré

Dans ce paragraphe, k désignera un corps de caractéristique nulle.

6.1 Enoncé

Soit g une superalgèbre de Lie de dimension d0 + εd1. Nous considérerons
Ber(g∗) comme un U(g)-module à droite ( de façon analogue à ce que nous
avons fait précédemment pour ΛdLX (L∗X), voir paragraphe 3.1). Si M est
un U(g)-module à gauche, alors on regardera Ber(g∗)⊗M comme un U(g)-
module à droite de la façon suivante :

∀m ∈M, ∀X ∈ g, ∀ω ∈ Ber(g∗),

(ω ⊗m) ·X = −(−1)|X||m|ω ⊗X ·m+ (−1)|X||m|str ad(X)ω ⊗m.

Théorème 6.1.1 Soit X• un objet de D− (U(g)). Il existe un morphisme

Ψ(X•) (fonctoriel en X•) de (Ber(g∗)[d0]⊗X
•)

L
⊗

U(g)
k vers RHomU(g) (k,X•)

qui soit un isomorphisme si X• est de dimension projective finie.

Remarques

1) On se convainc aisément que la dernière assertion ne peut s’étendre
à tout complexe de D−(U(g)). On construit un contrexemple en prenant
pour g la superalgèbre de Lie Πk abélienne et totalement impaire et pour
X• le module trivial k.

2) Dans [4], nous établissons ce théorème dans le cadre plus général des
superalgèbres de Lie-Rinehart.

Corollaire 6.1.2 Soit M un U(g)-module à gauche et soit i dans ZZ. Il ex-

iste un morphisme de superespaces Ψi(M) de Tor
U(g)
d0−i (Ber(g∗)⊗M,k) vers

ExtiU(g)(k,M) qui soit un isomorphisme si M est de dimension projective
finie.

De notre théorème de dualité, nous déduisons ([4]) des théorèmes de
dualité sur les représentations induites de superalgèbres de Lie.

6.2 Propriétés de dualité dans les représentations induites
de superalgèbres de Lie

Théorème 6.2.1 Soit g une superalgèbre de Lie. Soient h et t deux sous-
superalgèbres de Lie de dimension finie. Posons h0 = dimh0̄ et s0 = dimt0̄.
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Soit V (respectivement W ) un h-module (respectivement t-module) de di-
mension finie. Alors, pour n dans ZZ, nous avons

Extn−s0

U(g)


U(g) ⊗

U(h)

V , U(g) ⊗
U(t)

W


 '

Extn−h0

U(g)

(
(ber(t∗)⊗W ∗) ⊗

U(t)
U(g) , (ber(h∗)⊗ V ∗) ⊗

U(h)
U(g)

)
.

Remarques :

1) Si g est une algèbre de Lie de dimension finie, nous retrouvons un cas
particulier du corollaire 4.1.3. Cependant, cette deuxième démonstration
nous permet de nous affranchir de l’hypothèse de finitude sur la dimension
de g.

2) Généralisant un résultat de G. Zuckerman ([B-C]), A Gyoja ([G]) a
démontré ce théorème dans le cas particulier suivant : g est scindée semi-
simple, h = t est une sous algèbre parabolique de g, n = h0 = n0. D. H.
Collingwood et B. Shelton ont aussi démontré une propriété de ce type dans
un contexte légèrement différent mais toujours dans le cadre semi-simple
([C-S]). M. Duflo ([D2]) avait obtenu cette propriété de dualité dans le cas
suivant : g est une algèbre de Lie quelconque, h = t, V ∗ = W = kλ est une
représentation de dimension un de caractère λ. Ma démonstration s’inspire
de celle de M. Duflo.

Dans le cas où t = {0} et W = {0}, le théorème 6.2.1 nous permet de

calculer le superespace Extn


U(g) ⊗

U(h)

V , U(g)


.

• Si n 6= h0, on a Extn


U(g) ⊗

U(h)

V , U(g)


 = {0}.

• Si n = h0, nous pouvons améliorer le résultat :

Théorème 6.2.2 Soit g une superalgèbre de Lie et h une sous superalgèbre
de dimension finie de g. Posons h0 = dimh0̄. Soit V un U(h)-module de

dimension finie. Les U(g)-modules à droite Exth0


U(g) ⊗

U(h)

V , U(g)


 et

(ber(h∗)⊗ V ∗) ⊗
U(h)

U(g) sont isomorphes.
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Remarques :

1) Ce théorème découle aussi de la proposition 3.2.1.
2) Ce résultat a été prouvé par Brown et Levasseur ([B-L p. 410]) et

par Kempf ([Ke]) dans le cas où g est une algèbre de Lie semi-simple de
dimension finie et U(g) ⊗

U(h)

V est un module de Verma.

7 Calcul de certains complexes dualisants rigides

7.1 Complexes dualisants

Les complexes dualisants ont été introduits par Grothendieck et jouent un
rôle clef dans la dualité de Grothendieck. La définition des complexes dual-
isants dans le cadre non commutatif a été donnée par Yekutieli ([Y1]). Soit
k un corps commutatif. Si A est une k-algèbre, on note Ae = A⊗kA

op. Soit
D(Ae) (respectivement Db(Ae)) la catégorie dérivée (respectivement dérivée
bornée) de la catégorie des Ae-modules (à gauche).

Définition 7.1.1 Supposons que A soit une k-algèbre noethérienne à droite
et à gauche. Un objet R de Db(Ae) est appelé complexe dualisant s’il satisfait
les conditions suivantes.

a) R est de dimension injective finie sur A et Aop.
b) La cohomologie de R est donnée par des bimodules de type fini comme

A-module et Aop-module.
c) Les morphismes naturels Φ : A → RHomA(R,R) et Ψ : A →

RHomAop(R,R) sont des isomorphismes dans Db(Ae).

Remarques : ([Y1] et [Y3])
1) Un complexe dualisant est seulement déterminé au produit tensoriel

dérivé près par un complexe tilting ([Y3] théorème 4.5).
2) Si A est de dimension injective finie comme A-module à droite et à

gauche, alors A est un complexe dualisant.
3) Si R est un complexe dualisant, alors RHomA (−, R) définit une

dualité entre les sous-catégories pleines de Db(A) et Db(Aop), Db
f (A) et

Db
f (Aop), consistant en les complexes dont les groupes de cohomologie sont

de type fini.

Le complexe dualisant n’étant pas unique, M. Van den Bergh [VdB1] a
introduit la notion suivante.
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Définition 7.1.2 Soit A une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche.
Un complexe dualisant R est rigide si

R ' RHomAe (A,AR⊗RA)

dans D(Ae). La notation AR et RA indique que nous prenons RHom sur la
structure de A-module à gauche et de A-module à droite de R respectivement.

Remarques :

1) Le complexe dualisant rigide, s’il existe, est unique à unique isomor-
phisme près dans Db(Ae) ([VdB1], [Y3] théorème 5.2).

2) Si A est une algèbre commutative de type fini. Posons X = Spec(A) et
notons π le morphisme naturel de X dans Spec(k). Le complexe π !k est un
complexe dualisant particulier appelé complexe dualisant de Grothendieck.
Si A est une variété affine lisse, alors π !k = ωX [dimX]. Le complexe R =
RΓ(X,π!k) est rigide. En d’autres termes, la notion de complexe dualisant
rigide généralise le complexe dualisant de Grothendieck.

3) Récemment, les notions de complexes dualisants et de complexes du-
alisants rigides ainsi que certaines de leur propriétés fondamentales ont été
étendues dans [Y-Z] au cadre des espaces annelés non commutatifs.

Nous avons calculé les complexes dualisants rigides d’une algèbre d’opérateurs
différentiels généralisés et d’une algèbre enveloppante quantique.

7.2 Complexe dualisant rigide d’une algèbre d’opérateurs
différentiels généralisés ([9])

Soit X une variété lisse affine et soit OX le faisceau des fonctions régulières
sur X. Soit ΘX le OX -module des champs de vecteurs réguliers sur X. On
pose LX = LX(X) et D(LX) = D(LX)(X).

En utilisant la proposition 3.1.1 c), on munit µLX
= HomOX

(
ΛdLXL∗X ,ΩX

)

d’une structure de D(LX)-module à gauche qui nous permet de munirD(LX) ⊗
OX

µLX

d’une structure de D(LX) ⊗ D(LX)op -module déterminé par : pour tout
P,Q ∈ D(LX), tout D ∈ LX et tout a ∈ OX ,

Q · (P ⊗ µ) = QP ⊗ µ
(P ⊗ µ) ·D = PD ⊗ µ− P ⊗D · µ
(P ⊗ µ) · a = Pa⊗ µ.

Le théorème 3.1.1 nous permet de calculer le complexe dualisant rigide
de l’algèbre D(LX).
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Théorème 7.2.1 Soit (X,LX) un algébröıde de Lie sur une variété lisse
affine. Posons x = dimX, dLX

= rang(LX), GX = OX(X), LX = LX(X),
ωX = ΩX(X), D(LX) = D(LX)(X). Le complexe dualisant rigide de D(LX)
est

RLX
= D(LX) ⊗

GX

HomGX

(
ΛdLXL∗X , ωX

)
[x+ dLX

].

Ce théorème a été démontré par Yekutieli dans le cas de l’algèbre en-
veloppante d’une algèbre de Lie de dimension finie et dans le cas de l’algèbre
DX des opérateurs différentiels sur X. Notre démontration est analogue à
celle de [Y4] dans le cas de DX .

7.3 Complexe dualisant rigide d’une algèbre enveloppante
quantique ([9])

Pour les résultats de base sur les algèbres enveloppantes quantiques, nous
renvoyons le lecteur à [C-P].

Soit q une indéterminée et soit A = C[q, q−1]. Nous utiliserons les nota-
tions usuelles suivantes :

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
∈ A

[n]q! = [n]q [n− 1]q . . . [1]q(
n
j

)

q
= [n]q [n− 1]q . . . [n− j + 1]q / [j]q! ∀j ∈ IN

On sait que

(
n
j

)

q
est dans A.

Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe de dimension finie et
A = (ai,j)(i,j)∈[1,n]2 sa matrice de Cartan. La matrice A n’est pas toujours
symétrique mais est toujours symétrisable. Ceci implique qu’il existe un
unique n-uplet d’entiers relatifs relativement premiers entre eux (d1, . . . , dn)
tel que (diai,j) soit symétrique et définie positive. Posons qi = qdi . Intro-
duisons le sous ensemble de C suivant :

Cg = {ε ∈ C∗ | ε2di 6= 1, ∀i ∈ [1, n]}.

D’après Jimbo, nous considérons la C(q)-algèbre Uq(g) définie par les
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générateurs Ei, Fi,Ki,K
−1
i for i in [1, n] et les relations

(1) KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, KiKj = KjKi

(2) KiEjK
−1
i = q

ai,j

i Ej KiFjK
−1
i = q

−ai,j

i Fj

(3) EiFj − FjEi = δi,j
Ki −K

−1
i

qi − q
−1
i

(4)

1−ai,j∑

s=0

(−1)s

(
1− ai,j

s

)

qi

E
1−ai,j−s
i EjE

s
i = 0 if i 6= j

(5)

1−ai,j∑

s=0

(−1)s

(
1− ai,j

s

)

qi

F
1−ai,j−s
i FjF

s
i = 0 if i 6= j

Uq(g), muni de la comultiplication ∆, de l’antipode S et de la counité ε
definies ci-dessous est une algèbre de Hopf.

(6) ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗Ei

(7) ∆(Fi) = Fi ⊗K
−1
i + 1⊗ Fi

(8) ∆(Ki) = Ki ⊗Ki

(9) S(Ei) = −K−1
i Ei

(10) S(Fi) = −FiKi

(11) S(Ki) = K−1
i

(12) ε(Ei) = 0, ε(Fi) = 0, ε(Ki) = 1.

Soit UA(g) la A-sous-algèbre de Uq(g) engendré par les Ei, Fi,Ki,K
−1
i ,

[Ki, 0] =
Ki −K

−1
i

qi − q
−1
i

. On peut munir UA(g) d’une structure d’algèbre de

Hopf sur A.
Soit ε in C∗. On considère la spécialisation

Uε(g) = UA(g)/(q − ε)UA(g).

Soit ∆ le système de racines correspondant à la matrice de Cartan A,
W son groupe de Weyl, (α1, . . . , αn) un système de racines simples de ∆, si

la symétrie par rapport à la racine simple αi. Fixons une expression réduite
de w0 = si1si2 . . . siN de l’élément le plus long de W . On en déduit un ordre
sur l’ensemble des racines positives ∆+.

γ1 = αi1 , γ2 = si1(αi2), . . . , γN = si1 . . . siN−1
(αiN ).

Posons Q =
n
⊕
i=1

ZZαi et notons ( , ) la forme ZZ-bilinéaire définie sur Q par

(αi, αj) = diai,j
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Rappelons que de Concini et Kac ont muni Uq(g) d’une filtration sur
ZZ

2N+1 telle que l’algèbre graduée associée GrUq(g) soit l’algèbre associative
sur C(q) définie par les générateurs Eα, Fα(α ∈ ∆+),Ki,K

−1
i (i ∈ [1, n]) et

les relations
KiKj = KjKi

KiK
−1
i = 1

EαFβ = FβEα

KiEα = q(α,αi)EαKi

KiFα = q−(α,αi)FαKi

EαEβ = q(α,β)EβEα if α > β

FαFβ = q(α,β)FβFα if α > β.

La même filtation existe sur Uε(g) pourvu que ε soit dans Cg (les relations
sont alors les mêmes en posant q = ε).

Proposition 7.3.1 Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe de di-
mension finie. Nous avons les isomorphismes suivants :

ExtiUq(g) (C(q), Uq(g)) = 0 pour i 6= dimg

Extdimg

Uq(g) (C(q), Uq(g)) = C(q).

Munissons C(q) de la représentation triviale et Extdimg

Uq(g) (C(q), Uq(g)) de la
multiplication à droite. Le dernier isomorphisme est un isomorphisme de
Uq(g)-modules à droite. Si ε est dans Cg, la proposition reste vraie si on
remplace Uq(g) par Uε(g) et C(q) par C.

La proposition 7.3.1 nous permet de démontrer des propriétés de dualité
analogues aux propriétés de dualité 6.1.2, 6.2.1, 6.2.2 dans le cadre des
groupes quantiques. Commençons par la dualité de Poincaré

Corollaire 7.3.2 Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe et soit M
un Uq(g)-module. C(q) peut être considéré comme un Uq(g)-module à droite
et à gauche. Pour tout i dans IN, nous avons un isomorphisme

Tor
Uq(g)
i (C(q),M) = Extn−i

Uq(g)(C(q),M)

Le résultat reste valable pour Uε(g) avec ε dans Cg.

Introduisons le foncteur dualité suivantDUq(g) : Db (Uq(g))→ Db (Uq(g)op)

défini par : pour tout objet M • de Db (Uq(g)),

DUq(g)(M
•) = RHomUq(g) (M•, Uq(g)) .
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Corollaire 7.3.3 Soit M un Uq(g)-module de dimension finie. Posons
M∗ = HomC(q) (M,C(q)). Alors DUq(g)(M) et M ∗ sont isomorphes dans

Db ((Uq(g)op). Ce résultat reste vrai pour Uε(g) si ε est dans Cg.

Corollaire 7.3.4 Soit h et g deux algèbres de Lie semi-simples de dimen-
sion finie. Notons Uq(h) et Uq(g) les groupes quantiques construits à par-
tir de h et g pour q générique. Soit φ un morphisme d’algèbres de Uq(h)
vers Uq(g). Soit M un Uq(h)-module de dimension finie. Posons M ∗ =
HomC(q)(M,C(q)). On a un isomorphisme

DUq(g)

(
Uq(g)

L
⊗

Uq(h)
M

)
'M∗

L
⊗

Uq(h)
Uq(g)[dimg − dimh].

Le résultat reste vrai pour Uε(h) et Uε(g) les spécialisations de Uq(h) et
Uq(g) respectivement si ε est dans Ch.

Corollaire 7.3.5 Soient h, t et g trois algèbres de Lie semi-simples de di-
mension finie. Notons Uq(h), Uq(t) et Uq(g) les groupes quantiques con-
truits à partir de h, t et g respectivement pour q générique. Soit φ un
morphisme d’algèbres de Uq(h) vers Uq(g) et ψ un morphisme d’algèbres
de Uq(t) vers Uq(g). Soit M un Uq(h)-module de dimension finie et N
un Uq(t)-module de dimension finie. Posons M ∗ = HomC(q)(M,C(q)) et
N∗ = HomC(q)(N,C(q)). Pour tout n dans ZZ, il y a un isomorphisme

Extn+dimh

Uq(g)

(
Uq(g)

L
⊗

Uq(h)
M,Uq(g)

L
⊗

Uq(t)
N

)
' Extn+dimt

Uq(g)

(
N∗

L
⊗

Uq(t)
Uq(g),M∗

L
⊗

Uq(h)
Uq(g)

)
.

Ce résultat reste vrai pour Uε(h), Uε(t) et Uε(g) les spécialisations de Uq(h)
et Uq(g) respectivement si ε est dans Ch

⋂
Ct.

Le théorème 7.3.1 nous permet de calculer les complexes dualisants
rigides de Uq(g) pour q générique et de Uε(g) si ε est dans Cg

Théorème 7.3.6 Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe de dimen-
sion finie. Supposons que ε soit dans Cg. Les complexes dualisants rigides
de Uq(g) et Uε(g) sont Uq(g)[dimg] et Uε(g)[dimg] respectivement.

Le théorème 7.3.6 répond à une question de Yekutieli ([Y4]).
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8 Equations extrémales dans le cas semi-classique
([6])

Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe de dimension finie, h

une sous algèbre de Cartan de g, ∆ le système de racines associé à h et
B = (α1, . . . , αn) un système de racines simples de ∆. Nous noterons ∆+

l’ensemble des racines positives, W le groupe de Weyl et si la symétrie par
rapport à la racine simple αi.

Si w est dansW et si w = si1 . . . sij en est une expression réduite, alors les

racines (γ1, . . . , γj) =
(
αi1 , si1(αi2), . . . , si1 . . . sik−1

(αik), . . . , si1 . . . sij−1(αij )
)

sont deux à deux distinctes et

∆w = {α ∈ ∆+ | w
−1(α) < 0} = {γ1, . . . , γj}.

Si γ est une racine positive, gγ désignera le sous espace radiciel associé
à la racine γ. Soit hγ l’unique élément de [gγ , g−γ ] tel que γ(hγ) = 2. Si
eγ est dans gγ , il existe un unique élément e−γ dans gγ tel que (hγ , eγ , e−γ)
soit un sl2-triplet. On pose

n = ⊕
γ∈∆+

gγ , nw = ⊕
γ∈∆w

gγ .

Soit R(h) le corps des fonctions rationnelles sur h∗. On introduit U ′(g) =

U(g) ⊗
S(h)

R(h). Considérons le module de Verma générique V =
U ′(g)

U ′(g)n
.

Dans [Z], Zhelobenko a donné une description explicite de V nw . J’ai établi
des résultats similaires pour l’algèbre symétrique.

Considérons la variété analytique complexe (g/n)∗. On la munit du

système de coordonnées suivant
(
(e−α)α∈∆+ , (hαi)i∈[1,n]

)
. Si U est un ou-

vert de (g/n)∗, on désignera par P(U) (respectivement A(U)) l’ensemble
des fonctions régulières (respectivement analytiques) sur U et par P(U)nw

(respectivement A(U)nw ) le sous-ensemble des fonctions de P(U) (respec-
tivement A(U)) invariantes par l’action de nw.

Notons Uγ l’ouvert de (g/n)∗ défini par les équations hγ 6= 0. Soit Φγ

l’application de Uγ dans lui-même définie par :

∀λ ∈ Uγ , Φγ(λ) = exp

(
eγ(λ)

hγ(λ)
eγ

)
· λ.

où · désigne l’action naturelle de n sur (g/n)∗. Par composition, Φγ définit
un morphisme d’algèbres de A(Uγ) que nous noterons πγ .
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Théorème 8.0.1 :

Soit w un élément de W . Notons ∆w = (γ1, . . . , γj) et posons Uw =
Uγ1

⋂
. . .
⋂
Uγj

. Le morphisme d’algèbres πw = πγ1 ◦ . . . ◦ πγj
ne dépend pas

de l’expression réduite de w. Il établit un isomorphisme entre

Cw = {f ∈ A(Uw) |
∂f

∂e−γ1

= . . . =
∂f

∂e−γj

= 0}

et A(Uw)nw . De plus πw envoie Cw
⋂
P(Uw) sur P(Uw)nw .

Soit Nw le groupe connexe et simplement connexe d’algèbre de Lie nw.
Ma démonstration repose sur le proposition suivante :

Proposition 8.0.2 :

Soit λ dans Uw. Le point Φγj
. . .Φγ1(λ) est l’unique point de l’orbite

Nw · λ dont les coordonnées e−γ1 , . . . , e−γj
s’annulent.

9 Perspectives de recherche

Problème 1 : développer une théorie des modules holonômes pour les
D(LX)-modules (LX étant un algébröıde de Lie sur X).

Problème 2 : P. Schapira m’a posé la question suivante : Dans la
définition d’un algébröıde de Lie, on ne suppose plus que LX est localement
libre comme OX -module mais seulement cohérent. Peut-on développer une
théorie des opérations sur les D(LX)-modules (comme dans les sections 3 et
4) dans ce cadre plus général.
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