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II - RESOLUTION SIMULTANEE ET CYCLES EVANESCENTS 

INTRODUCTION 

Dans c e t  e x p o s 6 ,  on d b f i n i t  l ' h o m o l o g i e  ~ v a n e s c e n t e  I o c a l e  d ' u n e  

f a m i l l e  de s i n g u l a r i t 6 s  d ' e s p a c e s  a n a I y t i q u e s  c o m p l e x e s ,  e t  on s ' i n t 6 r e s s e  au 

p r o b I ~ m e  de l a  r e l a t i o n  e n t r e  l ' a b s e n c e  d ' h o m o I o g i e  6 v a n e s c e n t e  i o c a t e  e t  I a  

p o s s i b i l i t ~  de r 6 s o u d r e  s i m u l t a n 6 m e n t  l e s  s i n g u I a r i t 6 s  d e s  f i b r e s  de I a  f a m i l l e  

donn6e  au v o i s i n a g e  du p o i n t  e o n s i d 6 r ~ .  Comme on l e  v e r r a ,  d ' u n e  p a r t  i a  r 6 p o n -  

s e  d b p e n d  du s e n s  que i ' o n  v e u t  d o n n e r  a l ' e x p r e s s i o n  " r 6 s o u d r e  s i m u i t a n 6 m e n t "  

e t  d ' a u t r e  p a r t  en d e h o r s  du c a s  d e s  f a m i l i e s  de e o u r b e s  p l a n e s  e t  du c a s  o~ 

l e s  f i b r e s  de l a  f a m i l l e  s o n t  de s  s u r f a c e s  a y a n t  eomme s i n g u i a r i t 6 s  au p i r e  

d e s  p o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s ,  on n ' a  p a s  e n c o r e  o b t e n u  de r 6 p o n s e  s a t i s f a i -  

s a n t e  ~ ee  p r o b i ~ m e ,  p a s  p l u s  d ' a i I l e u r s  q u ' a u  p r o b I ~ m e  c o n n e x e  de d 6 e i d e r  s i  

l a  c o n s t a n c e  du t y p e  t o p o l o g i q u e  d e s  f i b r e s  ( r e s p .  de l e u r  r 6 s o l u t i o n )  e n t r a ~ n e  

i ' e x i s t e n e e  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e .  

On t r o u v e r a  i c i ~  o u t r e  une  p a r t i e  d e s  r b s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l e s  p o i n t s  

d o u b i e s  r a t i o n n e l s  ( p o u r  i e  r e s t e ~  c o n s u l t e r  l e s  e x p o s e s  de P i n k h a m ) ,  q u e l q u e s  

r 6 s u l t a t s  g 6 n 6 r a u x  s u r  l a  r 6 s o I u t i o n  s i m u l t a n 6 e ~  e t  l ' ~ t u d e  du c a s  d e s  f a m i l l e s  

de c o u r b e s  p l a n e s .  On t r o u v e r a  a u s s i  l e s  r 6 s u l t a f s  du t y p e  : ~ ' ab sence  d ' h o m o l o -  

g i e  6 v a n e s c e n t e  i m p l i q u e  t o p o l o g i e  c o n s t a n t e  d a n s  l a  f a m i l t e "  ( e s s e n t i e I l e m e n t  

L ~ - R a m a n u j a m ) .  

L e s  §§ ~, 4 c i - d e s s o u s  r e p r e n n e n t  p r e s q u e  s a n s  e h a n g e m e n t  une  p a r t i e  

d ' u n  p r 6 - t i r a g e  : 

" S u r  I a  r 6 s o i u t i o n  s i m u l t a n 6 e  comme c o n d i t i o n  d ' 6 q u i s i n g u t a r i t 6  ~' ( E c o l e  

P o l y t e c h n i q u e ~  Nov. 1 9 7 5 ) ,  

e t  i e  § 5 r e p r e n d  de m~me une  p a r t i e  d ' u n  a u t r e  p r 6 t i r a g e  : 

~'Sur d i v e r s e s  c o n d i t i o n s  n u m 6 r i q u e s  d ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  d e s  f a m i l i e s  de c o u r -  

b e s  ( e t  un p r i n c i p e  de s p ~ e i a l i s a t i o n  de l a  d b p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e )  v' ( E e o i e  

P o l y t e e h n i q u e ,  J u i n  1 9 7 5 ) .  

Une a u t r e  p a r t i e  de ee  t r a v a i l  a b t 6  r e p r i s e  d a n s  " R 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  I " .  

Le m a t 6 r i e l  d e s  §§ 3~ 4 e t  5 n ' a  p a s  ~ t 6  a b o r d ~  I o r s  de l ' e x p o s 6  

o r a i .  

No te  : A p r e s  l ' e x p o s 6  de R ~ a o l .  S im.  I~ 3 ' a i  a p p r i s  que  l a  p r o p o s i t i o n  q u i  y 

e s t  d 6 m o n t r 6 e  a p o u r  e o r o l l a i r e  i m m 6 d i a t  une c o n j e c t u r e  de Gudkov ( c f .  

Gudkov : The t o p o l o g y  o f  r e a l  p r o j e c t i v e  a l g e b r a i c  v a r i e t i e s ,  R u s s .  

Math .  S u r v e y s  2 9 ,  4 ( 1 9 7 4 )  / - 7 9 )  qu i  r e v i e n t  ~ : 5(X o) k 5 ( X y ) ,  
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1. MONODROMIE (en  g r a n d e  p a r t i e  d ' a p r ~ s  [ M i ] ,  [ D ] ,  [ [ I ] ,  un m a n u s c r i t  non pu-  

b l i 6  de H i r o n a k a ,  e t  de s  c o n v e r s a t i o n s  a v e c  L$ Dung T r a n g ) .  

(E n+t  1.O On 6 t u d i e  i c i  une  f o n c t i o n  f : ,O) ~ (E ,O)  h o l o m o r p h e  d a n s  un v o i -  

s i n a g e  de O e t  a y a n t  en 0 un p o i n t  c r i t i q u e  i s o l 6 .  C e c i  6 q u i v a u t  p a r  l e  t h 6 o -  

reme d e s  z 6 r o s  de H i l b e r t  

~ f  5 f  
dime ¢{Zo ' ' ' ' ' Zn}  / (f'b'--z--'''''7-z-z) < ~ 

o n 

e t  en f a i t ,  p u i s q u e  f e s t  i n t 6 g r a t e m e n t  d 6 p e n d a n t  s u r  l ' i d 6 a l  

(Zo . . .~ ' 'Sf  . .  ,Zn " ~ - ) n  e t  donc  a f o r t i o r i  s u r  l ' i d 6 a l  j ( f ) =  ( 8 ~ - , . . . , 5 - ~ ) ~ [ Z o , . . . , z  n o  . .  

( c f .  [CEW~) l ' h y p o t h ~ s e  6 q u i v a u t  a u s s i  a : 

def. 

~l ( f )  = d ime  ¢ { Z o , . . . , Z n } /  j ( f  ) _  < c~ 

I1  n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  de m o n t r e r  ( c f .  l o c .  c i t . )  que  ~ ( f )  ne d6pend  

p a s  du g $ n b r a t e u r  de t ' i d 6 a l  ( f )  c h o i s i ,  n i  d e s  c o o r d o n n 6 e s .  A i n s i  g ( f )  ne 

d6pend  en r 6 a l i t 6  que  du ge rme  d ' h y p e r s u r f a c e  a s i n g u l a r i t 6  i s o I 6 e  

(Xo,O) = ( f - l ( o ) , o )  c ( E n + l , 0 )  e t  l ' o n  6 c r i r a  v o l o n t i e r s  ~ (Xo ,O)  au l i e u  de ~ ( f ) .  

On v o i t  a u s s i t ~ t  que ~ ( f )  = 0 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  0 n ' e s t  p a s  un p o i n t  c r i t i q u e  

de f ,  e t  que  ~ ( f )  = t s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' o n  p e u t  6 c r i r e  d a n s  d e s  c o o r d o n n $ e s  

c o n v e n a b l e s  

2 2 
f = Z + - - .  + Z 

o n 

1.1 Lemme de W h i t n e y  ( c f .  ~H1] , [ H 2 ] )  : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  com- 

p l e x e  r 6 d u i t  e t  xC X. P o u r  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  i . e .  d ' u n  v o i s i n a g e  de x 

d a n s  X) ( X , x )  C (EN~o) on a : 

Lim d ( T x , x , , X X ' i  = 0 
x ~ x  

x ,~X ° 

ou X ° d 6 s i g n e  l a  p a r t i e  n o n - s i n g u l i e r e  de X, TX, x l ' e s p a c e  t a n g e n t  a X en 

x '  E X ° ,  x x '  l a  d r o i t e  de E N j o i g n a n t  x a x '  e t  e n f i n  d ( L , £ )  l a  d i s t a n c e  (ou 

a n g l e )  e n t r e  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  d e u x  s o u s - e s p a c e s  a f f i n e s  L e t  L de E N  

Remarque : En utilisant eertains des r6sultats de finitude de la g6om6trie 

analytique, on peut montrer (cf. [L.T.]) qu'en fait il existe un plus grand 
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O E ~ +  = $+  U {+ ~] t e l  que d ( T x ~ x , , X X ' )  g C d i s t ( x , x ' )  0 p o u r  t o u t  x ' a s s e z  v o i s i n  

de x~ e t  p o u r  une c e r t a i n e  c o n s t a n t e  CE • • On p e u t  m o n t r e r  non s e u l e m e n t  
+ 

que @ > O, mais q u e e n  f a i r  ~ C ~+ U {+~}. 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  f e s t  un polyn~me homogene, on a ~ = +~ par  l ' i d e n t i t 6  

d ' E u l e r .  Le c a l c u l  du m e i l l e u r  @ p o s s i b l e  pour f quelconque en f o n c t i o n  d ' i n v a -  

r i a n t s  de f n ' e s t  pas f a i r  a ma c o n n a i s s a n c e .  

1 . 1 . 1  C o r o l l a i r e  : Dans l a  s i t u a t i o n  de 1 -0 ,  i l  e x i s t e  un nombre  r ~ e l  p o -  

s i t i f  Po t e l  que p o u r  t o u t  nombre r ~ e l  O< p~  Po, l a  b o u l e  Bp = B(O~P) c l  n+ l  

de c e n t r e  0 e t  de r a y o n  p s o i t  c o n t e n u e  dans  l e  domaine  de c o n v e r g e n c e  de f ,  

e t  que  s o n  bo rd  bBp= $9 = $ ( O , P ) ,  i . e .  l a  s p h e r e  de r a y o n  P, s o i t  t r a n s v e r s e  

X d a n s  E n + l =  ~ 2 n + 2  
0 

On a p p l i q u e  en e f f e t  le  lemme de Whi tney  ~ (Xo~O) e t  on en d ~ d u i t  

que p o u r  Ix ~ r= p a s s e z  p e t i t ,  T x f a i r  un a n g l e  p e t i t  avec  l e  " r a y o n  v e c t e u r "  
0 ~ X t  

O x ' ,  donc e s t  t r a n s v e r s e  ~ T s p , x  v 

1 . 1 . 2  D ~ f i n i t i o n  : On d i r a  que Po e s t  un r a y o n  p e r m i s  p o u r  ( X o ~ O ) c  ( E n + l ~ o ) .  

R e m a r q u e s  : 1) La r e s t r i c t i o n  ~ X - { 0 }  de l a  f o n c t i o n  " d i s t a n c e  a l ' o r i g i n e "  
0 

n ' a  donc p a s  de p o i n t  c r i t i q u e  d a n s  ( X o -  { O } ) N B p  p o u r  t o u t  P<  Po'  e t  

K= Sp n x  ° e s t  une v a r i ~ t ~  d i f f ~ r e n t i a b l e  de d i m e n s i o n  2 n - 1 .  E n f i n  X o N B p  e s t  

hom~omorphe au c~ne c o n s t r u i t  d a n s  ~ n + l =  ~ 2 n + 2  s u r  K, e t  c e t  hom~omorphisme 

p e u t  ~ t r e  c h o i s i  de f a~on  a s ' ~ t e n d r e  a l ' e s p a c e  a m b i a n t  ( c f .  ~M~]). 

2) Le c o r o l l a i r e  s ' ~ t e n d  ~ une s i n g u l a r i t ~  i s o l ~ e  d ' e s p a c e  a n a -  

l y t i q u e  q u e l c o n q u e ~  e t  m~me a un e s p a c e  a n a l y t i q u e  q u e l c o n q u e  e t  ~ l a  t r a n s -  

v e r s a l i t ~  de Sp aux s t r a f e s  d ' u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de Whi tney  ( e x e r c i c e ) .  

5) On p e u t  m o n t r e r  ( o u v e r t u r e  de l a  t r a n s v e r s a l i t ~ )  que p o u r  

t o u t  P~ po~ i l  e x i s t e  un nombre r 6 e l  ~ > 0  t e l  que  p o u r  t o u t  t E I  avec  I t l  < 

on a i t  : f - l ( t )  e s t  t r a n s v e r s e  h $ dans  I n + l .  
P 
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if 

1.2 ~ ! ~ _ ~ ~ _ ~ _ ~ £ ~ _ ~ e ~ _ ~ _ ~ _ ~ _ ~ e ~ _ ~ _ ~ _ ~  
~ ~ .  

L ~ i n g r b d i e n t  t e c h n i q u e  e s s e n t i e l  e s t  un  r ~ s u l t a t  de f i b r a t i o n  t o p o -  

l o g i q u e  : 

1 . 2 . 1  Th~or~me ( H i r o n a k a ,  d a n s  [H1] d b m o n s t r a t i o n  du C o r o l l a i r e  1) : 

S o i t  f :  X ~  l) un  m o r p h i s m e  a n a l y t i q u e  p l a t  e t  s u r j e c t i f  dVun e s p a c e  a n a l y t i -  

que  c o m p l e x e  r ~ d u i t  X d a n s  l e  d i s q u e  u n i t ~  du p l a n  c o m p l e x e .  I1  e x i s t e  une  

p a r t i t i o n  l o c a l e m e n t  f i n i e  X-- U X de X en  s o u s - e s p a c e s  a n a t y t i q u e s  non 
aEA 

s i n g u l i e r s  a p p e l b s  s t r a t e s  t e l l e  q u e  f - l ( o )  s o i t  u n i o n  de s t r a f e s  e t  que  : 

X(zn X-~ ~ J~ " ~ X c X - ~ - X ~  e t  l a  p a i r e  de s t r a t e s  ( X ~ , X )  s a t  i s f a i t  l a  

c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  de W h i t n e y  ( c f .  [HI~) en  t o u t  p o i n t  de Xa " 

S u p p o s o n s  X c X ~ - -  X[3 e t  f (X ) = { 0 } ,  f(X-~) = ~3 . P o u r  t o u t e  

= f - l ( f ( x  ) )nX~ e t  s u i t e  de p o i n t s  x i E X~ t e n d a n t  v e r s  x E  X a ,  p o s a n t  Fx,  i 
1 

T = T  on a : 
f - l ( f ( x ) ) N X a ,  , x  

Lira T F ~ T 

i ~  x i , x  i 

( C e t t e  c o n d i t i o n  s ' a p p e l l e  : c o n d i t i o n  Af de Thom) .  

De p l u s  t o u t  p o i n t  x E X  p o s s e d e  un  v o i s i n a g e  Y d a n s  X t e l  q u ' i l  e x i s t e  un  nom- 

b r e  r ~ e l  7]> 0 t e l  que  l a  t r a c e  d a n s  V N f - l ( D ~ )  de c h a q u e  s t r a t e  X ~ s i  e l l e  

n i e s t  p a s  c o n t e n u e  dar ts  f - l ( o ) ,  s ' e n v o i e  s u r j e e t i v e m e n t  s u r  D ,o~  ]~1] e s t  l e  
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d i s q u e  de r a y o n  ~ ( s u p p o s 6  s 1) d a n s  ¢.  On p e u t  t r a d u i r e  c e c i  en  d i s a n t  que  

s i  l ' o n  s t r a t i f i e  ~ p a r  D~ = ~ U  [0}, oa ~ = ~ -  { 0 } ,  

f l f - l ( ~ )  GV : f - l ( ~ ) ~  ~V ~ ~ e s t  u n  m o r p h i s m e  s t r a t i f i ~  ( i . e .  c h a q u e  s t r a t e  

de l a  s o u r c e  e s t  e n v o y 6 e  s u r 3 e c t i v e m e n t  e t  s u b m e r s i v e m e n t  s u r  une  s t r a t e  du 

b u t ) .  

C h o i s i s s a n t  un  p l o n g e m e n t  d ' u n  v o i s i n a g e  de x d a n s  X~ e n c o r e  n o t ~  X~ d u n s  
x cN : 

X ~ ID×¢ N 

ID 

on p e u t  p r e n d r e  l e  v o i s i n a g e  V de l a  f o r m e  (H).~ x lB  ) n X  o~ I 8  e s t  une  b o u l e  

de r a y o n  ¢ d a n s  c N  ~ c o n d i t i o n  de b i e n  c h o i s i r  ~1 e t  ¢ ( c o n d i t i o n  de t r a n s -  

v e r s a l i t 6  du b o r d  a u x  s t r a t e s  X ) e t  a l o r s ,  a y a n t  donc  c h o i s i  ~ a s s e z  p e t i t  

p o u r  q u e e n  p a r t i c u l i e r  S e '  s o i t  t r a n s v e r s e  d a n s  CN ~ t o u t e s  l e s  s t r a t e s  de 

f-l(0) ~) " , p o u r  t o u t  ~' g ¢ l a  c o n d i t i o n  c i - d e s s u s  d o n n e  s u f f i s a m m e n t  de 

t r a n s v e r s a l i t 6  d e s  f i b r e s  de f au  b o r d  d e s  s t r a f e s  X fqY p o u r  que  l ' o n  p u i s s e  

u t i l i s e r  a u - d e s s u s  de D~ l a  m 6 t h o d e  de d ~ m o n s t r a t i o n  do t h ~ o r ~ m e  d ' i s o t o p i e  

de Thom ( c f .  ~Mal~ , ' ~E .M.S .~ ,  cMa2]} p o u r  p r o u v e r  : 

1 . 2 . 2  Th6or&me d ' i s o t o p i e  de H i r o n a k a - T h o m  : Dans  l e s  c o n d i t i o n s  du t h 6 o r & -  

me, t o o t  p o i n t  xE  X p o s s e d e  un v o i s i n a g e  V t e I  que  p o u r  t o u t  nombre  r ~ e l  ~ >  0 

a s s e z  p e t i t ,  p o s a n t  ~ = ~ -  [ 0 } ,  on a i t  : l a  r e s t r i c t i o n  de f 

f : V~ ~ ~ 

e s t  u n e  f i b r a t i o n  t o p o l o g i q u e  ( c f .  a u s s i  [ L e 4 ] ) .  

S o i t  P : ID]~IDq] l e  r e v ~ t e m e n t  u n i v e r s e l ,  l )~] e s t  c o n t r a c t i l e ,  doric a p r e s  c h a n -  

g e m e n t  de b a s e  on a un h o m 6 o m o r p h i s m e  ~ f a i s a n t  c o m m u t e r  l e  d i a g r a m m e  

V 

f × i d ~ , ~ j  2 

ou F e s t  u n e  " f i b r e  t y p e "  : F = f - l ( t )  n V ,  t E  ])~ , 
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d ' o u  l ' o n  t i r e  un  h o m 6 o m o r p h i s m e  b i e n  d ~ f i n i  a i s o t o p i e  p r e s  H : F ~ F  q u i  r e l e -  

ve  l a  r o t a t i o n  d ' u n  t o u r  a u t o u r  de l ' o r i g i n e  du p o i n t  t t e l  que  F=  f - l ( t )  NV. 

De p l u s ,  V n f - l ( o )  e s t  c o n t r a c t i l e  ( p a r  l a  e o n i c i t 6  t o p o l o g i q u e  d e s  s t r a t e s  

X r ~ s u l t a n t  de l ' e x e r c i c e  d o n n 8  c i - d e s s u s )  e t  p o u r  t o u t  o u v e r t  non  v i d e  

Y' c V ,  i l  e x i s t e  t E  D~ t e l  q u e  f - l ( t )  ~ V '  s o i t  r ~ t r a c t e  p a r  d ~ f o r m a t i o n  de 

f - l ( t )  ~V e t  en  p a r t i c u l i e r  H ~ e ( f - l ( t )  ~ V ' , ~ )  = H ~ v ( f - l ( t )  ~ V , ~ )  =H~(F~2Z) .  

( C e c i  r 6 s u l t e  de l ' e x i s t e n c e  de b o n s  v o i s i n a g e s  en  g ~ o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e ) .  

T o u t  c e c i  j u s t i f i e  : 

D 6 f i n i t i o n  : On a p p e l l e  h o m o l o $ i e  6 v a n e s c e n t e  du m o r p h i s m e  f e n  x l e  g r o u p e  

g r a d u 6  H . ( f , x ) = H . ( X  v f l  f - l ( t ) , ~ )  p o u r  t E  D~ 

R e m a r q u e  : D ' a p r ~ s  l e s  r 6 s u l t a t s  r a p p e l b s  c i - d e s s u s ,  l a  d 6 f i n i t i o n  a b i e n  

u n  s e n s ~  e% ne  d ~ p e n d  p a s  du v o i s i n a g e  V de x c h o i s i  p o u r v u  q u ' i l  s o i t  a s s e z  

p e t i t .  

1 . 2 . 5  D ~ f i n i t i o n  : On a p p e l l e  m o n o d r o m i e  de f e n  x l ' e n d o m o r p h i s m e  h de 

H.(f,x) induit par H. 

E x e m p l e  1 : P r e n o n s  f comme en  1 . O ,  p r e n o n s  p o u r  X l e  s o u s - e s p a c e  d 6 f i n i  

( d a n s  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  de 0 × O )  d a n s  E n + l  × C p a r  l ' ~ q u a t i o n  

f ( Z o , . . . , z  n )  - t =  O~ e t  p o u r  f : X ~ E  l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  l a  s e c o n d e  p r o j e c -  

t i o n -  E n f i n  on p r e n d  p o u r  V l ' o u v e r t  XN ( ~ p  × ~ ) ,  o~ P <  Po (Po ~ t a n t  l e  

r a y o n  p e r m i s )  e t  ~ e s t  t e l  que  f - l ( t )  s o i t  t r a n s v e r s e  ~ So p o u r  t o u t  t E  D~ .  

On r e t r o u v e  l a  s i t u a t i o n  de [M~]~ e t  M i l n o r  a m o n t r ~  que  d u n s  ce  c a s  l ' h o m o l o -  

g i e  ~ v a n e s c e n t e  e s t  c o n c e n t r ~ e  e n  d i m e n s i o n  n ,  e t  que  l ' o n  a 

H n ( f , x )  = ~ od ~ = ~ ( f )  = ~ (Xo ,O)  

En p a r t i c u l i e r ,  on  v o l t  q u e  d a n s  ce  c a s  l a  n u l l i t ~  de  l ' h o m o l o g i e  ~ v a n e s c e n t e  

de ( f , x )  e n t r a ~ n e  l a  n o n - s i n g u l a r i t ~  de ( X o , O ) .  

1 . 2 . 4  E x e m p l e  2 ( u n  peu  p l u s  g ~ n ~ r a l )  : S o i t  F ( Z o , . . . , Z n , t )  

F ( z  o , - - - , z n , t )  E ~ [ z  o , - - . , z n , t ] ,  F(O)  = O t e l l e  que  d a n s  un  p o l y c y l i n d r e  

U :  ( I z i ]  < ¢ , ] t l < ~ )  = U • × I t ]  05 F c o n v e r g e ,  on a i t ,  en  n o t a n t  X c U  
tE D~I 

l ' h y p e r s u r f a c e  d ~ f i n i e  p a r  F = O  e t  f :  X~D~]  l a  p r o j e c t i o n  s u r  l ' a x e  d e s  t ; 

1)  f - l ( o )  n ' a  de s i n g u l a r i t ~  q u ' e n  O~ e t  d o n c ,  s i  t ' o n  a p r i s  t] a s s e z  

p e t i t  : 
o 

2)  p o u r  t o u t  t E  ])1] , l e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  de F t "  B ~ ¢  d ~ f i n i e  p a r  
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F ( Z o , . . . , z  , t )  s o n t  e n  nombre  f i n i  e t  t ou t e s~  ~ . l e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c -  

t i b l e s  de l a  c o u r b e  d ~ f i n i e  d u n s  U p a r  ( h ~ - , . . . ,  ~ '  ) c o n t i e n n e n t  O. 
o n 

De p l u s  l e  nombre  d e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  de F t q u i  s o n t  d a n s  

X t =  F t l ( o )  e s t  i n d 6 p e n d a n t  de t ~  ~ . 

3)  X s a t i s f a i t  l e s  c o n c l u s i o n s  du t h 6 o r ~ m e  d ' i s o t o p i e .  

h l o r s ,  l'homologie 6vanescente de f ' e s t  concentr~e en dimension n, et si  l 'on  

note x i (1~ i g r )  les points c r i t iques  de F t (t  @ ~ )  qui sont dans X t = Ftl(O), 

i . e . ,  l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  de Xt~ on a : 

r 

~ o - .  Z ~ i  
1=1 

H n ( f , O )  = 

ou ~o = ~ ( X o , O )  e t  ~ i  = ~ ( X t ' x i ) "  

D ~ m o n s t r a t i o n  : C o n s i d ~ r o n s  l e  m o r p h i s m e  ¢ = F x  f :  U ~ ×  D~ .  Le s o u s - e s p a c e  

c r i t i q u e  de ¢ e s t  l e  s o u s - e s p a c e  de U d b f i n i  p a r  l V i d ~ a l  ( ~ , . . . ~  b z n )  ~ qu i  
o 

e s t  u n e  c o u r b e  d ' a p r ~ s  n o s  h y p o t h e s e s ,  ( e t e n  f a i r  a u s s i  u n e  i n t e r s e c t i o n  com-  

p l a t e )  e t  f i n i  a u - d e s s u s  de E ×  D~ . Nous  p o u v o n s  donc  p a r l e r  de s o n  i m a g e  

p a r  ~, ( c f .  E H . I . J )  q u i  e s t  u n e  c e u r b e  D c ~ x  D~ ; p o u r  c h a q u e  t o ~  D~ 

DA ( ~ ×  [ t o ] )  e s t  l e  d i s c r i m i n a n t  du m o r p h i s m e  F t : U t ~ i n d u i t  p a r  F,  ou 
o o 

U t ~  { ( Z o , . . . , Z n , t o ) E  U}. Du f a i r  que  l a  m u l t i p l i c i t ~  d ' u n  t e l  d i s c r i m i n a n t  en  

un  de  s e s  p o i n t s  e s t  b g a l e  ~ l a  somme d e s  n o m b r e s  de M i l n o r  d e s  p o i n t s  c r i t i -  

q u e s  de F t d o n t  l ' i m a g e  e s t  ce  p o i n t  c r i t i q u e  ( c f .  [ H . I . ] ) ,  n o u s  v o y o n s  q u e ,  
o 

c h o i s i s s a n t  u n e  c o o r d o n n ~ e  v s u r  ~ ( i . e .  ( v ~ t )  s u r  C × D ~ )  

1) l a  m u l t i p l i c i t ~  d ' i n t e r s e c t i o n  de D a v e c  ~ x  [0}  v a u t  ~o 

2) On p e u t  ~ c r i r e  D= D 1U D2~ ou D 1 e s t  u n e  c o u r b e  d ' ~ q u a t i o n  
r 

i ~ l ~ i  
v = 0 ,  e t  D 2 e s t  u n e  c o u r b e  ne  c o n t e n a n t  p a s  0 x  D~ , e t  d e n t  l a  

r 
m u l t i p l i c i t ~  d ' i n t e r s e e t i o n  a v e c  ¢ ×  [0}  e s t  ~ o -  i ~ l  ~ i  

( Y o i r  d e s s i n  p a g e  s u i v a n t e ) .  

On r a i s o n n e  m a i n t e n a n t  comme s u i t  : 

~)  Si  ~ e s t  a s s e z  p e t i t ,  on p e u t  t r o u v e r  un  nombre  r ~ e l  y > 0  t e l  que  

p o s a n t  B t = Dy x I t } ,  on a i r  : 

i )  B t c o n t i e n t  t o u s l e s  p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  de ~ × { t ]  a v e c  D q u i  

t e n d e n t  v e r s  0 a v e c  t ,  e t  D N 5 B  t = D .  

i i )  ~ - I ( B  t )  e s t  c o n t r a c t i l e  ( r E  D~)  ( e n  f a i t  h o m o t o p i q u e m e n t  b q u i v a -  

l e n t  ~ l a  b o u l e  B =U ~ ( t  = 0 )  ( c f .  [ H . L . J ) .  
E 
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i i i )  ~ - l ( p )  e s t  t r a n s v e r s e  a $ p o u r  t o u t  pE B t • 

~) D ' a p r ~ s  l a  t h ~ o r i e  de M o r s e ,  e t  un  c a l c u l  d ' i n d i c e s ,  c f .  [ L e ~ ,  on c o n s -  

t r u i t  ( a  h o m o t o p i e  p r o s )  ~ - I ( B  t )  a p a r t i r  de ~ - l ( p t )  (05  P t  = {0} x I t } )  p a r  a d -  

j o n c t i o n  de c e l l u l e s  de d i m e n s i o n  n + l ,  'en nombre  @ g a l a  l a  somme d e s  n o m b r e s  

d ' i n t e r s e c t i o n  de B o a v e c  D2, e t  l e  r ~ s u l t a t  @ran t  c o n t r a c t i l e ,  c e s  c e l l u l e s  ne  

- l ( p t )  p e u v e n t  q u e  s e r v i r  ~ " t u e r "  l ' h o m o l o g i e  e n  d i m e n s i o n  n de ~ = X t . C e c i  

~o -~ ~ i  
m o n t r e  que  H~(X t )  e s t  b g a l  h H n ( X t , ~ )  = ~ p u i s q u e  g o -  Z g i  e s t  d ' a p r e s  

l e  p o i n t  i )  de  a ) ,  l a  somme d e s  h o m b r e s  d ' i n t e r s e c t i o n  de B o a v e c  O 2 .  
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I1 r e s t e  donc a p r o u v e r  le  p o i n t  ~)  : L ' e x i s t e n c e  de ~ v @ r i f i a n t  i )  

r @ s u l t e  s i m p l e m e n t  du f a i t  que D 2 ne c o n t i e n t  p a s ¢ ×  [O] i . e .  l ' a x e  d e s  v ,  

p u i s q u e  F ( Z o , . . . , Z n ~ O )  e s t  a s i n g u l a r i t @  i s o l ~ e .  

Pa r  a i l l e u r s ~  l '@nonc~  de t r a n s v e r s a l i t @  i i i )  p r o v i e n t  e n c o r e  de 

l ' o u v e r t u r e  de l a  t r a n s v e r s a l i t @ .  

Pour  le  p o i n t  i t ) ,  r e m a r q u o n s  d ' a b o r d  que d ' a p r e s  ([Mi~ 5 . 9 ) ,  pou r  ~ a s s e z  p e -  

t i t ~  i l  e x i s t e  un champ de v e c t e u r s  V s u r  ~ - X  qui  p e r m e t ,  p a r  i n t @ g r a t i o n ,  
O g O 

de r @ t r a c t e r  ~ar  d ~ f o r m a t i o n  B s u r  ~ - I ( B  ) .  Ceci  p r o u v e  la  c o n t r a c t i b i l i t @  de 
E O 

~ - I ( B  ) qu i  d ' a i l l e u r s  se  r @ t r a c t e  a u s s i  p a r  d @ f o r m a t i o n  s u r  ~ - l ( p  o) = X o, qui  
o 

e s t  c o n t r a c t i l e  p u i s q u e  ¢ e s t  a s s e z  p e t i t  p o u r  ~ t r e  un r a y o n  p e r m i s .  

De p l u s ,  ~ n ' a  aucun  p o i n t  c r i t i q u e  dans  U \  U ¢ -1 (B  t )  e t  n ' a  p a s  non p l u s  
t~ ~ 

de p o i n t  c r i t i q u e  dans  ' 'L~ ~ - l ( ~ B t ) .  (in a r g u m e n t  f a c i l e  p e r m e t  a l o r s  de p e r -  
t~ D~/ 

t u r b e r  l e  champ de v e c t e u r s  V un p a r  champ de v e c t e u r s  r e l e v a n t  le  champ de 
O 

v e c t e u r s  ~-~ de f a~on  ~ c o n s t r u i r e  un champ de v e c t e u r s  don t  l e s  c o u r b e s  in t@-  

g r a l e s  p e r m e t t r o n t  de r S t r a c t e r  p a r  d@forma t ion  • × { t ~  s u r  ~ - I ( B  t )  p r o u -  

v a n t  a i n s i  l a  c o n t r a c t i b i l i t @  de ce d e r n i e r  e s p a c e .  

1 . 2 . 5  C o r o l l a i r e  : Dans la  s i t u a t i o n  de l ' e x e m p l e  2, s u p p o s a n t  n /  2, on a : 

Hn(f,O) = 0 si et seulement si X est topologiquement trivial le long de 

l'axe des t au voisinage de O~ en ce sens que pour ~et ~ assez petits~ 

il existe un hom~omorphisme de paires (X,~ n+1 x DI]) ~ (X ° x ID~,~ n+l × D]]) 

commutant a la projection st~r ~)~. 

r 
Preuve du Corollaire : Tout d'abord, l'hypothese 6quivaut a : E "mi = llo et 

i-I 
c e c i  d ' a p r e s  t e  " n o n - s p l i t t i n g  p r i n c i p l e "  ( c f .  [ I . E . P . ] )  d6mont r6  p a r  L~ D~ng 

Tr~ng  ( c f .  [ L e l ] ) , e t  a u s s i  p a r  L a z z e r i  ( [ L a ] )  e t  G a b r i e l o v  ( [ G ] ) , i m p l i q u e  que 

l ' o n  a r =  1, c ' e s t - a - d i r e  que p o u r  chaque  t@ D~ , X t a un s e u l  p o i n t  s i n g u l i e r ,  

que l ' o n  p e u t  s u p p o s e r  ~ t r e  l ' o r i g i n e ,  e t  que  ~ ( × t , O ) - ~ ( X o , O ) .  D ' a p r ~ s  un 

th@oreme de L~ e t  Ramanujam ( [ L . R . ] ,  v o i r  p l u s  h a s )  e t  T i m o u r i a n  ( [ T i ] )  c e t t e  

d e r n i ~ r e  h y p o t h e s e  i m p l i q u e  ~ son  t o u r  la  t r i v i a l i t @  t o p o l o g i q u e  de X l e  l ong  

de O x D  

1 . 2 . 6  Exemple  3 : L ' e x e m p l e  le  p l u s  s i m p l e  de f a m i l l e  de s i n g u l a r i t 6 s  a y a n t  

une  h o m o l o g i e  @ v a n e s c e n t e  non n u l l e  e s t  le  s u i v a n t  : c o n s i d @ r o n s  l a  f a m i l l e  de 

c o u r b e s  p l a n e s  d ' @ q u a t i o n  

2 3 y - x - t x  2 = 0 
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)- 
x 

I I  e s t  f a c i l e  de c a l c u l e r  ~(X o) = 2,  ~(X t )  = 1 e t  donc  H I ( f , O )  = ~ .  Le c y c l e  d e s -  

s i n 6  en g r a s ,  q u i  e s t  c o n t e n u  d a n s  l a  p a t t i e  r 6 e l l e  de X, e s t  un g 6 n 6 r a t e u r  de 

l ' h o m o l o g i e  6 v a n e s c e n t e .  

1 . 2 . 7  Remarque  : Dans  l e  e a s  oh f :  ( E n + l  x E , O ) -  ( ¢ , 0 )  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  de 

l a  s e c o n d e  p r o j e c t i o n  a l ' h y p e r s u r f a c e  X d b f i n i e  p a r  f ( Z o , . . . ~ z  n)  - t = O, Le 

Dung T r d n g  a d 6 m o n t r 6  ( [ L e 2 ] )  que l ' h o m 6 o m o r p h i s m e  de m o n o d r o m i e  de ( 1 . 2 . 2 )  

p o u v a i t  S t r e  c h o i s i  s a n s  p p i n t  f i x e  (on  p e u t  en f a i t  d a n s  ce  c a s  p r e n d r e  un 

d i f f b o m o r p h i s m e ~  l a  s i t u a t i o n  6 t a n t  d i f f 6 r e n t i a b l e m e n t  l o c a l e m e n t  t r i v i a l e  a u -  

d e s s u s  de ~ ) .  On v o l t  s u r  I ' e x e m p l e  c i - d e s s u s  q u ' i l  n ' e n  e s t  r i e n  en g 6 n @ r a l  : 

l ' h o m 6 o m o r p h i s m e  de m o n o d r o m i e  d o l t  r e s p e c t e r  l e  l i e u  s i n g u l i e r  de X t • On p e u t  

s e  d e m a n d e r  en  g 6 n 6 r a l  q u e l l e  i n f o r m a t i o n  on p e u t  o b t e n i r  s u r  l e  nombre  de 

L e f s c h e t z  A(h)  = Z ( - 1 )  i Tr h. • 
1 

2. UNE AUTRE CLASSE D~EXEMPLES DE RESOLUTION SIMULTANEE TRES FAIBLE ( c f .  R 6 s o -  

l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  I )  

2 . 1  C o n s i d 6 r o n s  une  f a m i l l e  f :  X - Y  de s u r f a c e s  n o r m a l e s ,  a v e c  Y n o n -  

s i n g u l i e r ,  e t  d e m a n d o n s - n o u s  ~ q u e l l e  c o n d i t i o n  i l  e x i s t e  une  r 6 s o l u t i o n  

s i m u l t a n 6 e  t r e s  f a i b t e  ~ :  X ~ X  de f. P l u s  p a r t i c u l i e r e m e n t ,  f i x o n s  OE ¥ ,  e t  

s n p p o s o n s  que  n o t r e  f a m i l l e  p o s s ~ d e  d e s  f i b r e s  n o n - s i n g u l i e r e s  X au v o i s i n a g e  
Y 

de O, d ' u n e  p a r t ,  e t  que  l a  r 6 s o l u t i o n  ~ v 6 r i f i e  : l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  
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f o :  (X)o  ~ x  e s t  une  r b s o l u t i o n  m i n i m a l e  de l a  s u r f a c e  X . (Cec i  p e r m e t  d ' ~ c r i -  ~o  o 
r e  Xo ou (X o) i n d i f f ~ r e m m e n t . )  

On se  f a m i n e  t o u t  d ' a b o r d  ~ @ t u d i e r  l e  e a s  ou ¥ =  • d ' u n e  p a r t ,  e t  

d ' a u t r e  p a r t  ~ @ t u d i e r  l a  q u e s t i o n  au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  s i n g u l i e r  de X . 
o 

2 . 1 . 1  Nous 6 t u d i o n s  donc ~ :  ( X , f - l ( O ) )  ~ .~ (X ,0 )  f ) ( D , 0 )  avec  l ' h y p o -  

t h ~ s e  que ( X o , ~ - I ( o ) )  ~ (Xo,O) e s t  une  r @ s o l u t i o n  m i n i m a l e  de (Xo~O)= ( f - l ( o ) , o ) ,  

e t  que i t e s t  n o n - s i n g u l i e r  p o u r  t C  D , dans  t o u t  r e p r @ s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  

du germe de morph i sme  f .  Le r @ s u l t a t  p r i n c i p a l  de c e t t e  p a r t i e  e s t  le  s u i v a n t ~  

d~ ~ n r i e s k o r n  e t  T j u r i n a  ( [ T J l ] ,  [ B 1 ] ) .  

2. t . 2  Th@or~me : Si  X e s t  une h y p e r s u r f a c e ,  une s i t u a t i o n  comme c i - d e s s u s  
o 

n ' e s t  p o s s i b l e  que s i  (Xo ,0 )  e s t  un p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e t .  

Remarque  : En f a i r ,  T j u r i n a  ( [ T j l  ] t h .  2) bnonce  : X e s t  d i f f ~ o m o r p h e  
~ o 

X t p o u r  un c t lo ix  c o n v e n a b l e  de r e p r @ s e n t a n t  du germe de m o r p h i s m e  p s i  e t  s e u -  

l e m e n t  s i  (Xo+O) e s t  un p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l .  

Remar~ue 1 : Dans un e x p o s ~  u l t @ r i e u r ,  Pinkham m o n t r e r a  q u e ~ r @ c i p r o q u e m e n t +  

une f a m i l l e  de s u r f a c e s  a y a n t  au p i s  des  p o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s  admet une 

r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n @ e  t r ~ s  f a i b l e  a p r ~ s  un chan~emen t  de b a s e  d e s t i n ~  ~ t r i v i a -  

l i s e r  l a  monodromie .  

Remarque  2 : En e f f e t ,  i l  e s t  en t o u s  c a s  n 6 c e s s a i r e  de t r i v i a l i s e r  l a  mono- 

d romie  d a n s  l e  c a s  ou l a  f i b r e  g@n6ra le  de n o t r e  f a m i l l e  e s t  n o n - s i n g u l i ~ r e ,  

p u i s q u e  une f a m i l l e  a d m e t t a n t  une  r @ s o l u t i o n  s i m u l t a n @ e  t r ~ s  f a i b l e ,  ~ l a q u e l l e  

on p e u t  r e l e v e r  l ' h o m b o m o r p h i s m e  de monodromie  de t e l l e  f a g o n  q u ' i l  r e s p e c t e  

l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  a s ~ r e m e n t  une monodromie  t r i v i a l e ,  p u i s q u e  c ' e s t  l e  

c a s  p o u r  f : X .  D . [ C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  r b a l i s @ e  s t  l a  f i b r e  g 6 n 6 r a l e  e s t  n o n -  

s i n g u l i ~ r e ,  m a i s  n ' e s t  ~ a s  r ~ a l i s 6 e  d a n s  l ' e x e m p l e  donn@ en 1 . 2 . 6 . ]  

Le th@or~me c i - d e s s u s  a b e a u c o u p  de d @ m o n s t r a t i o n s  d i f f @ r e n t e s , a u  

mo ins  d a n s  l e  c a s  o~ l ' o n  s u p p o s e  que (Xo,O) e s t  une h y p e r s u r f a c e .  Nous a l l o n s  

i n d i q u e r  q u e l q u e s  u n e s  d e s  a p p r o c h e s .  

2 . 2  P r e n o n s  donc f :  (X~O)-- (Y,O) comme en 2 . 1 . 1 ,  e t  a d m e t t o n s  l ' e x i s -  

t e n c e  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n @ e  t r ~ s  f a i b l e  i n d u i s a n t  une r 6 s o l u t i o n  m i n i m a -  

l e  p o u r  ( X o , O ) .  
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A) P r e m i e r e  a p p r o c h e  d a n s  l e  c a s  o~ (X ,O) e s t  u n e  h y p e r s u r f a c e .  
o 

On i m a g i n e  u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  comme c e c i  : 

i i  ° 
0 t 

S o i t  D l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  de X - X o ,  e t  n o t o n s  D= U E i s a  d 6 c o m p o s i t i o n  
o i=1  

en  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s .  Le f a i r  q u e  X s o i t  c o n t r a c t i l e  ( p o u r  un  r e p r ~ -  
o 

s e n t a n t  a s s e z  p e t i t ~  o f .  R e m a r q u e  a p r ~ s  1 . 1 . 2 )  e t  l ' e x i s t e n c e  de b o n s  v o i s i n a -  

g e s  en  g ~ o m ~ t r i e  a n a l y t i q u e  i m p l i q u e n t  q u e  l e s  c y c l e s  [E i~  e n g e n d r e n t  l ' h o m 0 1 o -  

~ i e  t l 2 ( X o ~ )  ( p o u r  d e s  r e p r ~ s e n t a n t s  a s s e z  p e t i t s ) .  P u i s q u e  l a  m a t r i e e  d ' i n t e r -  

s e c t i o n  (Ei,E j)~sur ('X)o e s t  n , ~ g a t i v e  n o n  d ~ g ~ n ~ r ~ e ~  l e s  [ E i }  f o r m e n t  en  f a i r  

u n e  b a s e  de l t 2 ( X o , ~ ) .  P a r  a i l l e u r s  l a  f a m i l l e  d e s  X t e s t  di  f f ~ r e n t i a b I e m e n t  

t r i v i a I e  a u - d e s s u s  de D au v o i s i n a g e  de " f - l ( 0 ) ,  d ' a p r ~ . s  T . F .  1) e t  2 ) .  On p e u t  

done  p o u s s e r  p a r  u n e  t r l v i a l i s a t i o n  d i f f ~ r e n t i a b l e  l e s  c y c l e s  [ tgi?  d a n s  

X t ,  q u i  e s t  d i f f 6 o m o r p h e  ~ ~ e t  done  l e s  i m a g e s  [E i~  t d e s  J-lgi~ f o r w e n t  e n c o r e  
~ o 

u n e  b a s e  de  l ' h o m o l o ~ i e  I t 2 ( X t ~ N )  . P a r  a i l I e u r s ~  p a r  d ~ f i n i t i o n  d ~ u n e  r ~ s o I u -  

t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de X~ p o u r  t o u t  t ~  D , Ie  m o r p h i s m e  ~ i n d u i t  en  f a i t  a n  

i s o m o r p h i s m e  X t ' - ~  X t .  L ' i m a g e  p a r  c e t  i s o m o r p h i s m e  d e s  [li;i~ t f o r m e  done  une  

b a s e  de I t 2 ( X t ~ N )  ~ ¢ ' e s t - ~ - d i r e  de l ' h o m o I o g i e  ~ v a n e s e e n t e  t 12 ( f~0)  de n o t r e  

f a m i  1 I e .  

2 . 2 . 1  C o r o l l a i r e  : D a n s  l a  s i t u a t i o n  de 2 . 1 . 1 ,  a c h a q u e  t r i v i a l i s a t i o n  d i f f ~ -  

r e n t i a b t e  l o c a l e  de ~ :  X -  D on p e u t  a s s o c i e r  u n e  f a m i l l e  de b a s e s  { E E i ~ t } l ~ i < ~  

de l ' h o m o l o g i e  6 v a n e s c e n t e  H 2 ( X t , Z )  . De p l u s  p o u r  c h a q u e  t ,  l a  m a t r i c e  d ' i n t e r -  
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s e c t i o n  des  [ E i ] t ~  H2(Xt,2~)  e s t  n 6 g a t i v e  non d 6 g b n ~ r b e .  

2 . 2 . 2  Remarque  : On p e u t  donc c o n s i d 6 r e r  que d a n s  l a  s i t u a t i o n  de 2 . 1 . 1 ~  

l e s  c o m p o s a n t e s  E. du d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  de l a  r 6 s o l u t i o n  m i n i m a l e  X ~X 
1 O O 

de X ° s e n t  I e s  l i m i t e s  '~dans X "  des  c y c l e s  ~ v a n o s c e n t s  qu i  v i v e n t  s u r  X t . 

On p e u t  s e  demander  ce q u a i l  a d v i e n t  p o u r  une f a m i l l e  p :  X ~  ne v ~ r l f i a n t  

p a s  TF 1)~ 2)~ avec  e n c o r e  X t n o n - s i n g u l i e r  p o u r  t ~  • , oa b i e n  l o r s q u e  on 

ne s u p p o s e  p l u s  que X ~X e s t  une  r ~ s o l u t i o n  m i n i m a l e .  
o u 

2 . 5  Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  e s q u i s s e r  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  de T j u r i n a  p o u r  

2 . 1 . 2  d a n s  l e  c a s  ou X e s t  une  h y p e r s u r f a c e  : l ' i d 6 e  e s t  de m o n t r e r  que s i  
O 

(Xo,O)  a une  s i n g u l a r i t 6  p l u s  c o m p l i q u 6 e  q u ' u n  p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l ,  on p e u t  

p a r  une  d 6 f o r m a t i o n ~  f a i r e  a p p a r a l t r e  une s i n g u l a r i t 6  du t y p e  de P h a m - B r i e s k o r n  

ao a l  a2 1 1 1 
= ~ + ~ + - - ~  1~ l a  d ~ f o r m a t i o n  ~ t a n t  t e l l e  que  de p l u s  z ° + z 1 + z 2 O~ avec  a l  a2 a3 

a a I a 2 
l ' h o m o l o g i e  6 v a n e s c e n t e  H 2 ( g , O ) ,  ou g : ~ 3 . ¢  e s t  donn6 p a r  zoO + z I + z 2 s ' i n -  

j e c ~ e  d a n s  l ' h o m o l o g i e  ~ v a n e s c e n t e  H 2 ( f , O )  , de f a~on  que l a  fo rme  d ' i n t e r s e c -  

t i o n  des  c y c l e s  6 v a n e s c e n t s  de H 2 ( f , O )  i n d u i s e  c e l l e  de H 2 ( g , O ) .  P u i s q u ' i l  

r 6 s u l t e  des  t r a v a u x  de Pham ( [ P ] )  que l a  fo rme  d ' i n t e r s e c t i o n  en q u e s t i o n  

n ' e s t  n ~ g a t i v e  n o n - d ~ g ~ n ~ r ~ e  que s i  1 1 1 > - - + - - +  1, on o b t i e n t  a i n s i  une c o n t r a -  
a I a 2 a 3 

d i c t i o n .  

2 . 3 . 1  C o n s i d 6 r o n s  une f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  a s i n g u l a r i t 6 s  i s o l 6 e s  

F ( Z o ~ . . . , Z n ~ t )  = O, e t  r e m a r q u o n s  l ' 6 q u i v a l e n c e  des  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

1) p o u r  t E  D~ ~ ~ a s s e z  p e t i t ,  c h a c u n e  des  t o n c t i o n s  f t ( Z o , . . . , Z n )  = F ( Z o , . . . , z n ~ t )  

a p o u r  s e u l  p o i n t  c r i t i q u e  l ' o r i g i n e ~  darts un v o i s i n a g e  p e t i t  de 

0 E C n + l .  

. .  ( b F  - b~F ) ¢ { z , t ~ ,  i l  e x i s t e  un e n t i e r  2) P o s a n t  8 =  (Zo,  ' ' Z n ) C [ ~ ' t ] '  J =  5z ' '  ' '  
o n 

r t e l  que S r C J .  

3) ~ ( ~  ,O) e s t  i n d 6 p e n d a n t  de t E D~ 

4)  Le d i s c r i m i n a n t  D C E x  D ~ d u  m o r p h i s m e  F ×  f :  U - - ~ x  D~ ( d 6 j a  c o n s i d 6 r 6  en 

( 1 . 2 . 4 )  c o f n c i d e  avec  [ 0 )  x D~ . 

L ~ q u i v a l e n c e  de c e s  c o n d i t i o n s  r ~ s u l t e  du th~or~me  des  z ~ r o s  de 

H i l b e r t  e t  des  c o n s i d e r a t i o n s  de 1 . 2 . 4 .  En f a i r ,  nous  a l l o n s  p r ~ c i s e r  l e  r ~ s u l -  

t a t  de 1 . 2 . 4  en m o n t r a n t  que l ' b o m o l o g i e  ~ v a n e s c e n t e  H n ( f t , O )  e s t  i n d ~ p e n d a n t e  

de t E  D~ l o r s q u e  l e s  c o n d i t i o n s  c i - d e s s u s  s o n t  s a t i s f a i t e s ,  e t  m~me (Th~or~me 

de L~-Ramanujam) que s i  n ~  2, t o u t e s  l e s  f i b r e s  ( f : l ( o ) ~ o )  o n t  le  m~me t y p e  

t o p o l o g i q u e  (comme g e r m ~  d ' e s p a c ~  t o p o l o g i q u ~  p l o n g ~ d a n s  ( ~ n + l , O ) .  Nous ne 

d o n n e r o n s  p a s  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  de T i m o u r i a n  ( ~ T i j )  du f a i r  que c e c i  i m p l i q u e  
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q u e  l a  f a m i l l e  e s t  t o p o l o g i q u e m e n t  t r i v i a l e .  

2 . 3 . 2  On f i x e  u n e  f o i s  p o u r  t o u t e s  un r a y o n  p e r m i s  P p o u r  
o 

( X o , 0 )  = ( f o l ( 0 ) , 0 ) .  P a r  o u v e r t u r e  de l a  t r a n s v e r s a l i t ~ ,  i l  e x i s t e  ~ e t  ~ r 6 e l s  

p o s i t i f s  t e l s  que  f t l ( v )  s o i t  t r a n s v e r s e  ( d a n s  ¢ n + 1 ×  ~ t ] ,  q u i  s e r a  n o t 6  t n + l  

p o u r  a l l 6 g e r )  ~ l a  s p h e r e  Sp , p o u r  t o u t  t E  ~ e t  Iv[  ~ ~ .  P u i s q u e  p a r  h y p o t h e -  
o 

s e  F ×  f n ' a  a u c u n  p o i n t  c r i t i q u e  h ' o r s  q u e  0 x  ~ d ' u n e  p a r t ,  e t  p u i s q u e  l ' o n  a 

t r a n s v e r s a l i t 6  de f t l ( v )  ~ Sp d ' a u t r e  p a r t  on p e u t  r e l e v e r  l e  champ de v e c t e u r s  

o C ~ c n + l  
c o n s t a n t  s u r  C × D ~  en  un  champ de v e c t e u r s  s u r  × D~ q u i  s o i t  t a n g e n t  

a u x  v a r i ~ t 6 s  d i f f 6 r e n t i a b l e s  ( p a r  t r a n s v e r s a l i t 6 )  

{ ( z , t ) E  ¢ n + 1 × ~ /  }z] = Po ' } f t  ( z )  l < ~]  e t  

{ ( z , t ) E  ¢n+1 x B ~ /  Iz]  = po ' I f t ( z ) [  = ~] e t  a u s s i  

{ ( z , t )  E E n + l ×  ~ /  [z[  < Oo ' [ f t  ( z ) ]  = ~ 

c e c i  r b s u l t e  du t h ~ o r ~ m e  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  p a r  u t i l i s a t i o n  d ' u n e  p a r t i -  

un  p e t i t  t i o n  de  l * u n i t ~  p o u r  i n t e r p o l e r  : on p r e n d  l e  champ de v e c t e u r s  ~ s u r  

v o i s i n a g e  de 0 ×  D~ d a n s  ~ n + l  × D~ , e t  on l ' i n t e r p o l e  au moyen d ' u n e  p a r t i t i o n  de 

l ' u n i t ~  j u s q u ' a u  r e l ~ v e m e n t  de ~-~ s u r  c h a c u n e  d e s  t r o i s  v a r i b t ~ s  d i f f ~ r e n t i a -  

b l e s  s u s n o m m ~ e s ,  r e l ~ v e m e n t  q u i  e x i s t e  g r a c e  au t h ~ o r ~ m e  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s .  

L ~ i n t ~ g r a t i o n  de  ce  champ de v e c t e u r s  f o u r n i t  u n e  t r i v i a l i s a t i o n  d i f -  

f ~ r e n t i a b l e  de c h a c u n e  d e s  t r o i s  v a r i ~ t ~ s  c i - d e s s u s ~  a u - d e s s u s  de D ~  e t  en  p a r -  

t i c u l i e r  p o u r  t o u t  t E D~ , l e s  d e u x  m o r p h i s m e s  i n d u i t s  p a r  f o  e t  f t  

f o  : ~z E t n + l / i z l  ~ 0 ° , I f o ( ~ ) l  = C) ~ $¢ = [ v  E ¢ / 1 ~ 1  = ¢} 

f t  : ( zE~n+~/rz l -<Po  ' I f t ( z ) l = C ]  ~ st  

s o n t  d i f f 6 r e n t i a b l e m e n t  i s o m o r p h e s .  

2 . 3 . 3  La d i f f i c u l t b  p r o v i e n t  du f a i t  q u e e n  g b n ~ r a l  P ne  s e r a  p a s  un  r a y o n  

p e r m i s  p o u r  ( f ~ l ( 0 ) , O ) ,  s i  ~ e t i t  ~ue  s o i t  ~ ,  e t  que  a p r i o r i  r i e n  n ' a s s u r e  que  

G= { z E  ~ n * l / I z [  g P o '  f t  ( z )  = ~]  e s t  d i f f ~ o m o r p h e ,  ou mSme t o p o l o g i q u e m e n t  ~ q u i v a -  

l e n t e ~  ~ u n e  f i b r e  F de  l a  f i b r a t i o n  de  M i l n o r  de f t  a l o r s  que  n o u s  v e n o n s  de  

v o i r  q u ' e l l e  ~ t a i t  d i f f ~ o m o r p h e  ( q u a  v a r i ~ t ~  ~ b o r d )  ~ u n e  f i b r e  

de l a  f i b r a t i o n  de M i l n o r  de f . Le p o i n t  c r u c i a l  de l a  d ~ m o n s t r a t i o n  e s t  donc  
o 

l e  lemme s u i v a n t ,  d o n t  l e s  h y p o t h e s e s  r ~ s u m e n t  ce  que  n o u s  s a v o n s  de 

f t  : Bp × ~ t ~  ~ C  d ' a p r e s  ce  q u i  p r e c e d e  : 
o 
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2 . 3 . 4  Lemme (L$ e t  R a m a n u j a m  [ L . R . ] )  : S o i t  f E  ~ [ Z o , . . . , Z n ]  , f ( O )  = 0 ,  e t  

s u i t  p un  nombre  r 6 e l  > O, t e l s  que  : 
o 

1) l ' o r i g i n e  s o i t  l e  s e u l  p o i n t  c r i t i q u e  de f d a n s •  , 
P o 

2)  f - l ( O )  e s t  t r a n s v e r s e  a $ d a n s  ¢n+1 , 
Po 

3) s o i t  ~ t e l  q u e  f - l ( v )  s o i t  t r a n s v e r s e  a $ p o u r  t o u t  v t e l  que  Ivl  <-~. 
Po 

A l o r s  f - l ( v )  a l e  t y p e  d ' b o m o t o p i e  d ' u n  b o u q u e t  de ~ s p h 6 r e s ,  o~ 

t~ = dime ~ [ Z o , . . . , z  n ,..., . 

Dans  c e s  c o n d i t i o n s ,  l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  f 

f : C ° = [ z E C n + l / l z l < - p o  , l f ( z ) l = g ]  >'$C 

e s t  u n e  f i b r a t i o n  d i f f 6 r e h t i a b l e  h o m o t o p e  f i b r e  a f i b r e  ~ l a  f i b r a t i o n  de mono-  

d r o m i e  de f ,  c f .  1 . 2 . 2 ,  s i  n ~  2 e l l e  e s t  m~me d i f f 6 o m o r p h e  ~ l a  f i b r a t i o n  de 

m o n o d r o m i e  e t  i l  y a un  h o m 6 o m o r p h i s m e  p o u r  t o u t  9 > 0 a s s e z  p e t i t  : 

[z/IzI-<P ° ] f ( z ) I : g ]  U {z/fzl:~ f f ( z ) ] - < { ]  Y~'J> $ 
O ~ 

q u i  e n v o i e  [ z / t z I  = Po ' f ( z )  = O] s u r  [ z / I z l  = P , f ( z )  = 0 ] .  

R e m a r q u e  : L e s  h y p o t h e s e s  du lemme s o n t  b i e n  s a t i s f a i t e s  p a r  f t  p u i s o u e ,  

d ' a p r ~ s  n o s  h y p o t h e s e s ,  dVune p a r t  ~ ( f t , O )  = ~ ( f o , O )  e t  d ' a u t r e  p a r t  

{ z / I z ]  ~ Po ' f t  ( z )  = v ]  e s t  d i f f b o m o r p h e  ~ [ z / ] z [  ~ Po ' f o  ( z )  = v ]  q u i  a l e  t y p e  

d ' h o m o t o p i e  d ' u n  b o u q u e t  de ~ =  ~ ( f  ,O) s p h 6 r e s  p a r c e  que  P e s t  un  r a y o n  p e r m i s  
o o 

p o u r  f . 
o 

D 6 m o n s t r a t i o n  du lemme : S o i t  P<  Po un r a y o n  p e r m i s  p o u r  f .  P o s o n s  

F = [ z / I z l  -< P f ( z )  = v ]  e t  F =  [ z / I z l  ~ p f ( z )  = v ] ,  p o s o n s  e n f i n  o o ' 

c = { z e ¢ " + l / l ~ l ~ p  , I f ( ~ ) l = ~ : ]  

On p e u t  s c h 6 m a t i s e r  l a  s i t u a t i o n  p a r  t e  d e s s i n  s u i v a n t  : 

- FO 
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En u t i l i s a n t  l e  f a i r  que  F e t  F n ' o n t  p a s  d ' h o m o t o p i e  j u s q u ' e n  
o 

d i m e n s i o n  n~ e t  l a  s u i t e  e x a c t e  d ' h o m o t o p i e  d ' u n e  f i b r a t i o n ,  on v o i t  que  p o u r  

m o n t r e r  que  l e s  deux  f i b r a t i o n s  C - 1 1 o $~ e t  C ~ $ ~  s o n t  h o m o t o p i q u e m e n t  6 q u i v a -  

l e n t e s ,  i l  s u f f i t  de v 6 r i f i e r  que  l ' i n c l u s i o n  F ~ F  e s t  une  6 q u i v a t e n c e  d ' h o -  
o 

m o t o p i e .  Or ,  n o u s  s a v o n s  que  F e t  F o n t  t o u t e s  d e u x  l e  t y p e  d ' h o m o t o p i e  d ' u n  
o 

b o u q u e t  de ~ s p h e r e s  : p o u r  F c ' e s t  l ' h y p o t h ~ s e  3) e t  p o u r  F c ' e s t  l e  t h 6 o -  
o 

r~me de M i l n o r .  

Or p u i s q u e  F ° e s t  t r a n s v e r s e  a Sp e t  Sp on p e u t  p a r  une  p e t i t e  p e r t u r b a t i o n  
o 

g 6 n 6 r i q u e  de l a  f o n c t i o n  " d i s t a n c e  a l ' o r i g i n e "  ( p a r  e x e m p l e  en p r e n a n t  l a  

f o n c t i o n  d i s t a n c e  ~ un p o i n t  p p r o c h e  de l ' o r i g i n e  e t  a s s e z  g 6 n 6 r a l )  o b t e n i r  

une  f o n c t i o n  s u r  E n + l  d i s o n s  h~ t e l l e  que  l a  p a i r e  ( F , F )  s o i t  d i f f 6 o m o r p h e  
o 

( { z / f ( z )  = v , &(z)  s p ] ,  [ z / f ( z )  = v , &(z)  s po})  e t  que  de p l u s  l a  r e s t r i c -  

t i o n  de A a F o s o i t  une  f o n c t i o n  de M o r s e .  D ' a p r ~ s  l e  p r i n c i p e  de Thom e t  

A n d r e o t t i - F r a n k e l  ( [ A . F . ] )  une  t e l l e  p e r t u r b a t i o n  de l a  f o n c t i o n  d i s t a n c e  n ' a ~  

l o i s  r e s t r e i n t e  ~ Fo~ que  d e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  d ' i n d i c e  g n,  d a n s  Fo q u i  une  

e s t  v a r i 6 t 6  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e .  A i n s i  F e t  F o n t  t o u s  deux  l e  t y p e  d ' h o m o t o -  
o 

p i e  d ' u n  b o u q u e t  de ~ n - s p h e r e s  e t  F e s t  c o n s t r u i t  ~ h o m o t o p i e  p r o s  en a j o u -  
o 

r a n t  ~ F d e s  c e l l u l e s  de d i m e n s i o n  s n .  P a r  l a  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  s u r f a c e s  c e c i  

i m p l i q u e  a u s s i t ~ t  , d a n s  l e  c a s  n =  1, que  l ' i n c l u s i o n  F c F  e s t  une  6 q u i v a l e n c e  
o 

d ' h o m o t o p i e .  

S i  n >  1, F e t  F s o n t  s i m p l e m e n t  c o n n e x e s  e t  on s e  ram~ne  p a r  un 
o 

t h 6 o r ~ m e  d ' H u r e w i c z  ( [ S p ]  p .  394)  ~ m o n t r e r  que  l e  m o r p h i s m e  n a t u r e t  

H i ( F , ~ )  ~ H i ( F o , ~ )  e s t  un i s o m o r p h i s m e  p o u r  t o u t  i .  L e s  d e u x  s o n t  n u l s  p o u r  

i /  n ,  e t  on p e u t  6 c r i r e  l a  s u i t e  e x a c t e  d ' h o m o l o g i e  r e l a t i v e  : 

O= Hn+I (F ,2E)  + H n + I ( F o , F , 2 Z )  ~ H n ( F , ~ )  ~ H n ( F o , 2 Z )  ~ H n ( F o , F , 2 ~ )  ~ H n _ I ( F , Z ~ )  = 0 

m a i s  H n + I ( F o , F , ~ )  =O p u i s q u e  Fo e s t  o b t e n u  de F e n  a j o u t a n t  d e s  c e l l u l e s  de 

d i m e n s i o n  s n~ e t  p o u r  l a  m~me r a i s o n  B n ( F o , F , ~ )  e s t  s a n s  t o r s i o n ,  donc  n u l  

p u i s q u e  c o n o y a u  d ' u n e  f l ~ c h e  i n j e c t i v e  e n t r e  d e u x  ~ - m o d u l e s  l i b r e s  de r a n g  ~. 

Remar~ue  : A r r i v 6 s  i c i ,  n o u s  a v o n s  b i e n  m o n t r 6  que  l a  f i b r a t i o n  de M i l n o r  de 

fo  e t  c e l l e  de f t  6 t a i e n t  h o m o t o p i q u e m e n t  6 q u i v a l e n t e s .  

1 
P o u r  o b t e n i r  que s i  n ~  2 l a  f i b r a t i o n  f : C o -  $C e s t  en f a i t  d i f f 6 o -  

morphe  ~ l a  f i b r a t i o n  de m o n o d r o m i e  de f ,  i l  n o u s  f a u t  u t i l i s e r  l e  ~h6or~me du 

h - c o b o r d i s m e  comme c e c i  : 

P o s o n s  AT= [ z E  c n + l / P g  l z l  s P o ,  t f ( z ) l  s ~ ] .  P u i s q u e  l ' o n  a t r a n s v e r s a l i t 6  a Sp 
o 

e t  Sp,  f i n d u i t  une  f i b r a t i o n  d i f f 6 r e n t i a b l e  ( l e s  f i b r e s  6 t a n t  d e s  v a r i 6 t 6 s  a 
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b o r d )  f :  A T - ~  • Nous v o u l o n s  m a i n t e n a n t  m o n t r e r  que l e s  i n c l u s i o n s  d e s  compo-  

s a n t e s  O F c F  - F e t  ~F c F  - F du b o r d  d ' u n e  f i b r e  de c e t t e  f i b r a t i o n  s o n t  d e s  
o o o 

6 q u i v a l e n c e s  d ' h o m o t o p i e .  Le p o i n t  e s t  que  d ' a p r ~ s  ce  que  n o u s  v e n o n s  de v o i r ~  

H~(F o -  F , b F ; ~ )  = H ~ ( F o ~ F ~ )  = O~ ce qu i  m o n t r e ,  au vu de l a  s u i t e  e x a c t e  d ' h o m o -  

l o g i e  r e l a t i v e  s que  l ' i n 3 e c t i o n  5 F c  F - ~ '  i n d u i t  un i s o m o r p h i s m e  
o 

1 o h nouveau~  p o u r  n=  , c e c i  i m p l i q u e  d ' a p r ~ s  l a  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  

s u r f a c e s  ~ b o r d  que  F - F e s t  d i f f 6 o m o r p h e  ~ I × bF o~ I = [ 0 ~ 1 ] ,  e t  on a m~me 
o 

d a n s  ce c a s q u e  AT e s t  d i f f 6 o m o r p h e  a D C × I x bF.  Darts l e  c a s  n >  2 

l ' i n c l u s i o n  b F c F  - F e s t  une  6 q u i v a l e n c e  d ' h o m o t o p i e  p a r c e  que  bF e s t  s i m p l e -  
o 

ment  c o n n e x e  ( c f .  L M i l ] )  e t  que  l ' o n  a un i s o m o r p h i s m e  H ~ ( O F , ~ ) - ~ H ~ ( F  o -  F ~ )  

( t o u j o u r s  l e  ± h 6 o r ~ m e  d ' t t u r e w i c z ) .  P a r  a i l l e u r s ~  M i l n o r  m o n t r e  (LMil~  § 6,  6 . 4 )  

que F p e u t  ~ t r e  c o n s t r u i t e  ~ p a r t i r  d ' u n  v o i s i n a g e  bF × LO,~] de son  b o r d  
o o 

p a r  a d j o n c t i o n  d ' a n s e s  d ' i n d i c e  ~ n.  I1  en r 6 s u l t e ~  p u i s q u e  n •  3 i c i ~  que  

n l ( b F  o)  e s t  un s o u s - g r o u p e  de ~ l ( F o ) =  ~0} i . e . ,  bF e s t  s i m p l e m e n t  c o n n e x e .  
o 

Donc~ p o u r  m o n t r e r  que  l ' i n c l u s i o n  bFoC_)F o -  F e s t  une  6 q u i v a l e n c e  d ' h o m o t o p i e ,  

i l  n o u s  s u f f i t  de m o n t r e r  que H~s(F o -  F , O F o ~ )  = O. 

U t i l i s a n t  l e  t r i a n g l e  d ' h o m o l o g i e  r e l a t i v e  a s s o c i 6  au t r i p l e  (Fo~F o -  F~aFo)~ 

on v o l t  q u ' i l  s u f f i t  de m o n t r e r  que  l e  m o r p h i s m e  n a t u r e l  

H ¢ ~ ( F o , b F o ~ )  ~ H ~ ( F o , F  o -  F , ~ )  e s t  un i s o m o r p b i s m e .  P a r  l e  t h 6 o r ~ m e  de d u a l i t 6  

de L e f s c h e t z  ( [ S p ]  p .  2 9 8 ) ,  c e c i  6 q u i v a u t  e n c o r e  £ d i r e  que  l e  m o r p h i s m e  

° ~(Fo H c ( F ~ )  ~ H , ~ )  e s t  un i s o m o r p h i s m e ,  ce  q u i  p a r  d u a l i t 6  de P o i n c a r 6 ,  r e v i e n t  

£ : H ~ ( F ~ )  = H ~ ( F o ~ ) ,  ce  que  n o u s  s a v o n s  d b j a .  

M a i n t e n a n t  p u i s q u e  n ~  5 p a r  h y p o t h ~ s e  i c i ,  l a  d i m e n s i o n  r 6 e l l e  de 

F - F e s t  au m o i n s  6 e t  n o u s  sommes e x a c t e m e n t  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a p p l i c a -  
o 

t i o n  du t h 6 o r ~ m e  du h - c o b o r d i s m e  (~Mi2]  § 9) qu i  n o u s  a p p r e n d  que  F o -  F e s t  

d i f f 6 o m o r p h e  ~ ~F × [ 0 , 1 j .  Comme p a r  a i l l e u r s  l a  f i b r a t i o n  f : At ~ ~ r u e  p l u s  

h a u t  d o l t  ~ t r e  t r i v i a l e  p u i s q u e  D{  e s t  c o n t r a c t i l e ,  i l  e x i s t e  un d i f f 6 o m o r p h i s m e  

p : A T ~ a F × E O , 1 ] x D  C 

c o m p a t i b l e  a v e c  l e s  p r o j e c t i o n s  s u r  D~ , e t  p a r  c o n s 6 q u e n t ,  en u t i l i s a n t  l e  

f a i t  que  l a  r e s t r i c t i o n  de l a  f i b r a t i o n  f :  C ~ $ ~  au b o r d  de C e s t  t r i v i a l e ,  on 

v o l t  que l ' o n  p e u t  r 6 t r a c t e r , p a r  un d i f f 6 o m o r p b i s m e  T,C ° s u r  C~ ce qu i  m o n t r e  

que l a  f i b r a t i o n  f : C o ~  $~ e s t  d i f f 6 o m o r p h e  ~ l a  f i b r a t i o n  de M i l n o r  de f .  De 

p l u s ,  n o t a n t  Wp(~) = {zC E n + l / t z t  ~ p , I f ( z ) ]  ~ ~} ,  l ' e x i s t e n c e  de l ' i s o m o r p h i s m e  

d i f f 6 r e n t i a b l e  ~ c i - d e s s u s  n o u s  m o n t r e  que  l ' o n  p e u t  c o n s t r u i r e  un d i f f 6 o m o r -  

p h i s m e  T ( ~ ) ~ T p ( ~ )  e n v o y a n t  f - l ( O )  ~ $  s u r  f - l ( O )  N ~  p ( p u i s q u e  • r e s p e c t e  l e s  
P P 

o o 
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f i b r e s  a u - d e s s u s  d e s  p o i n t s  de D C ) .  

La r e s t r i c t i o n  de ce  d i f f 6 o m o r p h i s m e  

[ZE  E n + l / I z t  ~ Po ' I f ( z ) l  = C} U [ z 6  E n + l / ] z l  = Po ' I f ( z ) ]  ~C} e n v o i e  hom6omor-  

p h i q u e m e n t  c e t  e s p a c e  s u r  

{zE  { n + l / i z ]  g p  , I f ( z ) l  = C I  LI {zE  g n + l / I z l  = P , ] f ( z ) l  ~C} e t  ce d e r n i e r  e s p a -  

ce e s t  hom6omorphe~ comme l ' a  m o n t r 6  M i l n o r  [ M i l ]  a Sp~ p a r  un  hom6omorph i sme  

qu i  i n d u i t  l ' i d e n t i t 6  s u r  [ z E  S p / f ( z ) =  0} .  Cec i  p r o u v e  l a  d e r n i e r e  a s s e r t i o n  

du Lemme. 

A r r i v 6 s  i c i ,  n o u s  a v o n s  m o n t r 6  : 

2 . 3 . 5  Th6or~me (LG-Ramanujam)  : S o i t  F ( Z o , . . . , Z n , t )  = O une  $ q u a t i o n  d 6 f i n i s -  

s a n t  une  f a m i l l e  ~ un  p a r a m S t r e  d ' h y p e r s u r f a c e s  ( X t , O ) c : ( E n + l , o )  t e l l e  que 

~(Xt,O) s o i t  i n d 6 p e n d a n t  de t E  D~ . 

t )  P o u r  t o u t  t E  D~ l a  f i b r a t i o n  de monodromie  de f t  = F ( Z o ~ ' ' ' ~ Z n  ' t )  e s t  

h o m o t o p e  f i b r e  ~ f i b r e  ~ l a  f i b r a t i o n  de m o n o d r o m i e  de f o '  e t  en  p a r t i -  

c u l l e r  H ( f . , 0 )  e s t  i n d 6 p e n d a n t  de t E D .  ( r 6 s u l t a t  d~ a T j u r i n a ) .  
~ + ~  

2) Si n f  2 t o u s l e s  g e r m e s  ( X t , 0 ) c  (~n I 0 ) s o n t  t o p o l o g i q u e m e n t  6 q u i v a l e n t s  

i . e .  p o u r  t ,  t '  E D~ i l  e x i s t e  un germe en 0 d ' h o m 6 o m o r p h i s m e  de p a i r e s  

( E n + l , x t ) ~  ( ~ n + l , x t , ) .  

En e f f e t ,  d ' a p r e s  M i l n o r  ( [ i M i l ] )  , p o s a n t  

T p ( t , C )  = { z E  e n + l / I z t  -< p , t f t ( z ) I  g C}, i l  e x i s t e  un hom6omorph i sme  

( ~ p  , X o N ~  p ) ~  (Tp ( O , C ) , X o N I ~  p ) p o u r  C > O  a s s e z  p e t i t .  D ' a u t r e  p a r t  nous  
o o o o 

avons un hom6omorphisme compatible avec la projection sur l'axe des t : (cf. 2.5.2) 

Tp (O,C)~T p ( t ,C ) ,  qui envoie [z~ en+l / [z]  = Po ' Ifo(Z) I ~C} sur 
o o 

{zE En+I/Izl = Po ' I f t ( z ) I  ~ C}' ce qui montre en p a r t i c u l i e r  l ' e x i s t e n c e  d'un 

hom6omorphisme de pa i res  : 

o o 

({zE ~n+l/Izt ~ Po,  l f t ( z ) ]  = C ]  U { z ~  ~ n + l / I z l  = Po,  l f t ( z ) ] - < C }  , X t N $  p ) 
o 

p u i s q u e ,  P 6 t a n t  un r a y o n  p e r m i s ,  i l  e x i s t e  un hom6omorph i sme  de p a i r e s  : 
o 

(So ,X ° n Sp ) 
o o 

( [ z E  E n + l / l z l  ~ P o , [ f o ( Z ) [  = ~} U [ z E  E n + l / [ z [  = P o , l f o ( Z ) [  ~ }  , X o A $  O ) ,  
o 

comme l'a montr6 Milnor ([Mill). 
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P a r  a i l l e u r s ,  l e  lemme a p p l i q u 6  a f t  n o u s  f o u r n i t  p r 6 c i s 6 m e n t  un h o m 6 o m o r p h i s m e  

de p a i r e s  : 

($~,X t N $~)  

( [ z  ~ E n + l / I z ]  g Po,  l f t ( z ) l  = ~] U [ z ~ ¢ n + 1 / I z l  = po ,  l f t ( z ) l  ~ ~ ] , x t N $0 ) 
o 

e t  i l  ne  r e s t e  p l u s  q u ' ~  u t i l i s e r  l e  f a i t  , e n c o r e  d~ ~ M i l n o r  ( l o c .  c i t . ) ,  que  

( B p  , X o N ~  p ) ~  (]B , c ~ n e  s u r  X A S  ) e t  a u s s i  
o o Po o Po 

( ~ p  , X t N m p ) %  (]~p , c ~ n e  s u r  X t n S p )  , ce  q u i  m o n t r e  ( ~ p o , X o N I B p o ) ~  ( ~ p , X t N i B  p) 

t E ~)~ ~ e t  donc  l e  r 6 s u l t a t .  

2.3.6 D6finition 1 (essentiel lement due ~ Tjurina) : Soient f l , f 2 6 % +  i= 

¢ [ Z o , . . . , z  n] deux germes de fonctions holomorphes. On di t  que la s ingular i t6  de 

f l  en 0 es t  G-domin6e par ce l le  de f2'  et  l 'on  note fl ~ f 2 '  si  i l  exis te  une 

famille a un parametre F ( Z o , . . . , Z n , t )  de fonctions t e l l e  que 

a) i l exis te  t l , t  2E C t e l s  que F(Zo~. . . ,Zn, t  1) = f l '  F (Zo~ ' ' ' ' Zn ' t 2 )  = f2 ; 

b) la famille s a t i s f a i t  la condition : "~(ft~O) es t  constant au voisinage 

de t = t l " .  

2 . 3 . 7  D 6 f i n i t i o n  2 : S i  de p l u s  on p e u t  t r o u v e r  u n e  f a m i l l e  comme c i - d e s s u s  

s a t i s f a i s a n t  " ~ ( f t ~ O )  e s t  c o n s t a n t  p o u r  t E  U, ou U e s t  un  d o m a i n e  de ¢ c o n t e -  

n a n t  t I e t  t 2 "  on d i t  que  f l  e t  f 2  s o n t  ~ - i s o t o p e s  e t  l ' o n  n o t e  £ 1 X  f 2 "  

2 . 3 . 8  Th~or~me ( T 3 u r i n a  I T 3 ] )  : S i  f l ~  f 2 '  i l  y a u n e  i n j e c t i o n  

H n ( f l , 0 ) ~ H n ( f 2 , 0 )  r e s p e c t a n t  l e  p r o d u i t  d ' i n t e r s e c t i o n .  Si  f l  ~ f2~ 

H n ( f l ~ O )  = H n ( f 2 , 0 ) .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : La s e c o n d e  a s s e r t i o n  du t h ~ o r ~ m e  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  du t h e o r Y -  

me L ~ - R a m a n u j a m ,  2 . 3 . 5 .  P a r  a i l l e u r s  l ' e n s e m b l e  d e s  t 6  ¢ , a u  v o i s i n a g e  d e s q u e l s  

~ ( f t  ~0) e s t  c o n s t a n t ,  e s t  t e  c o m p l ~ m e n t a i r e  d ' u n  f e r m ~  a n a l y t i q u e  s t r i c t  de ¢ 

comme i l  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  du p o i n t  4)  de 2 . 5 . 1  ( e t  du f a i t  que  l e  d i s c r i m i n a n t  

D e s t  u n e  c o u r b e  a n a l y t i q u e  l ) .  h i n s i  d a n s  t o u t  v o i s i n a g e  de t 2 l ' e n s e m b l e  d e s  

t t e l s  que  H ~ ( f t , O )  = H ~ ( f t l ~ O )  e s t  d e n s e .  

P r e n o n s  donc  u n  r a y o n  p e r m i s  Po p o u r  f t 2 ~  e t  une  v a l e u r  de t t e l l e  que  

H ~ ( f t , O )  = H u ( f t l , O )  e t  de  p l u s  a s s e z  p r o c h e  de t 2 p o u r  q u ' i l  e x i s t e  e t e l  que  

f t  = v s o i t  t r a n s v e r s e  ~ Sp p o u r  t o u t  v t e l  que  Iv l  ~ e.  S o i t  m a i n t e n a n t  p ~ Po 
o 

un  r a y o n  p e r m i s  p o u r  f t  " P r e n a n t  s i  n 6 c e s s a i r e  e '  < ¢, l a  f i b r e  f t  = v e s t  t r a n s -  
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v e r s e  ~ Sp e t a  Sp s i  lv t  ~ ~ ' .  Or l a  p a r t i e  F de c e t t e  f i b r e  c o n t e n u e  dans  
o 

• p a p o u r  h o m o l o g i e  t t ~ ( f t , O )  e t  e s t  c o n t e n u e  dans  l a  p a t t i e  Fo de c e t t e  m~me 

f i b r e  qu i  e s t  c o n t e n u e  darts ~ p  , e t  q u i  e s t  d i f f 6 o m o r p h e  a une  f i b r e  de N i l n o r  
o 

de f t 2 .  E n f i n ,  p a r  un a r g u m e n t  de T h ~ o r i e  de Nor se  eomme c e l u i  u t i l i s ~  p l u s  

hau t~  F e s t  o b t e n u  ~ p a r t i r  de f p a r  a d 3 o n c t i o n  de c e l I u l e s  de d i m e n s i o n  ~ n~ 
o 

ce q u i  e n t r a ~ n e  que. l e  m o r p h i s m e  H ( F ) ~ H  ( F )  e s t  i n ~ e c t i f ,  d 'of i  I e  r ~ s u I t a t .  
n n o 

Hemarque : T j u r l n a  a p p e l l e  ( c ) - i s o t o p i e  ce cue  nous  a p p e l o n s  ~ - i s o t o p i e .  

Nous a v o n s  v o u l u  ~ v i t e r  l e s  r i s q u e s  de c o n f u s i o n  avec  l a  ( c ) - c o s ~ c a n c e  de C I . E . P .  

2 . 5 . 9  Nous d e v o n s  r a p p e t e r  i c i  ( e f .  [ L . T . ] ,  [R~) q u ' a  t o u t  i d 6 a l  I d ' u n  

anneau  h,  on p e u t  a s s o e i e r  l ' i d 6 a l  ~ form6 des  616ment s  hE  h s a t i s f a i s a n t  une  

r e l a t i o n  de d6pendance  i n t 6 g r a l e  de l a  fo rme : 

h k h k -1  + a 1 + . . .  + a k = 0 , a i E  I i 

Si h e s t  une  a l g e b r e  a n a l y t i q u e ,  hC ~ s i  e t  s e u l e m e n t  s i  p o u r  t o u t  morph i sme  

: h ~ E { t ]  on a,  en n o t a n t  v l a  v a l u a t i o n  t - a d i q u e ,  v ( ~ ( h ) )  ~ m i n  v ( ~ ( f ) ) -  
fCI  

Enf in~  s i  I e s t  un i d 6 a l  p r i m a i r e  p o u r  l ' i d 6 a l  maximal  d ' u n e  a l g ~ b r e  6 q u i d i -  

m e n s i o n n e l l e ,  ~ e s t  l e  p l u s  g r a n d  i d 6 a l  de h c o n t e n a n t  I e t  t e l  que e ( ~ )  = e ( I ) ,  

ou e (T)  d 6 s i g n e  l a  m u l t i p l i c i t 6  au s e n s  de Samue l .  E n f i n  d a n s  l e  c a s  ou I e s t  

engendr~ par une suite r~guliere, on a e(I) = dim~ h/I. 

2 . 3 . 1 0  P r o p . o s i t i o n  ( e s s e n t i e l l e m e n t  dans  ~ T j J )  : P o s a n t ,  p o u r  f@On+ 1 , 

. . . . .  On+ 1 ~ on a 

s i  j - - ~ D  j ( f 2  ) , f l  4 f2 ' e t  s i  J ( f l  ) : J - - ~  ' f l  X f2  

D ~ m o n s t r a t i o n  : C o n s i d ~ r o n s  l a  f a m i l l e  F ( ~ t )  = ( 1 -  t ) f l ( ~ )  + t f 2 ( ~ ) -  

Posant f t ( z )  = F ( ~ , t ) ,  on a 

~fl bf2 bfl ~f2) 
 (ft) : ( 1 -  t )  ( 1 -  t )  

e t  d ' a p r e s  n o t r e  h y p o t h S s e ~  j ( f t ) ~ j - ~ .  Donc p o u r  r o u t e  v a l e u r  de t ,  

e(J(ft)) ~ e(J(fl)) ~ par consequent t = 0 appartient a l'ouvert analytique dense 

(par semi-continuit6 de la longueur dim~ On+i/j(ft) ) ou e(J(ft)) =~(ft,O) est 

constant, d'ou la premiere assertion. La seconde se d6montre de la m~me fa~on 

puisque l'hypothese implique alors que t= I appartient aussi a l'ouvert dense 

en question. 
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C o r o l l a i r e  : P o u r  t o u t  & l b m e n t  i n v e r s i b l e  U ~ O n + l ~  on a U f ~ f .  En e f f e t ,  i l  

s u f f i t  de  v ~ r i f i e r  q u e  f ~ ,  c e  q u i  e s t  un  r ~ s u l t a t  b i e n  c o n n u  ( c f .  [ H . I . ]  

§2~ 2nd  p a r t  B x e r c i c e  2 ) ,  e t  c o n s O q u e n c e  f a c i l e  du c r i t e r e  v a l u a t i f  m e n t i o n n O  

p l u s  h a u t .  

C o r o l l a i r e  : S i  P e s t  un  p o l y n S m e  h o m o g ~ n e  de  d e g r O  k n o n  dOgOnOr&, e t  s i  

f ~  m k~ ou m d ~ s i g n e  l ' i d O a l  m a x i m a l  de  O n + l ,  on a P ~ f .  En e f f e t ,  p a r  d & f i n i t i o n ,  

d i r e  q u e  P e s t  n o n  d&g&nOrO s i g n i f i e  q u e  l e  c ~ n e  d ~ f i n i  p a r  P =  0 e s t  ~ s i n g u -  

l a r i t &  i s o l & e  ~ l ' o r i g i n e ,  e t  c e c i  O q u i v a u t  ( [ C . E . W . ]  c h a p .  I I )  ~ d i r e  q u e  

m k-1 d'oh j(f)c~;~. 

2 . 5 . 1 1  N o u s  a l l o n s  s e u l e m e n t  e s q u i s s e r  l a  f i n  de  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de  T j u r i n a  : 

S o i t  d o n c  f ( x , y ~ z )  = t d ~ f i n i s s a n t  u n e  f a m i l l e  de  s u r f a c e s  ~ r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a -  

n ~ e  ( c f .  2 . 2 ) .  A l o r s  l a  m a t r i c e  d ' i n t e r s e c t i o n  d e s  c y c l e s  ~ v a n e s c e n t s ,  i . e .  de  

H 2 ( f , O )  e s t  n ~ g a t i v e  n o n  d ~ g 6 n ~ r ~ e .  C e c i  e n t r a ~ n e  a u s s i t ~ t  q u e  f ~ m  3 p u i s q u e  

s i n o n ,  d ' a p ~ e s  l e  C o r o l l a i r e  p r e c e d e n t ,  f ~ x  3 3 3 + y + z = P3 ~ d o n c  ( 2 . 3 . 8 )  

H 2 ( P 3 , 0 )  c H 2 ( f , O )  , o r  d ' a p r ~ s  Pham ( E P J )  l a  m a t r i c e  d ' i n t e r s e c t i o n  de  H 2 ( P 3 , 0 )  

n ' e s t  p a ~  n ~ g a t i v e  n o n  d ~ g ~ n ~ r ~ e .  

Doric ,  ~ c h a n g e m e n t  de  v a r i a b l e  e t  m u I t i p l i c a t i o n  p a r  u n e  u n i t ~  p r o s ,  

on  p e u t , g r ~ c e  au  t h ~ o r ~ m e  de  p r e p a r a t i o n  de  W e i e r s t r a s s ~  ~ c r i r e  : 

f = x 2 + ~ ( y ~ z )  a v e c  T ( y , z ) E  ( y , z )  2 

S i  • e s t  d ' o r d r e  2 ,  on  p e u t  ~ c r i r e  f = x 2 2 k . + y + z , k a  2 e t  on r e c o n n a * t  u n e  s i n -  

g u l a r i t ~  du t y p e  Ak_ 1 . 2 4 4 

S i  ~ e s t  d ' o r d r e  ~ 4 ,  on v ~ r i f i e  comme p l u s  h a u t  q u e  f ~ x + y + z e t  l ' o n  r a i -  

s n n n e  comme c i - d e s s u s  p o u r  o b t e n i r  u n e  c o n t r a d i c t i o n -  Donc  on  p e u t  s u p p o s e r  

d ' o r d r e  3 e t  ~ c r i r e  p a r  W e i e r s t r a s s  : 

f x 2  3 y z k u 1  z £ U 2 ( z )  = + y + ( z )  + a v e c  U I ( O )  ] O~ U2(O)  ~ 0 

Une a n a l y s e  c a s  p a r  c a s  s u i v a n t  l e s  m~mes i d l e s  q u e  c i - d e s s u s  ~ l i m i n e  t o u s l e s  

c a s  s a u f  c e u x  ou f e s t  a i s o m o r p h i s m e  p r e s  de  l ' u n e  d e s  f o r m e s  s u i v a n t e s  ( o u  

b i e n  n ' a  p a s  de  p o i n t  c r i t i q u e )  : 

2 2 n + l  t y p e  A (n>_ 1)  
x + y  + z  n 

2 2 n-1 type D (n_>4) 
x + y  z + z  n 

2 3 4 t y p e  E 6 X + y  + Z  

2 3 3 X + y + y z  t y p e  E 7 

2 3 5 t y p e  E 8 X + y  + Z  
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qui  s o n t  b ien~  comme n o u s  l ' a v o n s  vu~ t o u s l e s  p o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s .  

2 . 3 . 1 2  R_~emar~ue : La c o n s t r u c t i o n  f a i t e  en 2 . 2  c i - d e s s u s ,  3 o i n t e  aux r 6 s u l -  

t a t s  de M i l n o r  s u r  l a  t o p o i o g i e  de f =  t m o n t r e  q u ' u n e  f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  

de d i m e n s i o n  n d o n t  l a  f i b r e  g 6 n 6 r a l e  e s t  non s i n g u l i e r e  ne s a u r a i t  a d m e t t r e  

de r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e  que d a n s  l e  c a s  n g  2, i . e .  d a n s  l e  c a s  des  

s u r f a c e s  ( c f .  R 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  I ) .  En e f f e t ,  l a  c o n s t r u c t i o n  de 2 . 2  m o n t r e  

( en  p o u s s a n t  l e s  c y c l e s  e x c e p t i o n n e l s )  q u e ,  n o t a n t  f :  X~Y n o t r e  f a m i l l e ,  au 

v o i s i n a g e  de 0 6  X, on a H 2 n _ 2 ( f , O ) ~  0 e t  non de t o r s i o n ,  a l o r s  que  d ' a p r ~ s  

M i l n o r ,  H i ( f ~ O )  e s t  de t o r s i o n [ e t  m~me n u l  en f a i r ,  m a i s  l ' a r g u m e n t  c i - d e s s u s  

s ' a p p l i q u e  e n c o r e  s i  l ' o n  s u p p o s e  s e u l e m e n t  X ° i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e ]  s i  i > n  : 

d ' o ~  2 n -  2 ~  n e t  n g  2. 

2 . 3 . 1 3  Donnons  r a p i d e m e n t  une e s q u i s s e  de q u e l q u e s  a u t r e s  d ~ m o n s t r a t i o n s  

de l ' a s s e r t i o n  2 . 1 . 2 .  

a )  La d ~ m o n s t r a t i o n  de B r i e s k o r n  [ B r ]  : a d m e t t a n t  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r ~ s o -  

l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e  ~ : ~ X  de f : X~Y~ B r i e s k o r n  d~mon t r e  t o u t  

d ' a b o r d  que p o u r  t o u t  v o i s i n a g e  o u v e r t  a s s e z  p e t i t  U de OE X, on a en u t i l i s a n t  

la non-s ingu la r i t6  de X, une in j ec t ion  : HI(~-I(u),(~X)e-~HI(~-I(u-[O}),OX,)- Or 

en u t i l i s a n t  que x es t  un isomorphisme bors de ~-1(0),  ce dernier  groupe es t  

i s o m o r p h e  ~ H I ( u -  {O},O X) q u i ,  p u i s q u e  0 e s t  de c o d i m e n s i o n  2 3, e s t  6 g a l  

f f l ( U , O x ) .  On p e u t  c h o i s i r  U de S t e i n ,  e t  donc Ht (U,Ox)  = O d ' o u  H I ( ~ - I ( C ) , O ~ )  = O, 

ce qui  e n t r a { n e  a u s s i t ; t  ( o f .  [S~m. C a f t a n ] )  que ( R l f ~ O ~ ) o  = O. S o i t  m a i n t e n a n t  

i l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  l a  f i b r e  X de f o ~ a u - d e s s u s  de O. De l a  s u i t e  
o 

O -  I ~ X - ( ~ X  ~ O ,  on d 6 d u i t  une  s u i t e  e x a c t e  l o n g u e  : 
o 

- - .  V Rlf~(~X ~ Rlf~(~X ~ R2f~ I * - ' "  
o 

D ' a p r ~ s  (Loc .  c i t . ) ,  on a 

o v 
( R 2 f ~ l )  A = }ira R ~ f ~ I / m  . R2f~I  = Li__mm R2f~e( I / (m o E)v . I )  

u-~ v 

o r  I / ( m  o x ) v  I e s t  c o n c e n t r 6  s u r  l a  f i b r e  s p 6 c i a l e  qu i  e s t  de d i m e n s i o n  1, 

donc s o n  H 2 e s t  n u l ,  d ' o ~  ( R 2 f , f i ) A =  0 e t  p a r  c o h 6 r e n c e  ( R 2 f ~ I ) o =  0,  e t  p u i s q u e  

n o u s  s a v o n s  d 6 j a  que Rlf~(~X = O, n o u s  o b t e n o n s  Rlf~(~XX = O, c ' e s t - ~ - d i r e  ( p u i s q u e  
o 

p a r  h y p o t h ~ s e  Xo . x  e s t  une  r ~ s o l u t i o n  des  s i n g u l a r i t 6 s )  l e  f a i r  que  (X ,O) o o 
e s t  une s i n g u l a r i t 6  r a t i o n n e l l e ,  g n s u i t e  i l  s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  l e  f a i t ,  a s s e z  

f a c i l e  a p r o u v e r ,  que  l a  d i m e n s i o n  de p l o n g e m e n t  d ' u n e  s i n g u I a r i t 6  r a t i o n n e l l e  

e s t  6 g a I e  £ s a  m u l t i p l i c i t 6  augmen t6e  de 1. En p a r t i c u l i e r  une  s i n g u l a r i t 6  
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r a t i o n n e l t e  d ' h y p e r s u r f a c e  de d i m e n s i o n  2 e s t  un p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l .  

b)  P a r  s e m i - c o n t i n u i t ~  du c o n d u c t e u r  ( v o i r  l ' e x p o s ~  " C o n d i t i o n s  d ' a d j o n c -  

t i o n "  c i - d e s s o u s )  : A chaque  s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e  d t h y p e r s u r f a c e  (X , O ) c  ( c n + l , O )  o 
C O  x d ~ f i n i  comme s u i t  : p r e n o n s  des  c o o r d o n n 6 e s  on a s s o c i e  un i d e a l  ~o o , 0  

s u r  tn+~ e t  c o n s i d 6 r o n s  

dz 1 ^ . . .  A d z  n 

= 5 f  E ~ ® ~  , 
~z o 

o 

o~ ~ =  f a i s c e a u  des  g e r m e s  de f o n c t i o n s  m 6 r 0 m o r p h e s .  A l o r s  

% = [h~OXo,O / J'Xo_{O} 

( l a  c o n s i d 6 r a t i o n  de t e l l e s  f o n c t i o n s  h p o u r  l e s  s u r f a c e s  r e m o n t e  au mo ins  

P i c a r d ) .  Un r 6 s n l t a t  r 6 c e n t  de E l k i k  p e r m e t  de r f p o n d r e  ~ une des  q u e s t i o n s  p o -  

s f e s  dans  l ' e x p o s 6  " C o n d i t i o n s  d ' a d j o n c t i o n "  : r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e  

p o u r  une f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  i m p l i q u e  dim E O X t / ~ t  c o n s t a n t ,  e t  en g f n 6 r a l  

on a dim{ O X o ' O / C °  a d i m ¢ O x t / ~ t  (od b i e n  s ~ r  dim O X t / ~ t  e s t  l a  somme des  

c o l o n g u e u r s  des  i d b a u x  ~ t  a s s o c i 6 s  aux p o i n t s  s i n g u l i e r s  ( i s o l ~ s  e t  en nombre 

f i n i )  de X t ) -  

= , e t  donc s i  i l  e x i s t e  une r 6 s o l u t i o n  s i m u l -  Or s i  X t e s t  n o n - s i n g u l i ~ r e ,  ~ t  OX t 

t a n 6 e  h f i b r e  g ~ n 6 r a l e  non s i n g u l i ~ r e ,  ~o =OX ' c ' e s t - a - d i r e  que (Xo,O) " ~ ' a f f e c -  
o 

t e  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d g o n c t i o n " ,  ce qui  d ' a p r e s  le  r 6 s u l t a t  f o n d a m e n t a l  de 

Du V a l ,  [D.V.] i m p l i q u e  que (X ,O) e s t  un p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l .  
- o 

c) Q u e s t i o n  : P e u t - o n  d o n n e r  une d 6 m o n s t r a t i o n  c o m p l ~ t e m e n t  t o p o l o g i q u e  

de 2 . 1 . 2  f ond6e  s u r  l a  c o n s t r u c t i o n  de 2 .2  ( i l  s ' a g i r a i t  de m o n t r e r ,  en u t i l i s ~ n t  

ce que l ' o n  s a l t  ( [ M i l l )  s u r  l a  t o p o l o g i e  de Xt,  que le  g r a p h e  d ' i n t e r s e c t i o n  

des  c o m p o s a u t e s  E i du d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  m i n i m a l e  de X ° e s t  

un des a r b r e s  An, Dn, E6, ET, ES, e t  que E21 = -2 . En e f f e t ,  on d6duit  du f a i r ,  

du a M i l n o r  [ M i l l  , que X t a son  h o m o l o g i e  e n g e n d r 6 e  p a r  des  2 - s p h e r e s ,  que l e s  

E. d o i v e n t  ~ t r e  des  d r o i t e s  p r o j e c t i v e s  c o m p l e x e s  F I ( E ) . )  
1 

5. RESOLUTION SIMULTANEE FAIBLE, FORTEL. ET A PLAT. 

Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  d o n n e r  une a u t r e  d 6 f i n i t i o n  de l a  r 6 s o l u t i o n  

s i m u l t a n 6 e ,  c o r r e s p o n d a n t  au f a i t  que  d a n s  l a  p r a t i q u e ,  o n ' c b e r c h e  s o u v e n t  a d6-  

f i n i r  une  n o t i o n  d ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  p o u r  un m o r p h i s m e  p l a t  f :  X- -¥  d ' e s p a c e s  a n a -  

l y t i q u e s  c o m p l e x e s  le  l o n g  de l ' i m a g e  d ' u n e  s e c t i o n  ~ : ¥ - X  de f .  On r e p r e n d  
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i c i  l e s  h y p o t h e s e s  ( R ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  I ,  § 1 ) .  

3 . 1 . 1  D 6 f i n i t i o n  : S o i t  f :  (X~O)~  (Y,O) un m o r p h i s m e  p l a t  d ' e s p a c e s  a n a l y t i -  

q u e s  complexes~  a f i b r e s  r S d u i t e s .  On d i r a  que f admet une r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a -  

n6e f a i b l e  l e  l o n g  de l ' i m a g e  Y1 d ' u n e  s e c t i o n  g : Y ~ X s i  p o u r  t o u t  r e p r 6 s e n -  

r a n t  a s s e z  p e t i t ~  i l  e x i s t e  un m o r p h i s m e  n : X ~ X ,  m o d i f i c a t i o n  p r o p r e  de X e t  

t e l  que de p l u s  : 

TF1) l e  m o r p h i s m e  compos6 f = f o x : X ~ Y  s o i t  une  s u b m e r s i o n  d ' e s p a c e s  a n a l y -  

t i q u e s ,  i . e .  p l a t  e t  t e l  que p o u r  t o u t  y E ¥,  l a  f i b r e  X = ~ - l ( y )  s o i t  n o n - s i n -  
Y 

g u l i ~ r e  ( e n  p a r t i c u l i e r ,  ~ e s t  une  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de X).  

TF2) Pour  t o u t  yC Y, l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  n : X ~X e s t  une r ~ s o l u t i o n  des  s i n -  
Y Y Y 

g u l a r i t 6 s  de l a  f i b r e  X = f - l ( y ) .  
Y 

FA) Le m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  r e s t r i c t i o n  ~ : ( ~ - l ( Y 1 ) ) r e  d ~ Y  e s t  s i m p l e ,  c ' e s t -  

~ - d i r e  e s t  une  d ~ f o r m a t i o n  l o c a l e m e n t  ( s u r  ~ - I ( Y 1 ) )  t r i v i a l e  de s a  f i b r e  a u -  

T-l(Y1) d e s s u s  de t o u t  p o i n t  de Y ; t o u t  p o i n t  xE p o s s ~ d e  un v o i s i u a g e  o u v e r t  

U c  ( ~ - l ( Y 1 ) ) r e  d t e l  que  l ' o n  a i r  un i s o m o r p h i s m e  

U ¢-~'J~ V ×Y 

V 

05 V e s t  un o u v e r t  de Y e t  
o 

p a r  x. 

tin o u v e r t  de l a  f i b r e  de ~ : ~ - l ( ¥ 1 ) r e  d Y p a s s a n t  

Note : On r a p p e l l e  que l e s  d 6 f i n i t i o n s  e t  r b s u l t a t s  s o n t  v a l a b l e s  p o u r  un r e -  

p r ~ s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  du germe de m o r p h i s m e  f .  

3 . 1 . 2  S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  Y n o n - s i n g u l i e r  p o u r  s i m p l i f i e r  : a l g 6 b r i q u e m e n t ,  

s i  n o u s  n o t o n s  S l * i d 6 a l  d b f i n i s s a n t  Y1 dans  X, n o u s  p o u v o n s  e x p r i m e r  (FA) comme 

s u i t  : d ' a p r e s  TF1) ,  t o u t  champ de v e c t e u r s  b o l o m o r p h e s  t a n g e n t  a ¥ se  r e l e v e  au 

v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  xE X en un champ de v e c t e u r s  t a n g e n t  a X. (FA) e x p r i m e  que 

l ' o n  p e u t  c h o i s i r  ce r e l ~ v e m e n t  t e l  q u ' i l  s o i t  de p l u s  t a n g e n t  a ( ~ ) r e d  ' c ' e s t -  

~ - d i r e  p o s a n t  Oy, O= ~ [ V l , . . . , V k }  , i l  e x i s t e  p a r  TF1) k ( ¢ - )  d ~ r i v a t i o n s  

D'* ( l g  i g k )  de O~,~ , p o u r  t o u t  x e p - l ( O ) ,  t e l l e s  que  s i  nous~ n o t o n s  ~r~x l ' h o m o -  

. .  ~ 0  ~ ~ c o r r e s p o n d a n t  au germe de ~ en x ,  on a i t  : m o r p h i s m e  E[Vl~ . ,Vk} X,x 

i )  ) )  = 5 i j  (de K r o n e c k e r ) ,  i . e .  Di e t e n d  ~--~i 

i~) ~i(~s.  e~,7)~gs" e~,7 
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TF1) o n u s  a s s u r e  de l ' e x i s t e n c e  de D, s a t i s f a i s a n t  i )  e t  l a  c o n d i t i o n  FA) a p p a -  
1 

r a ~ t  d a n s  i i ) ,  qu i  e x p r i m e  que l e s  champs  de v e c t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  aux  D i 

s o n t  t a n g e n t s  ~ ( ~ l ) r e d  . 

3 . 1 . 3  E x e m p l e s  : La f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  de l ' e x e m p l e  1 . 2 . 6  n ' a d m e t  

s ~ r e m e n t  a u c u n e  r ~ s o l u t i o n  f a i b l e .  En e f f e t ,  p o u r  une  f a m i l l e  de c o u r b e s ~  une  

r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  ne p e u t  ~ t r e  o b t e n u e  que p a r  n o r m a l i s a t i o n ,  eg d a n s  1 . 2 . 2  

de ( Y 1 ) r e d ~ ¥  c o n s i s t e  en deux  p o i n t s  s i  v ~  0,  un p o i n t  ( d o u b l e )  s i  l a  f i b r e  

v =  0 [ i c i  l a  s e c t i o n  e s t  b i e n  s ~ r  c e l l e  q u i  p i q u e  l ' u n i q u e  p o i n t  s i n g u l i e r  de 

c h a q u e  f i b r e ] .  

P a r  e o n t r e ,  d a n s  l ' e x e m p l e  3) de " R b s o t .  s i m .  I " ,  l a  n o r m a l i s a t i o n  

f o u r n i t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  l e  l o n g  de Y1 = ~ × [0~ . En e f f e t ,  un c a l c u l  

f a c i l e  n o u s  m o n t r e  que  S .  (~X= ( t 4 ) ¢ [ v , t } ,  e t  i c i  n o t r e  d 6 r i v a t i o n  D e s t  e n c o r e  

b y '  q u i  r e s p e c t e  b i e n  ~/~S O~= ( t ) f [ v , t l ,  e t  en f a i r  r e s p e c t e  m~me S. 

3 - 1 . 4  E x e m p l e s  ( B r i a n £ o n  e t  S p e d e r )  : C o n s i d 6 r o n s  l a  f a m i l l e  X~ • ~ un p a r a -  

m e t r e  de s u r f a c e s  a s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e  d a n s  ~ d ' 6 q u a t i o n  : 

(1 )  3 o 3 4 9 
z 2 + t z  z 2 + ZoZ 1 + z 1 = 0 X 1 

Dans  l e s  deux  cas~  r o u g e s  l e s  f i b r e s  s o o t  q u a s i - h o m o g e n e s  de m~me d e g r 6  a v e c  l e s  

m~mes p o i d s ~  p o u r  t o u t  t e t  p u i s q u e  l e s  p o i d s  p e r m e t t e n t  de d 6 c r i r e  une  r ~ s o l u -  

t i o n  d e s  s i o g u l a r i g 6 s  ( c f .  [ O . W . ] )  i l  en r 6 s u l t e  que  c h a c u n e  d e s  deux  f a m i l l e s  

adme t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f a i b l e  l e  l o n g  de son  l i e u  s i n g u l i e r .  Dans l e  

c a s  ( 2 )  I e  c a l c u l  en a 6 t 6  f a i r  p a r  ~ o n i q u e  L e j e u n e - J a l a b e r t  Ce f a i g  r 6 s u l t e  

a u s s i  du t r a v a i l  de P i n k h a m  ( E P i ] )  e t  de c e l u i  de Wahl [Wa] p u i s q u e  P i n k h a m  mon- 

t r e  que  d a n s  l a  d 6 f o r m a t i o n  m i n i v e r s e l l e  6 q u i v a r i a n t e  d ' u n e  s i n g u l a r i t 6  i s o l ~ e  

de s u r f a c e  q u a s i - h o m o g e a e  Xo, l a  s t r a t e  qu i  c o r r e s p o n d  ~ d e s  d 6 f o r m a t i o n s  d e s  

6 q u a t i o n s  n ' a j o u g a n t  ~ c b a q u e  6 q u a t i o n  que d e s  mon~mes de d e g r 6  q u a s i - h o m o g e n e  

au m o i n s  f i g a l  ~ son  d e g r ~  e s t  une  " e n v e l o p p e "  p o u r  l e  f o n c t e u r  d e s  d ~ f o r m a t i o n s  

a d m e t t a n t  une  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  ~ t o d i ~  p a r  Wahl ( L o c .  c i r . ) .  C e p e n d a n t ~  

un c a l c u l  c o m p l e t  met  en 6 v i d e n c e  l e  ph6nom~ne s u i v a n t  : s o i t  n : X ~ X  l e  mor -  

p h i s m e  de r ~ s o l u t i o n ~  e t  s o i t  S = ( Z o , Z l , Z 2 ) . O  x l ' i d 6 a l  d ~ f i n i s s a n t  l a  s e c t i o n  

a ( D )  = 0 × ~  l e  l o n g  de l a q u e l l e  on a r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e .  A l o r s  S.(~X a une  

c o m p o s a n t e  i m m e r g 6 e  qu i  n ' e s t  p a s  l o c a l e m e n t  ( e n  h a n g )  t r i v i a l e  a u - d e s s u s  de D.  

En d ~ a u t r e s  t e r m e s ~  on p e u t , r e m o n t e r  l e  champ de v e c t e u r s  ~-~ en  un champ de v e a -  

t e u r s  D s u r  X qu i  v ~ r i f i e  

V o i r  n o t e  p.  129.  
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JT. x S( x ) ~ 4 S . ~  x ; pour tout ~ - ~ ( 0 )  

m a i s  on ne p e a t  p a s  c h o i s i r  D de t e l l e  f a q o n  que  S(S. x,X)cS. x, x 
l y s e r  l a  d i f f 6 r e n c e  commen~ons p a r  : 

P o u r  a n a -  

3 . 1 . 5  D 6 f i n i t i o n  : S o i t  f : ( X , O ) ~  (Y,O) comme en 3 . 1 . 1 .  On d i r a  que  f a d m e t  

une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  l e  l o n g  de l ' i m a g e  YI d ' u n e  s e c t i o n  g : ¥ ~ X  

de f s i  f s a t i s f a i t  l e s ' c o n d i t i o n s  TF1) e t  TF2) e t  de p l u s  

F) l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  r e s t r i c t i o n  ~ : ~ - 1 ( ¥ 1 ) ~  ¥ e s t  s i m p l e .  

3 . 1 . 6  R e m a r ~ u e  : C e c i  s i g n i f i e  p r 6 c i s 6 m e n t  que  d a n s  5 . 1 . 2  on p e u t  c h o i s i r  

l e s  D i s a t i s f a i s a n t  i )  e t  

i i O  ; i ( S . ~ x , ~ ) a S . ~ x , ~  . 

f o r t e .  

Nous a v o n s  d 6 j ~  vu un e x e m p l e  ( c f .  3 . 1 . 3 )  de r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  

Dans  l a  m~me v e i n e ,  i l  e s t  u t i l e  de c o n s i d 6 r e r  : 

3 . 1 . 7  D 6 f i n i t i o n  : S o i t  f :  ( X , O ) ~  ( ¥ , 0 )  comme c i - d e s s u s .  On d i t  que  f a d m e t  

une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  ~ ~ l a £  l e  l o n g  de l ' i m a g e  Y1 d ' u n e  s e c t i o n  ~ : Y ~ X  

de f s i  i l  e x i s t e  une  r 6 s o l u t i o n  ~ : X ~ X  s a t i s f a i s a n t  T F 1 ) ,  TF2) e t  de p l u s  : 

AP) l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  ~ - 1 ( ¥  l ) ~ Y 1  e s t  p l a t .  

I 1  e s t  c l a i r  q u f u n e  r 6 s o l u t i o n  f o r t e  e s t  une  r 6 s o l u t i o n  a p l a t ~  m a i s  

i l  n~y a 6 v i d e m m e n t  p a s  d ' i m p l i c a t i o n  en g 6 n 6 r a l  e n t r e  "~ p l a t  wv e t  " f a i b l e  ~T. 

R e m a r ~ u e  : On p e u t  i m a g i n e r  e n c o r e  d ' a u t r e s  d 6 f i n i t i o n s ~  p a r  e x e m p l e  que  p o u r  

un p l o n g e m e n t  l o c a l  X c Y x ~ n + l  i l  e x i s t e  une  r 6 s o l u t i o n  p l o n g 6 e  q u i  s a t i s f a s s e  

TF1) e t  TF2) .  On p e a t  6 g a l e m e n t  r e n f o r c e r  c h a c u n e  d e s  d 6 f i n i t i o n s  p r 6 c 6 d e n t e s  

en i m p o s a n t  que  l e  m o r p h i s m e  x : X ~ X  s o i t  compos6 d ' 6 c l a t e m e n t s  p e r m i s  ( i . e .  

c e n t r e  non s i n g u l i e r  e t  a v e d  une  c o n d i t i o n  de p l a t i t u d e  n o r m a l e )  c ' e s t - ~ - d i r e  

o b t e n u  p a r  l e  p r o c 6 d 6  d ' H 4 r o n a k a .  

3 . 1 . 8  E x e m ~ l e  : Dans  l e  s e c o n d  e x e m p l e  de 3 . 1 . 3 ,  ( i - e .  3) de R 6 s o l u t i o n  s i m u l -  

t a n 6 e  I )  n o u s  a v o n s  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e ,  m a i s  e e r i e  r 6 s o l u t i o n  n ' e s t  p a s  

o b t e n u e  p a r  l e  p r o c e s s u s  de H i r o n a k a  : en e f f e t e  l a  s u r f a c e  X n ' e s t  p a s  n o r m a l e -  

ment  p l a t e  l e  l o n g  de Y1, ( s i n o n  l a  d i m e n s i o n  d e s  p l o n g e m e n t  d e s  f i b r e s  s e r a i t  

c o n s t a n t e  [ L . T . ]  ) ~ t  donc  l e  s e u l  6 c l a t e m e n t  p e r m i s  de (X,O) e s t  c e l u i  de l ' o r i -  

g i n e ,  c e  q u i  f a i r  donc  a p p a r a ~ t r e  d a n s  t o u t e  r 6 s o l u t i o n  a l a  H i r o n a k a  de X une  

c o m p o s a n t e  du d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  s e  p r o j e t a n t  s u r  O, ce  q u i  e x c l u t  que  TF2) 
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s o i t  v 6 r i f i 6 e .  C e p e n d a n t ,  l ' 6 c l a t e m e n t  X' ~ X  de Y l ,  b i e n  que  non p e r m i s ,  e s t  un 

m o r p h i s m e  f i n i  p u i s q u e  p a r  l a  p r o p r i 6 t 6  a n i v e r s e l l e  de l ' 6 c l a t e m e n t ,  l e  f a i r  

que  S.O~X s o i t  i n v e r s i b l e  i m p l i q u e  que  X domine  X ' .  

3 . 1 . 9  Dans  l e  m~me o r d r e  d ' i d ~ e ,  n o u s  v e r r o n s  p l u s  b a s q u e  p o u r  une  f a m i l l e  

de c o u r b e s  2_lanes~ r 6 s 0 1 u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f a i b l e  6 q u i v a u t  ~ r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  

f o r t e ,  e t  c ' e s t  ce  p o i n t  q u i  c o n s t i t u e  l a  p r i n c i p a l e  d i f f i c u l t ~  du p r o b l ~ m e  

de l a  d b m o n s t r a t i o n  a l g 6 b r i q u e  de l ' a s s e r t i o n  '~% c o n s t a n t  e n t r a ~ n e  6 q u i s i n g u l a -  

r i t ~ "  p o u r  une  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s .  

3 . 1 . 1 0  En f a i t ~  on d o i t  a Z a r i s k i  [ Z l j  l e  p r e m i e r  r 6 s u l f a t  f o n d a m e n t a l  c o n -  

c e r n a n t  l a  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e ,  d a n s  ce c a d r e  d e s  f a m i l i e s  de e o u r b e s  p l a n e s ~  

r ~ s u l t a t  q u i  m o t i v e  l * 6 t u d e  de l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  d a n s  l a  r e c h e r c h e  d~une  

d ~ f i n i t i o n  de l ~ 6 q u i s i n g u l a r i t 6  : 

Th6or~me ( Z a r i s k i  [ Z l ]  , v o i r  a u s s i  [ I . E . P . ] )  : Une f a m i l l e  de g e r m e s  de c o u r -  

b e s  p l a n e s  f : X ~ - - ~ Y  adme t  une r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e ~  d a n s  un v o i s i n a g e  

de Y1 dar ts  X s i  e t  s e u l e m e n t  s i  t o u t e s  l e s  f i b r e s  ( X y , ~ ( y ) )  s o n t  d e s  g e r m e s  de 

c o u r b e s  p l a n e s  ~ q u i s i n g u l i ~ r e s  (ou : o n t  l e  m~me t y p e  t o p o l o g i q u e ) .  

Comme n o u s  l ' a v o n s  vu p l u s  h a u t ,  c e t t e  d e r n i e r e  c o n d i t i o n  6 q u i v a u t  

: H ~ ( f , O ) = O .  

4.  RESOLUTION SIMULTANEE~ THE,OREME DE BERTINI IDEALISTE T ET CONDITIONS DE 

WHITNEY. 

4 . 1  P r o p o s i t i o n  1 : S o i t  f :  X ~ Y  comme en 3 . 1 . 1 .  L ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  de X 

au v o i s i n a g e  d e s q u e l s  f a d m e t  une  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e  c o n t i e n t  un 

o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  de X~ d o n t  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  a une  i m a g e  de me- 

s u r e  n u l l e  d a n s  Y ( q u i  e a t  un f e rm~  a n a l y t i q u e  s t r i c t  de Y s i  p e s t  p r o p r e ) .  

La p r e u v e  s ' a p p u i e  b i e n  s u r  s u r  l a  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de 

H i r o n a k a  [H2~ e t  c o n s i s t e  en f a i l  a m o n t r e r  que  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  o~ une  

r 6 s o l u t i o n  donnbe  ~ :  X ~ X  e s t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e ~  c o n t i e n t  

un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  de X. T o u t  d ' a b o r d ~  f i x o n s  une  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n -  

g u l a r i t 6 s  ~ : X ~ X  t e l l e  que l ' i m a g e  r 6 c i p r o q u e  du s o u s - e s p a c e  s i n g u l i e r  de X 

s o i t  un d i v i s e u r  ~ c r o i s e m e n t s  no rmaux  de X. L ' e n s e m b l e  ~ d e s  p o i n t s  de X ou 

f :  X ~ Y  e s t  l i s s e  e s t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  de X~ e o m p l f i m e n t a i r e  
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d ' u n  fe rm6 a n a l y t i q u e  r a r e  F don t  l ' i m a g e  dans  Y p a r  ~ e s t  de m e s u r e  n u l l e  

( t h 6 o r ~ m e  de S a r d ) .  Pa r  a i l l e u r s ,  une  t r ~ s  f a c i l e  e x t e n s i o n  du th6o r~me  de Sa rd  

au c a s  d ' u n  d i v i s e u r  ~ c r o i s e m e n t s  normaux m o n t r e  q u ' i l  e x i s t e  un ferm6 a n a l y -  

t i q u e  s t r i c t  F I c D  t e l  que f ( F  l )  s o i t  de m e s u r e  n u l l e  dans  Y, e t  que D - ¥  s o i t  

s i m p l e  en  t o u t  p o i n t  x ~  D - F 1 ,  e t  en p a r t i c u l i e r  s i  f ( x ) =  y ~  f . (F1 ) ,  

dim~(DQ - i ( y ) ) :  dim~ X - 1 .  Pa r  a i l l e u r s ,  p u i s q u e  ~ e s t  p r o p r e ,  ~ (F  ) e t  
y o x x 

x ( F 1 )  s o n t  d e s  s o u s - e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  f e r m 6 s  r a r e s  de X. La c o n j o n c t i o n  de 

t o u t  c e c i  a s s u r e  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 1 ,  p u i s q u e  p o u r  v 6 r i f i e r  l a  c o n d i t i o n  TF2) ,  

i l  s u f f i t  de v 6 r i f i e r  que d i m ~ ( D D T - l ( y ) ) =  dint~ X - 1 ,  ~ 6 t a n t  un i s o m o r p h i s m e  
Y x x 

h o r s  de D. 

4 . 2  P r o p o s i t i o n  2 : S o i t  f : X ~ - - ~ Y  ; l ' e n s e m b l e  des  p o i n t s  y E Y t e l s  que f 

a d m e t t e  une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f a i b l e  ( r e s p -  f o r t e ,  r e s p .  a p l a t )  au v o i s i -  

nage  de o ( y )  c o n t i e n t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  de Y. 

h nouveau, f i x o n s  une r ~ s o l u t i o n  des s i n g u l a r i t 6 s  ~ : X~X de X, t e l l e  

que l ' i m a g e  r 6 c i p r o q u e  du s o u s - e s p a c e  s i n g u l i e r  de X s o i t  un d i v i s e u r  a c r o i s e -  

m e n t s  normaux  D de X. Nous p o u v o n s  i m p o s e r  de p l u s  que l ' i m a g e  r 6 c i p r o q u e  de 

Y1 s o i t  un d i v i s e u r  $ c r o i s e m e n t s  normaux de X, e t  r a i s o n n e r  comme d a n s  l a  p r e u -  

ve de l a  p r o p o s i t i o n  p r ~ c ~ d e n t e ,  p o u r  ~ t a b l i r  4 . 2 ,  en u t i l i s a n t  m a i n t e n a n t  le  

f a i t  que l e  m o r p h i s m e  ~1 ~Y1 e s t  p r o p r e  ( Y I =  T~-1(¥1)) .  Si  l ' o n  v e u t ,  d a n s  l e  c a s  

"a  p l a t "  i l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  c e t t e  p r o p r e t ~  e t  l e  t h ~ o r e m e  de p l a t i t u d e  g~n~-  

r i q u e  de F r i s c h  [F]~ m a i s  "~ p l a t "  r ~ s u l t e  b i e n  s ~ r  de " f o r t e " .  

4 . 3  Je  v a i s  m a i n t e n a n t  f a i r e  un c a l c u l  qu i  me s e r a  u t i l e  p l u s  b a s  : 

s u p p o s o n s  X de d i m e n s i o n  p u r e  d+  1, e t  Y de d i m e n s i o n  1 p o u r  a l l 6 g e r  l e s  n o t a -  

t i o n s .  Pou r  e x a m i n e r  f au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  OE X, n o u s  p o u v o n s  p l o n g e r  l o c a -  

l emen t  X d a n s  Y × ~ n + l  p o u r  q u e l q u e  n,  de t e l l e  f a~on  que f a p p a r a i s s e  comme 

r e s t r i c t i o n  ~ X de l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n .  S o i e n t  f i ( V , Z o , . . . , Z n )  des  g 6 n 6 r a -  

t e u r s  de l ' i d @ a l  d 6 f i n i s s a n t  X c Y x E  n+l  au v o i s i n a g e  de 0 ( 1 g l u m ,  m ~ n - d + l ) .  

C o n t i n u a n t  de n o t e r  X un v o i s i n a g e  de 0 dans  X, s o i t  n : X - X  une  r 6 s o l u t i o n  s i -  

m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e ,  h l o r s ,  en t o u t  p o i n t  ~ E  ~ - 1 ( 0 )  n o u s  p o u v o n s  c h o i s i r  un 

s y s t ~ m e  de c o o r d o n n 6 e s  l o c a l e s  ( V ~ b l , . . . ~ b  d) t e l  que  v o f =  v ,  p u i s q u e  f e s t  

l i s s e  en x~ Par  a i l l e u r s ,  f i  o ~ = 0  s u r  X, e t  donc 

~f. n bf i b(z. o ~) 
(~) ~ (f. o ~) = 0 = 1 3 (l~i<m) 

j=0 3 

( 6 g a l i t 6  dans  O~ ~ ) -  
X,x 
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4 . 4  P r o p o s i t i o n  3 : S o i t  f :  X ~ Y  p l a t ,  a v e c  X r 6 d u i t  de d i m e n s i o n  p u r e  d+k 

e t  Y l i s s e ,  de d i m e n s i o n  k.  No t o n s  ~X l ' i d b a l  ( " j a c o b i e n " )  d ~ f i n i s s a n t  l e  s o u s -  

e s [ a c e  s i n ~ u l i e r  de X (~X p e u t  ~ t r e  d ~ f i n i  comme ( d + k ) - i ~ m e  i d e a l  de F i t t i n g  
1 

( [ H . I ] ,  §1) du module  d e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s  QX de ~ .  N o t o n s  ~X/¥ 1 ' i d e a l  ( " j a c o -  

b i e n  r e l a t i f " )  d - i ~ m e  i d e a l  de F i t t i n g  du module  d e s  d i f f ~ r e n ± i e l l e s  r e l a t i v e s  

~X/Y'I  L ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  l e  s o u s - e s p a c e  s i n  g u l l e t  de l a  f i b r e  Xy e s t  ~X/¥ " OK " 
Y 

h l o r s ,  i l  e x i s t e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  V de X, d o n t  l e  

c o m p l 6 m e n t a i r e  a une  image  de m e s u r e  n u l l e  d a n s  Y ( e t  e s t  un s o u s - e s p a c e  a n a -  

l y t i q u e  f e r m 6  s t r i c t  s i  f e s t  p r o p r e 9  t e l  que s i  x E ¥ ,  on a i t  : 

e t  donc en p a r t i c u l i e r  : 

~ x ' ° x , x  : 3 x Z ' ° x , x  

3x'°Xy,~ : ~x/Y "°xy,~ = ~xy'°Xy,x 

o~ l a  b a r r e  d 6 s i g n e  l a  f e r m e t u r e  i n t 6 g r a l e  d e s  i d 6 a u x .  

P r e u v e  : P r e n o n s  p o u r  V l ' o u v e r t  a n a l y t i q u e  c o n s t r u i t  en 4 . 1 ,  e t  e f f e c t u o n s  

l a  c o n s t r u c t i o n  de 4 - 3  au v o i s i n a g e  de xE Y ( p o u r  k =  1 d i s o n s )  ~X ° O X , x  e s t  

b ( f i l ,  • ) b ( f i l ,  - , f .  ) • " * , f l u _ d + 1  "" in_d+  1 
e n g e n d r 6  p a r  l e s  ~ ( z . 3 1 , . . . , Z . J n _ d ÷ t )  O x ' x  e~t l e s  ~ ( V , z j  1 , . . . , z j n _ d )  OK, x e t  

b ( f .  , . . . , f .  ) 
11 in_d+ 1 

~X/Y" OX,x p a r  l e s  seuls a( 'Z .  , - - - , Z .  ) " O X , x "  
31 J n - d + l  

C e p e n d a n t ,  l e  c a l c u l  de 4 . 3  m o n t r e  que : 

5 ( f .  , . . . , f .  ) 
11 in_d+ 1 

° ~ E ~X/Y " ~XX,x pour  t o u t  xE ~ - l ( x )  ce  qu i  m o n t r e  que  ~-rV, z , . . . , z .  ) 
31 3 n - d  

= e t  l e  r 6 s u l t a t ,  p u i s q u e  deux  i d 6 a u x  qu i  d e v i e n -  3x/y,O l ) ) 

n e n t  6gaux a p r S s  un m o r p h i s m e  p r o p r e ,  s u r j e c t i f  e t  b i m ~ r o m o r p h e  ( i c i  x - l ( Y ) ~ Y )  

o n t  mSme c l S t u r e  i n t 6 g r a l e  ( c f .  [ L . T . 3 ) .  

$ 

Pour  une b i e n  m e i l l e u r e  d 6 m o n s t r a t i o n ,  c f .  [ H . I ] ,  § 2, 2nd p a r t .  
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4 . 5  R e m a r q u e s  : 1) Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  ou f :  X~Y e s t  l a  f a m i l l e  d e s  

s e c t i o n s  d ' u n e  h y p e r s u r f a c e  r 6 d u i t e  ( X o , O ) c  ( E N + I , 0 )  p a r  d e s  h y p e r p l a n s  p a s s a n t  

p a r  O, j ' a v a i s  d 6 j a  p r o u v ~  un r 6 s u l t a t  a n a l o g u e  ~ 4 . 4 ,  d ' a b o r d  d a n s  l e  c a s  ou X 
O 

e s t  ~ s i n g u l a r i ¢ 6  i s o l ~ e  ( [ C . E . W . ]  c h . I ,  2 . 7 )  p u i s  X r 6 d u i t e  ( [ I ! . I . i ] ) . C ' e s t  l e  
O 

Tv r 6 s u l t a t  d i t  : " j -TF.  % ) O H , o =  j ~  . OH, ° . P o u r  t o u t  c e c i ,  c f .  [H. I . ]  §2 ,  

2rid p a r t .  

2) On p e u t  d i r e  que  4 . 4  e s t  un "Thbor~me de B e r t i n i  i d 6 a l i s -  

r e "  p u i s q u e  l e  t h 6 o r ~ m e  de B e r t i n i - S a r d  n o u s  f o u r n i t  s e u l e m e n t  un V t e l  que s i  
/. 

x E V ,  ~/~ - ~ ( y =  ce  un 6X OX = 3 x / g  . O x f ( x ) )  q u i  e s t  r b s u l t a t  b e a u e o u p  m o i n s  y,X y~X 

fin que l'~galit~ des cl~tures int6grales. 

U 

4 . 6  P r o p o s i t i o n  4 : S o i t  f : X~-~ '~Y  t e l  que  X s o i t  une  h y p e r s u r f a c e  dar ts  

¥ ×~N+I  (N= d ) .  A l o r s ,  n o t a n t  X ° l ' o u v e r t  d e s  p o i n t s  l i s s e s  de X : 

1) s i  f adme t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f a i b l e  l e  l o n g  de Y I '  ( X ° -  Y I ' Y 1  ) 

s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y .  

2) S i  f adme t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  l e  l o n g  de Yl ~ (X ° -  Y 1 , ¥ 1 )  

s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  a )  e t  b) de W h i t n e y .  [Le  c a s  i n t 6 r e s s a n t  e s t  

c e l u i  o~ Y I c S i n g  X~ donc  X ° -  ¥1 = x ° ' ]  

P r e u v e  de 1) : S o i t  < :  X ~ X  l a  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  en q u e s t i o n ,  e t  xE  X. 

S u p p o s o n s  Y = D p o u r  s i m p l i f i e r  ( l e  c a l c u l  e s t  l e  m~me en g ~ n 6 r a l ) .  Le c a l c u l  

de 4 . 3  n o u s  m o n t r e  que  s i  F ( V , Z o , . . . ~ a n )  = 0  d 6 f i n i t  X c D  x g  n + l  au v o i s i n a g e  de 

E (X) ,  n o u s  a v o n s  : 

° 4 s  % x "  (T o ° ' " "  V-C% ° 

En e f f e t ,  p a r  d 6 f i n i t i o n  de l a  r 6 s o l u t i o n  f a i b l e ,  a v e c  S = ( z  , . . . , Z N ) ,  n o u s  
~ ~ O 

p o u v o n s  c h o i s i r  v~ c o o r d o n n 6 e  l o c a l e  s u r  ( X , x )  t e l l e  que  v o p =  v e t  que  D=~-~ 
5v / 

r e s p e c t e  ~ S .  & ~ , :  n x ' donc  en particulier : 

, i  s ~ - =  ( z .  o ~ )  < " ~ X , x  
3v 3 

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  un d i s q u e  d ' 6 p r e u v e  h :  ( D , O )  ~ ( X , x )  (ou xE  Y1) 

t e l  que  h ( D  - { 0 } )  ~ X  ° . La p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  de l ' 6 c l a t e m e n t  j o i n t e  au 

f a i r  que x e s t  un i s o m o r p h i s m e  a u - d e s s u s  de X ° ,  n o u s  p e r m e t  de f a c t o r i s e r  h e n  

( D , O )  ~ ) ( X , ~ )  x > ( X , x )  ou x E ~  1 . On en d ~ d u i t  que  s i  v d ~ s i g n e  l a  v a l u a t i o n  

n a t u r e l l e  de O ~ ,  0 , on a : 
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(o5 3x/y :( ~r ~r to x,x)" 
D ' o 5  ~ 7 ,  o h > m i n  [ Cff'2-'~ h } p o u r  t o u t  h :  ( D , 0 )  ~ ( X , x )  t e I  q u e  h ( D -  [ 0 } ) c  

i = 0  

ee  q u i  e s t  p r 6 c i s 6 m e n t  l ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  de l a  c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y  

p o u r  (X ° -  Y l , Y 1 )  ( v o i r  ~ C . E . W . ] ,  o h .  I I ,  § 3,  [ Z 2 ] ) .  

P r e u v e  de 2)  : R e m a r q u o n s  m a i n t e n a n t  que  s i  ~ : X ~ X  6 t a i t  en  f a i t  u n e  r 6 s o i u -  

t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e ,  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  q u e  : 

~ - ~ ( S .  f~X ,~ )c  S .  ~ X , x  p o u r  t o u t  ~ E X  , 
5v 

e t  n o u s  a v o n s  donc  p a r  (¢e) de 

p u i s q u e  --~ ( z .  0 -~) E ( z  . 
~V i O' " " ~Zn 

4 . 3  

(~o ~ l(~ ' ' ' ' '  ~ Z n ] "  o ' ' ' ' ' Z n ) C ~ X , x  

)(~X,x " De c e c i  n o u s  d 6 d u i s o n s  

( ~ )  ~F 
~'V °X,x 

= ~ ' ' ' ~  (~X~x 

O r ,  on  a ( [ I t . t . ] ,  § 3)  : 

C S . J • OX, x p o u r  t o u t  x E  Y1 

4 . 6 . 1  Lemme : La c o n d i t i o n  (~¢~) i m p l i q u e  q u e  (X ° -  Y 1 , ¥ 1 )  s a t i s f a i t  l e a  c o n -  

d i t i o n s  a )  e t  b)  de W h i t n e y .  

P r e u v e  : En ce  q u i  c o n c e r n e  l a  c o n d i t i o n  a ) ,  c ' e s t  e n c o r e  p l u s  f a c i l e  q u e  l a  

pveuve/~.,/ p r 6 c 6 d e n t e  : en  e f f e t ,  p o u r  t o u t  h : ( D , 0 ) ~  (X,Y 1) n o u s  a v o n s  i c i  

:!b~v)~ v(So h)+ v(do h)> ~)(J o h ) ( p a r  l e  e r i t e r e  v a l u a t i f  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a -  

En ce  q u i  c o n c e r n e  l a  c o n d i t i o n  b ) ,  i l  f a u t  m o n t r e r  q u e  p o u r  t o u t  

d i s q u e  d ' 6 p r e u v e  h :  ( D , 0 )  ~ ( X , X  1) , on a ,  en  n o t a n t  e n c o r e  v l a  v a l u a t i o n  n a t u -  

r e l l e  de O ~  0 : 

n ,~F ) 
v Z z i ° h . ~ o  h > v ( S  . J )  o h )  

i=O 1 
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La  d 6 m o n s t r a t i o n  q u e  v o i c i ,  p l u s  c o u r t e  q u e  ma d 6 m o n s t r a t i o n  o r i g i n e l -  

l e ,  m ' a  6 t&  c o m m u n i q u 6 e  p a r  J .  L i p m a n  : 

Nommons t l a  c o o r d o n n ~ e  l o c a l e  s u r  ( ] ) , 0 )  , e t  v = v ( S  o h ) =  m i n ( v ( z .  ° h)),  
o i x 

l~o= v ( J °  h)  = m i n ( v ( ~ - Z £ - o  h ) ) . ~ .  On p e u t  d o n c  6 c r i r e  : 
i 

v 
z .  o h  = a . t  o+ . . .  (0<_ i < n  ) 

1 1 

OF ~o 
5z--. ° h = b i t  + . . .  (0_< i - < n )  

1 

e t  : 

n 
( z 

1 1 i : O  1 i : O  
n 

o r  Vo+~o = 'J(S . d o h )  e t  i l  s ' a g i t  d o n e  de  m o n t r e r  q u e  Z 
i=O 

h ( D )  c X  ~ f o h = 0 e t  d o n e  : 

n 5F  d ( z i  ° h )  5F  
z ~ K  ° h .  d-----y----+~-~o h : o 

i=O I 

~F n l~ +v 
z i  ~,_~)  o h = ( Z a . b . ) t  o o +  , . .  

a i b  i = 0 ; m a i s  p u i s q u e  

Doric : 

OF ~o+Vo -1 
- ~ - ~ o  h = Vo(E a i b i ) t  + . . .  

e t  n o t r e  h y p o t h ~ s e  ( a ~ )  e n t r a ~ n e  p a r  l e  c r i t ~ r e  v a l u a t i f  de  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  : 

bF  i l  f a u t  d o n c  E a i b  i = O~ Q . E . D .  V ( ~ v  o h)  ~ v ( S .  J o h ) =  ~o  + Vo'  

C e c i  a c h e v e  t a  p r e u v e  de  4 . 6 .  

4 . 7  R e m a r q u e  : La  r 6 c i p r o q u e  d e  l ' a s s e r t i o n  1)  de  4 . 6  e s t  f a u s s e ,  comme l e  m o n -  

t r e  l a  f a m i l l e  z ~ -  z 3 2 2 + v z = 0  ( c f .  1 . 2 . 2 ) .  
o o 

a 
4 . 8  Q u e s t i o n  : S i  f : X ~ Y  e s t  u n e  f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  ~ s i n g u l a r i t 6  

i s o l 6 e ~  e s t - c e  q u e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  f a i b l e  de  f i m p l i q u e  q u e  l e  n o m -  

b r e  de M i l n o r  ~ ( N + I ) ( K  , ~ ( y ) )  d e s  f i b r e s  e s t  c o n s t a n t  ? I 1  e s t  c o n n u  q u e  c e c i  
Y 

i m p l i q u e  l a  c o n d i t i o n  a )  de  W h i t n e y  ( e t  m~me l a  c o n d i t i o n  a f  d e  M a t h e r , c f .  

[ C . E . W . ] ~  c h .  I I ~  § 3 ) .  P a r  a i l l e u r s ,  d a n s  c e  c a s  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  i s o l ~ e s ,  i l  
( N + I )  

e s t  c o n n u  q u e  r 6 s o l u t i o n  f o r t e  ~ W h i t n e y  ( 4 . 6 )  ~ ~ c o n s t a n t  ( e t  mSme 

c o n s t a n t ~  a p r ~ s  un  t r a v a i l  de  B r i a n g o n - S p e d e r )  ( p r o p o s b  a u x  A n n a l e s  de  l ' I n s -  

t i t u t  F o u r i e r ) .  [On r a p p e l l e  q u ' ~  t o u t e  s i n g u l a r i t ~  i s o l 6 e  d ' h y p e r s u r f a c e  

(X~O) c ( E n + l , 0 ) ~  on a s s o c i e  l a  s u i t e  d ' e n t i e r s  

~a (X~O ) = ( ~ ( n + I ) ( x ~ o ) , . . . , ~ ( 1 ) ( X , O ) , ~ ( O ) ( x , o ) )  od ~ ( i ) ( x , o )  e s t  l e  h o m b r e  de  

M i l n o r  de  l ' i n t e r s e c t i o n  de  (X~O) a v e c  un  i - p l a n  g 6 n 6 r a l  de  ( ¢ n + 1 , 0 ) .  I 1  e s t  



114 

c o n n u  q u e  " g ~  c o n s t a n t "  i m p l i q u e  q u e  ( X -  Y 1 , Y 1 )  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i -  

d e n c e  de  W h i t n e y  i e  l o n g  de Y ] ,  e l .  ~ C . E . W . ~  e t  ~ H . I . ~  p o u r  t o u t  c e c i . ]  

4 . 9  En f a i t ,  i l  r ~ s u l t e  d ' u n e  f o r m u l e  de L a u f e r  [ L f ]  q u e  d a n s  l e  c a s  

d ' u n e  f a m i I i e  d ' h y p e r s u r f a c e s  de  ~ 3  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f a i b l e  i m p l i q u e  
(3) 

tx (X t )  c o n s t a n t .  O r ,  d a n s  l e s  d e u x  e x e m p l e s  de  3 . 1 . 4 ,  d u s  a B r i a n ~ o n  e t  S p e d e r ,  

on a I x ( g ) ( X  t )  c o n s t a n t  m a i s  p a s  g ( 2 ) ( X  t )  c o n s t a n t  e t  l ' o n  a u n e  r 6 s o l u t i o n  s i -  

m u l t a n 6 e  f a i b l e ,  q u i  n ' e s t  p a s  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  : n o u s  a v o n s  vu  p I u s  

h a u t  q u e  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  ~ ~ c o n s t a n t ,  c e  q u i  m o n t r e  q u ' a u c u n e  d e s  

d e u x  f a m i l i e s  ne  s a u r a i t  a v o i r  u n e  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e .  P a r  a i l l e u r s ,  

B r i a n ~ o n  e t  S p e d e r  o n t  d o n n 6  l ' e x e m p l e  d ' u n e  f a m i i l e  X de  s u r f a c e s  s a t i s f a i s a n t  

Ix (X t )  c o n s t a n t ,  m a i s  p o u r  l a q u e l t e  l e  d i s c r i m i n a n t  ~ d ' a u c u n e  p r o j e c t i o n  t r a n s -  

v e r s a l e  X ~ E x ~  2 n ' ~ t a i t  u n e  f a m i l l e  ~ q u i s i n g u l i ~ r e  de  c o u r b e s  p l a n e s  : 

3 ,4 6 6 
z 2 + t z  z 2 + z I + z ° = 0 

P o u r  o b t e n i r  u n e  ~ v e n t u e I i e  r 6 s o l u t i o n  s i m n l t a n S e  ~ l a  H i r o n a k a  de  S,  i l  f a u t  

c o m m e n c e r  p a r  ~ c l a t e r  l ' i d ~ a l  S = ( Z o , Z l , Z 2 ) ~  x d 6 f i n i s s a n t  l ' a x e  d e s  t ,  i e  l o n g  

d u q u e l  X e s t  n o r m a l e m e n t  p l a t  p u i s q u e  6 q u i m u l t i p I e  ( a u  vu  du f a i t  q u e  X e s t  u n e  

h y p e r s u r f a e e ) .  Or d a n s  u n e  c a r t e ,  l ' 6 c I a t e m e n t  en  q u e s t i o n  a p o u r  6 q u a t i o n  

, 6 )  = O 

O r , c e t t e  v a r i 6 t 6  de  d i m e n s i o n  3 c o n t i e n t  d a n s  s o n  l i e u  s i n g u l i e r  l e  p l a n  d e s  

( z ~ , t )  e t  p e u t  ( h o r s  de  z~ = O) ~ t r e  c o n s i d b r b  comme u n e  f a m i l l e  (£  d e u x  p a r a -  

m ~ t r e s )  de c o u r b e s  p l a n e s .  S i  n o t r e  f a m i l l e  o r i g i n e l l e  a v a i t  u n e  r b s o i u t i o n  s i -  

m u l t a n ~ e  f o r t e  ~ l a  H i r o n a k a ,  c e t t e  f a m i l l e  d e  c o u r b e s  p l a n e s  d e v r a i t  ~ t r e  6 q u i -  

s i n g u l i ~ r e  ( a u  m o i n s  h o r s  de  z ~ =  O ) .  H o r s  i l  n ' e n  e s t  r i e n ,  p u i s q u e  I e s  f i b r e s  

de  l a  r g t r a c t i o n  6 v i d e n t e  X' ~ 2 ( t , z ~ )  s o n t  r ~ d u i t e s  e~ t o p o l o g i q u e m e n t  6 q u i v a -  

t l e n t e s  ~ l a  r 6 u n i o n  de  t r o i s  d r o i t e s  s i  t / O ,  q u e l  q u e  s o i t  Z l ,  e t  n o n  r 6 d u i t e s  

p o u r  t = O ,  l+z~  6 = O. C e t  e x e m p l e  m o n t r e  q u ' u n e  f a m i l l e  de s u r f a c e s  ~ ~ c o n s -  

t a n t  n ' a  p a s  n 6 c e s s a i r e m e n t  u n e  r 6 s o i u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  o b t e n u e  p a r  l e  p r o -  

c 6  de  H i r o n a k a .  

On t r o u v e r a  d ~ a u t r e s  e x e m p l e s  p e r t i n e n t s  d a n s  l ' a r t i c l e  de  WahI  [ W a ] .  

4 . 1 0  F i n a l e m e n t ,  n o u s  a v o n s  vu  : 

S i  n =  1 :  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f a i b l e  6 ~ u i v a u t  h b (X ) c o n s t a n t  ( c f .  R 6 s o l u t i o n  . . . . .  y 
s i m u l t a n @ e  I ) .  

S i n  = 2 :  1)  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e  a v e c  f i b r e  g 6 n 6 r a l e  n o n  s i n g u l i ~ r e  

f i b r e  s p b c i a l e  p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l  
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2) r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f a i b l e  darts une  f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  

3(Xt) ' - c o n s t a n t  ( i . e .  H 3 ( f , O )  = O) m a t s  n e n t r a . l n e  ~afi g (x  t )  c o n s -  

t a n t .  

Pour  t o u t  n : 1 )  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  ~ g (X t )  c o n s t a n t .  

2) ~ (X t )  c o n s t a n t  n ' e n t r a ~ n e  p a s  r b s o l u t i o n  s i m u l t a n b e  a l a  H i r o -  

naka  e t  f o r t e .  

4 . 1 0 . 1  Q u e s t i o n s  • a)  C h e r c h e r  s i  : ~ l (n+ l ) (X t )  c o n s t a n t  e n t r a [ n e  r 6 s o l u t i o n  

s i m u l t a n 6 e  f a i b l e  (n_> 2 ) .  

b) C h e r c h e r  s i  : % (X t )  c o n s t a n t  e n t r a ~ n e  r 6 s o l u t i o n  

s i m u l t a n 6 e  f o r t e ~  ou au m o i n s  f a i b l e -  

c)  C h e r c h e r  s t ,  en g 6 n 6 r a l  e t  p a s  s e u l e m e n t  d a n s  le  c a s  

des  h y p e r s u r f a c e s ,  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  p o u r  

f : ( X ~ O ) ,  (Y~O) l e  l o n g  de ¥1 e n t r a [ n e  l a  m~me c h o s e  p o u r  l ' i n t e r s e c t i o n  de X 

avec  un h y p e r p l a n  " a s s e z  g 6 n 6 r a l "  p a s s a n t  pa r  Y I '  p o u r  un p l o n g e m e n t  X c ¥  × £ n + l  

A d 6 f a u t ~  c h e r c h e r  s i  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  e n t r a [ n e  6 q u i m u l t i p l i c i t 6 .  

5. D 6 m o n s t r a t i o n  a l g 6 b r i q u  e do f a i r  que la  c o n s t a n c e  de ~ ( 2 ) ( X  t )  dans  une f a m i l -  

l_~_e f : X - Y  de c o u r b e s  p l a n e s  e n t r a ~ n e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a -  

n~e f o r t e .  Q u e l q u e s  c o n s 6 q u e n c e s  e t  f a i t s  c o n n e x e s .  

5 . O . 1  Dans t o u t  ce qu i  s u i t ~  on s ' i n t 6 r e s s e  a un r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  

d ' u n  m o r p h i s m e  f :  ( X , O ) -  (Y~O) d n n t  l e s  f i b r e s  s o n t  des  c o u r b e s  r 6 d u i t e s .  Si  

l ' o n  s ' e s t  donn6 de p l u s  une s e c t i o n  ~ :  ¥ ~  X de f ,  p o u r  chaque  yE Y~ on n o t e r a  

r y  l e  nombre  des  c o m p o s a n t e s  a n a l y t i q u e m e n t  i r r 6 d u c t i b l e s  du germe de c o u r b e  

(X , ~ ( y ) ) ,  5 l ' i n v a r i a n t  5(X ~ ( y ) )  ( c f .  R 6 s o l .  Sim. I )  e t  s i  l e s  f i b r e s  s o n t  
Y Y Y 

des  i n t e r s e c t i o n s  c o m p l e t e s ,  en p a r t i c o l i e r  des  c o u r b e s  p l a n e s ~  ~ l e  nombre  
Y 

de M i l n o r  l a ( X y , ~ ( y ) ) -  

5.1 ~ est constant si et seulement 5 etr ]e sonl. 
Y Y -- y . - -  

5.1.0 Pro,~,osi,tion : Soit f : X~--~¥ nne famille analytique complexe de germes 

de courbes planes r6duites~ ou Y est r6duit. Les conditioas suivantes sont ~qui- 

valentes : 

1) % e s t  c o n s t a n t  ( l o c a l e m e n t  sur  Y) 
Y 

2) 5 e t r  son t  c o n s t a n t s  ( l o c a l e m e n t  sur  ¥ ) .  
Y Y 

D ~ m o n s t r a t i o n  : On d i s p o s e  de l ' ~ g a l i t ~  : 
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25  = r y -  1 y ~ y +  

( c f .  [ M i l l  , ~ R i ]  p o u r  t e s  c o u r b e s  p l a n e s ,  [ G ]  e t  [ B ]  p o u r  l e s  i n t e r s e c t i o n s  

c o m p l e t e s )  

e t  i l  s u f f i t  d o n c  d e  m o n t r e r  q u e  l a  c o n s t a n c e  d e  ~ y  e n t r a l n e  c e l l e  de  b y .  Comme 

l e s  c o n d i t i o n s  n e  p o r t e n t  q u e  s u r  l e s  f i b r e s ,  e t  q u e  l ' a p p l i c a t i o n  y ~ 5  e s t  
Y 

c o n s t r u c t i b l e  ( r 6 s u l t e  f a c i l e m e n t  d e  R ~ s o l .  s i m .  I )  o n  p e u t ~  p a r  u n  " l e m m e  d e  

s 6 l e c t i o n  d ' u n e  c o u r b e "  u s u e l ,  s e  r a m e n e r  a u  c a s  ou  ¥ e s t  n o n - s i n g u l i e r  e t  d e  

d i m e n s i o n  I : s u p p o s o n s  d o n c  Y= g ) ,  e t  p l o n g e o n s  X d a r t s  D × ~ 2  de  t e l l e  f a £ o n  

q u e  ( ~ ( l ) ) = ] D x  ~O} ( c e e i  b i e n  s ~ r  d a r t s  u n  v o i s i n a g e  d e  O E  X ) .  

L ' i d b e  d e  ] a  d ~ , m o n s t r a t i o n  e s t  q u ' i l  s u f f i t  d e  d 6 m o n t r e r  l a  s e m i -  

c o n t i n u i t ~  s u p ~ r i e u r e  d e  ~ y -  b y  comme f o n c t i o n  d e  y .  O r  ~ y -  5 y =  5 y -  r y +  1 ,  e t  

- - r ( y E  D ) ,  d o n c  i l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  s i  ~ y  e s t  c o n s t a n t ~  o n  a : 5 ° r o ~  5 y  Y 

o u  e n c o r e ,  5 ° 5 >_ r r . 
y o y 

N o t o n s  l~ l e  h o m b r e  d e  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  d e  X e n  O,  e t  R l e  n o m b r e  d e s  
o y 

c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  du g e r m e  de  X a n  p o i n t  y ×  [O} ( y @  D )  . P o u r  u n  c h o i x  

c o n v e n a b l e  d u  r e p r ~ s e n t a n t  d e  f ,  R e s t  i n d ~ p e n d a n t  d e  y C  D = I D - { 0 } .  C e c i  
Y 

r ~ s u l t e  p a r  e x e m p l e  d e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  a u - d e s s u s  

d e  ])  ( c f .  4 . 2 )  e t  du  f a i t  q u e  R e s t  ~ g a l  a u  n o m b r e  d e  p o i n t s  d a n s  u n e  f i b r e  
Y 

d ' u n e  t e l l e  r ~ s o l u t i o n ,  a u  v u  du f a i t  q u e  c e l l e - c i  d o l t  c o f ' n c i d e r  a v e c  l a  n o r m a -  

l i s ~ t i o n  ( R 6 s o ] .  s i m .  I ) .  Le mSme a r g u m e n t  m o n t r e  q u e  R = r p o u r  y ~  ]]9 , e t  e n  
Y Y 

6 c r i v a n t  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  e n  f a c t e u r s  i r r 6 d u c t i b l e s  d ' u n e  6 q u a t i o n  p o u r  

X c D × E  2 , o n  v o i t  a u s s i t S t  q u e  R ~ r  - 
o o 

5 . 1 . 1  Lemme : S i  ~ e s t  c o n s t a n t ,  o n  a R g R ( Y E  ~ )  - 
y o y 

D ~ m o n s t r a t i o n  : S o i t  d a n s  ¢ { y , Z o , Z l ] ,  u n e  b q u a t i o ~  F ( Y , Z o , Z  1)  = 0 d ~ f i n i s s a n t  

X c D  × ¢ 2  F a d m e t  u n e  d & c o m p o s i t i o n  e n  f a c t e u r s  i r r ~ d u c t i b l e s  d a n s  ¢ [ y , Z o , Z  1]  

F = F 1 . . . .  F R ( a u c u n  F i i n v e r s i b l e )  
o 

e t  p o u r  d ~ m o n t r e r  l e  l e m m e ,  i l  s u f f i t  d e  p r o u v e r  q u e  p o u r  t o u t  i ,  1 ~  i ~ R  , o n  
o 

a F i ( Y , O , 0 )  ~ O.  En e f f e t  i l  e n  r ~ s u l t e r a  q u e  l e  g e r m e  de F a u  p o i n t  y ×  [ 0 }  a d m e t  

e n c o r e  l a  d ~ c o m p o s i t i o n  ~ c r i t e  c i - d e s s u s ,  d ' o u  a u s s i t S t  R ~ R O r  i l  e x i s t e  
y o 

s ~ r e m e n t  u n  i n d i c e  i ,  d i s o n s  i = 1 ,  t e l  q u e  F l ( y ~ O , 0 ) ~  0 p u i s q n e  p a r  h y p o t h e s e  

F ( y , O ~ O )  ~ O.  P o u r  o b t e n i r  u n e  c o n t r a d i c t i o n ,  s o i t  i u n  i n d i t e  t e l  q u e  

F i ( Y , O , O ) ~ O .  L ~ i n t e r s e c t i o n  d e  F I =  O e t  F .  = 0 e s t  u n e  c o u r b e  c o n t e n u e  d a n s  l e  
1 

l i e u  s i n g u l i e r  d e  X~ e t  d i s t i n c t e  d e  • × [O} . O r  t ' h y p o t h e s e  %y c o n s t a n t  i m p l i -  

q u e  q u e  l e  l i e u  s i n g u l i e r  de  X c o i n c i d e  a v e c  D × [ 0 }  ( c f .  c o n d i t i o n  2 )  d e  2 . 3 . 1 ) ,  

d ' o u  l a  c o n t r a d i c t i o n  c h e r c h ~ e .  
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5 . 1 . 2  Lemme : Si  ~y e s t  c o n s t a n t ,  on a l e  d iagramme d ' i n 6 g a l i t 6 s  e t  6 g a l i t 6 s ,  

p o u r  t o u t  yE  D : 

r ~ R 
o o 

V /  /*,X 

r y  = Ry 

P r e u v e  : La s e u l e  i n ~ g a l i t 6  non e n c o r e  d6mon t r6e  e s t  : r o }  r y ,  m a i s  e l l e  r 6 -  

s u i t e  a u s s i t ~ t  de l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  de by ( i . e .  6o 2 by ,  c f .  R 6 s o l .  s i m .  I )  au 

vu de i ' 6 g a l i t @  26y= ~y+ r y -  I .  

5 . 1 . 3  Lemme : Si ~y e s t  c o n s t a n t ,  on a l ' i n 6 g a t i t 6  : 5 o -  6 ~ r - R 
y o o 

D 6 m o n s t r a t i o n  : P o s o n s  O=OX, 0 e t  O ~ ,  0 = ~ [ y }  • 

t i o n  de R 6 s o l .  s im.  I ,  on a : 

D ' a p r ~ s  l a  p r e m i e r e  p r o p o s i -  

5 - 6  : 6 ( ( ~ )  ) 
o y o 

OU n : X~X e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n  de l a  su r face  X, e t  (~) d6signe ]a f i b r e  au- 
o 

d e s s u s  de O du m o r p h i s m e  compos6 X - X ~  ~ .  

La c o u r b e  (X)o e s t  c o m p o s ~  de Ro= # n - 3 ( O )  g e r m e s  de c o u r b e s  ( X ) o ~ i '  e t  s a  n o r -  

m a l i s 6 e  qu i  c o i n c i d e  avec  ~ ( R 6 s o l .  s i m .  I )  e s t  compos6e  de r g e r m e s  de c o u r -  
o o 

b e s  non s i n g u l i ~ r e s .  N o t o n s  e. ( l g  i gR  ) l a  m u l t i p i i c i t 6  en s o n  u n i q u e  p o i n t  
1 o 

s i n g u l i e r ,  du i -~me germe (X)o~i  a p p a r a i s s a n t  d a n s  ( ~ ) o "  On a : 

R 
o 

2 e .  2 r , 
1 o 

i = l  

p u i s q u e  chaque  germe a p p a r a i s s a n t  dans  X p r o v i e n t  d ' n n  germe a p p a r a i s s a n t  
o 

d a n s  ( ~ ) o ,  donc c o n t r i b u a n t  au m o i n s  une u n i t 6  ~ un des  e i . P a r  a i I l e u r s ,  p o u r  

un germe de c o u r b e  r 6 d u i t e  (C,O) de m u l t i p l i c i t ~  e ,  on a t o u j o u r s  5 ( C , 0 )  ? e -  1. 

gn e f f e t  s o i t  O=OC,  0 e t  s o i t  ~ =  ~ T  ~ [ t  i } _  sa  n o r m a l i s a t i o n .  S o i t  n. l ' n r d r e  mi -  
i = l  * r 

nimum a t t e i n t  p a s  l ' i m a g e  de m e n  d a n s  ~ { t i } -  On a E n;~ = e p u i s q u e  
i = l  

n. 
m.O= ( t i * ) -  Pa r  a i l l e u r s  l e s  e -1  61~ments  o b t e n u s  comme s u i t  : a 1= ( 1 , O ~ . . . , 0 ~  

= .=  ( O , . . . , O , t ~ , O , . . . , O )  a 2 =  ( 1 , 1 , 0 , . . . , 0 ) ,  . . .  ~ a r _  1 ( 1 , 1 ~ 1 , . . . , 1 , 0 ) ~  p u i s  b i j  

avec  1~  i g r ,  O< j <  ni~ s o n t  c l a i r e m e n t  i n d 6 p e n d a n t s  modulo  O, d ' o u  l ' i n 6 g a } i t 6  
R 

r o 
annonc6e  p u i s q u e  l e s  b i j  s o n t  en hombre  E n i - r .  E c r i v o n s  (~)  = U (~)  

i = l  o i = l  o , i  
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e t  u t i l i s o n s  l ' a d d i t i v i t 6  de 5 ; n o u s  v e n o n s  de j u s t i f i e r  c h a c u n e  d e s  6 g a l i t 6 s  

e t  i n 6 g a l i t 6 s  q u e  v o i c i  : 

R R 
o o 

5 - 6  = 5 ( ( ~ )  ) = ~ ~ ( ( ~ )  . )  ~ ~ ( e . -  1) 2 r - R  
o y o i = 1  o , 1  i = 1  1 o o 

5 . 1 . 4  R e m a r  ucl_u_e : J o s e p h  L i p m a n  m ' a  p r o p o s 6  [ L i ~  u n e  d 6 m o n s t r a t i o n  p l u s  d i r e c -  

t e  de  5 . 1 . ~ ,  q u e  v o i c i  : t o u t  d ' a b o r d  on  r e m a r q u e  q u ' i l  s u f f i t  de  d 6 m o n t r e r  

q u e  p o u r  u n  a n n e a u  l o c a l  de  d i m e n s i o n  1~ d i s o n s  Oo ,  on  a : 

5 (@ o)  = d i m e  ~ O / ~ o  ~ r o  - 1 : on a p p l i q u e  c e t t e  i n 6 g a l i t 6  ~ c h a c u n  d e s  Ro g e r m e s  

c o n s t i t u a n t  ( X ) o '  e t  on  f a i r  l a  somme.  Or on  a : r o ~  d i m ¢  D o / m . ~ o  p u i s q u e  

c e r t a i n e m e n t  c h a q u e  p o i n t  de  n - l ( O )  c o n t r i b u e  au  m o i n s  u n e  c o p i e  de  C d a n s  l e  

- - d im C ~ d i m g ~ / m o =  5 + 1.  q u o t i e n t  D ' o ~  r o <  D o / m o ' O o  o 

F i n  de  l a  p r e u v e  de  5 . 1 . 0  : N o u s  s a v o n s  d 6 j a  ( R 6 s o l .  s i m .  I )  q u e  b ° ~ by  • 

s u f f i t  d o n c  de  m o n t r e r  5 < 5 . Or n o u s  a v o n s  vu q u e  c e c i  6 q u i v a l a i t  a : 
o y 

~ o -  5 o ~  ~ y -  5 y ,  e t ~  q u e  c e c i  6 q u i v a l a i t  a 5 o -  6 y a  t o -  r y  . Nous  a v o n s  : 

R ~ r ( 5 . 1 . 2 ) ~  d o n c  5 . 1 . 3  n o u s  d o n n e  
o y 

I 1  

5 - 5  ~ r - R  ~ r - r  , 
o y o o o y 

c e  q u ' i l  f a l l a i t  d 6 m o n t r e r .  

5 . 2  Une n o u v e l l e  6 c r i t u r e  de  5 0 = d im E 0 o / 0 o  p o u r  l ' a l g e b r e  0 ° d ' u n  ,,~,grme de  

e o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e .  

5 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i t  O l ' a l g ~ b r e  d ' u n  g e l ' m e  d e  c o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e  

(Xo,O). Consid6rons les multi-germes (Xo' n-1(O)) et  (~o × To ' n-1(O) × n - l (o ) )  

correspondant a l ' a l g e b r e  s e m i - l o c a ~  ~ (ou @ d6signe le "produit  t e n s o r i e l  
o~ o 

analytique")~ ic i  n- l (o)  es t  un espace analytique fini~ f ib re  de la normalisat ion 

n : Xo ~x  de Xo, e t  ~ d6signe le norma]is6 de 0 • o o o 
Soit I le noyau de la su r j ec t ion  canonique 

o 

'~o ~ Do ~ Oo ® 0 o 
o 

c o r r e s p o n d a n t  a l ' i m m e r s i o n  l o c a l e m e n t  f e r m 6 e  

p e u t  6 c r i r e  I = K " ~/o '  ou K 
o o o 

c i t 6  au s e n s  de  S a m u e l  e(~l  o )  

de  5 0 @ D ° , e t  l ' o n  a : 
¢ 

) O 

: X × ~ ~ X × X  . A l o r s  on  
o o o o 

X 
o 

e s t  un  i d 6 a l  i n v e r s i b l e ,  ~o  un  i d 6 a l  de  m u l t i p l i -  

f : i n i e  ( ou  de  c o l o n g u e u r  f i n i e ,  s i  l ' o n  p r 6 f e r e )  

e ( ~  o)  = 250  
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05 5 o =  dim S ~o/0o . 

5 . 2 . 2  P r e m i e r e  d 6 m o n s t r a t i o n  : M o n t r o n s  d ' a b o r d  que 5 . 2 . 1  e s t  v r a i e  q u a n d  

X ° e s t  i r r 6 d u e t i b l e ,  i . e .  0 ° i n t e g r e ,  h l o r s  O o ~ E [ t ] ~  e t  p o u r  t o u t  c h o i x  d ' u n  

s y s t e m e  de g 6 n 6 r a t e u r s  ( Z o , Z  1) de l ' i d 6 a I  max imaI  de 0 o ,  l ' i n c l u s i o n  O o C O  Z 

s ' 6 c r i t  O o ~ ¢ { Z o ( t ) , z l ( t ) ]  a v e c  Z o ( t )  , z l ( t )  E ¢ { t } .  De p l u s ,  ~o  ~ ~o ~ f [ t ' t '  } '  

e t  I o ~ ( Z o ( t ) -  Z o ( t ' ) , z l ( t ) -  z l ( t ' ) ) . S [ t , t ' } .  On p e u t  b i e n  ~ c r i r e  

( Z o ( t ) - Z o ( t '  z l ( t ) -  z l ( t )  ) 
I : ( t - t , )  ~ , ¢ [ t  t '  o t t ~ ;  , }, e t~  p o s a n t  

z ( t )  - Z o ( t ' )  z l ( t )  - z l ( t ' )  
K o =  ( t -  t '  ) ¢ [ t , t ' ] ,  D~ ° = o t -  t '  ' t -  t '  S { t , t ' }  , i l  n o u s  

f a u t  m o n t r e r  que e(91 o)  = 2b ° . 

R e m a r q u o n s  d ' a b o r d  que  9l ne  d 6 p e n d  p a s  du c h o i x  d e s  g 6 n ~ r a t e u r s  ( x , y )  de 
o 

l ' i d 6 a l  m a x i m a l  de 0 • Nous p o u v o n s  c h o i s i r  ( x , y )  de t e l l e  f a g o n  que  
o 

V ( Z o ( t ) )  = n o < V ( Z l ( t ) ) ,  ou v d 6 s i g n e  l a  v a l u a t i o n  t - a d i q u e ~  

e t ,  p a r  un e h o i x  c o n v e n a b l e  de l ' u n i -  

f o r m i s a n t e  l o c a l e  t de ~ o '  6 c r i r e  : Z o ( t )  = t n°  ; z l ( t )  = t m ° . u ( t )  a v e c  m o > n  ° e t  

u(O) / O. La t h 6 o r i e  d e s  m u l t i p l i c i t 6 s  n o u s  f o u r n i t  a l o r s  : 

= v ( z l ( t ) -  Z l  ( ~ ' t ) )  
(~ )  e(~ ) ~ C ~ - ~ ) t  ........... (~n = {~E s /~n =  1}) . 

Soit maintenant OoCS{t } l ' a l g e b r e  locale de la courbe X'o obtenue par 6clatement 

de l ' o r i g i n e  dans Xo, en l 'un ique  point de X ° se pro je tan t  sur OE X ° • 
n m -n 

Puisque mo> no' (}o mS{t ° ' t  o o u ( t ) ] ,  et l ' i d 6 a l  ~'o eorrespondant a 0'o es t  : 

( n n m - n  m - n  ) 
91' = t ° - t ' °  t o O . u ( t ) _ t , o  o u ( t } )  ¢ { t , t ' }  

o t -  t '  ' t -  t '  

On v 6 r i f i e  i m m ~ d i a t e m e n t  en  u t i l i s a n t  (~ )  p o u r  ~ '  que e ( ~ )  = e ( ~  o) - n o ( n  ° - 1 ) .  

I1  e s t  p a r  a i l l e u r s  connu  ( v o i r  [H3] t h .  1) que 

2 .  dim S ~ o / 0 ~  = 2 .  dim S O o / O o  - n o ( n o  - 1) , 

e t  l ' o n  en  d ~ d u i t  l e  r ~ s u l t a t  c h e r c h ~  p a r  r ~ c u r r e n c e  s u r  l e  n o m b r e  d ' ~ e l a t e m e n t s  

n ~ c e s s a i r e  p o u r  n o r m a l i s e r  ~ . 
o 

r 
o 

5 . 2 . 5  P a s s o n s  m a i n t e n a n t  au e a s  r b d u c t i b l e  ; 9 o m ~ - ~  ¢ [ t  i }  e t  done  
i=1  

Oo ~ Oo ~ ] ' -[  S [ t i ' t j ? '  e h a q u e  e o m p o s a n t e  i r r 6 d u e t i b l e  ( X o , i , O )  de (Xo,O)  6 t a n t  
¢ i ,~  
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p a r a m 6 t r 6 e  p a r  ( Z o ( t i ) , z l ( t i ) ) E  ¢ [ t i } -  

I 1  n o u s  s u f f i t  de  c o n s i d 6 r e r  l ' i d 6 a l  I 
o , i , j  

i n d u i t  p a r  I 
o d a n s  c h a q u e  { { t  i t '  ,j}: 

I 
i . . = ( t . - t ! )  

o , 1 , 1  1 1 

Z o ( t  i )  - Z o ( t ! )  z l ( t  i )  - z l ( t i )  ) 
1 ¢ { t i , t ~ }  • t i - t!l ' t.1 t[1 

I o , i ,  j = ( Z o ( t  i )  - Z o ( t  j )  , z l ( t  i )  - z l ( t i ) ) ¢ [ t i , t .  ~} ( i /  j )  

N o u s  a v o n s  b i e n  I . . = K . ~ . . ,  ou K . . e s t  i n v e r s i b l e  e t  
o , 1 , 1  o , i , i  O ~ l ~ l  0 ~ 1 ~ 1  

e ( ~ o , i ,  i )  = 2 5 o , i , i ,  50 6 t a n t  l ' i n v a r i a n t  5 de  l ' a l g e b r e  0 o ,  i du g e r m e  , i , i  
( X o , i , O ) .  C a l c u t o n s  m a i n t e n a n t  e ( ~ o , i , j ) ,  05 ~ o , i , j  = I o , l ~ j '  p o u r  j ~  i .  J e  d i s  

q u e  e ( ~ o , i , j )  = ( X o , i  . X o , j ) o ,  n o m b r e  d ' i n t e r s e c t i o n  e n  0 d e s ' d e ~ - g e r m e s  de  

c o u r b e s  i r r 6 d u c t i b l e s  ( X o , i , O )  e t  ( X o , j , O ) .  I1  e s t  e n  e f f e t  f a c i l e  de  v 6 r i f i e r  

p a r  u n  c a l c u l  d i r e c t  q u e  s i  l ' o n  d 6 s i g n e  p a r  X' e t  X' l e s  c o u r b e s  o b t e n u e s  
o , i  o , j  

p a r  6 c l a t e m e n t  ~ l ' o r i g i n e ,  e l l e s  o n t  au  p l u s  un  p o i n t  commun O' d a n s  l ' e s p a e e  

( ~ 2 ) ,  o b t e n u  p a r  6 c l a t e m e n t  de  l ' o r i g i n e  d a n s  ¢ 2  e t  s i  l ' o n  d 6 s i g n e  p a r  ~ '  . 
O , l , j  

l ' i d 6 a l  a n a l o g u e  a ~ o , i , j "  c o n s t r u i t  p o u r  X'o,1. e t  X'o,3. au  v o i s i n a g e  de  0 ' ,  on  a : 

e ( ~ , i ,  j )  = e ( ~ o , i ,  j )  - n o ,  i • n o , j  

ou n o ,  i e s t  l a  m u l t i p l i e i t 6  de  (X . O ) . ( L a  p r e u v e  e s t  a n a l o g u e  ~ c e l l e  d o n n 6 e  
o , 1  ~ 

d a n s  l e  c a s  i r r 6 d u e t i b l e ,  e t  l a i s s 6 e  au l e c t e u r . )  

Or i l  e s t  b i e n  c o n n u  q u e  (Xo ,  i . X o , 3 . ) o  e s t  l a  somme d e s  p r o d u i t s  d e s  

m u l t i p l i c i t 6 s  de  X . e t  X . e n  t o u s l e s  p o i n t s  i n f i n i m e n t  v o i s i n s  de  0 c o m m u n s  
o~1 o , 3  

X . e t  X . . Done  f i n a l e m e n t  0~1 O , J  

r 

e ( ~  o )  = E 2 5 o ,  i + Z ( X o , i  " X o , j ) o  
i = r  i , j  

e t  n o u s  t r o u v o n s  b i e n ,  d ' a p r e s  ( [ H 3 ]  p r o p .  4 ; [ M i l l  p .  9 3 ) ,  e ( ~ o )  = 250  

5 . 2 . 4  Remaruo,.ue : P u i s q u e  9 ° ~ ~ o  

u n  t h ~ o r e m e  de  S a m u e l  ( [ S a ] )  : 

]--[ ¢ { t i , t ' . ]  e s t  de  C o h e n  M a c a u l a y ,  d ' a p r ~ s  
i , j  J 

e ( ~  o) = dime 0o  ~ 0 o / ~ o  

5 . 2 . 5  R e m a r q u e  : Si  n o u s  n e  s u p p o s o n s  p l u s  q u e  X s o i t  u n  g e r m e  de c o u r b e  
o 

p l a n e ,  i l  r 6 s u l t e  a i s 6 m e n t  d ' u n  a u t r e  t h Q o r e m e  de  S a m u e l  ( l o e .  c i t . )  q u e  l ' o n  a 

l a  m~me 6 c r i t u r e  I = K . ~o  ' a v e c  
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e ( ~  o) = 2 d i m e  ~ 'o /0 ' o  = 2d ime  0 o / 0 ~  , 

ou ~ '  c O  e s t  l ' a l g ~ b r e  d ' u n e  p r o j e c t i o n  ~ l a n e  " s u f f i s a m m e n t  g 6 n 6 r a l e "  de (X , 0 ) .  o o o 

5 . 2 . 6  La d ~ m o n s t r a t i o n  p r ~ c @ d e n t e  s ' a p p l i q u e  @videmment  a t o u t e  c o u r b e  

a l g ~ b r o ~ d e  g ~ o m ~ t r i q u e m e n t  r @ d u i t e  s u r  un  c o r p s  ~ a l g ~ b r i q u e m e n t  c l o s  ( i . e .  

q u o t i e n t  0 de ~ [ X , ¥ ] ]  p a r  u n  i d e a l  p r i n c i p a l  ( f )  t e l  que  k ~ [ X , ¥ 3 ] / ( f )  s o i t  
o 

r b d u i t ) ~  e n  r e m p l a ~ a n t  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  a n a l y t i q u e  p a r  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  

c o m p l e t e .  

5 . 2 . 7  A u t r e  d 6 m o n s t r a t i o n  de 5 . 2 . 1  : de  v a i s  d o n n e r ,  en  g 6 o m ~ t r i e  a n a l y t i q u e  

c o m p l e x e ,  u n e  a u t r e  d 6 m o n s t r a t i o n  de 5 . 2 . 1 ,  u t i l i s a n t  ( R 6 s .  S im.  I~ t h . l ' ) . C e t t e  

d 6 m o n s t r a t i o n  e s t  b e a u c o u p  p l u s  c o n c e p t u e l l e  que  l a  p r 6 c @ d e n t e ,  m a i s  un  peu  

m o i n s  f a c i l e  ~ t r a n s c r i r e  e n  g 6 o m b t r i e  a l g @ b r o P d e ,  en  r a i s o n  de  s o n  c a r a c t ~ r e  

s e m i - l o c a l ~  e t  c ' e s t  p o u r  c e c i  q u e  j ' a i  v o u l u  d o n n e r  l e s  d e u x .  

P a r  a i l l e u r s ~  l e  lemme c i - d e s s o u s  a s o n  i n t 6 r ~ t  p r o p r e .  

~ r 
5 . 2 . 8  Lemme : R e p r e n o n s  l e s  n o t a t i o n s  de 5 . 2 . 5 ,  e t  s o i e n t  Z o , Z l E ] - -  [ ¢ { t i } ,  

i : l  
r 

f o u r n i s s a n t  un  m o r p h i s m e  de m u l t i - g e r m e s  ~_[ ( [ ~ 0 ) - ( [ 2 , 0 )  d o n t  l ' i m a g e  e s t  u n e  
i : l  

c o u r b e  (X , 0 ) c ( ¢ 2 , 0 )  r 6 d u i t e .  On i d e n t i f i e  J__L ( ~ 0 )  £Cx n - l ( o )  • P o u r  c h a q u e  
o o * i = l  

c h o i x  de ( c ~ i , ~ i ) l _ < i < r E  (C2) r ,  c o n s i d ~ r o n s  l a  f a m i l l e  de p a r a m ~ t r i s a t i o n s  ( e l l e -  

m~me p a r a m 6 t r @ e  p a r  ( Y , O ) =  (E~O) de c o o r d o n n 6 e  y l  ) donn@e p a r  : 

( Z o ( t i ) - a i Y l  t i )  , ( z l ( t i ) -  ~ i Y l  t i ) E  i~=1 
( ~ )  ¢ { t  i ] 

P o u r  p r e s q u e  t o u t  c h o i x  de ( c c i , ~ i ) l g i ~ r E  (E2)  r ,  i l  e x i s t e  ¢ > 0  t e l  que  p o u r  

y E  U -  {0~ ,  06 U= ~yE ( ¥ , O ) / l y l l  < ¢} ,  l a  c o u r b e - f i b r e  Xy ( d o n n ~ e  p a r  (*e) a v e c  

Yl = coo rdonn@e de y E  U - [ 0 } )  n ' a i t  comme s i n g u l a r i t S s  au  v o i s i n a g e  de 0 que  d e s  

p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s ,  en  nombre  5 o =  dim E OX, 0 /OX,  ° • 

D ~ m o n s t r a t i o n  : T o u t  d ' a b o r d ,  i l  r ~ s u l t e  de R ~ s o l .  s i m .  I que  s i  X n ' a  que  
Y 

d e s  p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s ,  l e  n o m b r e  de c e u x - c i  e s t  5 ~ p u i s q u e  l ' i n v a r i a n t  
o 

5 a t t a c h b  ~ u n  p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  v a u t  1. P a r  a i l l e u r s ~  s o u v e n o n s - n o u s  que  

~ r ~ 

Zo ,Z  1E ~ - [  C { t  i}  s i g n i f i e  que  z o =  ( Z o ( t i ) )  , z t = ( z l ( t i ) ) ,  o6 ( Z o ( t i ) , z l ( t i ) )  
i = l  

e s t  u n e  p a r a m 6 t r i s a t i o n  p o u r  l a  i - ~ m e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de ( X o , O ) -  Nous  

p o u v o n s  c o n s i d 6 r e r  l a  c o u r b e  non  s i n g u l i 6 r e  F C X o X I 2  g r a p h e  de 
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r 
( X o , n - l ( o ) )  ~ ( ¢ 2 , 0 ) ,  c ' e s t - ~ - d i r e  la  c o u r b e  de ( j _ [  ( ~ , O )  i )  x ( E 2 , 0 )  (ou (ID,O) i 

i : l  

, ~2 z t )  d 6 c r i t e  p a r  ( z o , z  l )  e s t  muni de i a  c o o r d o n n 6 e  t i e t  d e s  c o o r d o n n 6 e s  z o ,  

e t  " t  i = t i ' .  La c o u r b e  d 6 e r i t e  p a r  ( ~ ) ,  p o u r  une v a l e u r  donnbe  de Y l '  n ' e s t  

a u t r e  que i a  p r o j e c t i o n  de 2 s u r  un 2 - p I a n  " p a r a l l ~ l e m e n t  ~ r d i r e c t i o n s  de 

d r o i t e s "  (une  d a n s  c h a q u e  (D~O) i x (¢2 ,O))  d o n n b e s  p a r  ( Y l ~ i  ~ Yl3i  , 1 ) .  I1 

s u f f i t  m a i n t e n a n t  d ' u t i l i s e r  l ' a r g u m e n t  u s u e l  de d i m e n s i o n  de l ' e s p a c e  d e s  

s 6 c a n t e s ,  pou r  m o n t r e r  que l ' e n s e m b l e  d e s  m u l t i - d i r e c t i o n s  de d r o i t e s  ( h . ) ,  
1 

Ai ~ ~ 2  r e l i e s  que l a  p r o j e c t i o n  de [ " p a r a I I ~ l e m e n t  ~ ( A i ) l ~ i g r  n s i t  d ' a u t r e s  

s i n g u l a r i t 6 s  que d e s  p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s ~  e s t  de c o d i m e n s i o n  I d a n s  

l ~ e s p a e e  d e s  m u I t i - d i r e c t i o n s ,  ce  qu i  s u f f i t  p o u r  p r o u v e r  5 . 2 . 8 .  

5 . 2 . 9  C h o i s i s s o n s  m a i n t e n a n t  O< l y l l <  ~, p o u r  un c h o i x  a s s e z  g 6 n 6 r a l  d e s  

( a i , ~ i )  , e t  c o n s i d 6 r o n s  l ' i d 6 a i  Iy  de 4 .1  a s s o c i 6  ~ i a  c o u r b e  Xy . En f a i r ,  

X.y e s t  p a r a m 6 t r i s 6 e  p a r  (~e) e t  done nous  p o u v o n s  ~ nouveau  6 e r i r e  I y =  Ky . Ny 

ou I , Ky, ~ly s o n t  d e s  i d 6 a u x  de x ~'" ×= ~ , K e s t  i ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  l a  d i a g o -  
Y Y 

Y Y 
n a l e  X y C X y X X y ~  e t  l e  s u p p o r t  de (~X x~ /52y e s t  n - l ( s i n g  Xy) X n - l ( S i n g  Xy) .  

Y Y 

P u i s q u e  X n ' a  comme s i n g u I a r i t 6 ~  que d e s  p J i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s ,  e t  q u e ,  
Y 

comme on l e  v 6 r i f i e  f a c i l e m e n t ,  l e  nombre e(~l) a s s o c i 6  a un p o i n t  d o u b l e  v a u t  2~ 

on t r o u v e  g r a c e  ~ 5 . 2 . 8  : e(~ly) = 25o " Pour  t e r m i n e r ,  i l  r e s t e  a v ~ r i f i e r  que 

e (Ny)  = e ( N o ) .  Mais  u t i l i s a n t  (~-) on 6 c r i t  : 

I ( Z o ( t i ) -  Z o ( t  i )  
~ y "  E { t i , t ~  = ~ - - - - - - ~  

[ ~ y  ~ t i ' t ; }  ( z o ( t  i ) Z o ( t '  j )  

z l ( t  i ) 

z l ( t  i )  - z l ( t .  ~) 

- % s j ,  ----Fi t~ 

- ( s i t  i - a j t  3) , 

- 3iy 1 ) ~[t i , t~]  

- z l ( t  i )  - ( ~ i t i  - ~ j t i ) y l ) ¢ { t i , t  ~] , 

ce  qu i  m o n t r e  que  l e  s o u s - e s p a c e  d 6 f i n i  p a r  Ny ( q u i  e s t  l i s s e  e t a  260 p o i n t s )  

t e n d ,  quand  Y l " O '  v e r s  l e  s o u s - e s p a c e  d 6 f i n i  p a r  No, ou s i  i ' o n  p r 6 f ~ r e ~  que 

l e  m o r p h i s m e  d ' a l g ~ b r e s  ~ [ Y } ~ T [ ~ { Y I ' t ' ' t ' } / ~  ' ' 3 off $ e s t  l ' i d 6 a l  de ¢ { Y t , t i , t ; }  

e n g e n d r 6  p a r  l e  s e c o n d  membre de ( ¢ ~ ) ,  e s t  p l a t ,  ce  qu i  e n t r a ~ n e  e (Ny)  = e(N o) 

pour  t o u t  y E (Y ,O) ,  c a r  en f a i t  dans  ce c a s - c i  l a  m u i t i p l i c i t 6  e s t  6 g a l e  ~ Ia  

c o l o n g u e u r ,  e t  Ia  p l a t i t u d e  e n t r a ~ n e  l a  c o n s t a n c e  de l a  c o I o n g u e u r ,  ( ~ B o u r b a k i ] ~  

A l g .  Comm. e h .  I I~  § ~, No 2 ) .  

Cec i  a c h e v e  l a  s e c o n d e  p r e u v e  de 5 . 2 . 1 " .  

P e n d a n t  l a  r 6 d a c t i o n ~  j * a i  a p p r i s  q u ' u n  r 6 s u l t a t  6 q u i v a l e n t  ~ 5 . 2 . 1  6 t a i t  
6none6  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d e s  c o u r b e s  i r r 6 d u c t i b l e s  p a r  M. G u s e i n - Z a d e  
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5 . 2 . 1 0  J o s e p h  Lipman ~ L ~  m 'a  p r o p o s 6  une t r o i s i e m e  d 6 m o n s t r a t i o n  don t  v o i c i  

l e  p r i n c i p e  : i l  r 6 s u t t e  de l ' a r g u m e n t  de d 6 f o r m a t i o n  { 5 . 2 . 8 )  e t  de l a  c o m p a t i b i -  

l i t 6  du d i s c r i m i n a n t  avec  l e s  c h a n g e m e n t s  de b a s e  { p a s s a g e  aux f i b r e s  en p a r t i -  

c u t l e r )  que l ' o n  a : 

e (~  o) = V x ( A o ) - V x ( ~  o) (v x = o r d r e  en x) 

oh on c o n s i d 6 r e  ~o e t  ~o comme des  ¢ [ x } - a l g 6 b r e s  f i n i e s  e t  oh a ° ( r e s p .  ~o ) 

s o n t  des  616ment s  de ¢{x} donn6s  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  du d i s c r i m i n a n t  d ' u n e  

~ [ x } - a l g ~ b r e  f i n i e .  0 ° e t  ~o s o n t  t o u s  deux des  E { x } - m o d u l e s  l i b r e s  du m~me r a n g  

( 6 g a l  a l a  m u l t i p l i e i t ~  no de l ' i d 6 a l  maximal  de 0 ° s i  on s u p p o s e  l a  p r o j e c t i o n  

Xo~ ~ t r a n s v e r s a l e )  e t  s i  C l , . - . , c  n e t  b l , . . . , b  n s o n t  des  b a s e s ,  on a 
o o n 

o 
ci = 3=1E a i j b j  e t  A = ~ .  d e t ( a i j ) 2  ( e l .  [ Z . S . ~  t .  I ) , m a i s  p a r  l a  t h 6 o r i e  d e s  

m o d u l e s  s u r  un anneau  p r i n c i p a l ,  on a 5o= dim~ 0 o / 0 o  = v ( d e t ( a i j ) )  d ' o u  f i n a l e -  

ment  e ( ~  o) = 260 . J .  Lipman r e m a r q u e  de p l u s  que Vx(~) = n o - ro  ( r 6 s u l . t e  t r e s  f a -  

c i l e m e n t  du f a i t  que Vx(~)  = E ( e i  - 1 ) ,  o6 e.l e s t  l ' i n d i c e  de r a m i f i c a t i o n ,  o f .  

[ Z . S . ~  e n c o r e ) ,  e t  comme p a r  a i I I e u r s  i I  r b s u l t e  de la  f o r m u l e  de P I ~ c k e r  l o c a l e  

( [ e . E . W . ] c h .  I I ,  e t  v o i r  p l u s  h a s )  que v ( ~ ) =  ( 2 )  (1)  + ~ = ~o + n - 1, on a une 
x o 

n o u v e l l e  d 6 m o n s t r a t i o n  de l ' 6 g a l i t 6  250 = ~o + t o -  1. 

5 . 3  Pour  une f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s ,  la  c o n s t a n c e  du nombre  de M i l n o r  6 q u i -  

vaut ,  a,,,,,,,i, ' ,,6~,uisingularit6. 

5 . 3 . 1  Th6oreme : S o i t  f : ( X , O ) t - - - ' ~ ( ¥ , O )  une f a m i l l e  de g e r m e s  de c o u r b e s  

p l a n e s ,  avee  Y non s i n g u l i e r .  Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  : 

1) L ' a p p l i c a t i o n  y ~ y =  g ( 2 ) ( X y , ~ y )  e s t  ( I o c a l e m e n t )  c o n s t a n t e .  

2) Les  a p p l i c a t i o n s  y ~ 5  e t  y ~  r s o n t  ( l o c a l e m e n t )  c o n s t a n t e s .  
Y Y 

3) f admet  une r 6 s o l u t i o n  des  s i n g u l a r i t 6 s  f a i b l e  l e  l o n g  de Y1 = 0 ( ¥ ) .  

4) L ' h y p e r s u r f a c e  X e s t  l i p s c h i t z i e n n e m e n t  6 q u i s a t u r 6 e  l e  l o n g  de ¥ t  au v o i -  

s i n a g e  de 0 

5) y b - ~ y  e t  y ~ U y ,  oh n e s t  la  m u l t i p l i c i t 6  de (X , ~ ( y ) )  s o n t  ( l o c a l e m e n t )  
Y Y 

c o n s t a n t e s .  

6) f admet une r 6 s o l u t i o n  des  s i n g u l a r i t 6 s  f o r t e  l e  l o n g  de YI~ o b t e n u e  p a r  

dans son a r t i c l e  de " F u n k t i o n a l n y  Anal iz  i iego P r i l o j e n i e " ,  Tome 8, Fasc .  4~ 
Moseou (1974) p. 23, Funct .  Anal. and A p p l i c a t i o n s ,  A v r i l  1975), e t  aus s i  dans 
le cas  i r r 6 d u c t i b l e  par  M. F i s c h e r  (These de 3eme cycle~ Orsay 1974-75) .  Si 
j ' a i  b ien  compris~ la  preuve propos6e par  M. Gusein-Zade e s t  proche de l a  p r e -  
miere ,  e t  e e l l e  de M. F i s c h e r  d i f f 6 r e n t e ,  des deux d 6 m o n s t r a t i o n s  donn6es i c i .  
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7 )  

l e  p r o c 6 d 6  de H i r o n a k a .  

L ' h y p e r s u r f a c e  X e s t  ~ q u i s i n g u l i e r e  au s e n s  de Z a r i s k i  l e  l o n g  de Y 
1 " 

D 6 m o n s t r a t i o n  : I1  f a u t  r e m a r q u e r  que l ' ~ n o n c ~  e s t  de n a t u r e  l o c a l e  s u r  X e t  

Y. DaMs l e s  d 6 m o n s t r a t i o n s ~  j e  me p e r m e t t r a i  de r e m p l a c e r  X e t  Y p a r  des  r e p r 6 -  

s e n t a n t s  " s u f f i s a m m e n t  p e t i t s " ,  i . e . ,  de p r e n d r e  un r e p r 6 s e n t a n t  c o n v e n a b l e  du 

germe de m o r p h i s m e  f : ( X ~ O ) -  (Y,0)~  s a n s  p r 6 v e n i r  ~ chaque  l o i s .  J e  c r o i s  que 

l e  l e c t e u r  n ' a u r a  aucun  mal a p r 6 c i s e r  le  " s u f f i s a m m e n t  p e t i t "  dans  chaque  c a s .  

P a r  a i l l e u r s ,  j ' ~ c r i s  l a  d 6 m o n s t r a t l o n  en g 6 o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e ,  m a t s  

de t e l l e  f a g o n  que l a  t r a n s c r i p t i o n  en g 6 o m 6 t r i e  a l g 6 b r o ~ d e  (ou a l g 6 b r i q u e  au 

s e n s  f o r m e l )  s u r  un c o r p s  de c a r a c t 6 r i s t i q u e  z 6 r o  a l g 6 b r i q u e m e n t  c l o s  s o i t  a u s s i  

i m m 6 d i a t e  que p o s s i b l e .  

L ' i m p l i c a t i o n  1) = 2) r 6 s u l t e  de 5 . 1 .  M o n t r o n s  2) ~ 3) : t o u t  d ~ a b o r d  p u i s q u e  6 
Y 

e s t  c o n s t a n t ~  l a  n o r m a l i s a t i o n  e s t  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r e s  f a i b l e ~  

d ' a p r ~ s  R 6 s o l .  s im .  I .  S o i t  n : ~ X l a  n o r m a l i s a t i o n ~  e f  p o s o n s  Y I =  n - l ( Y 1 ) r e  d . 

Le m o r p h i s m e  n : ~ t  ~Y1 e s t  un r e v S t e m e n t  6 t a l e .  En e f f e t  l e  nombre  d e s  p o i n t s  

dans  chaque~ f i b r e  ~ - l ( y )  e s t  6 g a l  ~ r y  p u i s q u e  n e s t  une  n o r m a l i s a t i o n  s i m u l t a -  

n6e~ e t  Y1 e s t  un d i v i s e u r  dans  X qui  e s t  n o n - s i n g u l i e r ~  donc YI e s t  de Cohen-  

Macau lay ,  ce qu i  e n t r a ~ n e  d ' u n e  p a r t  que le  morph i sme  n e s t  p l a t ~  e t  d ' a u t r e  

p a r t  que  son  d i s c r i m i n a n ~  ( q u i  e x i s t e  p u i s q u ' i l  e s t  p r o p r e  e t  p l a t )  e s t  v i d e  

[ u t i l i s e r  p a r  exemple  le  f a i r  que l a  f o r m a t i o n  du d i s c r i m i n a n t  commute aux e h a n -  

g e m e n t s  de b a s e  ~ - Y  ( c f .  ~ H . I . ]  § 2) e t  que l a  s i t u a t i o n  c i - d e s s u s  e s t  p r ~ s e r -  

v6e a p r ~ s  un t e l  c h a n g e m e n t  de b a s e  3 . 

5 . 3 . 2  Remar ucjue : La d i f f i c u l t 6  p r i n c i p a l e  de l a  d 6 m o n s t r a t i o n  du Th6oreme 

c o n s i s t e  en l a  p r e u v e  du f a i r  que n - l ( ¥ 1  ) e s t  a u s s i  un 5 . 3 . 1  d i v i s e u r  dans  Y 
( i . e . ,  n ' a  p a s  de c o m p o s a n t e s  i m m e r g 6 e s ) .  

D 6 m o n s t r a t i o n  de 3) ~ 4) : R e m a r q u o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u ' i l  r ~ s u l t e  du p o i n t  3) 

que ~ e s t ~  l o c a l e m e n t  au v o i s i n a g e  de chacun  d e s  p o i n t s  x i (1 g i g r~ o~ 

r =  r = r ) de n - l ( O ) , u n  p r o d u i t  a n a l y t i q u e ,  i . e .  que l~on  a des  i s o m o r p h i s m e s  
o y 

de g e r m e s  (X,x  i )  ~ (Y~O) x ( ( ~ ) o , X i ) .  I1  r e v i e n t  au m~me de d i r e  que r o u t e  

C - d b r i v a t i o n  D de Oy, O ( e t  en p a r t i c u l i e  r ,  p o s a n t  O y , 0 =  ~ [ y l , . . . , y k  }, l e s  

D~ ~ ( I ~ L  g k)) s e  p r o l o n g e  en une d ~ r i v a t i o n  D : A ~ A , o ~  ~ = O  e s t  
= ~ y ~  ~ ~,n-l(o) 

l ~ a l g e b r e  s e m i - l o c a l e  du m u l t i - g e r m e  ( X ~ n - l ( O ) ) .  Le f a i t  que Y1 ~ Y1 s o i t  6 t a l e  

~ q u i v a u t  au f a i t  que l ' o n  p e u t  de p l u s  c h o i s i r  DL ( p r o l o n ~ e a n t  D£ ~--~--) de t e l l e  
= 8y~ 

f a~on  que D ~ ( ' ~ ) c ~  - ,  ou ' ~ S c A  e s t  l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  ~ I K ~  au v o i s i n a g e  de 

n - l ( o ) -  G6om6t r iquemen t~  c e c i  s i g n i f i e  que l ' o n  p e u t  r e l e v e r  t o u t  champ de v e c -  
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t e u r s  h o l o m o r p h e  s u r  Y (ou  ¥1 ) en un champ de v e c t e u r s  s u r  X t a n g e n t  a ~1 " 

F i n a l e m e n t ~  on v o l t  que l ' o n  p e u t  ~ c r i r e  

r 
= TT f{~,t i} 

i=l 

5 e t  D£ - by£ 

5 . 3 . 5  Remar~ue : 

comme un champ de v e c t e u r s  m~romorphe  s u r  X~ ~ c o e f f i c i e n t s  l o c a t e m e n t  b o r n 6 s .  

L ' ~ t a p e  s u i v a n t e  de l a  d ~ m o n s t r a t i o n  c o n s i s t e  en l a  p r e u v e  du f a i t  que l e s  

champs de v e c t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  aux D~ s o n t  en f a i r  ~ c o e f f i c i e n t s  ( l o c a l e -  

men t )  l i p s c h i t z i e n s ,  h p r ~ s  l e s  i d l e s  de [ P . T - ] ,  c e c i  p e u t  ~ t r e  t r a d u i t  en un 

~nonc~ p u r e m e n t  a l g ~ b r i q u e  e t  r o u t e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  e s t  v a l a b l e  s u r  un c o r p s  

a l g ~ b r i q u e m e n t  c l o s  de c a r a c t ~ r i s t i q u e  0 q u e l c o n q u e ,  en g ~ o m ~ t r i e  f o r m e l l e ~  b i e n  

q u e r ~ d i g ~ e  dans  l e  c a d r e  de l a  g ~ o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e .  

05 Z= ( y l , . . . , y ~ )  

( d a n s  ~)  

Un champ de v e c t e u r s  h o l o m o r p h e  s u r  ~ p e u t  ~ t r e  c o n s i d 6 r 6  

5 . 3 . 4  C o n s i d 6 r o n s  l ' i n c l u s i o n  n a t u r e l l e  de p r o d u i t s  f i b r 6 s  : 

X×X c tXxX 
X Y 

e t  s o i t  I c O  
X x X , n - l ( o ) x n - l ( o )  

¥ 

, l ' i d 6 a l  c o r r e s p o n d a n t .  On a 

I = Ker (O > 0 × n _ l ( o ) )  
X x X , n - l ( o ) × n - l ( o )  X× X , n - l ( O )  

Y X 

= K e r ( O  1 ~ O ~ O 1 ® (~ 1 ) 
X,n- (0) 0¥, 0 X,n-l(o) X,n- (0) OX, 0 ~,n- (0) 

ou ~ e s t  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  a n a l y t i q u e ,  c o r r e s p o n d a n t  au p r o d u i t  f i b r 6  des  

g e r m e s  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  e t  6 g a l  au p r o d u i t  t e n s o r i e l  u s u e l  p o u r  X x X  p a r c e  
X 

que ~ e s t  f i n i  s u r  X. A t o u t  61~ment h E O  on p e u t  a s s o c i e r  un ~ l~ment  
X , n - l ( o )  

b ~ l -  l ~ h E O  -1 ~" C~ , qu i  c o r r e s p o n d  a l a  f o n c t i o n  h ( x ) -  h ( x  ~) 
X,n (o) Oy, o ~,n- l (o)  

p o u r  ( x , x ' ) C X x X .  R e m a r q u o n s  que l e  m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  ~ : X x X ~ ¥  e s t  e n c o r e  
Y 

l i s s e ,  e t  que p o u r  t o u t  YC Y~ ~ - l ( y )  =X ×X , e t  que l ' i d 6 a l  i n d u i t  p a r  I dans  
Y Y 

chaque  f i b r e  y - l ( y )  n ' e s t  a u t r e  que l ' i d ~ a l  I d 6 f i n f s s a n t  X × ~ dans  X xX 
Y Y X Y Y Y 

Y 
c ' e s t - ~ - d i r e  l e  noyau de l a  s u r j e c t i o n  Oy ~ : ~ ' ~ y  ~ --~'" , o~ Oy=OVy,O~ . Cet  

¢ Oy 

i d 6 a l  a 6t6 6 t u d i ~  au § 5 . 2 .  
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E c r i v o n s  ( c e  qu i  e s t  6v idemmen t  p o s s i b l e  p o u r  une  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s )  

O X ~ O = O y ~ o [ Z o , Z l } / ( F ) .  O ' a p r ~ s  ce  que n o u s  a v o n s  vu p l u s  h a u t ,  l e  raorphisrae  

~o : ( } X , O , ~ X  =O p e u t  ~ t r e  d 6 c r i t  p a r  : 
o X , n - l ( o )  

r 
~(z o) = (Zo(~,ti))~ ~ ¢{_Y,t i} 

i=l 

P ( z  1) = ( z l ( Y , t i ) )  E T ~  ¢{~,t i} 
i=l 

T ( y £ )  = y£ ( l g ~ k )  

II en r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  que 

et que l ' id6al  I. 1,j 

O ~ ~ [ i ,  t i , t  ~} 
X x X , n - l ( o ) x n - l ( o )  i , j  

¥ 

induit par I dans chaque ~[~ , t i , t  ~} n 'es t  autre que 

I i ,  j = ( Z o t [ , t  i )  - Z o ( [ , t  i )  , z l ( Y , t  i )  - Z l ( [ , t ~ ) )  ~ { [ , t i , t  ~} 

~g  
C o n s i d 6 r o n s  l e  s o u s - a n n e a u  OX O c O  1 form6 d e s  6 1 6 m e n t s  hC O t e l s  

' ~ ,n -  (o) Y , n - l ( o )  
que h ~  1 - 1 ~  hE T~ c ' e s t - ~ - d i r e  que h ~ l  - l ~ h  e s t  i n t 6 g r a l e m e n t  d@pendant  s u r  

l ' i d 6 a l  I ( c f .  2 . 3 . 9  p o u r  l a  d 6 f i n i t i o n ) .  I1 a 6 t6  p r o u v 6  d a n s  [ P . T . ]  que ? ~ , O  

e s t  e n c o r e  une  a l g e b r e  a n a l y t i q u e ,  a p p e l 6 e  a l g e b r e  s a t u r 6 e  l i p s c h i t z i e n n e  de 

OX ^ p a r  r a p p o r t  ~ t ' i n c l u s i o n  O ¥ , O ~ O X ,  O e t  que l ' i n c l u s i o n  ( 6 v i d e n t e )  
~u ~y 

OX, O ~ O ~ ,  O due au f a i r  que I ~ T  c o r r e s p o n d  au m o r p h i s m e  "de  s a t u r a t i o n "  

s : X Y - X  qui  a l a  p r o p r i 6 t 6  q u ' u n e  f o n c t i o n  m6romorphe  s u r  X s a t i s f a i s a n t  

( l o c a l e m e n t )  une  c o n d i t i o n  de L i p s c h i t z  I h ( x )  - h ( x ' ) l  ~ C I x -  x ' t  p a r  r a p p o r t  

aux c o u p l e s  de p o i n t s  ( x , x ' )  s i t u ~ s  d a n s  une  mSme f i b r e  de f : X ~ ¥  d e v i e n t  h o l o -  

morphe  s u r  X¥,~qque s e s t  l e  m o r p h i s m e  u n i v e r s e l  p o u r  c e t t e  p r o p r i 6 t 6 .  Nous a l t o n s  

m o n t r e r  que f o s : x Y - ¥  e s t  l o c a l e m e n t  a n a l y t i q u e m e ~  t r i v i a l ,  i . e .  que l ' o n  a 

une d 6 c o m p o s i t i o n  en p r o d u i t  (X¥~O) ~ { ( x Y )  × ¥ , O ) .  I1  s u f f i t  p o u r  c e l a  de m o n t r e r  
o 

que p o u r  t o u t  ~ ,  l g £  ~k~  l a  d 6 r i v a t i o n  D~ c o n s t r u i t e  p l u s  h a u t  i n d u i t  une  

~Y c'est-a-dire que ~£ : 0__ I -0_ I satisfait : d6rivation de OX~ 0 , X,n- (0) X~n- (0) 

~ (  ,o ) ZoO, o ( , ~ k )  

~y 
P a r  d 6 f i n i t i o n  de OX, 0 ~ c e c i  ~ q u i v a u t  ~ : 
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e t  e ' e s t  ce  que  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r ~  a p r e s  q u e l q u e s  p r ~ l i m i n a i r e s  

5 . 3 . 5  Lemme : S o i t  hE 0 t e l  que  h ~ ]  - l ~ h ~ T .  C o n t i n u a n t  de n o t e r  
~ , n - l ( O )  

h u n  ~ l ~ m e n t  de i~(X,(~X) r e p r ~ s e n t a n t  l e  g e r m e  h,  on a : 

i l  e x i s t e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  U= Y -  F de Y t e l  que  p o u r  t o u t  Y E U~ 

on a i t  

o~ (D£h)y  

( ~ h ) y ~  1 - 1 ~  ( D ~ h ) y  E Yy ~ o u r  t o u t  y E U, 

d ~ s i g n e  l a  r e s t r i c t i o n  de D~h £ ~ = ( f  o n ) - l ( y )  . 
Y 

D 6 m o n s t r a t i o n  : L ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  en l e s ~ u e l s  un ~16ment  e s t  i n t 6 g r a l e m e n t  

d 6 p e n d a n t  s u r  un i d b a l  c o h e r e n t  e s t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e ~  d ' o ~  l t o n  d 6 d u i t  

a u s s i t ~ t  que  p o u r  un r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  d e , f ~  on a h ~  1 -  l ~ h E  F ( X × X ~ I )  
Y 

e t  donc en p a r t i c u l i e r  l a  m~me r e l a t i o n  de d ~ p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  en ge rme  l e  

l o n g  de n - l ( y l )  × n - l ( y l  ) p o u r  t o u t  Yl = ~(Y) E Y1 = ~ (Y)"  h i n s i ,  p o u r  p r o u v e r  

l ' a s s e r t i o n ,  p u i s q u ' u n e  r e l a t i o n  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  p e u t  ~ t r e  r e s t r e i n t e  

un s o u s - e s p a c e  f e rm6  { t e l  que X ×X c X  × X) i l  s u f f i t  en f a i t  de p r o u v e r  que 
Y Y y 

l ' o n  a 6 q u i s a t u r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  de X l e  l o n g  de Y1 au v o i s i n a g e  de t o u t  

p o i n t  y i  d ' u n  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  U 1 C Y 1  (U1 = ~ ( U ) ,  UE Y)-  Or i l  a ~ t ~  d6 -  

m o n t r 6  d a n s  [ P . T . ]  que  l ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  ~ l a  Z a r i s k i  l e  l o n g  de YI~ i . e .  l ' e x i s -  

t e n c e  d ' u n e  p r o j e c t i o n  ~ : X~ Y1 × ¢ d o n t  l e  d i s c r i m i n a n t  ~n c o i n c i d e  e n s e m b l i s -  

t e m e n t  a v e c  Y1 = Y1 × ~0) i m p l i q u e  l ~ 6 q u i s a t u r a t i o n  t i p s c h i t z i e n n e  ( c ' e s t - ~ - d i r e  

l ' i m p l i c a t i o n  7)  = 4 ) .  Or c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  b v i d e m m e n t  r ~ a l i s 6 e  en  c h a q u e  

p o i n t  d ' u n  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e ~  ~ s a v o i r  U= Y I \ ~ ' "  

5 . 5 . 6  Lemme : S o i e n t  A un a n n e a u  r ~ d u i t  i n t ~ g r a l e m e n t  c t o s  d a n s  son  a n n e a u  

t o t a l  de f r a c t i o n s ~  K un i d e a l  i n v e r s i b l e  de A ( i , e .  e n g e n d r 6  p a r  un ~16ment  g 

de A non d i v i s e u r  de z ~ r o ) e t  ~ un i d e a l  q u e l c o n q u e  de A. On a : 

K . ~ =  K . ~  

P r e u v e  : P a r  d ~ f i n i t i o n ,  s i  h E  K . ~,  i l  e x i s t e  une  r e l a t i o n  

h k + a l  h k - 1  + + a k O~ a v e c  a i ~ K i ~ i  i ~ a~ i . . . . .  ~ done  a .  = g a i ,  E . En d i v i s a n t  p a r  
1 1 

k 
g d a n s  T o t ( A ) ,  ce  q u i  e s t  l i c i t e  p u i s q u e  g e s t  n o n - d i v i s e u r  de z6ro~  on en 

d 6 d u i t  ~ E  h p a r c e  que  h e s t  i n t 6 g r a l e m e n t  c l o s ~  e t  en  f a i r  ~ E ~ ,  donc  ~E K . ~ .  g g 

L V i n c l u s i o n  i n v e r s e  e s t  non m o i n s  f a c i l e .  
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5 . 3 . 7  F i n  de l a  p r e u v e  de ~) ~ 4)  : F i x o n s  un r e p r b s e n t a n t  " a s s e z  p e t i t "  du 

germe f e t  r e p r e n o n s  l a  s i t u a t i o n  de 5 . 3 . 4 ~  e t  r e m a r q u o n s  que l ' o n  p e u t  ~ c r i r e  

(de  f a g o n  a n a l o g u e  ~ ee qu i  a b t b  vu eu 5 . 2  ( s p b e i a l e m e n t  5 . 2 . 3 )  

I = K.~ , 

ou K e s t  un i d e a l  i n v e r s i b l e  s u r  X × X e t  ( ~ X × ~ / ~  a p o u r  s u p p o r t  
Y ¥ 

n - 1 ( ¥ 1  ) × n - l ( Y 1 ) r e d .  De p l u s ,  d ' a p r e s  l ' h y p o t h ~ s e  de 3) e t  5 . 2 . 1 ,  5 . 3 . 4 ,  on r e d  y 

a ,  p o u r  t o u t  y~  ¥,  e ( ~ y )  = 25y ~ indbpendan t  de y ~  ¥. 

S o i t  h ~ ( ~ X × ~  t e l  que h ~ l -  l @ h ~ T .  Nous v o u l o n s  m o n t r e r  que 

Y 

D£h~l -  l~'D2h ~ ~ (1_<~ <_k) 

D ' a p r ~ s  5 . 3 . 5 ,  i i  e x i s t e  un f e rm6  a n a l y t i q u e  n u l l e  p a r t  d e n s e  F c Y  t e l  q u e ,  

p o u r  t o u t  yC Y -  F, on a i t  

( D £ h ) y ~  1 - 1 ~  ( ~ 2 h ) y  C Ty dans  (~X × ~  ' 
Y Y 

o~ encore K-l,(g~h~ 1-  ~ h ) .  ~ ×~ ~ 
Y 

Y Y 

d * a p r ~ s  5 . 3 . 6 .  0r~ n o u s  v e n o n s  de v o i r  que  l a  f a m i l l e  des  i d ~ a u x  ~ ~ t a i t  ~ q u i -  
Y 

m u l t i p l e .  On a p p l i q u e  doric l e  p r i n c i p e . d e  s p ~ c i a l i s a t i o n  de t a  d ~ p e n d a n c e  i n t ~ -  

~ r a l e  ( c f .  A p p e n d i c e  I c i - d e s s o u s )  qu i  i m p l i q u e  que l~on  a 

K - 1 .  ( ~ h ~  ~-  ~ h ) .  ~ × ~  e 
¥ 

c ' e s t - ~ - d i r e  en a p p l i q u a n t  ~ nouveau  5 . 3 . 6  : 

¥ 

ee q u a i l  f a l l a i t  d ~ m o n t r e r .  

5 . 3 . 8  D 6 m o n s t r a t i o n  de 4 ) +  1) ~ 5) : I1  s u f f i t  de m o n t r e r  que l ' 6 q u i s a t u r a -  

t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  de X l e  l o n g  de Y1 e n t r a ~ n e  l ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  de X le  l o n g  

de Y1" Or,  i l  r 6 s u l t e  a u s s i t S t  du f a i r  que l e  m o r p h i s m e  ~ - - Y  e s t  l o c a l e m e n t  

a n a l y t i q u e m e n t  t r i v i a l  au v o i s i n a g e  de chaque  p o i n t  de n - l ( o ) ~  e t  de l a  c o n s -  

t r u c t i o n  de l a  s a t u r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  ( c f .  a u s s i  5 . 3 . 4 )  que  l ' 6 q u i s a t u r a -  

t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  i m p l i q u e  que p o u r  chaque  Y E Y, l a  f i b r e  du m o r p h i s m e  x Y ~ Y  

a u - d e s s u s  de y n ' e s t  a u t r e  que l a  c o u r b e  X s a t u r 6 e  l i p s c h i t z i e n n e  de l a  c o u r b e  
Y 
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X , e t  e n f i n  que p o u r  chaque  y 6  Y, ( X , ~ ( y ) )  e s t  a n a l y t i q u e m e n t  i s o m o r p h e  
Y 

(X ~0).  Pour  m o n t r e r  l a  c o n s t a n c e  de l a  m u l t i p l i c i t ~  i l  s u f f i t  donc de m o n -  o ~ ny ,  

t r e r  que  l a  m u l t i p l i c i t 6  en 0 du germe de e o u r b e  (Xy,O) e s t  6 g a l e  a c e l l e  de 

(X , 0 ) .  P o s o n s  ~y=@Xy,O e t  ; ~(~X ,0  " S o i e n t  m e t  m l e s  i d 6 a u x  maximaux r e s -  
Y Y Y Y y 

• e t  donc p o u r  m o n t r e r  que c e s  deux i d ~ a u x  o n t  p e c t i f s .  On a b i e n  s ~ r  my OyCmy 

m~me f e r m e t u r e  i n t 6 g r a l e  i l  s u f f i t  de p r o u v e r  : ~ y C m y . ~ y .  Or p a r  d ~ f i n i t i o n  : 

Oy : [ h 6 5 y / h ~ l -  l ~ h E Y y ]  , 

ou l ' o n  a w~ que l ' o n  p o u v a i t  ~ c r i r e  h ~ l - 1 . ~ h =  ( h ( t . ) -  h ( t ' . ) )  e t  
1 3 

I = ( x ( t  i )  - x ( t ' . ) )  6 ~-[ ~ [ t  i t ' . ] .  Par  c o n s ~ q u e n t , s i  hE my ( i . e .  h(O) = O) 
Y 3 . - ' 3 

on a en f a i s a n t  t ' .  = 0 p o u r  t o u t  j : 
] 

( 5 ( t i ) )  ~ ( x ( t i ) .  C [ t i ] )  donc h . ~ C m y  " ~ v  ' 

~ y  e t  que  h E O y  , que l ' o n  a ce qu i  i m p l i q u e ,  p u i s q u e  e s t  e n t i e r  s u r  Oy 

h E m y . O y ,  donc m y -  ~ y = m y  . De p l u s  l ' e x t e n s i o n  d ' u n  i d e a l  ~ un s u r - a n n e a u  

e n t i e r  e t  b im~romorphe  ne c h a n g e  p a s  l a  m u l t i p l i c i t ~  en l ' a b s e n c e  d ' e x t e n s i o n s  

r ~ s i d u e l l e s ,  donc on a 

e(my)  = e ( m y . O y )  -- e (my)  , 

l a  s e c o n d e  ~ g a l i t 6  v e n a n t  du f a i r  que  n o u s  v e n o n s  de v o i r  : 

m . 0  = nl 
Y Y 

d ' a p r ~ s  ce q u i  a 6 t~  r a p p e l 6  en 2 . 3 . 9 .  

5 . 3 . 9  P o u r  t e r m i n e r  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  du t h 6 o r ~ m e ,  r a p p e l o n s  que i ' 6 q u i v a -  

l e n c e  d e s  c o n d i t i o n s  5 ) ,  6) e t  7)  a ~t~  d6mon t r~e  d a n s  [ I . E . P . ]  § 2, d a n s  ce 

c a s  o~ dimY = 1 , en u t i l i s a n t  l e  p r i n c i p e  de s p ~ c i a l i s a t i o n  de l a  d~pendance  

i n t ~ g r a l e .  M a i n t e n a n t  que ce p r i n c i p e  a ~ tb  ~ t e n d u  au c a s  Y C o h e n - M a c a u l a y  
r ~ d u i t  de d i m e n s i o n  q u e l c o n q u e ,  l a  m~me d ~ m o n s t r a t i o n  s ' a p p l i q u e  i d e n t i q u e m e n t -  

( J e  r a p p e l l e  s e u l e m e n t  q u ' e l l e  e s t  fond~e  s u r  le  f a i r  q u ' u n e  p r o j e c t i o n  g~n~-  

r a l e  (Xy,O) ~ ( ~ , 0 )  p o u r  une  c o u r b e  p l a n e  a p o u r  d i s c r i m i n a n t  l ' o r i g i n e  de 

compt~e ~y+  n y -  I f o i s ,  e t  que :  d ' a u t r e  p a r t  on c o n n a ~ t  le  c o m p o r t e m e n t  de ~y 

p a r  6 c l a t e m e n t  de 0 dans  X • 
Y 

5 . 3 . 1 0  Note  h i s t o r i q u e  p o u r  l e  § 5 : Le p r o b l ~ m e  de l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de 
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" V . ( 2 ) ( X y , d ( y ) )  c o n s t a n t "  ~ 6 q u i s i n g u l a r i t 6  a 6 t 6  p o s 6  p a r  H i r o n a -  I' implication 

ka en 1968. En 1971 une d6monstration topologique a 6t6 trouv6e par L$ D~ng 

Trang en ameliorant une id6e de Hironaka. Ici "d6monstration topologique" signi- 

fie le sch6ma suivant : L~ montre qua 1~(2)(Xy,O(y)) constant implique qua lea 

fibres ont le mSme type topologique, et ]'on savait que pour ]es courbes planes, 

m~me type topologique implique mSme multiplicit6, (question de Zariski,ouverte 

en dimension > I) et enfin qua i~y e_~t ny constant implique 6quisingularit6. Ca- 

pendant le probleme d'une d6monstration alg6brique restait ouvert. Un premier 

r6sultat dana cette direction se troux}e dana la note [L.L.T.] 06 l'on d~montre 

que pour une famille de germes de courbes qui sont irr6ductibles~ ]~y constant 

implique r~solution simultan6e tres faible. Par la suite ce probleme a fair 

l'ob3et d'assez nombreuses recherches jusqu'en Juin 1975, date de la pr6sente 

d6monstration. On remarquera que cette preuve-ci ne d6montre pas seulement 

l~y constant ~ ny constant, mais montre directement un r~sultat beaucoup plus 

fort qui correspond en g6om6trie ana]ytique complexe a l'existence d'un champ 

de vecteurs lipschitzien a coefficients m6romorphes sur X relevant un champ de 

vecteurs holomorphe quelconque sur Y. Prenant localement X~Y×~ 2, un tel champ 

s'6tend en un champ de vecteurs lipschitzien, donc int6grable~ sur y×~2 tan- 

gent a X et en faisant subir ce traitement a une base des champs de vecteurs 

sur Y, on obtient k champs de vecteurs lipschitziens sur y×~2 dont l'int6gra- 

tion r6alise une trivialisation topologique (et m~me lipschitzienne de 

XcY×~ 2, i.e., un isomorphisme lipschitzien ~: y×~2y×~2 commutant a la 

projection sur Yet tel que ,(X) = Y×X . L'id6e de consid6rer alg6briquement 
o 

de tels champs de vecteurs, id6e que l'on utilise ici a plain, vient de [P.T.] 

Tout r6cemment, Mr. C. Rego (T.I.F.R., Bombay) a donn6 une autre d6- 

m o n s t r a t i o n  a l g 6 b r i q u e  d e  l ' a s s e r t i o n  " ~ y  c o n s t a n t  i m p l i q u e  n y  c o n s t a n t " .  C e t t e  

d 6 m o n s t r a t i o n  u t i l i s e  d ' a b o r d  n o t r e  p r o p o s i t i o n  5 . 1 . O  ( d o n t  i l  p r o p o s e  u n e  p r e u -  

v e  d i f f 6 r e n t e )  e t  u n e  p a r t i e  d e s  r 6 s u l t a t s  d e  R 6 s o l .  S i m .  I ,  a v e c l a  m~me p r e u -  

r e ,  m a i s  a u  l i e u  d ' u t i l i s e r  I a  s a t u r a t i o n  , i l  t e r m i n e  a v e c  u n  a r g u m e n t  u t i l i -  

s a n t  l a  d i m e n s i o n  d e  l ' e s p a c e  d e s  d 6 f o r m a t i o n s  i n f i n i t 6 s i m a l e s  ~ c o n d u c t e u r  

f i x 6  d ' u n e  c o u r b e ,  e t  c e l l e  de  l ' e s p a c e  de  d 6 f o r m a t i o n s  n o n  t r i v i a l e s ,  m a i s  q u i  

i n d u i s e n t  u n e  d 6 f o r m a t i o n  t r i v i a l e  d e  l a  n o r m a l i s 6 e .  ( c f .  [ R g ] ) .  

Enfin on pourrait croire q.e "5 constant" ~ "n constant" ; il n'en 
Y Y 

eat rien comma le montre l'exemple suivant du a J.P.G. Henry : 

F ( y z  1 z 2 ) 2  z 6  3 = - - + z 1 = 0 ( 0 6  y e a t  ] e  p a r a m e t r e ) .  
o o ~_ 

N o t e  d e  l a p .  I O 5  

D ' a i l l e u r s ,  i l  r 6 s u l t e  d e  l a  r e m a r q u e  2 d e  2 . 1 . 2  c i - d e s s u s  q u ' u n e  f a m i l l e  a d -  

m e t t a n t  u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f a i b l e  l e  l o n g  d e  s o n  l i e u  s i n g u l i e r  n e  s a u -  

r a i t  a v o i r  d e  m o n o d r o m i e .  O r  c e t t e  f a m i l l e - c i  a p o u r  h o m o l o g i e  6 v a n e s c e n t e  

e t  p o u r  m o n o d r o m i e  - I d .  
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APPENDICE I : LE PRINCIPE DE SPECIALISATION DE LA DEPENDANCE INTEGRALE 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I . O  Le r 6 s u l t a t  t e c h n i q u e  p r i n c i p a l  de c e t  a p p e n d i c e  e s t  l e  t h 6 o r 6 m e  1 . 3  

c i - d e s s o u s ,  m a i s  l e  r 6 s u l t a t  g 6 o m 6 t r i q u e  1 . 4  e s t  l e  " v r a i  p r i n c i p e  de s p 6 c i a l i -  

sation" s o u s - j a c e n t .  

1 . 1  I,emme : S o i t  F : ( X , x )  ~ ( S , s )  un ge rme  de m o r p h i s m e  p l a t  d ' e s p a c e s  a n a l y -  

t i q u e s  d o n t  i e s  a n n e a u x  l o e a u x  s o n t  de C o h e n - M a c a u l a y  r b d u i t s .  S o i t  I un 

O x - I d 6 a l  c o h 6 r e n t  t e l  que : 

1) I s o i t  e n g e n d r 6  p a r  une  s u i t e  r 6 g u l i e r e  ( ~ l , . . . , ~ d )  au v o i s i n a g e  de x .  

2) Le s o u s - e s p a c e  Y I C X  d 6 f i n i  p a r  I e s t  f i n i  s u r  S p a r  F ( e t  donc  p l a t  p a r  

1 ) ) ,  ( e t  d =  dim X -  dim S ) .  
x s 

h l o r s ,  s i n  : X' ~ X d 6 s i g n e  l ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  de I d a n s  X, e t  E c ~ '  l e  d i -  

v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  de ~ ( d i v i s e u r  de ~ '  d 6 f i n i  p a r  I .  (~X,)~ p o u r  un r e p r 6 s e n -  

r a n t  a s s e z  p e t i t  de F, on a : 

( s )  : Chaque  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de E e s t  e n v o y 6 e  s u r j e c t i v e m e n t  s u r  

une  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de Y1 p a r  ~ ,  e t  s u r j e c t i v e m e n t  s u r  S p a r  

F o ~ = F'~ 

e t  : 

( e )  Le m o r p h i s m e  ~ [ E  : E , Y  e s t  6 q u i d i m e n s i o n n e l ,  i . e .  p o u r  t o u t  yE  Y1 ' 

dim ~ - l ( y )  N E= d -  1. 

D 6 m o n s t r a t i o n  : I 1  s u f f i t  de r e m a r q u e r  que  p u i s q u e  I e s t  engendr@ p a r  une  s u i -  

t e  r 6 g u l i b r e  d a n s  OX, l ' 6 c l a t e m e n t  de I d a n s  X e s t  l e  s o u s - e s p a c e  X' de X× ~? d -1  

d 6 f i n i  p a r  l ' I d 6 a l  [ T ' ~ ' -  TA°') '3  i ~  j ,  l s  i ,  j_< d} ,  05 T I , . . . , T  d e s t  un s y s t 6 m e  
i 3 

de c o o r d o n n 6 e s  homog~nes  s u r l ~  d -1  ( [ I t l , 5 J )  e t  l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  D de 

l ' 6 c l a t e m e n t  ( d 6 f i n i  p a r  I .  OX,) e s t  i s o m o r p h e  

P r ° j a n x ( O x / I ) [ T i ' ' ' ' ' T d ]  ~ Y1 × ~ d - 1  . Le d i a g r a m m e  d ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  e s t  : 

E ( ,.,. X'  

D C ' ~ X '  

y C  ~X 

(n= n o r m a l i s a t i o n )  

D ' a p r b s  l e  H a u p t i d e a l s a t z ~  I(~X , 6 r a n t  i n v e r s i b l e ,  c h a c u n e  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 -  

d u c t i b l e s  de E e s t  de d i m e n s i o n  dim X - 1 , e t  comme p a r  a i l l e u r s  n e s t  un mor-  
X 
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p h i s m e  f i n i ,  n d o i t  e n v o y e r  s u r j e c t i v e m e n t  c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de E 

s u r  une  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de D~ Y × ~ d - 1  e t  e n f i n ~  p u i s q u e  Y e s t  p l a t  

s u r  S~ c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de Yl s ' e n v o i e  s u r j e c t i v e m e n t  s u r  S p a r  F~ 

ce  q u i  p r o u v e  ( s ) .  

( e )  v i e n t  s i m p l e m e n t  de ce  que  l ~ a s s e r t i o n  a n a l o g u e  e s t  v r a i e  p o u r  n :  X' ~X e t  

que  n e s t  un m o r p h i s m e  f i n i .  

1 . 2  C o r o l l a i r e  : S o u s  l e s  h y p o t h e s e s  du Lemme, p o u r  un 616ment  hE [ ( X , O x ) ,  

l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  ( p o u r  un r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  du 

g e r m e  F) : 

1) I1  e x i s t e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  U de S t e l  que  p o u r  t o u t  

s ' e U ,  hOOXs ,~  ~ . O X s  ' . 
2) h E ~ +  f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  de l ' I d b a l  I d a n s  O X ( i . e .  hE g ( X , ~ ) ,  ou T e s t  

l ' I d ~ a l  c o h e r e n t  ~ c l ~ t u r e  i n t ~ g r a l e  de I d a n s  OX" + l e t  donc  

h .Q  X E I . O  X p o u r  t o u t  s ~  S ] .  
s s 

D ~ m o n s t r a t i o n  : P u i s q u e  B e s t  p r o j e c t i f  a u - d e s s u s  de Y I '  q u i  e s t  f i n i  e t  p l a t  

s u r  S~ i l  e x i s t e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  U d a n s  S t e l  que  
o 

F '  : E r e  d A ~ ' - I ( U  o) ~ U  s u i t  un m o r p h i s m e  l i s s e ,  e t  que  de p l u s ,  g r a c e  au Lemme, 
o 

~ ' - I ( u  o) i n d u i s e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  d a n s  c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ -  

d u c t i b l e  de E. Or~ p o u r  d ~ m o n t r e r  1) ~ 2) du C o r o l l a i r e  ( 2) ~ 1) ~ t a n t  b i e n  s t i r  

i m m 6 d i a t )  i l  s u f f i t  de v 6 r i f i e r  que : 

(~ )  Chaque  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  E. de E c o n t i e n t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  Y. 
1 1 

en c h a q u e  p o i n t  x I d u q u e l  on a l ~ i n c l u s i o n  h.OX, E I - 0  X, x t • 
~ x  ~ 

En e f f e t ~  comme on s a i t  b i e n  ( c f .  [ L . T . ]  p r o p .  2 . 2 . 5 ,  [ C . E . W . ]  ch .  O~ [H1] p.  62)  

h E T  ~ h(~x , E I.(~X , , e t  p u i s q u e  I e s t  un i d f i a l  i n v e r s i b l e  d ' u n  e s p a c e  n o r m a l ,  

i l  s u f f i t  p o u r  v ~ r i f i e r  que  hE(~X , C I-(~X, , de v ~ r i f i e r  que  l e  s o u s - e s p a c e  p o l a i -  

r e  de I - l . h . ( ~ X  , ne c o n t i e n t  a u c u n e  c o m p o s a n t e  de E. 

Or n o u s  p o u v o n s  v ~ r i f i e r  (~)  Comme s u i t  : D ' a p r ~ s  ce  q u i  p r e c e d e ,  e t  p u i s q u e  

~B e s t  n o r m a l ,  doric non s i n g u l i e r  en c o d i m e n s i o n  1 1 n o u s  p o u v o n s  t r o u v e r  d a n s  

c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  E. de E ua o u v e r t  Yi non v i d e  t e l  q u e e n  t o u t  
1 

p o i n t  x ~ E Vi n o u s  a y o n s  : 

1) ~ e s t  non s i n g u l i e r  en x ~ ( p u i s q u e  E e s t  un d i v i s e u r ) .  

2) F '  [E re  d : E r e  d ~ S  e s t  l i s s e  en  x '  ( d ' a p r ~ s  l e  lemme~ e t  l e  t h ~ o r e m e  de l i s -  

s i t ~  g ~ n ~ r i q u e ) .  

3) Le s o u s - e s p a c e  t r a n s f o r m ~  s t r i c t  de l ~ h y p e r s u r f a c e  de X d ~ f i n i e  p a r  h . O  X 

e s t  v i d e  au v o i s i n a g e  de x '  ( c e c i  p a r  d ~ f i n i t i o n  du t r a n s f o r m b  s t r i c t ) -  

4) S e s t  non s i n g u l i e r  au p o i n t  s '  = F ( ~ ( x ' ) ) = ~ ' ( x ' ) .  
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5)  s '  = ~ ' ( x ' )  ~ U ou U e s t  l ' o u v e r t  de  l a  c o n d i t i o n  1) du c o r o l l a i r e .  

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  un  s y s t ~ m e  de  c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  t l , . . . ~ t  n s u r  S c e n t r ~ e s  

en  s '  = F ' ( x ' ) .  D ' a p r ~ s  1) e t  2)  e t  l e  t h ~ o r ~ m e  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s ,  l e s  

f o n c t i o n s  t~  = t~  o ~ '  s ' ~ t e n d e n t  au  v o i s i n a g e  de x '  en  un  s y s t e m e  de  c o o r d o n n ~ e s  

l o c a l e s  ( t ~ ,  . t '  . .  • . ~ k ~ U ~ b l ,  . , b d _  1) s u r  X '  c e n t r ~  en  x '  e t  t e l  q u e  : 

6)  E r e  d s o i t  d ~ f i n i  p a r  u =  0 au v o i s i n a g e  de  x '  ~ i . e .  

a .  

~ ' ~ , , x ,  : u . ~ , , ~ ,  

e t  : 
b .  

7)  h.(~X , = A . u  1.(~X , a v e c  A i n v e r s i b l e  d a n s  ~X' ~X T 

(~X' ~ [ [ t ~ , - . . , t ~ , U , b l ,  • bd_  1]  ( c e c i  d ' a p r ~ s  3)  c a r  l e  t r a n s f o r m ~  

s t r i c t  de" h =  0 e s t  p r ~ c i s ~ m e n t  d 6 f i n i  p a r  A=  0 ( s i  A ~  (u)(~X , x , )  au  v o i -  

n a g e  de  x ' ) ~  

ou l ' i n d i c e  i s e  r ~ f ~ r e  ~ l a  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de  E s u r  l a q u e l l e  s e  

t r o u v e  Y i ~ x ' .  

I 1  s u f f i t  m a i n t e n a n t ,  p o u r  p r o u v e r  l e  c o r o l l a i r e ,  de  v S r i f i e r  q u e  b.  ~ a .  p o u r  
1 1 

t o u t  i~ s o u s  l ' h y p o t h e s e  de 1)~ c a r  c e c i  p r o u v e  c l a i r e m e n t  (~e). M a i s  s o u s  

l ' h y p o t h ~ s e  1) du c o r o l l a i r e ~  e t  d ' a p r e s  n o t r e  c h o i x  de  Yi~ h . O  X e s t  e n t i e r  
s I 

s u r  I . O  X e t  d o n c ,  p u i s q u * u n e  r e l a t i o n  de d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e  p e u t  s e  r e m o n -  
s I 

t e r ~  e t  s e  r e s t r e i n d r e  £ un  f e r m i ,  h o ~ ' . ~ [ O , . . . , O ~ u ~ b l , . . . , b d _  1] e s t  e n t i e r  s u r  

I o ~ ' . ¢ [ O ~ . . . ~ O ~ u , b l , . . . , b d _ l }  ~ c ' e s t - ~ - d i r e  q u e ,  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  de 6)  e t  
b .  a .  

7 )  : A . a  ~ . ¢ [ O , . . . , O , U , b l , . . . , b d _ l ]  e s t  e n t i e r  s u r  u ~ . ¢ [ O , . . . , O , U , b l , . . . , b d _ l } .  

P u i s q u e  ¢ [ O , . . . ~ O , U , b l ~ . . . , b d _ l ]  e s t  r b g u l i e r ,  e t  en  p a r t i c u l i e r  n o r m a l ~  e t  
a .  b .  a .  

(u  x)  i n v e r s i b l e ,  c e c i  e n t r a ~ n e  A . u  ~ [ u , b ] ~ u  ~ . ¢ [ u , ~ ]  e t  p u i s q u e  A e s t  u n e  

u n i t ~  i l  v i e n t  b i e n  : b i ~ a i Q. E.  D. 

Le c o r o l l a i r e  c i - d e s s u s  s e r t  a d ~ m o n t r e r  l e  : 

1 . 3  T h 6 o r ~ m e  ( P r i n c i p e  de  s p ~ c i a l i s a t i o n  de  l a  d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e )  : S o i t  

F : ( X , x )  ~ ( S , s )  un  g e r m e  de  m o r p h i s m e  p l a t  e n t r e  e s p a c e s  de  C o h e n - M a c a u l a y  r ~ -  

d u i t s .  S o i t  I un  O x - I d ~ a l  ( p o u r  un  r e p r ~ s e n t a n t  de  F)  t e l  q u e  : 

1) Le s o u s - e s p a c e  ¥ de  X d ~ f i n i  p a r  I s o i t  f i n i  a u - d e s s u s  de S p a r  F ,  i . e .  

F : ¥ ~ S  e s t  f i n i .  

2) La  m u l t i p l i c i t ~  e ( I . O  X ) e s t  i n d ~ p e n d a n t e  de s '  E S ( i c i ,  e ( I . O  X ) e s t  l a  
s I s t 

somme d e s  m u l t i p l i c i t ~ s  d e s  i d ~ a u x  p r i m a i r e s  i n d u i t s  p a r  I d a r t s  OXs ' • 

( C h a c u n  d e s  i d ~ a u x  p r i m a i r e s  e s t  p r i m a i r e  d a n s  OXs ' p o u r  un  i d e a l  m a x i m a l  

c o r r e s p o n d a n t  ~ un  p o i n t  de  ~ ,  n ¥ - )  
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A l o r s ,  p o u r  t o u t  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de F : X - S ~  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  6 q u i v a l e n t e s ,  p o u r  u n e  f o n c t i o n  hE K(X,O X) : 

1) i l  e x i s t e  un  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  U de S t e l  que  p o u r  t o u t  s '  E U~ 

h. OXs ' E l.Oxs ' 

2) hE ~ Id6al coh6rent "cl~ture in t6gra le  de I" de hE I~(X, T) l e t  done 

h . O  x E I - O  x p o u r  t o u t  s C S ] .  
s s 

D 6 m o n s t r a t i o n  : 2) ~ 1) e s t  i m m 6 d i a t ,  m o n t r o n s  1) ~ 2) : d ' a p r ~ s  l e  c o r o l -  

l a i r e  1~ i l  s u f f i t  de m o n t r e r  q u ' i l  e x i s t e  un  O x - I d ~ a l  I ~ e n g e n d r b  p a r  u n e  s u i -  

t e  r 6 g u l i ~ r e  ( a u  v o i s i n a g e  de x )  e t  t e l  que  I '  = I ,  i - e .  I e t  I '  a i e n t  mSme f e r -  

m e t u r e  i n t 6 g r a l e .  Or ,  s o u s  l e s  h y p o t h e s e s  f a i t e s ~  n o u s  p o u v o n s  d t a p r ~ s  un  t h b o -  

r~me de S a m u e l  ( [ S a ] )  t r o u v e r  d c o m b i n a i s o n s  l i n 6 a i r e s  g 6 n ~ r i q u e s  d ' u n  s y s t ~ m e  

de g ~ n ~ r a t e u r s  de I d i s o n s  ( ~ l ~ . . . , ~ d )  ou d =  dim X - dim S~ t e l l e s  que  
x s 

( ~ a )  ( ~ l , . . . , ~ d ) @ X  = I . O  x au v o i s i n a g e  de x . 
s s 

(Cec i~  p a r c e  que  X e s t  de C o h e n - M a c a u l a y  au v o i s i n a g e  de x . )  S o i t  I '  l ' i d ~ a l  
s 

de O X e n g e n d r ~  p a r  ( ~ l , . . . , ~ d ) .  P a r  c o n s t r u c t i o n ~  I '  c I e t~  p o u r  t o u t  s ~ E S~ 

I ' ' ~ X s '  c I ' @ X s '  donc  e ( I ' . O  X s , )  ~ e ( I ' @ X s ' ) °  Mai s  l ' h y p o t h ~ s e  d ' ~ q u i m u l t i p l i c i t ~  

f a i t e  s u r  I d ' u n e  p a r t  e t  l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  d e s  m u l t i p l i c i t b s ,  j o i n t e s  a ( ~ )  

n o u s  d o n n e n t  : 

e ( I ' . O  x ) = e ( I . O  x ) 
s s 

( s e m i - c o n t i n u i t 6 )  V /  t ( h y p o t h ~ s e  2)  

e ( I ' . O X s  , )  ~ e ( I . O X s  , )  g s '  E S 

) = e ( I . O X s  , )  p o u r  t o u t  s '  E S e t  donc  I ' . O  X = I . O  X I 1  v i e n t  donc  e ( I ' . O X s  ' s '  s '  

( s '  E S) d ' a p r e s  l e  t b 6 o r e m e  de R e e s  ( [ R e ] ) °  P u i s q u e  I '  e s t  - p a r  c o n s t r u c t i o n -  

e n g e n d r &  p a r  une  s u i t e  r b g o l i e : r e ,  on a p p l i q u e  une  l o i s  de p l u s  l e  C o r o l l a i r e  1~ 

e t  l ' o n  o b t i e n t  

d ' o u  a u s s i t S t  l ' 6 g a l i t 6  

~.% _~ ~, .% 

I - (}  x = I ' . O  x p u i s q u e  I ' Z I  

1.4 Remarque : I i  r@sulte du f a i r  que l '6c la tement  normalis6 d'un idbal 

e s t  6gal a celui de sa cl~ture in tbgra le  que si  un id6al I s a t i s f a i t  l es  
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h y . p o t h ~ s e s  de !.....3, son  6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  s a t i s f a i t  l e s  c o n c l u s i o n s  de I . ]  

p u i s q u e  ~ c l o t u r e  i n t 6 g r a l e  p r o s ,  I e s t  e n g e n d r 6  p a r  une s u i t e  r 6 g u i i ~ r e .  

1 . 5 .  Remarque  : En r ~ a l i t 6 ,  l ' h y p o t h ~ s e  que X e s t  C o h e n - M a c a u l a y  e s t  t r o p  

f o r t e  : s i  F :  ( X , x ) -  ( S , s )  v 6 r i f i e  : S e s t  de Cohen-Macaulay~  F e s t  p l a t  e t  

s e s  f i b r e s  s o n t  6 q u i d i m e n s i o n n e l l e s  de d i m e n s i o n  d~ on p e u t  i n s t a l l e r  l o c a l e -  

ment  X dans  une i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e  X' a u - d e s s u s  de S a f i b r e s  de 

d i m e n s i o n  d, e t  une  s u c c e s s i o n  de r 6 d u c t i o n s  f a c i l e s  ma i s  un peu l o n g u e s  

p e r m e t  de se  r a m e n e r  ~ p r o u v e r  1 . 3  dans  ce c a s  d ' u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e -  

l a t i v e ,  a u - d e s s u s  d ' u n  C o h e n - M a c a u l a y ,  c a s  qui  r 6 s u l t e  b i e n  ~videmment  de ce 

que n o u s  v e n o n s  de v o i r .  

1 . 6  Remar~ue : Pou r  l e  l e c t e u r  f a m i l i e r  avec  l a  f o n c t i o n  d ' o r d r e  ~ I  6 t u -  

d i6e  d a n s  [ L . T . ] ,  le  t h6o r~me  1 . 3  p r e n d  l a  fo rme  n u m 6 r i q u e  s u i v a n t e  : 

1 . 7  C o r o l l a i r e  : Sous  l e s  h y p o t h e s e s  de 1 . 3  (ou mieux  de 1 .5 )~  on a p o u r  t o u t  

616ment  hE F(X,O X) : i l  e x i s t e  un  o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  d e n s e  U de S t e l  

que p o u r  t o u t  s '  ~ U on a i t  : 

~ i ( h )  = ~ i s , ( h s , )  

o~ I s ,  = I . O  x e t  h s ,  = B~O x ~ ~ i ( h )  d ~ s i g n a n t  l e  ~ c a l c u I ~  d a n s  OX, x .  Ce r ~ -  
S I S ~ 

s u l t a t  p e u t  ~ t r e  i n t e r p r ~ t ~  comme un r ~ s u l t a t  de " s p ~ c i a l i s a t i o n  de l ' e x p o s a n t  

de ~ o j a s i e w i c z  ~' ( c f .  l o c .  c i t . ) ,  e t  j o u a i t  un r ~ l e  i m p o r t a n t  dans  [ C . E . W . ]  ou 

i I  ~ t a i t  d~montr~  s e u l e m e n t  dans  l e  c a s  ou Y e s t  n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i n n  1~ 

p a r  une m~thode  d i f f ~ r e n t e  de c e l l e  p r ~ s e n t ~ e  i c i .  

1 . 8  Remar~ue : S o i e n t  31 e t  32 deux  i d 6 a u x  p r i m a i r e s  d ' u n e  a l g ~ b r e  a n a l y t i q u e  

6 q f l i d i m e n s i o n n e l l e  O, t e l s  que 3 1 ~ 3 2  e t  e ( 3 1 )  = e ( 3 2 ) .  Pou r  m o n t r e r  que 31 = 32 , 

i l  s u f f i t  de m o n t r e r  ~ 2 ~ 1  e t  p o u r  c e l a ~ p o s o n s  3 1 =  ( f l , . . . , f m ) ,  ~2 = ( g l ~ ' ' ' ' g n )  

e t  c o n s i d 6 r o n s  l a  f a m i l l e  ~ un p a r a m ~ t r e  d ' i d 6 a u x  ( d a n s  O{y} donn6e p a r  

3y  = ( y . g l , . . - , y .  g n ,  f l , . - - , f m ) . O [ y }  

P o u r  y ~  0,  3 y = 3 2 , e t  3 o = 3 1  • C ' e s t  une  f a m i l l e  ~ q u i m u l t i p l e  d ' i d ~ a a x  au s e n s  

de 1 . 3 , e t  1 .5  n o u s  donne a u s s i t ~ t  que 3 2 ~ 1 ,  donc 3 1 = 3 2  , e t  l e  t h~o reme  de 

R e e s .  On v o l t  a i n s i  que  l e  p r i n c i p e  de s p ~ c i a l i s a t i o n  e t  l e  t h~or~me  de Rees  

( s u r  u n  c o r p s )  s o n t  c h a c u n  un a v a t a r  de l ' a u t r e .  

1 . 9  Remar~ue : Tou t  ce qu i  p r e c e d e  e s t  c l a i r e m e n t  e n c o r e  v a l a b l e  en g ~ o m ~ t r i e  
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a l g 6 b r o ~ d e  s u r  un c o r p s  a l g 6 b r i q u e m e n t  c l o s  de c a r a c t 6 r i s t i q u e  z 6 r o .  

i! 
APPENDICE I I  : FORMULE DE PLUCKER ET APPLICATIONS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I I . O  La r a i s o n  d ' $ t r e  de c e t  a p p e n d i c e  i c i  e s t  d ' a b o r d  un r 6 s u l t a t  a f f i r -  

mant  que  p o u r  une  f a m i l l e  de c o u r b e s  p r o 3 e c t i v e s  p l a n e s  s a t i s f a i s a n t  une  h y p o -  

t h ~ s e  a s s e z  f a i b l e  de n o n - s 6 p a r a t i o n  d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  e t  d e s  p o i n t s  d ' i n -  

f l e x i o n  ( i . e .  d e s  p o i n t s  s i n g u t i e r s  d e s  c o u r b e s  d u a l e s )  l a  c o n s t a n c e  du d e g r 6  

e t  de l a  c l a s s e  6 q u i v a u t  ~ l ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6 ,  i . e .  e n c o r e  ~ l a  r 6 s o l u t i o n  s i m u l -  

t a n 6 e  f o r t e  p a r  l e  p r o c 6 d 6  d ' H i r o n a k a ,  comme on l ' a  v u .  Ce r 6 s u t t a t  e s t  a r a p -  

p r o c h e r  du r 6 s u l t a t  de R 6 s o l .  s i m .  I a f f i r m a n t  que  l a  c o n s t a n c e  du g e n r e  g6om6- 

t r i q u e  i m p l i q u e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r e s  f a i b l e .  I c i  e n c o r e ~  l e  r 6 s u l t a t  g l o -  

b a l  e s t  d 6 d u i t  d ' u n  r 6 s u l t a t  l o c a l ,  e t  l e  r ~ l e  t e n u  p a r  l a  f o r m u l e  du g e n r e  

d a n s  R 6 s o l .  s i m .  I e s t  i c i  t e n u  p a r  l a  f o r m u l e  de P l U c k e r .  D ' a u t r e  p a r t ,  o u t r e  

s o n  i n t 6 r ~ t  p r o p r e )  l a  f o r m n l e  de P l U c k e r  donn6e  i c i  f a c i l i t e  l a  l e c t u r e  d e s  

6 c r i t s  c l a s s i q u e s  ( C a y l e y ,  Salmon~ DuVal)  s u r  l e  p o i n t  de d 6 t a i l  s u i v a n t  : d a n s  

l a  p r e m i e r e  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  de s u r f a c e s ~  donn6e  p a r  S a l m o n ,  l e s  

s i n g u l a r i t 6 s  6 t a l e n t  i n d i c i 6 e s ,  non p a r  l e u r  nombre  de M i l n o r  comme l ' o n  f a i t  

p a r f o i s  a u j o u r d ' h u i )  m a i s  p a r  l a  d i m i n u t i o n  de c l a s s e  c o r r e s p o n d a n t e ,  c ' e s t - a -  

d i r e  ( 3 )  + ( 2 )  d ' a p r ~ s  I I . 5  c i - d e s s o u s .  C ' e s t  p o u r  c e t t e  r a i s o n  que  E6, E 7 e t  

E 8 s ' a p p e l l e n t  c h e z  DuVal US, U 9 e t  UIO • En f a i t ,  p o u r  Dn~ E6, ET, E 8 on a 

( 2 )  ( 2 )  
= 2,  p o u r  An, = 1. 

I I . 1  J e  donne  i c i  l ' 6 n o n c 6  e t  une  e s q u i s s e  de d 6 m o n s t r a t i o n  de l a  f o r m u l e  

de P l U c k e r  p o u r  l e s  h y p e r s u r f a c e s  p r o j e c t i v e s  n ' a y a n t  que  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  i s o -  

1 6 e s -  C ) e s t  une  q u e s t i o n  de G. Laumon qu i  m ' a  amen6 ~ 6 n o n c e r  c e t t e  f o r m u l e  ; 

j e  v e u x  l ' e n  r e m e r c i e r ,  e t  s i g n a l e r  q u ' i l  a de son  c 5 t 6  donn6 une  d 6 m o n s t r a t i o n  

( s o u m i s e ,  c f .  ELM~, au B u l l .  Soc .  Math .  F r . )  f o n d 6 e  s u r  l a  m6 thode  de ( E S . G . A . ]  

7 . I I ,  e x p .  XVII~ S p r i n g e r  L e c t .  N o t e s  5 4 0 ) ,  e t  d e s  r 6 s u l t a t s  g 6 n 6 r a u x  de V e r d i e r ,  

en p l u s  du r 6 s u l t a t  ( f o r m u l e  de r e s t r i c t i o n )  que  j ' u t i l i s e  i c i .  R6cemment ,  une 

f o r m u l e  de P l f f c k e r  g 6 n 6 r a l i s a n t  une  p a r t i e  de c e l l e - c i  a 6 t 6  o b t e n u e  p a r  R. 

P i e n e  ( c f .  I I . 7 ) .  

1 1 . 2  P r o p o s i t i o n  ( [ C . E . W . ]  ch .  I I ,  § 1) : S o i t  ( X o , O ) c  ( c n + I , 0 )  un ge rme  

d ' h y p e r s u r f a e e  ~ s i n g u l a r i t 6  i s o 1 6 e  en O, d 6 f i n i  d i s o n s  p a r  f = O~ f E  ~ [ Z o , . . . , Z n } .  

S o i t  ~ n  l ' e s p a c e  p r o j e e t i f  d e s  h y p e r p l a n s  H de En+1 e o n t e n a n t  O. 
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h l o r s  i l  e x i s t e  un  f e r m ~  a n a l y t i q u e  s t r i c t  de d i m e n s i o n  n - l ,  L X O ~ n ,  ne  d ~ -  
o ~ 

p e n d a n t  p a s  du c h o i x  du g ~ n ~ r a t e u r  f de l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  ( X o , 0 ) ~ ( ¢ n + l , 0 )  t e l  

que  p o u r  t o u t  h y p e r p l a n  H~ ~pn _ L  X , 0  ' t o u t  c h o i x  d ' u n  s y s t e m e  de c o o r d o n n ~ e s  
o 

l o c a l e s  ( Z o , . . . , z  n )  p o u r  ( E n + l ~ o )  t e l  que  H s o i t  d ~ f i n i  p a r  Z o = O ,  e t  t o u t  c h o i x  

d ' u n e  b q u a t i o n  f =  O p o u r  (Xo,O)  l a  c o u r b e  FE d ~ f i n i e  p ~ r  l ~ i d ~ a l  

(rH.Xo)o (n+~) (n) + ~ 

ou (FH.Xo)  ° d ~ s i g n e  l e  nombre  d ' i n t e r s e c t i o n  en  0 d a n s  En+l  de l a  c o u r b e  F H e t  

de l t h y p e r s u r f a c e  X , ( n + l )  d ~ s i g n e  l e  nombre  de M i l n o r  de (X , 0 )  i . e .  
o o 

( n + l )  = dim~ ¢ [ Z o , . . . , Z n ] / j ( f )  ou j ( f )  e s t  l ' i d ~ a l  e n g e n d r ~  darts  ¢ [ Z o , . . . , Z n )  

p a r  l e s  b ~ -  ( O g i  ~ n ) ,  e t  ( n )  e s t  l e  nombre  de M i l n o r  de l ' i n t e r s e e t i o n  
3 

(X o ~  H , O ) c  ( H , O ) ,  h y p e r s u r f a c e  ~ s i n g u l a r i t ~  i s o l ~ e .  (Ce nombre  de M i l n o r  ne 

d ~ p e n d  p a s  de H~ ~ n  _ LXo,Xo e t  e s t  donc  fin i n v a r i a n t  du t y p e  a n a l y t i q u e  de 

(Xo,O).) 

I 1 . 3  F o r m u l e  de P l U c k e r  : S o i t  X c n+ l  o ~ u n e  h y p e r s u r f a c e  d a n s  ~ n + l  , n ' a y a n t  

que  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  i s o l ~ e s  au p i r e ,  e t  de d e g r ~  d >  1. A l o r s  l e  d e g r ~  d ~" de 

l ' h y p e r s u r f a c e  d u a l e  X v c  ( ~ n + l )  v ~ a d h ~ r e n c e  de l ' i m a g e  du m o r p h i s m e  
o 

X - S i n g  X ~ ( ~ n + l ) v  q u i  a c h a q u e  p o i n t  de X - S i n g  X a s s o c i e  l ' h y p e r p l a n  t a n -  
0 0 0 0 

g e n t  ~ X en  c e  p o i n t ,  ( ~ n + l ) v  ~ t a n t  b i e n  s S r  l e  p r o j e c t i f  d e s  h y p e r p l a n s  de 

F n + l ]  ce  d e g r ~  d i s - j ~  e s t  donn~ p a r  : 

d e :  d ( d  + 
xcSing i 

o 

( n ) ( x  o) e s t  l ' i n v a r i a n t  a s s o c i 6  comae en  I I . 2  au g e r m e  05 ~ (n+ l ) (Xo)x  ( r e s p .  ~x 

d ' h y p e r s u r f a e e  ~ s i n g u i a r i t ~  i s o I ~ e  ( X o , X ) .  [On s u p p o s e  que  XVo e s t  b i e n  une  

h y p e r s u r f a e e ,  i . e - ,  n ' a  p a s  de c o m p o s a n t e  de d i m e n s i o n  < n . ]  

D 6 m o n s t r a t i o n  : T o u t  d ~ a b o r d  u n e  d ~ f i n i t i o n  : 

I I . 3 . 1  D ~ f i n i t i o n  : On a p p e l l e r a  p i n c e a u  de L e f s c h e t z  p o u r  X c ~ n + l  ou 
o 

" p i n c e a u  g 6 n ~ r i q u e ' ,  un  p i n c e a u  d ' h y p e r p l a n s  P=  (H t )  ( t C  ~ ' )  t e l  que  

i )  s i  E t r i S i n g  X o = ~ ,  H t N  X a au p l u s  u n e  s i n g u l a r i t 6  q u a d r a t i q u e  o r d i n a i r e .  

i i )  S i  H t ) x ,  x E  S i n g  Xo, a l o r s  H t ~  LXo,X , ou LXo,X e s t  c e l u i  de I I . 2 .  

R e m a r q u e  : P u i s q u e  dim L X ~x = n - l ,  on v ~ r i f i e  f a c i l e m e n t  p a r  un a r g u m e n t  de 
o 
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dimension l e  lemme s u i v a n t  : 

I I . 3 . 2  Lemme : I1  e x i s t e  d e s  p i n c e a u x  de L e f s c h e t z  p o u r  X c ~ n + l  . 
o 

1 1 . 3 . 3  C h o i s i s s o n s  donc  un t e l  p i n c e a u  P e t  d e s  c o o r d o n n 6 e s  homog~nes  

Z o ~ . . . , Z n +  1 p o u r  F n ÷ l  t e l l s  que : 

i )  T o u t e s  l e s  s i n g u l a r i t b s  de X s o i e n t  c o n t e n u e s  d a n s  l ' o u v e r t  a f f i n e  

Zn+ 1 ~ O. 

i i )  Le p i n c e a u  P s o i t  d 6 f i n i  p a r  : 

P : (ToZ o -  TlZn+ 1 = O) ( t  = ( T o :  T 1) E ~ 1 )  

C h o i s i s s o n s  6 g a l e m e n t  une  6 q u a t i o n  F ( Z o , . . . , Z n + I ) =  O p o u r  X c  ~ n + l  . F e s t  un 

p o l y n ~ m e  homogene  de d e g r 6  d >  1. 

On p e u t  r e m a r q u e r  que l e  p i n c e a u  P c o r r e s p o n d  a une  d r o i t e  P v c ~ n + l  e t  que  

dr= (PC . X v)  ( nombre  de p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n ) ,  e t  i l  e s t  c l a i r  que  d e e s t  p r ~ -  

c i s 6 m e n t  l e  nombre d e s  h y p e r p l a n s  du p i n c e a u  P qu i  s o n t  t a n g e n t s  a X en an  
o 

p o i n t  non s i n g u l i e r  de X ° . (Le t o u t  p a r c e  que P e s t  un p i n c e a u  de L e f s c h e t z . )  

Or~ l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  de X q u i  s o n t  s o i t  d e s  p o i n t s  s i n g u i i e r s  de Xo, s o i t  

d e s  p o i n t s  I i s s e s  de X ou l ' h y p e r p l a n  t a n g e n t  ~ X a p p a r t i e n t  au p i n c e a u  P e s t  
o 

l ' i n t e r s e c t i o n  de X a v e c  I a  c o u r b e  : 
o 

5F 5F 
F - 0 

p • ~Z 1 5Z n 

comme on l e  v 6 r i f i e  i m m 6 d i a t e m e n t .  Nous a p p e l I e r o n s  t p l a  c o u r b e  p o l a i c e  de X 

p a r  r a p p o r t  au p i n c e a  u P. Or [ p  e s t  d ~ f i n i e  p a r  n 6 q u a t i o n s  de d e g r 6  d -  1~ 

donc d ' a p r ~ s  l e  t h 6 o r ~ m e  de B e z o u t  : 

(Fp . X o) = d ( d -  1) n 

De p l u s ,  on p e a t  f a i r e  l a  r e m a r q u e  c r u c i a l e  : 

I I . 3 . 4  Dans  l ' o u v e r t  a f f i n e  Z n + l t  O, Fp c o P n c i d e  a v e c  l a  c o u r b e  F H de I I . 2  

Zo 
au v o i s i n a g e  de e h a q u e  p o i n t  s i n g u I i e r  x ~  X. ( I c i  I e  z de I I . 2  e s t  . )  

o Zn+ 1 

Le t h 6 o r ~ m e  de B e z o u t  s ' 6 c r i t  en f a i t  : 

( F p .  Xo) n+ l  = d ( d - 1 )  n = ) . ( U p .  Xo) x ( n o m b r e s  d ' i n t e r s e c t i o n  l o c a u x )  
XEFp~X 

> , %.x )+ ) ..... i %.Xo) 
XEFpN(Xo_SingXo ) o x XCgpOSing X ° 
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Et  p u i s q u e  P e s t  de L e f s c h e t z ,  p a r  d 6 f i n i t i o n  ( F p .  X ) = 1 s i  
, o x 

xE (X - S i n g  X o) n Fp , eL d V = > ...... Xl ) 1- 
o xEI 'pn(X ° - Sing" 

Pa r  a i l l e u r s ,  d t a p r ~ s  I I . 2  e t  I I . 3 . 4  (eL I I . 3 . 1 ) ~  

(Fp. Xo)X= ~ x + I ) ( X o )  +~(xn)(Xo ) s i  X6 Sing X 0 

donc f i n a l e m e n t  

d(d- 1) n : d~+ } (~(n+I)(X)+ ~n)(Xo)) 
xESing  X' x o 

o 

ce qui  d6montre 1 1 . 3 .  

1 1 . 4  Re marqu 9 : C e t t e  d 6 m o n s t r a t i o n  p e r m e t  d ' i d e n t i f i e r  e x p l i c i t e m e n t  l e s  

p i n c e a u x  "non  g 6 n 6 r i q u e s " .  

I I . 5  Remarque  : Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  n=  1, ~ I ) ( x  o)  n ' e s t  a u t r e  que 

nx(X o) - 1, o~ n x e s t  l a  m u l t i p l i c i t 6  du germe de c o u r b e  p l a n e  ( X , x )  e t  l ' o n  

r e t r o u v e  l a  f o r m u l e  u t i l i s ~ e  au § 7. I1  f a u t  o b s e r v e r  que ~ 2 ) ( X  o) + nx(Xo)  - 1 e s t  

un i n v a r i a n t  du t y p e  t o p o l o g i q u e  de (Xo,X) c ( E 2 , 0 ) ,  a l o b s  que le  r 6 s u l L a t  a n a -  

l o g u e  p o u r  ~ ( n + l ) ( x  o) ( n ) ~ v )  ( n >  1) e s t  f a u x ,  comme l e  m o n t r e  un exemple  de X + ~X ~AO 
B r i a n ~ o n  ~ S p e d e r .  On en d 6 d u i t  que p o u r  n >  1, l a  c l a s s e  n ' e s t  p a s  un i n v a r i a n t  

de l a  p o s i t i o n  t o p o l o g i q u e  de X c ~ n + l  . 
o 

I I . 6  On t r o u v e r a  d a n s  [ I . E . P . J  § 3, 5 . 6 . 3 ,  l a  r a i s o n  p o u r  l a q u e l l e  I I . 2  

e s t  une " F o r m u l e  de P l U c k e r  l o c a l e " .  

I I . 6 '  Remarque  : On p e u t  a u s s i  6 n o n c e r  I I . 3  de f a v o n  un peu p l u s  g l o b a l e  comme 

su i t  : so i t  ~ le Ox-Module des d i f f 6 r e n t i e l l e s  de XoC ~¢n+1 , et so i t  J '  le 

1 qu i  p e u t  a u s s i  ~ t r e  d 6 c r i t  comme i d 6 a l  j a c o b i e n  n - i~me  i d 6 a l  de F i t t i n g  de fiX ' 

de Xo~ i.e. eomme l'id6al de O X engendrb par ,..., ou F= 0 d6finit 
o 

n+l 
X oC~ . Alors 

d v = d ( d -  1) n -  e ( J ' )  , 

ou e ( J ' )  d6signe la m u l t i p l i c i t 6  de J '  , (au sens de Samuel, [Sa], ESe]), i . e .  

e ( J ' )  = ~ e ( J ' .  0 X ' x  ) .  
xES ing  X o o 

L ' 6 q u i v a l e n c e  de c e c i  avec  I I . 3  r 6 s u l t e  de ( [ C . E . W . ]  ch .  I I ,  1 . 5 ) -  



Zo=O 

I I . 7  C e t t e  d e r n i e r e  f o r m u l e  p o u r  d ¢ a 6 t6  g 6 n 6 r a l i g 6 e  p a r  Ragni  P i e n e  au 

cag d ' h y p e r g u r f a c e g  p r o 3 e c t i v e s  r 6 d u i t e s  q u e l c o n q u e g ~  dang ga Thege ( M . I . T .  

1976) ; v o i r  a u s g i  [ P n ] .  

I I . 8  Remarque : I n t e r p r O t a t i o n  g & o m b t r i q g e  de l a  f o r m u t e  de P 1 0 c k e r .  

S o i t  X c ~ n + l  une h y p e r s u r f a c e ~  e t  s o i t  P u n  p i n c e a u  de L e f s c h e t z  
o 

p o u r  X. Darts une c a r t e  a f f i n e  E n+~ a u t o u r  d ' u n  p o i n t  s i n g u l i e r  OC X~ on p e u t  

r e p r 6 s e n t e r  P eomme l e  p i n e e a u  des  l ~ y p e r p l a n s  dans  t n + l  p a r a l l e l e s  a un h y p e r -  

p l a n  donn6 z = O de d i r e c t i o n  a s s e z  g 6 n 6 r a l e  r e l a t i v e m e n t  a l ' h y p e r s u r f a c e  
o 

X o N t n + l  d ' 6 q u a t i o n  f ( Z o , . . . , z  n) = O. " A s s e z  g 6 n 6 r a l "  a un s e n s  b i e n  p r 6 c i s  : au 

v o i s i n a g e  de c h a c u n  des  p o i n t s  s i n g u l i e r s  de X o E n + l  l ' h y p e r p l a n  z = O n ' e s t  
o o 

l i m i t e  (.en d i r e c t i o n )  d ' h y p e r p l a n s  t a n g e n t s  a X en des  p o i n t s  n o n - s i n g u l i e r s  
o 

v o i s i n s  ( i . e . ,  en f a i t  de L X de I I . 2  e s t  p r 6 c i s 6 m e n t  l ' e n s e m b l e  des  t e l l e s  
o ,O 

p o s i t i o n s  l i m i t e s ,  c f .  [ C . E . W . ]  ch .  I I ) .  De p l u s  i l  f a u t  b i e n  s ~ r  que P s a t i s -  

f a s s e  l a  c o n d i t i o n  de L e f s c h e t z  u s u e l l e  s u r  lc  c o n t a c t  d ' u n  h y p e r p l a n  avec  X o 
en un p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  de Xo N o t o n s  m a i n t e n a n t  Xo p o u r  X oN t n + l  e t  e x a m i -  

n o n s  l a  s i t u a t i o n  au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  s i n g u l i e r  0 6  X . C o n s i d 6 r o n s  l e s  
o 

h y p e r s u r f a c e s  de n i v e a u  du polyn~me f ( Z o , . . . , z  n)  : ¢ n + l  E, e t  p o s o n s  

X t = [ z E  t n + l / f ( Z o , . . . , z  n) = t ] .  A l o r s  l ' i n t e r s e c t i o n  de X t avec  l a  c o u r b e  p o l a i r e  

l o c a l e  I' H p a r  r a p p o r t  ~ Zo= O ( c f .  I I . 2 )  e s t  t r a n s v e r s a l e  (X t e s t  n o n - s i n g u l i e r e  

au v o i s i n a g e  de O p o u r  t ~  O a s s e z  p e t i t ,  e t  F H e s t  n o n - s i n g u l i 6 r e  h o r s  de O au 

v o i s i n a g e  de O) e t  c o n g i g t e  en ( n + l )  + ( n )  p o i n t s ~  qu i  s o n t  e x a c t e m e n t  l e g  

p o i n t s  de X t e n  l e g q u e l g  l ' h y p e r p l a n  t a n g e n t  e g t  p a r a l l e l e  a Zo= O, i . e .  a p p a r -  

t i e n t  au p i n c e a u  P~ e t  l ' o n  v o i t  b i e n  p o u r q u o i  ~ ( n + l ) ( x  ,O) + ~ ( n ) ( x  O) e s t  l a  
o o ~ 

z 
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d i m i n u t i o n  de c l a s s e  due a la  p r S s e n c e  de l a  s i n g u i a r i t 6  (Xo,O) : c ' e s t  6v idem-  

ment  l e  nombre d ' h y p e r p l a n s  t a n g e n t s  en d e s  p o i n t s  non s i n g u l i e r s  de X t a p p a r t e -  

n a n t  au p i n e e a u  P qu i  s o n t  " a b s o r b 6 s "  p a r  l a  s i n g u l a r i t ~  l o r s q u e  t ~ O .  

I I . 9  Remarqu..e : I1  r 6 s u l t e  de l a  f o r m u l e  c i - d e s s u s  e t  de ( [ C . E . W . ]  ch .  I )  

que  l a  d i m i n u t i o n  de c l a s s e  due ~ l a  p r 6 s e n c e  de l a  s i n g u l a r i . t ~  i s o l 6 e  (X ~O) 
o 

s u r  une h y p e r s u r f a c e  p r o j e c t i v e  ne d6pend q u e  du t y p e  t o p o l o g i q u e  de (X ,0 )  
o 

e t  de sa  s e c t i o n  h y p e r p l a n e  g. .6n6rique.  

Par  a i l l e u r s ,  i l  a 6 t6  d6mont r6  dans  IT]  , [H.I.] que s i  l ' o n  

p r e n d  un p o i n t  de r u e  dynamique  s u r  l a  f o r m u l e  de P l ~ c k e r ,  i . e .  s i  l ' o n  compte  

non s e u l e m e n t  l e  nombre de p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  de X t avec  ['H ' m a i s  a u s s i  l e s  

d i f f 6 r e n t e s  v i t e s s e s  avec  l e s q u e l l e s  i l s  t e n d e n t  v e r s  O comme f o n c t i o n s  de t ,  

on o b t i e n t  on s y s t ~ m e  d ' i n v a r i a n t s  ( l e  p o l y g o n e  de Newton j a c o b i e n )  qu i  e s t  

a s s e z  f i n  e t  qu i  en p a r t i c u l i e r ~  dans  le  c a s  ou (Xo~O) e s t  un germe de c o u r b e  

p l a n e  i r r 6 d u c t i b l e ,  d 6 t e r m i n e  c o m p l ~ t e m e n t  le  t y p e  t o p o l o g i q u e  de (Xo ,O) .  

I I . l O  P r o p o s i t i o n  : S o i t  

X c y × ~ 2  

F <  0 / p r  1 

(V,O) 

une f a m i l l e  p l a t e  de c o u r b e s  p r o j e c t i v e s  p l a n e s  r 6 d u i t e s  p o s s ~ d a n t  des  c o u r b e s  

d u a l e s .  On s u p p o s e  Y n o n - s i n g u l i e r ,  e t  de p l u s  que F s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  s u i -  

van te~  a u - d e s s u s  d ' u n  v o i s i n a g e  ( e n c o r e  n o t 6  Y) du p o i n t  marqu6 0 dans  Y : 

(~e) T o u t e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  du l i e u  c r i t i q u e  c r i t ( F )  de F qu i  n ~ e s t  p a s  

de d i m e n s i o n  < dim Y e s t  I o c a l e m e n t  i s o m o r p h e  ~ Y p a r  F. 

A l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  ~ q u i v a l e n t e s  : 

La f a m i l l e  FV: XV~Y des  c o u r b e s  d u a l e s  e s t  p l a t e  a u - d e s s u s  de Y. 

@ Le morph i sme  compos6 Fo s : ~Y S - ~ x  F -~Y,  ou s d b s i g n e  l a  s a t u r a t i o n  l i p s -  

c h i t z i e n n e ~  e s t  s i m p l e  a u - d e s s u s  de Y~ i . e . ,  l o c a l e m e n t  s u r  XY t r i v i a l e  

an s e n s  a n a l y t i q u e  a u - d e s s u s  de Y. 

La f a m J l l e  F admet  une r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  a l a  H i r o n a k a .  

g 6 o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e  complexe  : La f a m i l l e  F e s t~  l o c a l e m e n t  s u r  Y, (En 

t o p o l o g i q u e m e n t  t r i v i a l e  en t a n t  que f a m i l l e  p l o n g 6 e  d a n s  Y× p 2  

D ~ m o n s t r a t i o n  : Tou t  d ' a b o r d ,  l a  q u e s t i o n  e s t  l o c a l e  s u r  Y~ e t  de p l u s  i l  f a u t  

r e m a r q u e r  qne c h a c u n e  des  q u a n t i t ~ s  ~{Xy,X) e t  n{Xy,X)  ( y =  F ( x ) )  e s t  s e m i - c o n t i n u e  
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s u p ~ r i e u r e m e n t  comme f o n c t i o n  de x ~  X. S u p p o s o n s  l a  c o n d i t i o n  Q v ~ r i f i ~ e  : 

p u i s q u e  F e s t  p l a t e ,  l e  d e g r ~  d = deg  X e s t  c o n s t a n t  e t  donc  d ' a p r ~ s  l a  f o r -  
Y Y 

m u l e  de P l U c k e r ~  0 i m p l i q u e  que  E ~ ( X y , X )  + ( n ( X y , X )  - 1) e s t  c o n s t a n t .  La 
XEXy 

s e m i - c o n t i n u i t ~  m e n t i o n n ~ e  p l u s  h a u t  i m p l i q u e  que  X d o i t  a v o i r  a u t a n t  de p o i n t s  
Y 

s i n g u l i e r s  que  X e t  d ' a p r ~ s  l ' h y p o t h ~ s e  (~)  on p e u t  s u p p o s e r  c u e  
0 

n 

e r i t ( F )  = U ~ i ( Y )  ou ~ i  : Y ~ X  e s t  u n e  s e c t i o n  p i q u a n t  l a  i - ~ m e  c o m p o s a n t e  c o n -  
i = l  

n e x e  de c r i t ( F )  ( l e  t o u t  q u i t t e  a r ~ t r ~ c i r  Y) .  On a a l o r s  : 

~ ( X y , a i ( y ) ) +  n ( X y , ~ i ( Y ) ) c o n s t a n t ,  donc  ~ ( X y , ~ i ( y ) )  e t  n ( X y , ~ i ( y ) )  c o n s t a n t s  

(1 g i ~ k)  e t  p u i s q u e  s e s t  un i s o m o r p h i s m e  h o r s  de c r i t ( F )  = S i n g  X, l e  r 6 s u l t a t  

Q e s t  u n e  c o n s e q u e n c e  i m m e d i a t e  du r ~ s u l t a t  l o c a l  5 . 3 . 1 .  

Q ~ Q p a r c e  q u e  l e s  d e u x  c o n d i t i o n s  s o n t  l o c a l e s  au  v o i s i n a g e  de c r i t ( F )  

e t  au  vu de 5 . 3 . 1  e n c o r e .  

Q ~ ~ . P a r  d ~ f i n i t i o n ,  l ' ~ q u i s a t u r a t i o n  i m p l i q u e  que  l ' o n  p e u t  r e l e v e r  

l e s  c h a m p s  de  v e c t e u r s  D2 5 ~ _  ( 1 ~  g k =  dim Y) en  d e s  c h a m p s  de v e c t e u r s  m ~ r o -  - 5 y £  

m o ~ p h e s  l i p s c h i t z i e n s  s u r  X au v o i s i n a g e  de c r i t ( F ) .  On p e u t  I e s  r e c o l l e r  p a r  

C ~ p a r t i t i o n  de l ' u n i t ~  a v e c  d e s  c h a m p s  de v e c t e u r s  s u r  X -  c r i t ( F )  r e l e v a n t  

l e s  m~mes D~ , o b t e n a n t  a i n s i  d e s  c h a m p s  de v e c t e u r s  l i p s c h i t z i e n s  s u r  X, q u i  

p a r  l e u r  p r o p r i 6 t ~  l i p s c h i t z i e n n e  s ' ~ t e n d e n t  en  c h a m p s  de v e c t e u r s  l i p s c h i t z i e n s  

d a n s  un  v o i s i n a g e  U de X dar ts  Y x  ~ 2  , q u e  l ' o n  peu£  r e c o i l e r  p a r  p a r t i t i o n  de 

l ' u n i t ~  a v e c  d e s  c h a m p s  de v e c t e u r s  C ~ r e l e v a n t  l e s  D2 d a n s  Y x  ~ 2 _ U ,  

X c U '  c U .  En t o u t  on o b t i e n t  p o u r  c h a q u e  D~ un  r e l ~ v e m e n t  l i p s c h i t z i e n  d a n s  

¥ x  ~ 2  t a n g e n t  a X, e t  l ' i n t ~ g r a t i o n  de c e s  r e l e v e m e n t s  f o u r n i t  l a  t r i v i a l i s a -  

t i o n  t o p o l o g i q u e  c h e r c h ~ e .  

Q ~ Q . P a r c e  que  ~ i m p l i q u e  a u s s i t ~ t  que  c r i t ( F ) ~ Y  e s t  un r e v ~ t e m e n t  

t r i v i a l ,  l e  l o n g  de c h a q u e  c o m p o s a n t e  g i ( ¥ )  d u q u e l  l e  n o m b r e  de M i l n o r  

~ ( X y , ~ i ( y ) )  e s t  c o n s t a n t  p u i s q u e  l ' o n  s a l t  q u e  c ' e s t  un  i n v a r i a n t  du t y p e  t o p o -  

l o g i q u e .  On a p p l i q u e  ~ n o u v e a u  5 . 3 . 1 .  

Q ~ Q . P a r c e  que  d ' a p r ~ s  5 . 3 . 1 ,  Q i m p l i q u e  que  c r i t ( F ) ~  ¥ e s t  un 

r e v ~ t e m e n t  t r i v i a l , l e  l o n g  de c h a q u e  c o m p o s a n t e  ~ i ( F )  d u q n e l  % ( X y , O i ( y ) )  e t  

n ( X y , g i ( y ) )  s o n t  c o n s t a n t s ~  P u i s q u e  dy e s t  c o n s t a n t ~  ~ r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  de 

l a  f o r m u l e  de P l f l c k e r .  

I I . l l  R e m a r q u e  : Si  X ° n ' a  p o u r  s i n g u l a r i t 6 s  que  d e s  c u s p s  e t  d e s  p o i n t s  

d o u b l e s  o r d i n a i r e s ,  ( * )  e s t  a u t o m a t i q u e m e n t  s a t i s f a i t e .  

I I . 1 2  R e m a r q u  e : S o i t  (Xy) u n e  f a m i l l e  a un p a r a m ~ t r e  de c o u r b e s  p r o j e c t i v e s  

p l a n e s  r ~ d u i t e s ,  a d m e t t a n t  c h a c u n e  u n e  c o u r b e  d u a l e ,  e t  n ' a y a n t  comme s i n g u l a -  

r i t 6 s  q u e  d e s  p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s .  A l o r s  s i  l e  hombre  d e s  c o m p o s a n t e s  i r -  

r ~ d u c t i b l e s  de X e s ¢  s t r i c t e m e n t  p l u s  g r a n d  que  c e l u i  de X p o u r  y ~  O, l e  nombre  
o y 
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d e s  p o i n t s  d o u b l e s  de X e s t  s t r i c t e m e n t  p l u s  g r a n d  que  c e l u i  de X p o u r  y ~  O. 
o y 

En e f f e t ~  s i n o n  X e t  X a u r a i e n t  l a  m~me c l a s s e ~  e t  comme l a  c o n d i -  
o y 

t i o n  (~ )  e s t  s a t i s f a i t e ,  X e t  X a u r a i e n t  d e s  s a t u r a t i o n s  i s o m o r p b e s ~  donc 
o y 

en  p a r t i c u l i e r  l e  m~me nombre  de c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s .  

Ce r 6 s u l t a t  e s t  un a v a t a r  du " p r i n c i p e  de d 6 g 6 n 6 r e s c e n c e "  d ' E n r i q u e s  

[ c f .  O. Z a r i s k i ~  A l g e b r a i c  s u r f a c e s ,  2nd e d i t i o n  ( S p r i n g e r  E r g e b n i s s e  No 61 ,  

1971 ,  p .  2 1 6 ) ] .  
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