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Résumé. We explain what is twisted endoscopy. We give the formulation of the geometric part of the
twisted trace formula, following the works of Clozel-Labesse-Langlands and Arthur. We explain his
stabilization, which is a work in progress, joint with Moeglin.
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1. Introduction

Langlands a posé des conjectures qui classifient les représentations automorphes d’un groupe
réductif connexe défini sur un corps de nombres. La forme fine de ces conjectures requiert
I'usage de la théorie de 1’endoscopie, elle-aussi imaginée par Langlands. En retour, cette
théorie permet d’établir dans certains cas trés particuliers 1’existence prédite par les conjec-
tures de correspondances entre représentations automorphes sur différents groupes. La mé-
thode passe par la “stabilisation de la formule des traces d’ Arthur-Selberg”, cette formule
étant ’un des outils les plus puissants de la théorie des formes automorphes. Cette stabi-
lisation a été établie par Arthur [1-3]. Depuis les travaux de Langlands puis d’Arthur et
Clozel sur le changement de base ([9, 16]), on sait qu’il est utile d’étendre la formule des
traces comme la théorie de I’endoscopie a une situation “tordue”, c’est-a-dire ou le groupe
est muni d’un automorphisme (il revient plus ou moins au méme de considérer un groupe
non connexe). Arthur a tiré des applications spectaculaires de cette théorie appliquée a un
groupe G L(n) tordu par un automorphisme extérieur non trivial, cf. [4]. Dans le cadre tordu,
la formule des traces a été établie par Clozel, Labesse et Langlands et développée par Arthur.
Kottwitz, Labesse et Shelstad ont élaboré apres Langlands la théorie de 1’endoscopie tordue.
Dans un travail en voie d’achévement, en collaboration avec Moeglin, nous stabilisons la
formule des traces tordue, en suivant la méthode d’ Arthur. Dans la section 2, je tente d’ex-
pliquer ce qu’est I’endoscopie tordue sur un corps de base local et j’énonce les résultats de
stabilisation locaux concernant les intégrales orbitales. Dans la section 3, le corps de base
devient un corps de nombres. Je décris la partie géométrique de la formule des traces tordue
et j’explique sa stabilisation. Comme je I’ai dit, ce travail n’est pas encore complétement
achevé et reste encore soumis a une hypothese, a savoir la validité du lemme fondamental
pour toutes les fonctions de 1’algebre de Hecke. Ng6 Bao Chau a démontré ce lemme pour la
fonction unité de cette algebre [17]. Sa généralisation ne fait pas de doute et est certainement
incomparablement plus facile que le théoréme de Ngb Bao Chau.
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2. LathZorie locale

Cette section sC)apE)uie sur les articles [11, 13, 14, 18]. On a donnZ une prZsentation plus
personnelle de la thZorie dans [19].

2.1. Espaces tordus.Soient F' un corps local de caractZristique nulle Btune cl™ture
algZbrique de. On posd r = Gal(®/F) et on notelV le groupe de Weil dé". Soient
G un groupe rZductif connexe dZbni $uiet G un espace tordu sods. Cela signiPe qué&
est une variZtZ algZbrique gumuni de deux actions d&

G'@g! g " G
(9.7.9) ¥ g9

dZPnies suF, de sorte que, pour toyt$ &, les applicationg # gy etg' # ~g¢' soient
bijectives. Poury $ &, on noteud, 1Oautomorphisme détel queyg' = ad, (¢') pour tout

¢' $ G. Notons# la restriction deid, au centreZ(G) deG. Elle ne dZpend pas de 10ZIZment
v $ G. Onimpose les deux conditions :

G(F) % &et |IOautomorphisntede Z(G) est dOordre bni.

Outre les donnZe§ et G, on bxe un caractere de G(F), cOest-"-dire un homomor-
phisme continw : G(F)" C".

Poury $ G, on noteZ;(v) I0ensemble de points bxesadle et G, la composante
neutre de ce groupe. Une paire de Bore(@lest un couplé B, T), o* B est un sous-groupe
de Borel deG et T est un sous-tore maximal d& (on ne suppose paB et 7' dZbnis sur
F). Un ZIZmenty $ & est dit semi-simple sOil existe une paire de Bdsell') de G qui est
conservZe patd, . Tout ZIZmenty $ G sOZcrit de fason unique comme produit -y,
0° 7,5 est semi-simple et est un ZIZment unipotent d& _ . On dit quey est fortement
rZgulier sOil est semi-simple eZgj(7) est commutatif.

On dit queG est quasi- deonZ sOil existe une paire de EB{&F) dZbnie su. On
dit que G est " torsion intZrieure sid, est un automorphisme intZrieur dépour tout

v $ & (ou pour uny $ @, cOest Zquivalent). Un tel espace tordu " torsion intZrieure est
isomorphe "G sur P mais pas forcZment sui. Par exemple, on peut avai¥ = SL(n)
et@ = {g $ GL(n); det(g) = d}, o* d estun ZIZment bxZ d€ . Dans ce cas(y est
isomorphe "G sur F si et seulement si est la puissance-isme dOun ZIZment d& .

2.2. IntZgrales orbitales. On noteC* (G(F)) IOespace des fonctiohs G(F) " C dont
le support est compact et qui sont lisses, cOest-"-dire localement constdhtestsion-
archimZdienC* si F est archimZdien. Pour tout groupe rZduétiiZbni surF, on note
par la lettre gothiqué son algebre de Lie. Soit $ G(F). Notonsy,, sa partie semi-simple,
posons

DY) = |det(1" ady,,)igsg.,, |
o° |.|r est la valeur absolue usuelle #ie Fixons des mesures de Haar §i(F) etG, (F).
Soit f $ C* (G(F)). Siw nOest pas trivial s@ (F), on posel(y,w, f) = 0. Siw est
trivial sur G, (F'), on pose
!

1%(y,w, f) = DE(7)Y/? w(g) f(g® tvg) dg.
G (F)\G(F)
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On note I(G/(F),! ) le quotient de C;, (G(F)) par le sous-espace des fonctions f telles que
IS(",1,f)=0 pourtout” ! G(F).

Supposons G quasi-déployé, G a torsion intérieure et ! = 1. On supprime ! des no-
tations. Soit " un élément semi-simple fortement régulier de G'(F). La classe de conjugai-
son stable de " est I’ensemble des " ! G(F) tels qu’il existe g ! G(P) de sorte que
= ¢#1" g. En général, cette classe est plus grosse que la classe de conjugaison de " par
G(F) : I'exemple simple G = G = SL(2) permet de s’en convaincre. Fixons des mesures
de Haar sur G(F) et G, (F). Pour " stablement conjugué a ", les tores G et Gy sont
isomorphes et la mesure sur Gy (F)) en détermine une sur Gy 1 (F). Pour f ! Ci (G(F)),on
pose

Se( =Y 1% P,

ot " parcourt un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G(F) dans la
classe de conjugaison stable de " . On note SI(G/(F)) le quotient de Cf (G(F)) par le sous-

espace des f telles que S€(", ) = O pour tout " comme ci-dessus. C’est un quotient de
I(G(F)).

Revenons au cas général. L’analyse harmonique ! -équivariante est 1’étude de 1’espace
I(G(F),!). Les travaux de ces dernieres décennies sur la formule des traces ont mis en évi-
dence I’importance plus fondamentale des espaces SI(G/(F)) du cas particulier ci-dessus.
La théorie de 1’endoscopie tordue affirme en substance qu’étudier 1’espace I(G/(F),! ) re-
vient a étudier les espaces SI(G;(F)), ot (G|, G;)i=1 ..n est une certaine famille finie de
couples déduits de (G, G, ! ) et vérifiant les hypotheses plus simples ci-dessus. Nous déve-
lopperons les constructions de cette théorie dans les paragraphes suivants.

2.3. L-groupes. Une paire de Borel épinglée est un triplet £ = (B, T, (E" )¢ ), ol
(B, T) est une paire de Borel, ! est ’ensemble des racines simples de 7' dans 1’algebre
de Lie U du radical unipotent de B et, pour tout # ! ! | E- est un élément non nul de
la droite radicielle u- " U associée a #. Deux paires de Borel (resp. épinglées) de G sont
conjuguées par un élément de G. Fixons une paire de Borel (B, T). On définit une action
“quasi-déployée” de " ¢ sur T de la fagon suivante. Pour tout $ | "¢, fixons g($) ! G
tel que adgx) #$(B,T) = ( B,T) (pour g ! G, ady est I'automorphisme = $ gzg”* de
G). On note $g* I’automorphisme adgyy) #$ de 7. 1l ne dépend pas du choix de g($) et
$ % $s- est’action cherchée. Il y a aussi un automorphisme %de 7" ainsi défini : on choisit
" | G tel que adi conserve (B, T) (il existe de tels ") ; alors %est la restriction de ady a T,
laquelle ne dépend pas du choix de ". )

Un groupe dual de G est un groupe réductif connexe @ sur C, muni d’une paire de Borel
épinglée o= ( B , f’, (E-b-)ms ) et d’une action algébrique de " ¢ satisfaisant aux conditions
suivantes. L'action de " ¢ conserve &. C’est-a-dire que,pour $ ! "g,ona $(§,ffj) =
(B, D) et $ agit par une permutation # $6 $(#) sur O de sorte que $(Lyg) = E#(g,). Pour
toute paire de Borel (B,T) de G, on se donne des isomorphismes en dualité¢ Xof7T) &
XAP), XAT) & XofP) (avec la notation habituelle pour ces groupes de caractéres et de
cocaracteres), qui échangent ensembles de racines et de coracines, qui respectent les ordres
sur ces ensembles définis par B et Bet qui sont équivariants pour les actions de " g, le tore
T étant muni de 1’action quasi-déployée associée a (B,T"). On demande que si on remplace
(B,T) par adg(B,T), pour g ! G, les isomorphismes relatifs a adg(B,T) se déduisent de
ceux relatifs a (B, T) par composition avec les isomorphismes déduits de ady. On fixe un
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tel groupe dual et on po$eG = @! W, o We agit sur@ via IOhomomorphisme naturel
WE ! 1. Pour une paire de Bor¢B,T), IOautomorphismedeT se transporte en un
automorphism®deP:six, " X, (T) correspond &' " X' (P),!#x, correspond %' #0.
Cet automorphisme ne deend pas du choi¢Bld ) et se prolonge en un automorphlsme
Ode@ qui conserve® et commute " IOaction galoisienne. On peut considZrer IOen&@¥hble
comme un espace tordu soBs

On a bxZ en 2.1 un caractstede G(F). Il convient de modiber cette donnZe en bxant
plut™t un ZIZmeatdu groupe de cohomologid '(Wr ; Z(@®)). Selon une construction
de Langlands, cet ZIZment dZtermine un carattde G(F). SiF est non-archimZdien, la
correspondance$ " est bijective. Mais, gF est archimZdien, elle est seulement surjective
et bxera est plus prZcis que bxer

2. 4 DonnZes endoscoplquesUne donnZe endoscop|que p()Gr G, a) estuntriplelG’ =
(G",G,s), 0* G est un groupe rZductif connexe quasi-dZployFs@ est un sous-groupe
del G etsestun ZIZmen_t_ semi-simple de IOespace ®Rioes donnZes vZ__rlbant les condi-
tions qui suivent. Noton@®s la composante neutre du commutantsd#ans@. On suppose
quOil y a une suite exacte

1! Gs! G! Wg! 1

et que cette suite est scindZe, cOest-"-dire quOil y a un homomorphisméieritinG qui
est une section de la deuxisme Reche. Fixons une paire de Borel Zpingide &®ur tout
w " W, bxonsgy = (g(w),w) " G tel queady ) #Ww la conserve. Alors |Oapplication
qui, ~ w, associe IOautomorphisady ., #w de Qs se quotiente ou sOZtend (selonfyest
archimZdien ou non) en une action!de sur@s. On suppose que, muni de cette actids,
est un groupe dual d@". Cela nous autorise ~ not@" ce groupe8s. On suppose enbn quO|I
existe un cocycla: Wg ! Z(@), dont la classe est, de sorte que pour toqg, w) "

on ait IOZgalltiﬂ(g)W(s)# 1 = a(w)g, os on a Zcrits = sPavecs " @.

Deux donnZes endoscopiqu@s = (G}, G|, s1) et G, = (G,, G,, s2) sont dites Zqui-
valentes sOil exisie" @ tel quexGx*! = G, etxs;x*! " Z(@)s,. On peut toujours
remplacer une donnZe endoscopique par une donnZe uni\(afecnteG", G, s) de sorte
que les conditions suivantes soient vZribZes=: sP avecs " P; I0action galoisienne
sur @ conserve une paire de Borel ZpinglZe dont la paire de BBFelP") sous-jacente
est(® %@, P 0}, le deuxisme groupe dZsignant la composante neutre du sous-groupe des
points bxes dé’aglssant dan®. Dans la suite, on ne conS|d-re que de telles donnZes. Soient
(B, T), resp(B",T"), une paire de Borel d&, resp.G". Des homomorphismes

Xy (T) & X' (B) *F X! (B10) = x! (F) & X, (T")

se dZduit un homomorphisrde: T | T'. Il se quotiente en un isomorphisriég (1
IT) & T', 001" ! estiOhomomorphismés t!(t)*' deT dans lui-meme. On montre
que# se restreint en un homomorphisie Z(G) !  Z(G") qui ne dZpend pas des choix
de paires de Borel.

On dit que la donnZ&" = (G', G, s) est elliptique sZ (€)' F 0 = Z(@)'*' 0, avec
une notation similaire ~ celle ci-dessus.

2.5. LOespace endoscopiqueour une paire de Borel ZpinglEede G, notonsZ (G, E)
IOensemble dés" G tels quead- conserveE. NotonsZ (G, E) le quotient deZ (G, E)
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par |Qaction par conjugaisonZigG). SiE' est une autre paire de Borel ZpinglZe, on choisit
g! G tel quead,(E) = E'. Alors ad, dZPnit un isomorphisme d&(G,E) surZ(G,E")
qui ne dZpend pas du choix deOn noteZ (G) la limite inductive desZ (G, E), la limite
Ztant prise sur les paires de Borel ZpingFee G, les applications de transition Ztant les
isomorphismes canoniques que 10on vient de dZbnir. CetZ(dt Ztant canonique, il
rZcupere une action dep. COest un espace tordu sga§) := Z(G)/ (1" ' )(Z(G)).
SoitG' = (G',G',s) une donnZe endoscopique p¢Gr, G, a). On dZbnit IOespace en-
doscopiques' comme le quotient d&' # Z(G) par la relation dOZquivaler(gt' (z), 2) $
(¢, z2) pour toutz ! Z(G). LOaction galoisienne s@t # Z(G) se descend en une action
galoisienne su@'. On a des actions " droite et ~ gauche @ésurG' qui proviennent des
multiplications sur la premisre composante @& # Z(G). Ainsi G' est un espace tordu
sousG' qui est " torsion intZrieure. Remarquons dB€F ) peut «tre vide. La construction
fournit une application naturell& (G) % Z(G'). Ce dernier ensemble est celui des G'
tels quead; soit IQidentitZ.

2.6. Correspondance endoscopique. SoitG' = ( G',G', s) une donnZe endoscopique pour
(G, G, a). Appelons diagramme un seXtUD(ﬁB’,T!, B,T,%,0°%$! G'(F), % G(F),
(B', T, resp.(B, T), est une paire de Borel d&', resp.G, vZribant les conditions sui-
vantes. Les automorphismas, et ad, conservent respectlveme(rB T) et(B,T) (Ies
ZIZment$ et %sont donc semi- S|mples) Les torBet T' sont dZbnis suk, ainsi que [Oho-
momorphismé' : T % T' associZ aux paires de Borel. Etendons les deux paires de Borel
en des paires de Borel ZpinglZestE'. On peut Zcriréo= te, avect | T ete! Z(G,E).
LOZIZmerd a une image naturelle dansZ(G') = Z(G',E'). Onimpose qu&= "(t)€".
Cela ne dZpend pas des choix dOZpinglages.

Pour des ZIZmend G'(F) et%! G(F), on dit que ces ZIZments se correspondent sOil
existe un diagramme les joignant. On dit dbeest relevant sOil existe un diagramme.

Pour un ZIZment semi-simpl¢! G, on introduit le groupd,, = G,Z(G)’. Soient
%% ! G(F) deux ZIZments semi-simples. On dit quOils sont stablement conjuguZs sOil
existey | G tel quey’ 1% = %ety&(y) 1! I, pourtout&! ! p. Cette dZPnition gZ-
nZralise celle posZe en 2.2. La classe de conjugaison stalkestensemble des ZIZments
stablement conjuguZs% SoientO', resp.O, une classe de conjugaison stable dOZIZments
semi-simples dan&'(F), resp.G(F). On dit quQelles se correspondent sOil ekist®©'
et%! O qui se correspondent (8 est formZ dOZIZments fortement rZguliers, cOest Zqui-
valent "~ ce ques et %se correspondent pour toid O' et%! O). On montre qud” une
classeD' correspond au plus une clagdeet quinversement, IOensemble des clASsgs
correspondent ~ une clas§eest bni (Zventuellement vide).

2.7. Transfert. Soit G' = (G',G',s) une donnZe endoscopique relevantg @G, a).
ConsidZrons une suite exacte

1% C1 % G) % G' % 1,

os G} est un groupe rZductif et quasi-dZployZ Buet C; est un sous-tore central induit
(cOest-"-dire que 4(C,) possede une base permutZe par IQaction galoisienne). ConsidZrons
un espace tord@} sousG}, " torsion intZrieure et tel qué’ (F) & ' . Supposons donnZe

une applicatior} % G' compatible avec la projectioB; % G'. Supposons donnZ un
plongemen®), : G' % G, compatible aux projections sW r, dont la restriction @' ( G

est un homomorphism®' % @ dual " la projectionG} % G'. De telles donnZes existent,
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cf. [11] 2.2. Pour (&,,7) ! GY(F)" G(F), on dit que &, et~y se correspondent si & et v se

correspondent, o1 § est I'image de d; dans G' (F). Kottwitz et Shelstad ont défini un facteur

de transfert | | : G'(F)" G(F) # C,cf. [11] chapitre 4 et [12]. Ona! 1(6;,7) $ O si

et seulement si §; et v se correspondent et -y est fortement régulier. Pour de tels éléments,
1(01,7) ne dépend que de la classe de conjugaison stable de ¢ et on a la formule

1(c161,9 'vg) = Ailer) 'wlg)! 1(61,7)

pourtousc; ! Cy(F)etg! G(F),ou A estun caractere de Cy(F) déduit des données.

Notons C¥, | (GY(F)) I'espace des fonctions f; : G} (F) # C qui sont lisses, a support
compact modulo Cy (F) et telles que f1(c101) = Ai(c1)" 1f1(51) pour tous ¢y | Cy (F) et
61 ! é'l (F). Les définitions du paragraphe 2.2 s’adaptent a cet espace, on ajoute des A; en
indices. Pour f | C# (G(F))et fi ! C¥ (GY(F)),on ditque fi est un transfert de f si
on a I’égalité 7

517.f1 ZI 5137 ZG(FYa ) : G- (F)] IIG(’Yawaf)

pour tout ¢; dans un ensemble ouvert dense de é'l(F), ou y parcourt I’ensemble des élé-
ments de G/(F') correspondant a 1, modulo conjugaison par G(F'). Pour donner un sens 2
cette égalité, il faut fixer des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant. Celles sur les
tores G (F) et G 4, (F) doivent étre reliées.

ThZoreme 2.1. Toutf | C# (G(F)) admet un transferf, | C#, (G}(F)).

Ce théoreme résulte de [17] et [20] 1.5 dans le cas non archimédien. Il est dii a Shelstad
[18] dans le cas archimédien. On montre que les choix de mesures de Haar disparaissent
si I’on introduit pour tout groupe réductif H sur F' la droite complexe Mes(H (F')) portée
par une mesure de Haar sur H(F') et si 1’on considére le transfert comme une application
linéaire

I(G(F),w) % Mes(G(F)) # SI (GY(F)) % Mes(G'(F)).
Cette application dépend des données G!l, G !1, i, 51, ainsi que du choix de ! ;. Ce facteur
n’est en effet pas uniquement déterminé, mais seulement a homothétie pres. Considérons
d’autres données GY,...,! 5 vérifiant les mémes hypothéses. Il s’aveére que I’on peut définir
un isomorphisme canonique

Oy (GLU(F)) & CFy ,(Gy(F))

1

qui commute au transfert. C’est-a-dire que, pour f | C¥ (G(F))et fi | C¥, (G\(F)),
f1 est un transfert de f si et seulement si I'image f> de fi par I’isomorphisme ci-dessus est
un transfert de f. On peut alors définir un espace noté C* (G') qui est la limite inductive
des espaces C’f’! ) (G (F)), 1a limite étant prise sur toutes les données auxiliaires G ,...,! 1,
les applications de transition étant les isomorphismes ci-dessus. Cette définition pose un
probleéme logique, les données auxiliaires ne formant pas un ensemble, mais ce probleme est
facile a résoudre. Une construction analogue permet de définir des espaces I(G') et ST(G').
L’application de transfert devient une application linéaire canonique

I(G(F),w) % Mes(G(F)) # SI(G')%Mes(G'(F))
f # £6’
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2.8. Les espaces de distributionsOn note D,,.;,(G(F),! ) I’espace de formes linéaires
sur I(G(F),!) (que I’on peut relever en des formes linéaires sur C', (G(F))) engendré par
les intégrales orbitales f ¥ I¢(",1 . f), cf. 2.2, quand " décrit G(F). Quand F est non-
archimédien, c’est aussi I’espace des formes linéaires qui, relevées en des formes linéaires
sur C., (G(F)), sont supportées par un nombre fini de classes de conjugaison par G(F). Il
est plus canonique d’introduire comme en 2.7 la droite complexe Mes(G(F)) et sa duale
Mes(G(F))" et de considérer les espaces I(G(F),! ) # Mes(G(F)) et Do, (G(F),! ) #
Mes(G(F)) . Pourf $ I(G(F),! )# Mes(G(F)) et! $ D, (G(F),! )# Mes(G(F))",
on note I¢(! ,f) I’évaluation de ! sur f. Supposons que G soit quasi-déployé, que ¢
soit 2 torsion intérieure et que @ = 1. On note D5!, (G(F)) le sous-espace des éléments
de Dyeom(G(F)) qui sont stables, c’est-a-dire se quotientent en une forme linéaire sur
SI(G(F)). Pour f $ SI(G(F)) # Mes(G(F)) et" $ D3, (G(F)) # Mes(G(F))", on
note S¢(" ,f) I’évaluation de " surf.

Soit G#= ( G* G $) une donnée endoscopique relevante de (G, G, a). On a défini Ies-
pace ST1(G* comme limite inductive d’espaces ST, , (G%(F)) construits & I’aide de données
auxiliaires. Une construction analogue permet de définir un espace D3, (G¥) de formes li-
néaires sur SI1(G*). Supposons F' non-archimédien. Dualement 2 1’application de transfert
du paragraphe précédent, on a une application linéaire

transfert : DL, (GH# Mes(GHF)) " Do(G(F),! ) # Mes(G(F))" .

Le cas archimédien est plus compliqué, cf. 2.13.

2.9. Espaces de Levi.Soient P un sous-groupe parabolique de G et M une composante
de Levi de P, tous deux définis sur F (on appelle M un Levi de ). Notons I 1’ensemble
" $ G tels que ad- conserve P et M. Supposons M non vide. On appelle alors &
un espace de Levi de G. C’est un espace tordu sous M. On peut identifier le groupe dual
M 2 un sous- -groupe de Levi de Q, que I’on peut supposer standard et invariant par )
comme par I’action galoisienne. L'élément a $ H*(Wr; Z (@)) se pousse en un élément
ay $ HY(Wg; Z(M)). Soit M# = ( M# M * $) une donnée endoscopique elliptique pour
(M, M, ay;). Dans la définition de 2.4 intervient un cocycle, ici ap; : Wp " Z(M), de
classe aps. On voit que, quitte a remplacer M # par une donnée €quivalente, on peut suppo-
ser que ce cocycle est A valeurs dans Z(@). Sa classe dans H(Wp; Z(@)) est alors a. On
suppose qu’il en est ainsi.
Soit s $ $Z(M)'F 79/2 (@) #_On montre qu’il existe une donnée endoscopique
G#(3) = (G*3),G1(3), 3) de (G, G, a) caractérisée par les propriétés suivantes : @(3) est
la composante neutre du commutant de $ dans Q; G1(3) est le sous-groupe de “G engendré
par @%(%) et M *(en fait, c’est simplement le produit @4(#)M #= M *@*(s)). Le groupe M*
s’identifie 4 un Levi de G*(%) et M*s’identifie conformément 2 un espace de Levi de G*(3).
On définit une constante i, (G, G*(3)) . Si G*(3) n’est pas elliptique, elle est nulle. Si G*(3)
est elliptique, on montre qu’il y a un homomorphisme naturel

A0 RRIA() A0 AU ) M

11 est surjectif et de noyau fini. Alors i, (G, G%3)) est I'inverse du nombre d’éléments de
ce noyau.

Soient M un espace de Levi de G et M le Levi de G associé. On note Ay le plus
grand sous-tore de Z(M) déployé sur I et A, le plus grand sous-tore de A sur lequel
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ad., agit trivialement pour tout v € M (ou pour un vy € M, cest équivalent). On pose
Ay = X1 (4); ) ®z R. On doit fixer pour tout espace de Levi M une mesure de Haar sur
Ay - De méme, pour toute donnée endoscopique G* = (G", G, 3) de (G, G, ) et pour tout
espace de Levi M" de G, on doit fixer une mesure de Haar sur Ayj - On doit imposer des
conditions de compatibilité a ces divers choix. En particulier, si G est elliptique, il y a un
isomorphisme naturel A5 ~ Ag: et on impose que les mesures se correspondent par cet
isomorphisme.

2.10. IntZgrales orbitales pondZrZesLes définitions de ce paragraphe sont dues (comme

bien d’autres) & Arthur. Considérons un espace de Levi M de G. Soient v € G(F) et

[ € C% (G(F)). Supposons d’abord M, = G.. Si w est non trivial sur M., (F), on pose

J& (7,w, f) = 0. Supposons w trivial sur M., (F"). On choisit des mesures de Haar sur tous
les groupes intervenant et on pose
I

G

JE (vow. f) = DS (3)V2 w(9)Fg® v vy (9) dg

M, (F)\G(F)

ol vy; est un “poids” défini en [5] paragraphe 1 (a I’aide du choix d’un “bon” sous-groupe
compact maximal de G(F)).

La définition de JS (7,w, f) quand la condition M., = G n’est pas vérifiée est beau-
coup plus délicate. Pour a € A,; (F)) en position générale, on a My, = Gay et le terme
JS (ay,w, f) est défini. Plus généralement, JE; (ay,w, f) est défini pour tout espace de Levi

L D M. Alors JS (v, w, f) est défini comme la limite quand « tend vers 1 d’une certaine
combinaison linéaire (a coe! cients dépendant de a) de ces intégrales JE (avy,w, f).

De nouveau, il est plus canonique de remplacer f par un élément de C¥ (G(F)) ®
Mes(G(F)). On s’apercoit qu’alors les données de « et d’une mesure sur M, (F') suf-
fisent pour définir les termes ci-dessus. Or ces données définissent aussi une intégrale or-
bitale sur M (F), ¢’est-a-dire un élément de Doy (M (F),w) ® Mes(M(F))' . Par linéa-
rité, on peut alors définir J (! ,f) pour ! € Do (M(F),w) ® Mes(M(F))" etf ¢

C* (G(F))® Mes(G(F)). Hormis le cas M = G, les applications linéaires f — JS (r,f)
ne sont pas w-équivariantes, c’est-a-dire ne se quotientent pas en des applications linéaires
sur [(G(F),w)®Mes(G(F)). Arthur a défini des avatars w-équivariants de ces applications,
cf. [6] section 2. On n’en donnera pas la définition qui passe par la théorie des représenta-

tions (les objets obtenus ne sont plus, en fait, de nature “géométrique”). On note I,\C/'I‘~ (r,f)
’avatar w-équivariant de JS (!',f). C’est une forme bilinéaire en ! € Do (M (F),w) ®
Mes(M(F))' etf € I(G(F),w) ® Mes(G(F)). Comme on le verra en 3.3, ces formes
bilinéaires sont les objets locaux qui interviennent dans la partie géométrique de la formule
des traces.

Variante. Supposons G quasi-déployé, C? a torsion intérieure et a = 1. Comme on 1’a
dit, pour  tel que M, # G, les termes J,\Gﬁ (7, f) sont définis par un procédé de limite.
En fait, il y a plusieurs procédés possibles. Notons 7 la partie semi-simple de ~ et fixons un
sous-tore maximal 7 de G,,. Notons X¢" (T') ’ensemble des racines de T dans 1’algebre de
Lie de G, A toute fonction B, : X6 (T') — Qs o vérifiant des propriétés trés restrictives
(par exemple une fonction constante), on peut associer un procédé de passage a la limite. Plus
globalement, supposons que, pour tout élément semi-simple 1 € G(F ), on s’est donné une
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telle fonction B,,, ces fonctions étant reliées elles-mémes par des conditions de compatibilité.
On appelle ces données un systeme de fonctions B. Alors on peut définir pour tout v €
M (F) un terme JG (v, B, f). 1 est égal a JG (7, f) si M, = G. mais ne I’est pas, en
général, si cette condmon n’est pas vérifiée. Comme ci- dessus on en déduit des avatars
invariants I,a: (¢, B,f).

2.11. IntZgrales orbitales pondZrZes stableSupposons le corps F non-archimédien, G
quasi-déployé, G a torsion intérieure et a = 1. On supprlme les termes a et & des notations.
Soit M un espace de Levi de G. Le trlplet M = ( M," M, 1) est une donnée endoscopique de
(M, M) (la donnée “maximale”). Pour" € DSt (M(F)) @Mes(M(F))' etf € I(G(F))®
Mes(G(F)), on définit un terme S,\G/~I (", f) par la formule
I
S (0= 15 (.0 - ini (G, G Sy 77,19,
Z(M)' FIz (G) F s#1

cf. [8] section 5. Expliquons cette formule. Le premier terme 17 G (",f) adéjaété défini. Pour
s intervenant dans la somme, I’hypothése s #Z 1 entraine que dzm(G$(s)sc) < dim(Gsc),
ou par exemple G'sc est le revétement simplement connexe du groupe dérivé de GG. Suppo-
sons un instant que, dans les constructions de 2.7, on puisse choisir pour données auxiliaires
G3(s) = G¥s), G3(s) = G¥s). En raisonnant par récurrence sur la dimension de Gsc,
on peut supposer défini le terme S,ST (S)(" #) pour # € I(G¥s; F)) @ Mes(GXF)). Un
raisonnement formel permet de s’affranchir de I’hypothese ci-dessus et de définir en général
un terme SG ) (",#),pour # € I(G¥s)) ® Mes(GXF)). Comme on va le voir, ce terme
est stable en # ¢’est-a-dire ne dépend que de I'image de # dans ST1(G¥(s)) ® Mes(GXF)).
On note f G/(S) le transfert de f. C’est un élément de cet espace. Le terme SSI (S)(" LfG(5)
est donc bien défini.
La construction repose donc sur le théoréme suivant.

ThZorsme 2.2. Pour tout" € D, (M(F)) ® Mes(M(F))', la forme linZaire
f s S5 (",f) est stable, cOest-"-dire quOelle se descend en une forme linZaire sur I0espace
SI(G(F)) ® Mes(G(F)).

Variante. Supposons donné un systeme de fonctions B comme en 2.10. 11 s’en déduit
aisément pour tout s un tel systéme pour chaque G¥(s). On définit alors S,\G/T (",B,f) dela
méme facon que ci-dessus. Pour ce terme, le théoréme est encore vérifié.

2.12. IntZgrales orbitales pondZrZes endoscopiquéspposons que F est non-
archimédien, mais que (G, G, a) est quelconque. Considérons une donnée endoscopique
G®=(G® G $) de (G, G, a). Considérons un diagramme (e, B® 7% B, T, 1), ot e € GXF)
et € G(F) sont des éléments semi-simples. Du diagramme se déduit un homomorphisme
t! — tS(ou b = ady,). Le tore 7?9 est un sous-tore maximal de G,. Notons ! Cr(T79:0) et
| G (T9) les ensembles de racines de 770 dans g, et de T% dans gf. On peut considérer ces
racines comme des formes linéaires sur t?, resp. t® Par I’isomorphisme précédent, ! G (79
ne s’identifie pas 4 un sous-ensemble de ! ©' (7%:°). Mais il existe une unique fonction
BS 11 & (T% — Q. de sorte que, pour tout & € ! " (7%, o/ B® (a) soit un élément de
I G (7%9). Plus globalement, on peut définir un systeme de fonctions B¢ sur G au sens de
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2.10, de sorte que, pour tout diagramme comme ci-dessus, la fonction BE soit celle associée
a ce systeme.

Soient M un espace de Levi de G et M/ = (M, M, ¢ ) une donnée endoscopique
elliptique et relevante pour (M, M,ayy). Soient § € D3, (M') @ Mes(M'(F))* etf €
I(G(F),w) ® Mes(G(F)). On pose

g . ~N A~ G/ (35 e (5
ITEMY,6,1) = 3 i (G, G(3)SS (8, BC 15/,
5€CZ(N)TF 0/ Z(G) 0

cf. [8] section 5. Le sens de chaque terme s’explique comme dans le paragraphe précédent.

Soit 4 € Dypy(M(F),w) @ Mes(M(F))*. On montre qu’il existe une famille finie
(M?%);=1,...n de données endoscopiques elliptiques et relevantes de (M, M, ays) et, pour
chaque i, un élément §; € D3', (M%) @ Mes(M/(F))*, de sorte que

orb

v = Z transfert(d;).

Pour f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), posons
IC?Ey,f): Z IS5, 6., 1).

n

La décomposition ci-dessus de -y n’est pas unique mais on montre que 1 %E (7, f) ne dépend
pas de ce choix.

ThZoreme 2.3. Pour tousy € D,.(M(F),w) ® Mes(M(F))* etf € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), on al®ZgalitZ

GE G

2.13. Le cask archimZdien. 11y a des complications techniques lorsque F' est archimé-
dien. La premicre est que, pour obtenir des formules d’inversion satisfaisantes entre G et
ses données endoscopiques, on est parfois obligé d’adjoindre au couple (G, G’) d’autres
couples (Gy, C:'ﬁ), ol Gy est une forme intérieure de G. On appelle K-espace la réunion
disjointe (finie) de ces espaces éﬂ et, en général, on doit travailler avec de tels K -espaces,
cf. [8] section 2. Cela ne modifie guere que les notations et ce n’est d’ailleurs pas utile
dans le cas ou G est quasi-déployé, G est A torsion intérieure et a = 1. Une di! culté
plus sérieuse est que I'espace de distributions Do, (G(F),w) ® Mes(G(F))* engendré
par les intégrales orbitales se comporte mal par endoscopie. C’est-a-dire, considérons une
donnée endoscopique G’ = (G, G, 5) de (G, G, a), supposons pour simplifier que le re-
cours a des données auxiliaires ne soit pas nécessaire et que 1’on puisse définir un trans-
fert f — £ de I(G(F),w) ® Mes(G(F)) dans SI(G'(F)) ® Mes(G'(F)). Soit § €
D3t (G'(F)) ® Mes(G'(F))*. Comme le montre un exemple di 2 Magdy Assem, que m’a
indiqué Kottwitz, il n’est pas vrai en général que I’application f — S (8,fC") soit une com-
binaison linéaire d’intégrales orbitales. La construction de 2.12 s’évanouit si on se limite aux
distributions qui sont des intégrales orbitales. La solution que 1’on a retenue est de définir un
espace de distributions Dy, Orb(é(F ), w) un peu plus gros que D(,Tb(é (F),w), qui vérifie :
- dans la situation ci-dessus, le transfert envoie D$* . (G'(F)) ® Mes(G'(F))* dans
Ditr—orp(G(F),w) @ Mes(G(F))* (o D3t ,(G'(F)) est le sous-espace des élé-
ments de Dtr_mnb(é’(F)) qui sont stables) ;
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- on peut dZDnirIesintZgraIb&(! ,f)pour! ! Dy (M (F),!)" Mes(M(F))".
on nOen donne pas la construction. En utilisant cet espace, on peut adapter les dZbnitions

de 2.11 et de 2.12. Le thZoreme 2.11 reste valable. Une forme modibZe du thZoreme 2.12
aussi.

3. LathZorie globale

3.1. Espaces tordus.SoitF un corps de nombres. On ndteal(F ) IOensemble des places
deF et, pourv ! Val(F), F, le complZtZ dé& env. On noteA |Qanneau des adsles
de F. Les dZpPnitions de 2.1 et 2.3 valent en remplasant le corps local de ce paragraphe
par le corps de nombrés. La seule diZrence notable est quOau lieu de Pxer un ZIZment
a! HYWeg;Z(Q)), on bxe seulement un ZIZment H(We;Z(8))/ker (F;Z(G)),
o+ ker'(F; Z(Q)) est le noyau Pni de IOhomomorphisme
|
HY(Wg;Z(Q)) # HY(WE,;Z(Q)).
v#Val(F)

On bxe des donnZ€8, G, a). Dea se dZduit un homomorphisme continu G(A) # C%,
trivial sur G(F). Pour toutv ! V al(F), les donnZe6G, G, a) se localisent en des donnZes
(Gv, Gy, ay) surF,. On bxe un espace de Levi mininddly deG. On noteW € le quotient

du normalisateur dif, dansG(F) par son sous-grougdd o(F ). Pour tout espace de Levi
M, on bPxe une mesure de Haar sy = X (Ap)" R(cf. 2.9), ces mesures Ztant soumises
" certaines conditions de compatibilitZ.

On bxe un ensemble PM.n $ Val(F), contenant les places archimZdiennes et
tel que, pourv ! Val(F) % Viam , les donnZe$G,, Gy, a,) soient Onon ramipZesO. On
ne prZcisera pas ici le sens de cette expression. Elle entra’ne en tout cas que, pour
V al(F) % Viam , ON peut Pxer un sous-groupe compact hyperspKgja$ G(F,) et un
espace hyperspZcial assokiZ $ G(F,). On entend par I qué&, est un sous-ensemble
non vide deG(F,) et que, pour tout ! K, on ales ZgalitZ&, = K," = "K,. On bxe
de tels objets, auxquels on impose les conditions :

- pour toutv ! V al(F) % Viam , Ky est en Obonne positionO relativemevity
- pour tout" ! G(F), " appartient "K'y pour presque tow ! Val(F) % Viam
(Opresque toutO signibe Osauf pour un nombre PniO).

3.2. IntZgrales orbitales pondZrZesSoitV $ V al(F) un ensemble bni de places Be
On poseFy = ., Fy. Beaucoup dOobjets dZpPnis dans le cas local ont des analogues
dZbnis sur IOanneay. IIs sont obtenus par produit ou tensorisation des ebjets sur les corps
F, pourv ! V.On adapte la notation en consZquence. Par exe@(ig,) = vay G(Fv)
etl (B(Fv),!) = " vav | (G(F), 1 v), | "

SoitM un espace de Levi d&. Pour! ! Do (M(Fy),!)" Mes(M (Fy)) etf!
I (G(Fy),! )" Mes(G(Fy)), Arthur a dZpni IOthgraIe ponerEquwarlanth (r,f),
cf. [6]. La dZPnition ressemble " celle esquissZe en 1.8, mais est de nature mi-locale, mi-
globale. Elle est locale en ce sens duet f sont des produits dOobjets locaux. Elle est
globale parce que le poidg; et le processus rendant les intZgraleaquivariantes ne font
intervenir que des espaces de Levi dZbnigsures termes obtenus sont toutefois reliZs
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ceux de 1.8 par la relation suivante. On suppose ! viv!,,f = ! yiviy. DOapres [6]
thZoreme 8.1, on a
< ' - o . " =~V
1S(,f)= dgv(l\n, V) |§rv(!v,fm) (3.1)

EVIL(My) viv

Expliquons cette formule. On a nat{Ny ) IOensemble des famillg¥ = (L£V),, v telles
que, pour touv " V, £V est un espace de Levi @&, contenantt,. Pour toutv, f, ., est

IOimage dg, dansl (EV(F,),! ) par IOapplication Oterme constantO usuelle dans la thZorie
de IOinduction. Saif¥Y " L(My ). On introduit I(N)espatz,ﬁe‘f\)rv = #uv(Ag,/Ag) etson

sous-espacA v = #yiv (A /Ag). Lf)espac@g = A;/ A se plonge diagonalement
dansAgV ,onnote! v (AS) sonimage. Le termekgV (M, EV) est nul sauf si

AS, =1 v(AG) # AL, .
Si cette ZgalitZ est vanZﬂ% (M, £V) est le rapport entre les mesures sur le membre de
droite et celle sur le membre de gauche (ces mesures ont ZtZ bxZes en 2.9 et 3.1).

3.3. La partie gZomZtrique de la formule des traces tordue -Zquivariante. Pour tout
v" Val(F)$ Viam , notonsl . la fonction caractZristique d&, . On noteC; (G(A)) I0es-
pace de fonctions s@(A) engendrZ par les fonctiohs ! val(F)fv,00fy" C. (G(Fy))
pour toutv etf, = 1, pour presque tout % Viam . Primitivement, la formule des traces

tordue est une Zgalltzf (f, 1) = Jspec(f, 1) pourf " C. (G(A)), les deux termes

eom
dZpendant dOune mesure de HaaCgi). Elle a ZtZ Ztablie dans [10], voir [15] pour
une rZdaction plus complste. Les normalisationsZaiant selon les auteurs, nous utilisons
prZcisZment celle de [7]. On ne considere ici que la partie gZomZtrique de cette formule.
Comme toujours, nous prZfZrons supprimer le choix de la mesure de Haar et refplacer
f" C. (G(A) ! Mes(G(A)). On obtient une expressm]giom (f,!). Comme en 2.10,
elle nOest pas-unwanante efii. Fixons un ensemble b & V al(F) contenant\/ram .
OnidentipeC; (G(Fy)) ~un sous-espace d&. (G(A)) enidentipanty " C; (G(Fv))

“fv ! () ovey 1 ,)- Pourv %V, le groupeG(Fy) est muni dOune mesure Ocanomqueo pour
laquelle la masse totale de, vautl. On identipeMes(G(Fy)) ~ Mes(G(A)) en tensori-
sant une mesure s@(Fy ) par le produit de ces mesures canoniques pdrV. On sait

alors dZDmrlgeom (fv,!) pourfy " C. (G(Fyv))! Mes(G(Fy)). Arthur a transformZ ce
terme en une expressid)giom (fv,!) qui est! -Zquivariante, cOest-"-dire qui se descend en
une forme linZaire sur(G(Fy),! ) ! Mes(G(Fv)), cf. [7] et [1] paragraphe 2. DZcrivons
cette expression.

NotonsGss IOensemble des ZIZments semi-simpled éeGgs(F)/conj 1Oensemble
des classes de conjugaison p|F ) dansGss(F) (une notation analogue sera utilisZe plus
loin avecF remplacZ paFy ). PourO " Gsgs(F)/conj , on dZPnit une certaine distribution
AS(V,0,!)" Do (G(Fv),!)! Mes(G(Fv))?, quivZribe les conditions suivantes

(i) cOest une combinaison linZaire bnie dOintZgrales orbitales associZes aux images dans
G(Fy) dOZIZments" G(F) dont la partie semi-simple appartien®’;
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(i) A®(V,0,!) = 0 sauf si, pour touv ! V, la classe de conjugaison da@§F,)
engendrZe pad coupeky ;
(i) A®(V,0,!)=0 saufsil esttrivial surZ (G;A)? et surZ(G,; A) pour tout" " O.

On noteL (Mg) IOensemble des espaces de Lev@Gdeontenant\ty. Pour une fonction
fv " 1 (G(Fy),!)# Mes(G(Fy)), on a alors I0ZgalitZ
! , . ! . .
| goom (v, 1) = W™ jiwep I (AY(v,0,1),fv) (3.2
N1 L (M) O! M s (F)/conj

Pourfy bxZ, il nOy a quOun nombre bni de termes non nuls. Soulignd@%omué\, 1) et

les distributionsAM (V,0,! ) dZpendent des espadé&s pourv ! V, bien que ceux-ci ne
Pgurent pas dans la notation.

Donnons quelques prZcisions sur la distribuét(V,0, ! ). Elle dZpend de la classe de
conjugaisorD " Gss(F)/conj et de IOensemble Bi$ Viam . PourO PxZ, on peut faire
varierV. PourV % V# A®(V,0,!) etA®(V#0,!) sont reliZs par une formule qui fait
intervenir les thgraIes orbitales pondZrZes Qndfquwarlantes) des fOI’]C'[IOfli. pour
v " V#& V. ConsidZrons le cas particulier dOune cl@ssermZe dOZIZments ‘fortement
rZguliers et elliptiques (cOest-"-dire qdé M = ( pour tout espace de Ledt | ).
Supposons que cette classe vZribe les conditions (ii) et (iii). FIXn®. Pourv ! V, on
peut dOapres (i) Pxer, " G(Fy) tel quex, *"x, " K. On voit que IOon peut supposer
Xy = 1 pour presque tout. Notonsx I0Zlement d8(A) dont les composantes daB$F, )
sontxy siv! V etlsiv" V. Fixons aussi une mesure de HaarGy(A). Par un procZdZ
habituel, on dZPnit un sous-groupg % A (A) isomorphe "A. (siF = Q, Ag estla
composante neutre de. (R) pour la topologie rzZelle). SupposovisOassez grandO, cette
condition dZpendant d@. De meme que ci-dessus, la mesure &ir(A) sOidentiPe ~ une
mesure suG.,(Fyv ). Soitdg une mesure de Haar sGi(Fy ) etfy " C$ (G(Fv)). PourV
assez grand, on a I0ZgalitZ

1S(AS(V,0,1),fy # dg) = [Za(";F): G,(F)]" 1! (x)mes(AsG,(F)\G,(A))

LWfv(y ") dy,
G (Fv)\G(Fv)
o+ dy se dZduit des deux mesures bxZes.
On a une application naturel@ss(F)/conj ) Gss(Fy )/conj . Pour une classe de
conjugaisorOy " Ggs(Fv )/conj , posons
. ! .
A®(Oy,!)= A®(V,0,!).
0! Gy (F)/conj, O Oy

On peut reformuler IOZgalitZ (3.2) en
! - ! .
| om (v, 1) = WY wel I3 (AM (Oy,1),1y).
Nt ! L(Mo) Oy! Mss (Fv )/conj
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3.4. Endoscopie.La notion de donnZe endoscopique p@r G, a) se dZbnit comme en
2.4. La seule diZrence est que IGon impose que le cogydeece paragraphe a pour image
la classea dansH *(We ; Z (@) /ker 1(F;Z(@Q)). SoitG' = (G', G, s) une telle donnZe
endoscopique. On dit encore quOelle est elliptiqad®@i)' = :° = z(®@)' -0 || est asso-
ciZ " G' un espace tord®' comme en 2.5. On dZPnit une constari®, G') de la fason
suivante. Elle est nulle €' nOest pas elllpthue Suppos@ﬁ%lhpﬂque NotonsAut (G')

le groupe des ! @tels quexGx' 1 = G etxsx' 1! Z(®)s. Notons

1(G) = ["o(Z(8)' 7)llker*(F; Z(Q))[ 1,
o0+ " dZsigne le groupe des composantes connexes. On pose
(G, G') = |det(1" #Hacia )l H"o(AUt(G)] M (G)I(G) *

"o(Z(®) F 0% Z(@))].

Pour toutv ! Val(F), la donnZe se localise en une doni@e = (G),G,,s) de
(Gv,Gy,ay), 0* a, est IOimage de dansH Y(We, ; Z(®)). On dit queG' est relevante
si G'(F) $ %et si, pour toute place ! Val(F), G|, est relevante. Sol un ensemble
Pni de places d& contenaniV,a, . On dit queG' est non ramibZe hors dé si le sous-
groupe dOinertie, & WE, (qui est un sous-groupe des,) est contenu dan€,. Si G'
est non ramibZe hors d&, on montre que les conditions imposZe¥.a. (que IOon nda
pas explicitZes) valent aussi pour IOensemble de plaeegour le coupldG', G') (ou, si
IGon prZfere, pour le triplet obtenu en complZtant ce couple par le catytchéal). Pour
v! Val(F)" V, le choix que IOon a fait de |IOespace hypersZcidZtermine un espace
hyperspZciak! & G'(F,). Plus exactement, cet espace nOest dZterminZ quO" conjugaison
pres parGhp (Fy), 0* G, est le groupe adjoint d&' mais les constructions ultZrieures
seront insensibles " une telle conjugaison. On bxe ainsi une faf#ilj¢,gv , ~ laquelle on
impose, comme il est loisible, la meme condition de compatibilitZ globale quQen 3.1.
ConsidZrons une donnZe endoscopigie= (G', G, s) relevante et non ramibZe hors
deV. On bxe des donnZes auxiliait®, G}, C; et$ comme en 2.7, ces donnZes Ztant
maintenant dZPnies shr. On leur impose, comme il est loisible, certaines conditions de
non ramiPcation hors dé. Ces conditions impliquent que 10on peut Pxer pourtdiuty
un espace hyperschlﬁI_{,v & G} (Fy) qui se projette suk. On impose " ces donnZes la
meme condition de compatibilitZ globale quOen 3.1. En tensorisant les constructions de 2.7
sur les places ! V, on dZpnit des espac€®. (G}(Fv)),!-,(Gi(Fv)) etc..., ainsi que
leurs avatars canoniqueg® (G4, ), (G, ) etc... Pour identiPer parexemplé( (Gl(FV))
" CY(GY,), on doit choisir pour touv ! V un facteur de transfett ;. En falt IQidenti-
Dcat|on ne dZpend que du produify = ' vgv! 1v.Un point important est que le choix
que 10on vient de faire des espd&"é% pourv $ V dZtermine un tel factedr 1y . En

el et, pour toutv $ V, le choix deK}, dZtermine un facteur de transférg, . DOautre
part, on peut dZbnir canoniquement un facteur de transfert global, cf. [11] lemme 7.3A, [14]
paragraphe IV.2. COest-"-dire, considZrons des ZIZftent§ %y )vsvai(r) | Gi(A) et

&= (&)vsva(r) ! G(A). Supposons que, pour tout &, soit fortement rZgulier et que

%, eté& se correspondent. Imposons de pli&€t & une certaine condition de non ramip-
cation (impliquant que 1, (%.,&) = 1 pour presque tout $ V). Alors on peut dZbnir

un facteur global (%, &. On normalise le facteur 1, de sorte que, pour de telg et &,
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on ait 10ZgalitZ |

1(',") =" av(av,"v) Pav(tav,"v),

vV

0o liv =(Tay)vrv et'v = (") v. SoitOf | G% (Fy)/conj . Les constructions de 3.3
sOadaptent et on dZbnit un ZIZméjﬁt(O#) COest une combinaison linZaire dOintZgrales
orbitales vues comme des formes linZaires| sy(’G#(FV )" Mes(GHFy)). AlOaide du
facteur! 1y ci-dessus, on IQidentibe ~un ZIZerﬁt(O#) I Dop (G*" Mes(G*(F))®.
Le termeA! 11 (0¥) dZpend des choix d&&}, mais le facteut 1 aussi. On voit alors que
ASG (0#) ne dZpend plus que d&g/. On montre quail ne dZpend pas du choix des donnZes
auxiliairesG?, ..., #.

LOensemble des classes dOZquivalence de donnZes endoscopiques elliptiques, relevantes
et non ramibZes hors deest Pni, on en Pxe un ensemble de reprZsenfitsa, V).

3.5. Intégrales orbitales pondérées stables. On supposeG quasi-dZployZ@ ~ torsion
intZrieure eta = 1. SoientM un espace de Levi d& etV un ensemble Pni de places
de F contenantV,zm . Pour une place archimZdienmede F, on introduit les espaces de
distributionsD i oporb (M (Fy)) €D o400, (M (Fy)) ZvoquZs en 2.13. Pour une placeon-

archimZdienne, on dZPnit ces espaces comme Ztant simplement Dgay(¥ (F.)), resp.
DS, (M (Fy)). On dZbnit les produits tensoriels de ces espaces sur les placas, que

IO0n NOt® ¢ vory (M (Fv)) €tD Sty ., (M (Fv)). La dZbnition des intZgrales orbitales pon-

dZrZes invariantetK‘?)'.T (7), ,fy) de 3.2 sOZtend au casygs appartient Dy gorn (M (Fy ) "
Mes(M (Fy))®. Cela Ztant, pour

8v ! Dy (M(Fv)) " Mes(M (Fyv))®etfy ! 1(G(Fv))" Mes(G(Fv)),

on dZpnit IQintZgrale orbitale pondZrZe stable par la meme formule quOen 2.11 :

S (0v.fv) = 1§ (dy . fv) # i (G, Gs) Sy 0y £y ).
s"Z(M)'Fz (@) F skl

Comme dans ce paragraphe, cette dZpbnition nOest IZgitime que gr¥%o.ce au rZsultat suivant.

Proposition 3.1. Pour tout ZIZmendy ! D, (M (Fyv)) " Mes(M (Fy))®, la forme
linZaire fy %6 Sg (v, fy) est stable, cOest-"-dire se descend en une forme linZaire sur
SI(G(Fy)) " Mes(G(Fy)).

Cela se dZduit du thZorsme 2.11 car on montre que les intZg&SﬁJeév,fv) sOex-
priment ~ I0aide des intZgrales locales de ce paragraphe par une formule parallele ” (3.1).

3.6. Coe! cients stables. On supposés quasi-dZployZG " torsion intZrieure et = 1.
SoitV un ensemble Pni de places Becontenan,am . PourOy ! Ggss(Fy )/conj , on a
dZpbni en 3.3 la distributioA® (Oy ) ! Do (G(Fyv)) " Mes(G%FV »E. Pour une rZunion
PnieOy = &=1 __n Oy, de telles classes, on poa& (Oy) = i=1 A (Ov,i). No-

tonsGss(Fyv )/st # conj I0ensemble des classes de conjugaison stablegiam's/ ). Pour
un ZIZmenOy de cet ensemble, ou pour une rZunion Pnie de telles classes, on dZpbnit un
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Z1ZmenBAS(Oy) ! Dy o (G(Fv)) " Mes(G(Fy))" par la formule de rZcurrence
N N -I 1 |
SA®(0y)= AC(Oy) # i(G, G%transfert (SA® (09)).
G'#E(G,aV),G'$G

Expliquons cette formule. Po@*! E(G,a,V), on noteOS! la rZunion des classes de

conjugaison stable darGZ (Fy) correspondant une classe de conjugaison stable dans

G(Fy) contenue dan®y . Cette rZunion est bnie. % G, bxons des donnZes auxiliaires
GP. (K‘lv)vgv comme en 3.4. On peut supposer par rZcurrencdisufGsc ) que 10on

a dZpni la variant8 A, 1(OG ) de notre distribution. Par le meme procZdZ quOen 3.4, elle

sOidentibe ~ un ZIZmedns' (O%') I Dy1 on(G%) " Mes(G%Fy))". On montre que

cette distribution ne deend plus des choix des espﬁ@fﬁmurv $ V, mais seulement des

K, lesquels sont bxZs une fois pour toutes. Le thZorsme suivant montre que ces distributions
sont stables, on peut donc les transfZrer.

Théoreme 3.2. Pour tout Oy | Ggs(Fy)/st # conj, la distribution SA® (Oy ) est stable.

On voit par rZcurrence que la distributiSf\® (Oy ) est supportZe par les ZIZments de
G(Fy) dont la partie semi-simple appartien®, .

3.7. La formule stable. On suppos& quasi-dZployZ3 " torsion intZrieure e = 1. Soit
V un ensemble bni de placesBe&ontenan¥,,m, . Pourfy | SI(G(Fy))" Mes(G(Fv)),
on pose
. ! o ! A A
Sgeom (fv) = W™ jwep Sy (SAM (Ov), fv).
N #L (M) Oy #Niss (Fy )/st ! conj

On montre que, pouiy PxZ, il nOy a dans cette somme quOun nombre bni de termes non
nuls.

3.8. Le théoréme principal. Le triplet (G, G, a) est ici quelcongue. Sol un ensemble
Pni de places contena¥it,, .

Théoréme 3.3. Pour toutfy ! 1(G(Fy),! )" Mes(G(Fv)), on a l’égalité
! \
lgeom (fv,!) = i(G, G/jsgeom (f\? )-
G'#E(G,a\V)

La dZmonstration de ce thZoreme est tres longue. En particulier, on doit utiliser la partie
spectrale de la formule des traces, dont on nOa pas du tout parlZ ici.

3.9. Endoscopie non standard. A plusieurs reprises, on utilise dans les preuves la mZthode

de descente dOHarish-Chandra. Dans le cas tordu, cette mZthode appliquZe ~ IOendoscopie
fait appara’tre des Otriplets endoscopiques non standardO. Plusieurs de nos assertions ont des
contreparties pour de tels triplets. Indiquons-en une. ConsidZrons deux groupes rZductifs
connexesG; et G, dZPnis et quasi-dZployZs $urOn les suppose simplement connexes.

Pouri = 1,2, on bxe une paire de Bor¢B;, T;) de G; dZPnie sufF, on note! (T;)
IGensemble des racinesTdelansg; et (T;) IOensemble des coracines. On suppose donnZs
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un isomorphismg : t; !ty et une bijectionr : X(Ty) ! X(Ty) Zquivariants pour les
actions galoisiennes. Il se dZduitdene bijectiony : ¥(T1) ! ¥(T2) entre ensembles de
coracines. On suppose que, pour t§iut ¥.(T1), j (§) est un multiple rationnel positif de
¥(§) et que, pour toutr " 3(T,), IOapplication duaje envoiea sur un multiple rationnel
positif der(a). LOexemple le plus frappant est le ca§ge= Sp(2n), G, = Spin(2n +1)
etj envoie une coracine courte sur une coracine longue et une coracine longue sur deux fois
une coracine courte .

Soitv " Val(F). LOisomorphismi permet de dZPnir une correspondance bijective
entre classes de conjugaison stable semi-simples dans les algebresgdéH.ipetg,(F,).
On peut alors dZbnir un transfert similaire " celui de 2.7, mais au niveau des algsbres de
Lie. LOanalogue du Ofacteur de transfertQlwautdeux ZlZments qui se correspondent. Par
IGexponentielle, on peut remonter le transfert aux groupes si on se limite ~ des fonctions ou
des distributions ~ support assez proche de I0ZIZment neutré. Pdur2, on sOintZresse
particulisrement ~ IOespace des distributions stable§giif,) qui sont ~ support unipotent.
OnlenoteD st . (G,(F,)). Pour tout ensemble P¥i de places d&, le transfert se restreint

unip

en un isomorphisme
Dl (Gi(Fv)) # Mes(G1(Fv))* $ D3l (Ga(Fy)) # Mes(Ga(Fy))* (3.3)

SoitV un ensemble Pni de places dal(F ), contenant les places archimZdiennes et assez
grand pour que, pow %V, le triplet localisA G ., G2 ., ] ) VZriPe une certaine condition

de non ramibcation. Pour= 1, 2, on applique les dZPnitions des paragraphes prZcZdents en
prenantG = G;, G = G, eta = 1. Ainsi, pourOy " G, ,s(Fv)/st & conj, on dispose
dOune distributiocBAS (Oy/). Il sOavere quOelle ne dZpend pas des choix des sous-groupes
hyperspZciaux hors dé (ni des espaces hyperspZciaux, qui, ici, sont forcZment Zgaux " ces
groupes). Poudy = {1}, on note plut™8A% = (V) cette distribution. COest un ZIZment de

unip
D ip(Gi(Fv)) # Mes(Gi(Fv))*.

ThZorsme 3.4. Les ZIZmentSAC:

Gp(V) et SAT?
phisme(3.3).

unip

(V) se correspondent par IQisomor-
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