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PRESENTATION

Mon oeuvre mathématique s'est dévelcppée dens des directions varifes :
Topologie, mesure, &tude différentielle des ensembles, théorie du potentiel,

snalyse fonctionnelle.

La plupart de mes travasux ont pourtant un caractdre commun : Une vision
directe et géoméirique des problimes, la recherche des raisons profondes
des résultats obtenus, et une prédilection pour les problémes-clefs dont la

solution ouvre la porte d'un vaste domsine de 1'Analyse.

11 ne s'agit pas 13.d'un golit obstiné de la difficulté en elle-méme; je
ne renie certes pas le gualificatif d'Analyste fin qu'on m'a parfois attribué;
meis j'ai pris de plus eh plus conscience gue je ne recherchais les problémes
fins et difficiles que lorsque je les devinais susceptibles d'8tre une occa-
sion @e créer des outils nouveaux, simples et efficaces ; et dés leur crég-

tion j'appliguais mon effort & leur développement.

En partlculler mes recherches d'Analyse fonctionnelle ont £té poursulivies
avec ce goucl constant de simplicité et d'efficacité; c'est sans doute cette
préoccupation, jointe au fait que ces recherches svaient en général leur origine
dang une théorie en ccn»ac* avec de nombreuses branches de la phy51que, qui
leur ont fait trouver tcut naturellemﬂnt leur emploi en physique +théorique,

en calcul des probabilités.et en statagthue.

Mon goiit d'une compréhension intuitive globale des objets de mon étude,
a besucoup reagi sur ﬂés conceptions pédagogigues. Je pense qu'd tous les
nivesux un enseignement scientifique trop épuré pe mérite plus, en fait, le
nom d'enseignement. Or & tous les niveaux notre enseignement met maintenant
trop l'seccent sur l'importance de la rigueur et de la 1impidité du cours pro-
fessoral. De loin plus importsnt me semble &tre 1l'expérimentation du concret

par L'&ldve luyi-méme.



Les mathémetiques doivent rester, pemdant towte la dupée des premidres
classes des lycées, les servantes des sciences &'observation; et la géométrie
doit sPparaftre comme une mathématisation progressive du monde réel, celd
n'ex¢luant pas, bhien s@ir, son algébfisatien, progreseive elle aussi.

Les "préhistoires" que j'ai placfes svant 1'snalyse de mes travaux feront
mieux comprendre, je 1'espdre, mon point de vue sur ces guestions. vitales pour
1s recherche mathématique;



1 ~ Préhisteires

Aussi loin que je remonte  dans le passé, je me revois traduisant mes
problémes mathématiques en petits dessins géomdtriques: Mon maitre dtécole
primaire, M. Flamant, nous avait recommandé - ou imposé -, d'aborder einsi
tous les problém@s de venté,'achat partage, jé n'eus aucun mal & lui’ obe1r,
et malntenant encore je donne des conseils semblables aux etudaanﬁs que je
veis patauger devant un probléme d'Analyse. = W e

Au lycee mon professeur M, Mas, qul avalt lui aussi une v151on geommtrlque
des choses, encourages cette hebitude, et je finis par traduire en schemas
géométriques. tous les probldmes qui m'étaient proposés; les trinBmes dépendant

d'un paramétre n'y échappaient pas.

L'algébre eut un instant sa petite chance : Un camsrade m'avait, en
cachette, prété un livre d'Analyse de 1'Ecole Universelle oll la dérivation
était introduite, puis appliquée 3 1'4tude des courbes planes. Ces dernidres
me tentaient beaucoup; les dessing définissaient fort bien leurs tangentes,
points de rebroussement, courbure, et les formules donnfes permettaient de les
déterminer; mais 1'habitude que j'avais déj&"grise'dé commencer les livres par
la fin et de les lire en zigzag m'svait fait rater ls définition des symboles
¥' et y". J'entrepris done de reconstituer, grite aux éxemples'trdités, le
formalisme du caloul; c’'est aimsi que trds vite Je ‘pus pme délecter & esiculer
formellement les dérivées des pol;nomas et fractions ratiomnelles. C'était un
bon d€but dane l'nlgébre' malhenreusemant, assez vite je compris ce qutBtait
une fonction continue; les charmes de 1'Analyse &taient d€cidément trop grands;
je basculai déflnltlvement de son coté._

C'est la geometrle qul, au lyeée déczda de ma vigion future de i'Analyse;
elle me donna un gens 1nﬁu1t1f de 1'exiomstisation, et une facilité & "voir
dens 1'espace". Jéscquis seu;, et trfs tot, le zens de ;'axlomatlsatlon :

- Lorsque, dans un problime de gdomdtrie, a'élgébre ou d'analyse, j'avais dégagé
un schéma géométrique interprftant les données, je me:livrais & un travail
d'épuration; su lieu de surcharger la figure per des constructions suxiliaires

svec l'espoir que l'umpd’elles traduimsit la relation cherchde, je cherchais



plutdt 4 dégager les 8léments qui, dans ce schémm, #taient vraiment essenitiels
pour atteindre le résultet demand&, Si le schéma initial était trop complexe,

J'en &tudiais séparément les composantes.

J'éteis donc bien préparé I accusillir avec enthousissme, quand je les
découvris chez Descartes, ses "Regles pour la direction de 1l'esprit'. Je .
m'apergus en particulier que j'appliquais depuis longtemps deux des piéceptes
gqu‘il dégage dmns le "Discours de la Héthode“ :

"Diviser chacune des difficultés... en sutant de parcelles qu'il se

pourralt et gu'il serait requis pour les mieux résoudre"

"Faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si générales,

que Jje Pusse assuré de ne rien omettre.

Dans les classes de Premidre et de Math, Elém., je devins un fanatique
des problémes de géométrie; j'étudiai des méthodes régulisres pour les résoudre,

seul ou avec l'aide de quelques livres maintenant bien oubliés :

"Exsmdndes différentes méthodes employées pour résoudre des problémes de

géométrie", par G. Lamé, et un autre livre de titre enelogue par G. Lemaire.

Je pris 1'habitude de me poser et de résoudre mentslement, sans l'aide
d'aucun papier, des problémes sssezr complexes de géométrie et plus particu-
lidrement de géométrie dans l'espace. Je suie persuadé que cetie gymastique
mentale renforgs beaucoup mon. intuition géométrique et moR aptitude & dégager

les structures essentielles dans des 51tua$10ns en apparence complexes.

Un fort courant pédagogique tend actuellement 3 remplacer dans les lycées
ls géométrie par un peu 4'algdbre linfaire, sous le prétexte que celle-ci est
une voie royale qui permet dé;retrouver sans effort l'essentiel des propriétés
géométriques. Clest 18 un argument uﬁilitaire; il néglige le rfle formateur
des raisonnements géométriques et l'importence de 1'intuition géométrique.
Celle~ci ne peut se développer et se fortifier que par le comtact avec des

objets géométriques simples.



Accepter cette substitution de 1'algdbre & la géomftrie équivaudrait,
pour un alpiniste, & considérer comme slpinisme ls conguéte de 1l'Everest en

nélicoptére.

Mon golit pour la recherche des causalit@s, et pour les situations
géométriques devait , au cours de ma carridre, me conduire ﬁrogressivément
vers ce qu'on appelle msintenant 1'Analyse fonctionnelle. Cette loéution nfa
pas le méme sens dans tous les pays, ni pour tous les. mathematlclens d'un
meme pays; le sens qu'elle a pris pour. moi a ete fbrtement influencé par mon
attirance pour les problémes concrets difficiles, dont la solution semble
devoir apporter des outils nouvesux ainsi gu'une lumiSre nouvelle dans un

champ assez vaste de 1'Analyse. J'en donnerai pluas tard plusieurs exemples.

Mais ce n'est que progressivement que je pris conscience de ce gofit pour
1'Analyse fonctionnelle, et les premidres années de mes recherches furent
-

plutBt consacrées & une &tude & la fois topologique, diffdrentielle et métrique .

des sous-—ensembles des espaces euclidiens.

Cette premlere orientation fut ls resultante de 1'étude de blusleurs

ouvrages :

Aprés la classe de Math. Eléﬁ., un iér prix au Concours Général miavait
laissé riche de la collection des Darboux, et des "Legons sur 1s théorie des
fonctions" de Borel. J'ébsorbai les Darboux par petites dosés, et Jje me plongeai
& corps perdu dans le livre de Borel, dans lequel je me sentis aussitﬁt conme
chez moi, Un an plus tard; sprés la Taupe, sur le.éOnseil de Cheneviet, J'étudial
les deux livres d'Analyse de Tanmery; }'y remerquai surtout 1° intégrale de

Rlemann le théoréme de Jordan, et les fonctions 3 veristion bornde.

A 1'Ecole Bormale, le cours de Valiron sur les fonctions analytiques me
laissa des souvenirs fort utiles par lé suite, mais les infgalités qu'il _
utilisait me semblaient fort épineuses et je n'eus pas le coursge de les absorber.
Le mode de pensée et d'exposition de Georges Dermois, fortement basé sur 1'in-
tuition géomtrique, me séduisit, et les quelques travaux que je fis ensuite
-sur le calcul des variations ont eu tr3s probablement 1eur'germe dans ses legons

sur les ccurbes et surfaces.
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Je trouvai fort &ldgantes les legons de géombirie différentielie au sens
de Sophus Lie gue nous donnait Rend Garnier; ces legons, celles de Darmois, .
et le livre d'Elie Cartan sur le géométrie riemannienpe que jtétudiais alors,
auraient pu éveiller pour de bon chez moi une vagatlon de géométre différentiel;
mais dé&j& j'avais decouvert & la bibliothégue de 1l'Ecole le llvre de Cantor
sur le transfini, et les Legons de Baire sur les fonetions dlscontlnues. Ce
fut une révélation; Jje devins emoureux de ces deux ‘1ivres, et j'en fls quelques
exposén craux devant mes camarsdes de promotion. '

Aprés l'agrégation, en 1937, Georges Darmoies me conigeilla d'étudier
d'abord le gros livre d'Analyse d'Hobson, et les "Vorlesungenrﬁber reelle fune—~ -~
tionen" ~ de Carathéodory, et d'eller voir ensuite Armeud Denjoy.

 L'6tude de ces deux livres fut la grende joie de mes vacences; j'appris
beaucoup dans Hobsop,,mais je me sentis plus & l'aise dans Carsthéodory; Jj'y
d6couvris sa belle théorie de 1s mesure, et surtout des notions de base de
topologie générale. Trds vite je commencai & me poser des questions qui, essen-
tiellement, gravitaient autour de 1'étude des ensembles fermés du plan et de
1'espace; mon but lointain &tait de savoir comment &taient faits tous ces

ensembles : But ambitieux, et bien mal défini, mais fort stimulant.

Ce genre d'amb1t1on ne m'e 4'ailleurs plus quitté; quand jtétudie une
classe d'@tres, Je cherche & les connaltre toug, et rien ne me hérisse plus
gue les'trav&ﬁx surtdes structures définies axiomatiquement dont l'auteur,
bien loin de chercher & construire tous les objets de cette structure, ignore

méme si elle posséde quelqueé objets non triviaux.

En octobre 1937, riche de quelques théorémes, et d'un grand désir gde
travailler, je suivis le conseil de Georges Darmois, et je demandai &
Arnaud Denjoy de me recevolr. Ce fut mon premier contact personnel avec celul
dont la pensée devalt 1mprégner 1fensemble de mes recherches mathématiques.
A sucun instant je ne songeai & lui demander une ‘direction de recherche, et
il n'essays jameis de m'en imposer une; mais j'étudiail ses travaux, gorits dans
une langue admirsble; il me parla'de gses recherches en cours et s'intéressa
aux miennes; et surtout mes contacts avec lui, assez rares d'ebord, de plius

-

en plus fréquents ensuite, me révélérent un esprit d'une stature exceptionnelie

et d'une grande droiture.



Mon intuition mathématique e'accordait & la sienre, aussi nous comprenions

nous & mi-mot. Et puis, j'aimeis comme dui les problémes difficiles.

Lors de ms premlere vzslte, je 1ui parlal de mes premiers résultabs; 11
m'apprit que quelques uns d'entre eux n'étaient p8S nouveaux; mais sur ses
conseils, je résumei le reste en trois Hotes qu'Elie Cartan accepta de présenter
& 1'Académie; 1la premiére, présente le 17 juovier 1938, wvsit pour titre
"Etude des homfomorphies plames”, la seconde s ‘sppelait "Réseaux de routes",

L'snnée suivante, j'obfins la bourse Jane Eliza Proctor pour Princeton;
- le séjour prévu &tait de deux ansj le guerre le réduisit & un en.

J'y appris un peu de logique avec Alonzo Church; c'était 1'époque ol
GSdel annongait plusieurs de ses grands théorémes, ol 1'on cherchait & définir
ordinaux et nombres comstructibles, et oi 1z "machine de Turing” commenceit
4 faire parler d'elle. Aingi s'évezlla chez moi un intér&t durable pour la
'1og1que.

Par contre je ratai complétemsnt mon 1n1t atlcn 4 la topologie algebrlque:
Lefschetz, remsrquable mathes&tzczen, n etazt pas pour les débutants 1'ini-
tiateur idéel, car par creinte de voler trop heut, il avait adopté un rythme.
fort lent qui_i'empéchait d?en‘arriver aux théorimes substantiéls.

-

Mais je trouvei & Princeton, avec des camarsdes sympathigues, un cadre
splendide pour mon travail personnel, et une excellente base de découverte de
1'Amérique. '

De 1941 & 1946, le C.N.R.S me permit de consacrer 1'essentiel de mon
temps & la recherche. La plus grande partie de mes résultats fut simplement
publiée sous forme de Notes asux Comptes Rendus que, malheureusement, je ne pris
jamaié le peine de dévéiopper. Je parvins cependant dsns cette péricde 3
publier 8 mémoires, dont ma th¥@se soutenue en mars 19&6 gous la présidence du
doyen Paul Montel. '
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Ceg travaux svaient des directions fort veriées - : Topologie et métrigue
des ensembles euclidiens, théorie de la mesure, représentetion conforme, théorie
"du petentiel, géométrie infinitésimale directe, caloul des varistions, étude
d'appllcat1ons dlfferentzables. equstlcns differentlelles, courbes convexes,

théorie des graphes.

Leurs sources d'inspiration elles aussi Staient tré&s varifes; meds, en
dehors de leur 1nteret intrinsdque, ces travaux eurent surtout i mes yeux le
mérite de développer mon intuition et de me faire connaltre, de fagon quasiment
tangible, des etres mathemat1ques fort varlés.

A cette epoque, b avais choisi comme instrument de culture, la lecture
de l1la collectlon des Fundsmenta Mathematlcae cette revue polonalse prestlg1euse
m'avait séduzt et ! avals reussx a m’en procurer tous 1es temes psrus avant la
guerre. '

La Pologne m'apparsissait donc comme un paradis mathémetique; aussi
lorsqu'en 1945 Georges Bouligand fit mirciter & mes Yeux la p0551b111té d'un

\

séjour d’un ou deux ans 1'Institut Frengais de Pologne & Cracovie, si 3'etazs
docteur, Jj eus 18t feit ge com@léter et de développer wes résultats aur les
applications dlfferentlables pcur en constituer me thése, Jusqu alors, les::
amicales remontrances d'Arnaud Deajoy et d'Henri Cartan, et les pressions du
C.N.R.S n'avaient pas réussi & me faire franchir ce pas. Je pense que, sem-
blable en celd & de nombréux_jeuggs chercheurs, Jje me faisais de la thése une .
concepbion exagérément élevée et enc¥eclopédique mbn huﬁ lointain et ambitieux
était une ftude exhaustive ées ensembles euclidiens; l'intervention de
GeorgegBouligand me sauvsa de cette chimére.'Je découvris esussi & cette occasion,
d'une part qu'un Mémoire, méfie #toffé, peut se rédiger asfez vite une fois IJes
résultats de base &tablis, d'autre part que la rédsction est un exercice extré-

ment sain et fructueux, et peut &tre ume occasion de découverte.

Ls Pologne, malgré 1s disparitionlde maﬁhématiciens de prémier ofdre,‘fut
effectivement pour moi le paradis mathématique que j'avais imaginé: Contacts
humains sgréables, conception de la recherche voisine de la mienne, variété des
champs d'étude. Je fiz de longs séjours & Versovie, Wroa¥aw , terriblement

meutris par la guerre, et bien siir 8 Cracovie ol je résidais.

4



A Wrockaw , Steinhsus m'initia @ la théorie des jeux, et j'eup le plaieir
de pouvoir démontrer pendant ce séjour, en utilisant des fonctions enalogues
aux fonctions pluri-sous~harmoniques, gue tout jeu de poursuite d'un type fort

général est équitable.

La méme annSe, j'eus le plaisir de présenter au Collége de France, dens

le cadre du cours Peccot, une partie de ma thése.

Je revins définitivement en France en fin 1947 pour cocuper 3 Grenoble
un poste de Maltre de Conférences. J'avais, pendant mes annfes de C.N.R.S,
appris un peu de théorie du potentiel au Sémineire d'Henri Cartan et lors 4'une
collaboration avec Jacques Deny, mais les trous de ma gulﬁure potentialiste
gtaient encore énormes et Brelot, avec une patience & toute Epreuve, mfaids

& boucher les plus gros.

Nous plimes alors, Brelot et moi, commencer une fructueuse collaborstion
et je pus, un peu mieux armé, m'sttaquer au probléme, réputé difficile, de la

capacitabilité des ensembles boréliens.

En 1949, je fus nommé 3 Paris. Mes recherches s'y partagérent entre ia
théorie du Potentiel, l'Anelyse fonctionnelle lindaire et les nombreux domaines
qui se rattschent 3 ces deux disciplines; mais presque toutes eurent ieur

. - - - - '-.d"‘_':
germe dens le théorie du Potentiel. Je suis si persu&dé:du pouvoir séminal de

¥ -
est

_cette thdorie que 1'Méquipe de recherche associe" que je dirige 8 Paris =
développée sutour de deux sémineires, 1'un d'Analyse fonctionnelle, 1'autre de
Théorie du Potentiel. Cette thforie & par le passé fécondé, feit naltre, ou
renouveld plusieurs autres théories importantes : Espaces de Hilbert et

méthode de projection , théorie de la mesure, et plus récemment distributions,

-caleul des probabilités,

Moi-m@me je lui dois ma théorie des capacités et mon étude des repré-

sentations int@grales et des cbnes faiblement completis.



IT. Génése de quelgues travaux.

L'essentiel de mes traveux peut &tre rangé, en gros, sous les rubriques

suiventes :

Théorie du potentiel, An&lyse'fonctionnelle linéaire, fonctions de variabies
réelles, cette derniére rubrique fort vague ianclusnt d la fois :

topologie générale et théorie des ensembles, mesure, géométrie infinitésimale
directe, fonetions différentiables et Zquations différentielles, calcul des

variations et espaces de Finsler, asire deszs surfaces.
Le reste sers briévement mentionné dans un paragraphe fourre-tout.

Mais je crois intéressant, pour moi-méme et pour mes lecteurs, de dégager
 de cet ensemble guelques travaux et d'en retracer la géndse. Ceux que j'ai
choisis ont 1'intérét d'avoir apporté des réponses & des problimes réputés
difficiles, et qui m'ont donc arrété asser longtemps pour gue je suive luci-
dement en moi le processus de la découverte; ils ont €galement 1'intérét d'avoir
des réponses exprimables en termes simples, avec parfois sussi des démonstra-

tions raisonnablement simples.

Les premiers, sur la structure différentisble des ensembles, fonit partie
d'un domaine gui actuellement n'est plus 4 la mode parce que les &tres que l'on
étudie de préférence aujourd'hui sont, ou bien trés réguliers comme les variétés

différentiables, ou bien trés généraux comme les espaces sompacts quelcongues.

Les autres, sur les capacités et ls représentation intégrale ont trouvd
trés vite de multiples applications deans ies théories £loignées de la théorie
qui les avait fait naltre, et ont &té inclus partiellement dans le traité de

Bourbaki.



Ia. Ma thése [32]

L'un des titres de gloire d'Arnsud Denjoy fut 4'avoir trouwvé (en 1915)
un procédé de calcui, la totalisation, permettant de recomstituer une fonction
nunérique f dérivable sur unm intervalle [a,b] & partir de sa dérivée f' |
iz difficulté provenait de ce que £ n'est pss pécessairement intégrable. Pour
régoudre ce probléme, Denjoy dut faire une synthése des thécreémes topologiques
de Baire, et de 1!intégfation au sens de Lebesgue. IL &tendit plus tard ces
méthodes aux fonctions f dont les quetients différentiels (nombres de Dini}
en tout point sont finis; autrement dit dont le graphe a en tout point unm
faisceau dérivé {le contingent =2u sepms de Bouligand) ne ¢ontensnt pas de rayen
"vertical™. C'est & un probléme de méme type, dii & Lebesgue, que je m'attaguai

dtabord:

Tn 1943, Georges Eoullgana avait posé *e probleme de déterminer si,
dans in classe des surfaces de L& qui sont ¢ (i.e. & plans tangents continus),
les portions de sphdre sont caractérisdes par ls propriété dfavoir en tout
point un contingentsphérique réduit & une seule sph@re. Je rfussie, par une
étude gomBtrique de la courbure, et gréce au fait que cette courbure est une
fonction de 1ére classe de Bsire, 3 donper une réponse peositive au probléme,

tout sn affaiblissant encore ses hypothdses [15].

Un an plus tard, slors gue j’étu&iais les "Legons sur 1'intégration”
(1928} de Lebesgue, je vis gqu'il eattirait l'attention sur le probléme non résolu
suiv Solent f,of deux fonections numBriques continues sur (O,Ij telles gque
pour tout x existe ls imite {pour h —¥0) de {f(x+n) - f(x)]/@t (x+h) - -:x‘(xj .

af . . . -~ 5 . . .
Notons T={x} cetie limite. Le problime consiste I dfterminer f connaissant o

oo
N arf . . . . - . v 3
et g =g i ¢ est donc une extension sssez large du probléme résolu par Denjoy.

Llexpérience gue j'avais scquise avec le prcbléme de Boulzgand me fit

aussiidt songer & ubtiliser le graphe du couple {o ,f} c'est-8-dire finalement
C . : . 2

2 utiliser l'application x —3 [oc{x),f(x)) de [ 0,1} dans le plan B . Cette

méthode me fournitg facilement i'unicité de la réponse, ¢ 'egt~g-dire le fei



pas pens? § utiliser une interprétation géométrique.

Assez vite je pus résoudre entidrement le problime, dsns un cadre
d'ailleurs plus général)oﬁ fo,1] &teit remplacé par un espsce topologique-
localement compact et locelement connmexe gquelconque; cette généralisation
ne me cotitait pas plus de travail puisque finelement j'avais ramené le pro-

bléme & 1'étude d'une courbe blane.

L'année suivante je ddcouvris dans l'ouvrage de Fréchet sur les
"Espaces abstraits" un autre probliéme non résoliu gqui me parut relever des
méthodes que j'evais utilises pour le problime de Iebesgue. 11 s‘agissait
de savoir quand un erc de courbe parsmétré par [0,1] : t —w'f{t) admet un
paramétrege Equivalent t —» £{g{t)) { ¢ est une‘hOméomgrphie de [O,i] ) qui

21t en tout point une ddrivée non nulle.

Valiron, Ward, puis Christian Pauc avaient &tudif ce probléme, et Pauc
avait montré qu'il &tait nécessaire pour celd que £{ [O,I]) ait partout
localement une tangente, et que f n'sit en aucun point dfoscillations de trop
grande amplitude relative {points "contrarisnts"); que la cgndition de Pauc
soit suffisante &tait loin d'8tre &vident. J'eus assez de mal 3 mebtre au
point les constructions explicites démontrant cette r&ciproque, mais mon
expérience du probléme de Lebesgue m'avait trds vite convaincu de son exac—

titude. En méme temps Jje dfmontrai deux généralisstions du probléme :

1}_Je caractérisai les courbes paremétrées admettant une paramBtrisation

- équivalente dérivable (3 dérivée pouvant s'annuler} : celles qui admettent
une parsmétrisation & dérivées bormdes 'sont les courbes rectifisbles; les
plus générales sont les courbes "partiellement” rectifisbles, c'est-d-dire
qui, en un certain sens, sont rectifiables autour d'une portion de tout fermé

donné. Pour &tablir cette géndralisskion, j'eus besoin dfétablir un lemne qui

s'avéra fort commode dans de nombreuses constructions :

Pour tout G, de mesure nulle de [G,T] s 11 existe une fonction d&rivable
croisssnte & dérivée g » O, semi-continue inférieurement, qui veut + o0 sur

ce G. et est finie silleurs.
il



2) J'8tablis un théordme qui &tait 1'extension 3 toute dimension de ma réponse
au probléme de Fréchet. C'est un théordme de base de la théorie des variftéds

partout différentisbles puisqu'il caractérize les apélications continues ¥

d'un ouvert (. de B” dans B P pour lesquelles il.existe une homéomorphie X
de () dans lud-mdme telle que £ o o édmétte en tout point une différentielle-

ol 4

non d&générée (i.e. de rang n).

La condition est simple : C'est que f soit régulidre en tout point dé L1 .,
Voici le sens de ce mot : f est dite régulidre en x 5'il existe dans gP
une varité affine Al{x) de dimension n contenant f{x) telle que, pour tout sous—
ouvert a). de (I contenant x, il existe un ouvert (' de A(x) homeomovPhe 3
W tel'que &= &(§), of § est le diamdtre de . et & 1'cart de
Fréchet entre w' et £{w}. ' . '

C'est un théordme difficile parcqﬁu'il établit un lien entre la catégorie
des appllcatlons différentiables et la categovle des appllcatlons aeulement

continues,

Sa démonstration utilise de nombrewx lemmes topologiques sur les homo-
morphies des ouverts dé”ﬁn;méﬁ'ﬁéme“témpé"Qﬁé”EEé“féShltéﬁQ”ﬁu.tyﬁé“Béif€4Déh30y”
ainsi que la construction dé prolongementslocaux d'applications différentiables

définies sur un fermé de R".

13 h'apporte dfailleurs pour l'instent aux mathsmatiques gu'une satis-—
faction esthétique, & la fois parceﬁuﬁ les géom@tres actuels se bornent &
1'8tude d'une différentiebilitd n1us réguliére, au moins C -3 et sussi parceque
méme si i'cn décide d'dtudier les variftés seulement différentiables en tout

point, on n'utilise en général que des changements de variable différentiables.

Tout en rédigeant ces résultats, je m'apercus gue j'étais maintensant bien
armé pour résoudre un troisidme problime que personne § ms connaissance n'avait
explicitement formulé, mais que trds probsblement d'excellents mathématiciens
avaient d8j8 considéré. V6ild de quoi il s'agit : La dérivee d'une fonction
dériveble I définie sur [0,1] est évidemment une fonction de 1¥re classe,
clest—8~dire la limite d'une .suite de fonctions continues, par exemple les
n“1[f(x+n1) - f(x)b@‘autre part f' possdde ls proprité de Darboux, c'est—i-

dire gue 1'engemble des valeurs prises par f£' sur tout sous-intervaelle est lui-
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méme un intervalle. La réciprogue est inexsecte puisque par exemple pour toute
homéomorphie o de {0;1] , ' et e encore ces deux propriétés sans &tre pour
celd une dérivée. Mais Jes f' oot ne sont—elles pas les fonctions les plus
généralegde 18re classe ayant la propriété de Darboux ? Autrement dlt, est—ce
que le fait pour une fonction numérique g sur [p 1]‘d'av01r ces deux proPTlete?
n'entraine pas que g soit &quivalente & une fonction derlvee, c'est-a~dire de
la forme g = floeo 7

Je pus donner une réponse positive & ce probléme, d'abord pour les
fonctions g semi-continues, puis un peu plus tard dans le cas général. Ce
résultat, formulable en termes simples, mais jusque 13 fort caché, impressionna
beaucoup les sPécialiates; je crois cependant que la solution du probléme de

Fréchet était beaucoup plus cachfe,

Comme c'est le -cas au cours de tout travsil en profondeur, 1'intuition
'que j'avais acquise au cours de ces trois gtudes me fournlt sans effort de
nombreux résultats satellites tels que : Caractérisation de certains ensembles
associés aux fonctions dérivées, &tude des homécmorphies de [O f] transformant

toute fonctlon derxvee en une fonction dérivée,

Ayant achevé 1m rédaction de cet ensemble de résultats, je fis un dernier
effort, de réflexion philcsophique cette fois, et je cherchal & mettre en
tvidence la raison du succds des méthodes que j'avais utilisdes,le fil directeur
qui, i je 1'avais connu plus t8t, m'eut &vité bien des redites, A ma grande
surprise, cet effort fut couronne de succds, et sboutit & un théoréme général,
de formulation géomftrigue fort slmple, qu1 résumeit ep quelques mots, & la
fois mes propres procédés, les énoncés de Bal*e, et treis théorémes profonds
ol Arnaud.Deﬁjoy, dans ses “"Lecons sur le calcul des coefficients des séries
+rigonométriques” (vol II).rassemblalt la partie topologique de ses méthodes.
En termes vagues, ce théoréﬁe affirme Que lorsqu'il y =& convergence simple, 1l
y a aussi convergenceluniforme en de nomﬁreux points - moyenh&nf certaines

hypothéses, bien sir.

Le simpiicité de mon &noncé tenmait & l'utilisation, sous une forme conve-
neblement généraiisée, de deux outils commodes dlis & Georges Bouligand : le

. . . . . . -
contingent et le paratingent. Le contingent d'une partie X de R en un point x



de X est 1l'ensemble des limites des demi-droites & (x,y) d'origine x, avec
Y € X, quand y tend vers x ; le paratingent de X en x est 1'ensemble des limites
de § (y,z) quand y et z tendent vers x dans X. {On pressent d4j3 que le contin-

gent traduit une convergence simple, et le paratingent une convergence uniforme.
J'avais besoin d'un cadre plus général :

Solent U un espace métrique ; E,F deux parties de U avec P E; et §
une application de (P x E) \4(P x P) dans un espace métrique compact A telle
que, pour tout y € E, l'application x — Y {x,y) soit continue.

Pour tout x € P, on pose Bm{x) = Q g(x,u}}, ol & déerit les voisi~
nages de x dans E. '

Bt de méme SJE P(zi;)_ = !;1 §wnr,w), ol & (x,X) et S(XJ;) se

définissent par l'extension de & & l'ensemble des parties.

2
E , ‘
de £ en X, et le paratingent de E en x relatif & P, associés & la fonction & .

Les fermés € _(x) et p(x) s'appelient respectivement le contingent

De fagon immédiate, © g € Sg.p et (PE » Posséde la continuité supérieure
. . > L

d'inclusion. Le thBor8me en question s'énonce alors :

Th€oréme : Pour tout point x de P, sauf sux points x d'un F, maigre de P,
. - ’ (‘J 3
var c {w) = J {: .
yE,P arie continuement et BE.X,. P X

En particulier, en.tout point x non exceptionnel, l'application €, est
) : 0

's.c.i; si done EE{K)_ est petit, par exemple de petit diamdtre, T_(y)} est aussi

E
petit pour y voisin de x,

lorsque P est complet, 1'ensemble de ces poinis x est, bien sﬁ_r, pertout
dense dans P,

Cet &noncé général peut s'Stendre encore dans diverses directions; je
i'al fait par la suite {333 ; mais tel gu'il est il satisfait de nombreux
bescins.



Un exemple suffira 8 1%illustrer : soit {fn} une gsuite de fonctions continues
sur [0,1] , 3 valeurs dans {—w,m} ; et pc;ur tout x € [0,1} , soit C(x) 1'en-
semble des valeurs 4'adhérence de ls suite des fn(x).‘Alors il existe des
points {partout denses) s €EO,1} tels gque, pour tout ouvert W contenant
C{a) on ait C{x)Cw) d¥s gue x est assez voiasin de &. Ceci inclut, bien sir,
1'énoncé classique de Baire sur les pqinté de continuité des fénctions de

18re classe,

Prolongement de ces traveux. Peu de temps aprés avoir résolu le probiéme de

Lebesgue je découvris , au cours d'un travail en collaboration avee Pauc [26j

un théordme fort inattendu, d'énoncé simple, ayant pour corollaires les théoremes
classiques sur la différentiabilité ﬁresque partout des fonctions lipschit-
ziennes, et la plupart des beaux résultats de Frédéric Roger sur lés.propriétés
tangentielles des eﬁsemhles'euclidiens.(Le cas parti#ulie: le plus comnu de ces
résultats est le théoréme classique de Denjoy sffirment que si f est une fone-
tion numérique continue, le contingent € {x) de son graphe au pointrgfabscisse

x est, pour presque tout x, un plan, un démi—plan ouw une droite, leéléroites

‘gqui interviennent ayant des pentes finles).

Je fus fort tenté d'appeler cet &noncé le "thforéme du voyageur spatialy
son sens intuitif est en effet le suivant : Pour un voyageur se déplagant dans
ane fusée trés repide, le paysage stellasire apparait fibré paralleélement & la

vitesse, et ceci indépendamment de ila profondeur de son champ de vision.
14 T

oy n
Rappelons d'abord gque, d'aprés Lebesgue, tout arc rectifiable de R =

presque partout ume tengente ; voici slors le théordme

Théordme : Soit X une partie d'un espace euclidien, et k un arc rectifiable
de cet espace, Alors en presque tout point x de k, cet arc admet une tangente.
et le contingent C{x) de X {Bventuellement vide) admet cette tangente comme

direction de translation.

o o ) ) . . .
Autrement dit, ls partie fermée de 1'espace constitufe par la réumion des
-

demi~droites de C(x) est une réunion de demi-droites parall@les 3 la tangente

i k au peint x.
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Ilt. Biude des capscités.

Je voudrais retracér meintenant 1a géndse et 1'&velution de recherches que
Je fis de 1950 d 1953 sur une clagse de fonctions 4 ensemble gue Jj'appelai capa-
cités parcaéue la capacité &lectrostatique (ow newtoniemnne) en est un exemple

partlcullmremenu 1mportant

En 1950 existaient dé nombreux travaux, voire mdme des livres entiers
sur des fonctions 4'ensemble Tlus générales que des mesures additives { ils
m'avaient toujours paru ennuyeux parcgﬁue leursrautedrs; faute d'une motivation
et d'un il dlrecteur generallsalent & -Vjide pour ne retomber en _général gue -sur

des fonctions addlt1ves.

Dr dans les memes &nnees la théorle du natentlel demontrant une fOlo de
plus son pouv01r sem1na4, utlllsalt de p*us an plus une fonctlon d'ensembie,
la capacite newton1e1ne qul, 1o1n de ressambler a une mesure, n 'est .en- fait
Jamais aadltlve ; elle 2 méme une propriété exactement opposée (la dlchctomle)
tout ensemble borélien X admet une partition en deux borfliens de néme capecité

gue X.

- oo o t- . -' co o o . - .
Définissons cette capacité dans l'esp&ce euclidien R”, oll le noyau newtonicn
est la fonction 1/r avec r=fx-y] et ol le potentlel d'une mesure positive

. S -
est la fonction égale au point x 3 i x=y i , af& y;.

Si K est un compact de QB, ga capacité £{K) est la borne superleure des
masses totales des mesurek de Radon positives o sur K dont le potentlel est

partout mejoré par 1.

‘Pour une partie X guelconque de 83, s& cepacité intérieure f ’X; est la
borne supérieure des capacités des compactw K contenus dans X; et sa cap301te
extérieure est la borne inférieure des capac1téa intérieures des ouve;ts conte—

nant X,

Entre sutres usages, cette capscité sert 3 d&finir une bonne notion de

reret€& : On dira que X est négligeable si se capacitd est nulle ; mais dja



- . . - - -
& pose la guestion de choigir entre f* et ¥ ; dans le premier cas on montre
Pius facilement que X est négligeable; dans le second, om & un énoncé en appa-
.. . . P & \ .
rence plus fort. Tout serait plus simple bien sfir si £7(X) =‘f¥XUs ce qu'on

traduit en disant que X est T-capacitable, mais ceci~a-t-il lieu 1

Comme ies X utilisés sont en géndral boréliens, on se pose d'abord la
question pour les boréliens : Voild le prebléme dont Brelot et H. Cartan avaisnt
,souvent soulign& 1'importance. Lorsque je fus nommé 3 Grencble, Brelot me
confirms qu'il ne coonaissait & ce probldme aucune réponse, méme partielle, et

que s& sclution sersit bien compode.

Je trouvai cette situation vexante, et pensai que si l'on n’avait rien

trouvé, c'est qu'on n'avait pas cherché dang la bonne direction’
P

J'ai dit d&js qu'a 1'&poque je ne connaissais pas grand chose en théorie
du potent1e¢ - je continue d'ailleurs & ne pas me considérer comme un spec1alzs+
de cette théorie, et quand i'ai besoin d'un renseignement précis, c est & Brelot

ou & Deny que je le demande.

Ce fut cette ignorance qui me permit de résoudre lie probléme : Connaissant
pveu de proprletes de la cepacité, ignorant si la structure euclidienne de 83
gtait utile ou non, je décidei Qe choisir su départ le cadre le plus général
possible de fagbn & conserver i chaque instant la souplesse maximum, et de
procéder ensuite & reculons, clest-3-dire de chercher de guelles propriétés il
serait commode de disposer pour batir une dfémonstration de capscitabilité;
ensuite seulement je pourrals *echercher si la capacité newtonienne a ces

propriétés.

Mon cedre &tait le suivant : E est un egpace topologique séparé, et f une
fonction croissante positive @éfinjie sur l'ensemble des compacts de E. On assceie
i f, appelfe capacité, les capacités intérieure et extérieure t, et r* dérinies

ur l'ensemble des parties de E par le procédé classique dferit ci-dessus, et

3 A . - -
on dit gue X est f-capascitable si f X = £ (X).



On suppose seulement an dep&rt que f est cant¢aue a droite, c'est-g-dire

que tout compact est f —c&nacltable \la uapa01te nevtonlenne a cette proprletf}

rd

bans ce cadre général, il &tait exclu de chercher 4 démontrer la capacita-
Pilité de tout borélien de E, aussi régulidre que fﬁt'f & cause de 1'irrégu-
larité possible de certains ouverts de E; je décidai done de me borne* aux
ensembles K-boréliens, c'est-a-dire obtenus g partle des compacts par des opé-
rations p051t1ves . reunlons ot intersections denombrables, le passage au _
complémentaire dtant exclu, Les K~boréliens &taient done, par ordre de compli-

cation eroissante

Les compacts, les KG”-KSE ’ Kvéq" et ainsi de suite transfiniment.

Les compacts &tant f-capacitables par hypothése, 1'examen des Kg s'imposait
en premier lieu. De fagon plus générale, soit &4 = U A la -rBunion d'une suite
croissante de parties de E. Og & Evidemment lim f (A } { f (A) ; 81 -donc on

pouvait montrer que l'on & :

(1) f(A)«‘#llmf(A),'

on aursit aussi, lorsque les A sont fﬂcapacztab es, f;(A) = f*(A), autrement

dit A seraist capac¢taole, en partlculler tout Kg.serait capacitable,

L'importance de ls relation (1) &tait donec claire ; pour la dEmontrer il
fallait °ssayer, bour tout £ » 0, de constriire par réunion (o contensnt Al
tel que £ () ¢ £ "a) + ¢ y & partir d'cuverts snalogues @ O A, vérifiant
des inégalités dy méme type f (W } £ {A )+ éru'

Or les hypothéses faites sur f Etaient nettement . insuffisantes. pour celd;
un exemple wontrait que la stus-sdditivitd : f(K1L) K2)~ £{K,) + f\Kg); gui est
classique pour la capacité newtonienne, ne suffiseit pas non plus. I1 aurait
fallu que les indgalités £*( w )€ f*(An) + &  entrainent une indgalité 4u
type '

' * &;
(2} £ (U w. )& f (-U A)+ ,;:_'E,n .
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Je commengail pear Studier une relaticn de ce type pour une suite de deux

ensembles A1 v By s des changements de notetions le ramenérent 3 la Torme

(3} £{A U B) + ‘.f(AI N B} & £(a) + £(B).

Les f vérifiant cetbte relstion pour tous compacts A,B furent appelées
"fortement sous-additives". Un caleul sixple, sssorti de raisonnements topolo-
giques me montra que pour une telle f, la relation (2) &tait toujours vérifide.
La reistion (1) cherchée en rdsultait aussitdt; en perticulier, la réunion de-
toute suite croissante d'ensembles capacitables &tait capacitable, et en par-
ticulier tout Ko -

o§ § encouragé par ce premier résultat, je mis

finalement sur piéd la démonmstration, qui utilise fortement le fait que peu

Venaient ensuite les K

d'opérations séparent un tel ensemble des compacts. Le cas des Kysoe O

résuitait aussitdt comme pour les Ky -

Four les Kgs. 5 Je me trouvel devaut un mur; je me dis que si 1'indgalit?
{(3) m'avait fait progresser de deux crans, une nouvelle inggalité me ferait
progresser dasvantage. )
Et d'abord, bien sir, il falleit vérifier 1'inégalité (3} pour la cepacité
newtonienne; Brelot mlassura qu'elle 8tait inconnue; mais, en utilisant les
propriétés du noysu newhonisn appeles principe de domination et principe de

positivité des masses, je pus L'Gtablir.

.

C'était rassurant; restait 3 deviner a quoeil pouvaiént regsembler d'autres
inégalités; finelement, aprds avoir nolrei de nombreux feuillets, je fus asmend
8 traduire la croissance de f et sa sous-additivits per deux inégslités &qui-
valentes mais gui, elles, en suggéraient de nouvelles : _

FH) - 2 U A €05 20 - [XU A + XU + £XUA U AL 0

8i on possit V 1(X,A1) = £(X) - £{Z Y A,), et plus généralement

{y. Y o= . Yo . K
"? +?\XQA? L SO I A - Vn{K,A.! pe s g An; vn{xu An+-! 1] A1 LA A | An"

n n+t’
ies deux inggalités s'éerivaient V. < 0 et 92 § 0 ; 1'élégance de cette
formulation faisait espérer que, pour la capacitéd nevtonienne on avait V“,s 0

pour *tout n.
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Ce fut facile 3§ vérifier ; la capacit® newtonienne tait donc une fonction
d'ensemble "salternfe d'ordre infini”, analogue sux fonctions d'une varisble
réelle qui sont complétement monotones, i.e. positives et ¢% avee f(n) du
signe de (-1)" pour tout n.

Ceci fuisait penser au résultat de Bernstein, et me rappels un thécrdme
de Fréchet sur la probebilité pour gu'un certain &vénement se produise su moins
une fois; je devais y revenir plus terd.

Pour 1'instant, muni de 1'inégalité V_ & 0 je revins & mes Kesas

3
ils résistérent. Eteis-je sur 1a bonne voie ¥

Si, ‘en utilisant successivement les inégalités ?n‘s 0 jtarrivais &
démontrer la capacitabilité des Ko d'indice fini, resteraient ensuite ceux
d'indice infini, K, Kisss » €6Ceeni ¥ aurait-il donc des inggalités V, < O
d'indice infini; c'était bien douteux, et je m'en assurasi par un travail assez
ardu consistant & montrer, grice & un théor8me topologique classique de Brouver,
que le systéme des inégalités Vn § O est complet : Toute sutre indgalité est

une conséquence de cellas-13 |

J'étais donc fix& sur ce point; une des veies possibles de recherche
était une impesse ; aucun raisonnement par récurrence ne pouvait marcher ; il
fallait sborder les X-boréliens autrement. C'est slors que mon subconscient,
inguiet depuis quelque temps sans doute de mon erreur d'orientation,.me rappela
que les Polonais- avaient depuls longtemps mis en &vidence un procédé de cons-
truction des boréliens classiqueé@ans récurrence ; Comme images continues

injectives de l'ensemble'des irrationnels de [0,1].

Celd ne me convenait pas perfaitement, car mes K-boréliens n'étaient pas
classiques, et puls l'injectivité ne me semblsit jouer ici aucun réle. Je décidai
donc qu'il fallait edapter les théordmes polonais § mon cedre, mais abandonner
l'injectivité, c'est~d~dire introduire une généralisation des ensembles ana-
lytiques de Lusin ; ce projet &tait d'autant plus raisonneble que lez Polonais
avaient démontré la mesurebilité (pour la mesure de Lebesgue) de ces analytiques.

\
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Je fus donc amen& 3 ouvrir une large perenthdse de caractére purement
topologique : J'appelai K~analytique tout espace topologiqug séparé qui est
image continue d'un Kgg d'un espace coﬁp&ct.‘Pourquoi.ﬁ%fé- ? Parce que'ge
sont les K-boréliens les plus simples eprés les K qui, eux, ne conviennent

pas.

Je vérifiai que tout K~bor&lien est de ce type; que les opérations clas-
siques sont valsbles dans la nouvelle clazse, que tout K-ahélytiqng métrisable
est en fait analytigue au sens de Lusin, et j'étevlis le lien précis entre les
K-analytiques et les K-sousliniens, o'est-f~dire les ensembles gu'on peut

obtenir & partir des compacts per 1'op8ration A .de Souslin.

Cette recherche topologique, firalement essez facile, fut cependant sgréable
3 faire, et elle rendit un regein d'amctivité & ce type de recherches (travaux de

Frolik par exemple).

Rassuré sur la validité et la ﬂexibili‘bs de mcﬁ‘matériel, 3 savoir les
ensembles K-analytiques, je rev1ns i ls f~capac1tab111te pour les £ vérifiant
1'8galité de base (1}, Il s aglssalt done d'dtudier le f—capacltablllte d'un
ensemble A C E (ol E est supposé compact pour 51mpl1fxer} qnz est image, par
une appllcat1on continue ¢ , d'un ensemble B qui est un X ¢ d'un espace compact
F. Or B &tant un KG‘S reldve du résultat partiel concernant la capscitabilité
des K5 ¢ ;3 i1 était donc indiqué de définir & partir de f, une capacité g
sur F, et de déduire la P-capacitabilité de A de la g-capacitabilité de B.

Malheureusement ‘f n'est pas deflnle partout dans F 3 on ne peut doﬁc pas
poser g{K) = £f{p(K)) comme celd serait paturel, Qu'a cela ne tienne; suivons
ltexemple de Lebesgue et ramenons l'application ¥ & uné projection en utlllsant
l'espace Fy E : Soit [’ le graphe de ¥ dans F x Ej c'est lui aussi ym Ke oo 3
si ¥ est ls projection canonique de F x E sur E, on 8 A = 4’(?’) et W est
- maintenant continue et partout définie sur F x E ; on peut doné\eppllquer B
tramwt, 1'idée esguissée ci-dessus j on vérifie sans peine que tout marche bien;

le théordme est donc démontré.

Cés résultats furent inclius dans un gros Mémoire [%9] que je rédigeal

pendant le trimestre d'automne 1953 & 1l'Université du Kansas (Lavwrence).

J'y étudiais esussi les capscités monotoneés, gqui sont en quelgue sorte les
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dualeswdesca@aéités alternées{\elles vérifient la relation £{/N An) = lim'f(An)

pour toute suite décroissante d'ensembles.

J'y montrais, en utilisant un résultst de Goedel, qu'il n'est pas possible
d'établir la capacitabilité des complémentaires d'ensembles apalytiques ; ce
résultat attira liattentibn de plusieurs logiciens; ceux—ci ont par exemple
exsminé les conséquences d'un axiome qui affirmerait ls capacitabilité de tout

ensemble projectif,

J'y &tudiais une relation précise entre les semi-normes sur un espace
-vectoriel réticulé E et les fonctions positivement homogénes sur E_ telles que

flxwy) + fxny) & f(x) + f(y)- .

Dellacherie et Mokobodzki ont tiré de cette relation un énOnce 1nteressant

sur les enveloppes supérieures de mesures &e Radon.

Enfin les cépacités alterndes d'ordre infini me donndrent 1'occasion de
m'habituer pour la premidre fois su théordme de Krein-Milman et & la motion

‘de représentation intégrale. Voici de quoi il s'agissait :

Soit C le cdne cohvexg de toutes les capecités alternées d'ordre infini sur
un espace compact X ; ce cOne a une base B = !f : PX) = 1} . Il s'agit de
savoir si on peut munir C d'une topologie csnonique rendant B compact, de déter-

miner les points extrémaux de B,(x est extrémal 8'il n'est pas milieu de deux

autres points), puis de chﬂrcher 8i l'on neut representer toute £ € B comme un

"mélange" de capacités extrémales.

Je finis par trouver la bomme topolegie sur C, qui est trés anelogue & la
topologie vague utilisée pour les mesureé par Bourbaki; je montrai que les
€léments extrémsux sont les £ de la forme £, s ol A est un éompact fixe de X,
avec fA(X) = 1 ou O suivent que K rencontre ou non A ; ces &léments jouent le
r3le des fonctions (1-expltx)) dans la formule classique de Bernstein. L'ensemble
de ces €lémenis extrémsux est compact, donc une simple applicetion de Krein-Milman
démontre 1'existence du mélange cherché (son unicité fut démontrée plus tard par
Revuz dans sa thése). La simplicité des €l&ments extrémasux fournit slors aussitdt

une interprétation probabiliste ;
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Pour toute cepscité f @ C, i1 existe une (unigue) mesure de probabilité
sur l'espace compact ¥ (X} des sous-compscts de X telle que, pour tout KC X,
£{K) soit la probsbilité pour gu'un compact verieble de X rencontre K en un point
au moins; le lien avec 1'énoncé de Fréchet mentionné plus heut est ev1&ent.
Meis plus précisément, ceci est bien proche 4'une 1nter§retatlon probablllste
en termes de mouvement brownien (ce qui & lieu pour la caPQC1te newtonlenne)
je pouvais donc prévoir que toute .théerie du pgtentzel relative & un “bon noyau
devait avoir une interprétation probabiliste. Cette prévision devalt recevolir
de G, Hunt en 1957 une confirmeticn &clatante. J'ai souvent regretté de ne pas
SVOoir su. en 1953 sssez de probsbilités pour spprofondir mpm-mﬁme le lien pro-
babiliste gue-je vensis de découvrir. A vral dire, en 1953 d etals plutdt
précccupé de généralités : 2 coté de la représentation intégrale dont Je viens de
parler, j'en donnsi de nombreuses autres, sysnt &'sutres asspects inté&ressants,
pour &’auxres cBnes de fonctions d'ensemble, per exsmple celui des capacités
avbltralres, ou des capa01tés monotones d'ordre infiniy encore maantenant ces

questlons posent plusieurs problémes intéressants.

L'avenir me donna I'Occasion'dé compléter quelques aspects de la théorie :

Je donnai [Té] (1959) une version abstrazte du théoréme de cepacitabilité
particulidrement souple puisque son cedre est purement ensembl:ste. I'ensemble
des compacts ¥ est remplacé par un ensemble % de parties d'un ensemble E,
stable par réunion finie et par intersection dénomwbrable, et les K-analytiques
sont remplacés par les ensembles ¥ -sousliniens, obtenus & partir des &léments
de 3(_ par l'opération A de Souglin; ce théoréme est une bonne généralisatioh de
plusieurs théordmes de 1'intégration par rapport & une mesure sbstraite O -ad-

ditive.

_ Déns un sutre travail, je vérifiai que la proprit&, pour la capacité
newtonienne, d‘etre alternée dYordre 1nf1n1, sTétend aux cap&cxtes sssociées &
tout "bon" noyau, c'est—a~-dire sux novaux verlflant le prlnczpe de domination

et le principe de pos;t1v1te des rmasses.

Mais il est temps que je donne guelques exemples d'application du théoréme

'de capacitabilité (topologique ow abstraitﬁg hors de la théorie du potentiel @ ..

11 est souvent utilis® en calcul des probabilités pbur démoptrer la mesura~

pilité de certsins ensembles lids eux processus aléatoires; on 1l'utilise pour



démontrer l'existence de relévements de mesures, pour la comparaison des mesu-
rebilités relatives & deux topologies, forte et faible, sur um e.v.t.e

Avec P.a, Heyer ée 1'ai uﬁilisﬁ dans leﬁ'ceaﬁexﬂs'caﬁgécfé pouf montrer
que toute mesure mmle est por’bée pu:r tout K-&m&.ytique contenant tous les
points extréamaux,

. - n
De facon analogus il a &t€ utilisé pour montrer que tout compact & R~ de
mesure p-dimeamsionuelle infinie(p ¢ u) contient un sous—-compact de mesure finie
non mulle.

Plus récemment, il & pernis ée &omr une reponse positive au probléme
suivant de Klee : Si X est un convexe borélien de classe o dans ﬁ » est-il
convexement de clesse ¥ ou & +2 {i.e. en n'utzl:smt dens la récurrence
trensfinie que des com?e:eé} ' —

Voici deux ou trois ans, il a &té utilisé br:.llmt par Cleude Dellacherie
qui, gréide 3 we formsletion de la thorie en termes de "eapacitances” (duve a
Meurice Sion en 1963), & retrouvé de fagon extrémoment simple les profonds
théordmes polonais concernant les ensembles analytiques, en particulier les
théorémes de séparation, de mBme que divers thforémes de reldvement.

En utilisant les "capacités fonctionnellea"-éne-ﬁékcbodzki avait introduites
en vue d'aspplications & mee nouvelles sxicomatiques de théorie du -potentiel, et
en utilisant de nouvelles notions annexes, telles gue rabotsges, ensembles minces
‘agsocife & une capacité, il s constitué une &l€gante smthése)aux epplications
nombreuses & la th€orie générale des-proceesus et 3 la thBorie de la mesure.

I1 est fort reconfortant, pour celul q_m dou‘berazt de 1'unité des me.thé-
- matiques, qu'un théordme dont la motivation initiale.ftait la résolution d'un
probléme spéeinlisé de théorie du potentiel, sit f1nalement des a@pllcatlons
aussi verifes. ' '

. Un dernier mot : Je me suis souvent Etonné que parmi les nombreux spécialistes
de la théorie de la mesure, en particulier ceux comcernés par les problémes de
‘relévement, sucun n'sit avant moi €noncé un théoréme de capacitabilité; la raison
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en est probablement que la fréguentation exclusive des mesures les hyprnonisaient
A 1'intérieur du cadre "ad@itif”. J'ai appris pourtant voici deux ou trois ans,
au cours d'une conversation avec Roy.0. Davies que peu de temps aprés mol il
avait)dans un cas partieuiier, en vue de L'étude des ggsﬁres ;—dimensionnelles
de Hausdorff, etabli un théoréme de ce type.

ITc. Convexes compscts, cOnes faiblement complets et

représentation intégrale.

I1 va s'agir ici de travanx commencés en 1956, et qui se sont &talés sur
piusieurs annbes, sux divers rebondissements; c'est presque toujours la théorie
du potentiel qui.les a motivés. On peut les diviser, logiquement et chronolo-
giquement en deux bloes : Convexes compects et représentation intégrale d'ume
part, cBnes faiblement complets d'autre pert. Le premier bloc a inspiré de
nombreux travaux, en partie rassemblés ensuite dans plusieurs livres, par
Phelps, Alfsen, ou moi“méme-[102,..}'; le second, plus récent, a surtout &té

prolongé jusqu'ici par mes propres &1l&ves; je le crois &galement fortprometteur.

C'est pour la premiére fois, & la fin des anndes 40, gqu'au cours d'une
conversation avec Henri Cartan j'entendis pasrler 4'éléments extrémsux, de
Krein-Miiman et de représentation intégrale; il faisait allusion 3 un mémoire
de Godement sur les représentations de groupes, 4 la fin dugquel celui-ei souli~
gnait 1'économie de papier qu'spporterasit un théoréme de représentation intégrale;

son cadre &tait en apparence un peu reshreint, mais l'essentiel du probléme y
dtait. ' '

Bien que mon impression fut alors que j'étais bien armé pour attaguer ce
probléme, Jje n'avals encore aﬁcune motivation pour le faire ; certes, & 1l'oc-
casion d'un séjour chez 0, et S. Nikodym, j'eus 1'occasion de réfléchir aux
coenditions d'unicité, et je vis bien le lien avec les espaces vectoriels ré-
ticulés; toutefois la véritable motivetion me fut donnée en 1953 & l'occasion

des recherches sur les capacités alternées d'ordre infini dont j'ai d&ja perlé.
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Pour ces recherches ce fut le Bourbaki E.V.T. qui m'apprit ce qui m'éteit
nécessaire (je crois 1n*éressant de souligner & cette occasion que j'aime peu
me documenter et lire sans motlvatlon urgente, e+ le mellleur de ma culture
st est constltue i l'occasxon de res reeherches- cegte attitude, bien sir,

comporte & la fois des avantages et quelques risques 1).

De 1953 & 1956 je pris de plus en plus conscience du probldme, ne serait-ce
que parce gque je le proposa1 d'ailleurs sans succés, 8 plusieurs Jeunes cher—
cheurs., Je le fbrmulals gous le forme sulvante :

Soit- X un convexe compact d'un espace vectoriel localement convexe séparé
(e.l.e.s5.), Est-ce gue tout point x de X est le barycentre d'au moins une mesure
de Radon positive de masse 1 portée par l'emsemble & (X) des points extrémsux
de X 7 Dans quel cas y a~t~il pour tout x unicité de cette mesure?

Mon expérience des cOnes de capacités m'avait d8jd appris plusieurs faits
intéressants : L'avantage de considérer les comvexes comme des bases de cdnes
convexes; 1'int&r8t des points exfrémaux én‘Analyse, df au fait Qu'ils repré-
sentent souvent des &tres assez simples; le fait que pour X metrlsable E(X)
est un Gg- meis non nécessairement fermé; et le fait gue le couple exlstence—
unicité 1mpose sux clnes de base X d'8tre réticulés pour leur ordre propre.

Ce dernier résultat, bien facile, introduisait une classe importante de
_convexes compacts, les simplexes, caractérisés par le fait gque les cdnes qui

les ont pour base sont réticulés; ils générelisent triangles et tétraddres.

Les fils directeurs qui guideient ma recherche étaient les suivants :
D'une part les mesures de berycentre un point x, et portées par &(X) sent, au
moins si X est métrisable, celles gqu'on ne peut pas rendre plus dlffuseg551 une
mesure a POur support un point extrémal ou un eneemble voigin d'un point extrémsl
il en est de méme de toute autre mesure syant méme baryeentre, une telle mesure

posséde done une certsine stabilitd,

Ces remarques, convensblement mises en forme, me suffirent sans trop
d'effort & &tablir le critdre d'unicité : Si X est un simplexe, tout point pos—

séde au plus une mesure feprésgntative portée par E(X).
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L'"existence" me réservait une bien plus grande résistance, d'asutant plus
gque, ne connaissant pas encore la patholegie p0551b1e de E&Xj lorsque X n'est
pas métrisable, je n'osais pas me restreindre au cas mstrlsable1 Maies une &tude
obstinée de cas particuliers de plus en plus complexes : E{X) fermé sauf autour
d'un point, dfnombravle, intersection d'un fermé et d'un ouvert, ete.., me
permettait de ne pas pi&tiner et de cerner de m*eux en mieux les d;fflcultes.

Je fus amene & introduire un outil fort commode, les diffusions dilatantes ; ce
sont des opérateurs linfaires agissant sur les mesures, et qui remplecent toute
mesure en une mesure plus diffuse et de m@me barycentre; elles constituaient la
mise en forme de mon premier fil directeur. Pour utiliser 3 fond le second, j'in~

troduisis une relation (A/B) entre ensembles universellement mesurables :

A est ev1table ay moyen de B, ce qgui se note (A/B) =i pour toute mesure
P # 0 sur A, il existe une mesure }A' de méme barysentre que p., telle que

f'(A) =0 et w'(B) # 0.

Aprés quelques mois de travail inﬁensé,'je précisai ces notions en Juillet 56
au cours &'un séjour a Gérerdmer consacre également 3 des recherches potentia-
listes avec Jacques Deny. Je pus slors achever ia demonstratlon dens le cas
métrigable; j'obtins aussi quelques résultets dans le cas non-métrisable, mals

encore insuffisants.

En décembre , ces résultats furent exposés au Séminaire Bourbeki, accompagnés
d'exemples et d*une application & un théoréme ergodique nouvesu @ Toute mesure
invariante {sur un espace compact) par une femille d'opérateurs continus est,

d'une fagon unique, un mélange de mesures ergodiques.

7 Pendant, guelques années, H. B#uer fut ie seul 3 appor@er de nouvelles contri~
butions; puis brusquement les choses se précipitérent et 1'om disposa de plusieurs
démonstrations d'existence, nouvelles ef intéressantes, basées sur des principes
en apparence différents, dues i %. Bishop et X, de Leeuw, Hervé, Loomis, Bonsall.
La démonstration de Bishop et K. de Leeuw (1959) &tait psriticulidrement sédui~
sante; elle introduisait un pré~ordre sur les mesures positives sur X : PAY
sl |r (22 v (LB pour toute forme affine continue §{ ; les auteurs mon-
traient gue toute e maximsle pour ce pré-ordre est, dans le cas métriseble,

portée par &(X), ce qui résolvait le probldme. Ils montrsient aussi per des
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exemples que si X n'est yas métrisable, &{X) peut Btre tds mauveis (il a
cependant toujours une certaine régularité comme je le montrai plus terd en
réponse & une question de Dixmier, puisque c'est toujours un espsce de Baire
~d'un type régulier que d'ai appslé "fortement o ~favorable™).

En 1960 j'apportei & ce travail de Bishop.de Leeuw quelques amfliorations
[79] . notamment en remplagant les fonctions {2 par les fonctions continmues
convexes arbitraires. En méme temps je niontrai, plus explicitement qu'ils ne
l'avaient fait, 1'Bquivalence entre 1'8tude des convexes compacts et 1'&tude
de ce qu'ils “eppeleient “frontidre de Choquet"” associe 3 un sous-espace de
t(x) ; cette frontidre est Gevewe. p&é‘ticuli'érement entre les mains de

Mokobodzki, un outil de premier ordre en théorie du potentiel,

Dans ce méme travail, je posais plusieurs problémes; certains n'ont pas
encore de réponse, Celui concernant la cgra.ctériéq.tion des- megures maximales fut
résolu peu aprés par Mokcdbodzki: P est maximale si élle',est'Portée par tout
ensemble "bordent", ceux-ci &tant certains G & bie:} d8finis qui contiennent

' B(x). Deux sutres devinrent assez vite populaires :

1) Supposons X wétrisable; j'aveis remarqué que pour chaque diffusion
__dilata.nte T on a b {'T{}«}. pour toute mesure ; je demandai si inversement
b K ' entratne que p' est de la forme T(p ). La réponse positive fut donnde
Elégamment par Mokobodzki mais non publide; ce résultat fut ensuite retrouvé
par Cartier-Fell-Meyer, ' | ' -

2) 8i X est nétrisable, 5 (X) est un Gs 3 inversement si A est un Gg
partout dense d'un espsee compact métrissble K, existe~t~il un simplexe X et
une hom€omorphie Y de K dens X transformsnt A en & (X) 1

Je résolus (positivement) ce problime un peu plus tard, et j'y ajoutai un
complément fort précis dens le cas ol K = [0,1] ; j'en parlai dans mes cours et
conférences, dens mon "Cours d'Analyse” de Princeton, meis ms démonstration,
fort lourde, ne me satisfaisait pas, et je ne 1a publiai pas. En 1966 je trouvai
une démonstretion simple dans le css ol (K\A) = U K, » ol les compacts k, sont
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disjoints et de diamétre tendan: vers O. En 1972, Effros-Phelps-lazar
relancérent la q_u_estion_ au -gqngrés de Swensea; et ¢'est un jeune anglais,.

R. Haydon, qui vient enfin de meftre sur pied une démonstration €légante.

Dans un exposé de SZminaire de 1962 [88] consacré & la preave de quelques
critéres d'unicité, je démontrai que les fopetions affines ccmtinues { sur un X
ne sont pas les seules vémfzant pour tmzte masure de nasse 1 la relstion

g () = R(a), oll & est le barycentre de Wi les fonctions a.ffmes de premidre
classe de Baire la vérifient aussi {pius taz'd Mekobodzka, expl:.qua cec:. par le
fait qu'une telle £ est llmte simple de fonctions affines contmues, } par
contre cec:L ne s'étend pas aux fonctions affmes de 2idme classa. Ce résultat
suseitsa plus:.eurs trafa.ux chercha,nt 8§ déterminer s1 toute X a.;i‘fme de classe o
sur X est toujours s.ffmement {en un sens ev1dent) d.e Balre, et néme de classe X

ou & +23 ce probléme n'est pas encore pleinement resolu.

En 1962, je Jugeal gu' 11 eta.:.t temps de fa.lre une synthese de l'état de la
question. Nous en fimes. P.A, Meyer et mo:.-—meme uwn exposé fort d.epoullle ma.xs
contenant 1'essentiel [9’4] l'article contenalt de nombreux crxteres d'unicité
et de maximalité d'une mesure; nous y montrions a.v.ssl que tou‘b ensemble K~-ana-
ly“c.xque con’cenant E(X) porte toute mesure mm&le, célle-cl est done portée
par & (X) lorsque cet engemble est K—analyblque (ce qul peut ne pas a.vm.r lieu

- pour un X non metrlse.ble) Dans ce dermer cag beaucoup reste faire puisque

par exemple, on ne . salt. pas gi ‘,e (X) peut etre K—analythue sa.ns e't;re a.utomats.—

- quement K-borélien de classe 3 ou k.

Dans cette d:.rectlon, jtel demontré voici guelques snnfes que 81 E(X est
metrlae.ble, X est luz-—meme metrlsa‘ole’ malgre les BPPArences, ce. theoréme est
loin d'8tre trivial; se preuve. résu_.lte des gu_a.tre‘ lemmes sulvants 1 & (X) est
un espace de Baire fortement « -favorsble; tout ée:pace nétrissble de ce type
est homémorphe & un espace metr:.que complet; on en d&duit que € (X) est polonais;
enfin si- Q(X) est polcna.xs, X est métrisable.. |
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COpes convexes faiblement complets. Vers 1959 j'avais, par acquis de conscience,

b3

~&tendu mes théordmes de représentation intégrale 3 certsins convexes non
compacts possédant les propriétés qu'il fallait pour que mes démonstrations
soient encore velables. Mais n'ayant aucune motivation, je n'allai pas plus loin
ét ne publiai rien. La moﬁivﬁtion me fut fournie & nouvesu par la théorie du
potentiel, au début 196Q)qﬁsnd avec.Depy, nous &tudifmes les solutions mesures
positives de 1'indgalité R # pos ol of est une mesure positive donnée sur
un groupe abélien G localement compect. Ce probléme nous était posé de fagon
impérstive pour la détermination de tous les noyaux-mesures de convolution .
sdmettant un baldyage sur tout ouvert [81] et [129] . Le &Bne des solutions

est un sous-cHne férmé, done complet, du cbne des mesures positives sur G.

I1 nous fut relativement facile de déterminer les &l&ments extrémeux; par
contre un nouveau théordme de . représentatzon lntegrale nous éta1t nécessaire; je
me souvins de mes .extensions non encore publiées; elles g appllqu&lent lorsque G

&tait & base dénombrable; nous pimes done conclure.

J'éteis loin cependaﬁt_d‘étré satisfait par nmes démohstratibns; d'sutre
part je me rendais compte gue j'étaisz en face d'uﬁ ¢One convexe saillant fai-_
blement complet (i.e. p&oﬁgeab;e dans un e.l.c. Faible et complet pour sa
structure uniformé) et qu'il y avait beaucoup de tels cOnes en mathématiques.
Je publiai donc, peu de temps aprds [82] , une Note oﬁ Jj'annongais quelques
propriétés de la classe /4 de ces cones : stabilité par limite projective, le
fait que tout &lément extrémal est extrémal fort (i.e. & une base de voisinages
constitude de tranches ouvertes), et que & (X) est polonsis et positivement
total dans X quand celui~pi est lui-méhe polonais.

‘Pris par d'mutres recherches, J 'attendis plus d'un an pour publier [&h]
 une + Note sur mes théordmes de représentatlon int&grale dans les cOnes sans base
compacte, Jeé n‘etals pas tris content du mwanqgue d'élégance de ses énoncés et ce
n'est que tout recemment que Je m' apergus gue son intérét &tait encore actuel;

" en effet depuis plusieurs années, sous 1'impulsion de Phelps et Lindenstrauss

on a commencé sérieusement 1'étude des convexes fermés bornés des espaces de
‘Banach; on & obtenu des théordmes de Krein~Milman, et voieci guelques mois un
jeune mathématicien, G.A.Bdger, & obtenu 1'analogue de mon théoréme de repré-
sentetion intégrale poﬁr les convexes fermés hornés sépaerables de tout espace

- @e Banach ayant ce qu'on appelle ls propribété de Radon-Nikodym; Jje me suis elors
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souvenu de mon ancienne Rote; et j'ai consteté que ce théordme d'Edgar est un

corcllaire du thiordéme I de cette Note.

Mais revenons aux e&nes‘XZE‘As . ¥a Hote &'Octoﬁ%é 61 ne satisfaisait pas
non plus Deny qui prétendeit n'aimer que les mssure$-de Radeon i support compact.
Pour lui faire plaisir, je me remis su travsily j'éteia d'silleurs moi-méme
préoccupé par un probldme précis : Est-ce gue tout cbne X € 45 s des généra-
trices extrémsles ? C'est ce probléme qui me conduisit & l'introduétion d'un

nouvel outil-clef :

Aprds divers échecs, je tentsi de comstruire un ebne X sans génératrice
extrémale en le faisant eppsraitre comme limite projective d'ume suite trans-
finie (X y ) de c3nes polonsis de A (donc munis d'é18ments extrémaux), mais
choisis de telle sorte que les génératrices extrémales possibles de la limite
des X o (gx‘{_ﬁj s'€liminent progressivement. '

C'8tait fort srdu, assez obscur, et impublisble; et puis un matin, su
départ d'une promenade en forét 3 Barbizon, je réalisai brusquement que mon
raisonnement serait fort simplifié =i i'utilisais dens les ng de petites
feailles compactes, et plus précisdment des sous-convexes compacts de complé-
mentaire convexe. Je compris aussitdt que je tensis 1a un outil important, et
de fait je pus vérifier sans Jifficulté que ces &cailles fournissaient ls dé-

monstration limpide demend€e par Dehy:

Plus précisément, appelons chapwau d'un convexe Y &'un e.v.t. tout sous-
convexe compact de complémentaire convexe: on vérifie gue tout chapesau de Y ren—
contre EE(Y); et que tout point, extrémal d’un chapesu d'un oOne convexe Y est
gitué sur une génératrice extrémsle de ¥, On a donc ainsi un moyen de transférer
aux cBnes les propriétfe des convexes compacts : Krein-Milmen, représentstion
intégrale. Encore faut~il qu'il y ait assez de chapeaux ! Pour s'en assurer,
appeions bien-coiff€ tout clne qui-est réunion de ses chapesux; on vérifiq que
le famille de ces cBnes est stable par diverses opérations : Produit dénombrable,
sous—cSne fermé, done sussi limite projective d8noxbrable; en particulier elle

. ; ] _ . it
contient bien les cbnes polonals de AS perce qu'ils sont plongeables dans § .
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Restait encore 3 &tudier le probléme d'unicité de représentation intégrale;
or quel sems donner & ceci quand il s'sgit d'un cBne, muni évidemment de nom-
' breuses bases dds qu'il en & ume, et qui peut n'en avoir asucune. Dans ma Note
“d'Octobre 61, J'aveis introduit deux notionms de mesures sur un cane,indépendantes
de 1'existence ad'une ﬁéseg mais elles ne convensient bien que sur les cénes ‘
polonais. Or un peu plus tdt, lors d'une collsborstion avec P.A,Meyer, celui-
ci avait proposé,. pour &tudier 1‘or&re r.{u) d'utllzser au lzeu de fonotions -
convexes contlnues quelcongues, des suveloppes. superleures de foactlons afflnes
2 ce ntétait pas mne idfe heureuse, mais je

continues. Dans le cedre des cogf
ls repris pour définir sous le nom de pegure con

pe 1. honne notion de mesure,.

sur les cdnes de 4

Dens ui e.l.c.s. E quelcongue, notons h{E) 1'ensemble des différences de
deux fonctions de la forme sup{it1 "f"‘£n)’ oll fes 23 sont des formes linéaires
continues; c'est un espace vectoriel réticul€, Une mesure conique n'est autre
gufune formé linaire positive sur h(E) {i.e. lingsire et positive sur nt(E);
par exemple & toute mesure de Radon de sapport-cempact'sur E correspbnd‘une '
mesure conique; mais cette corréspondance ntest pas injective; par eéxemple S
et 2 =1 Saa sont deux localisations d'une meéme mesure conique; c'est 18 1! expll-
cation du succés de ces mesures. On sait d&finir ce qu'est ume mesure f« portée
par un cSne X, ¢t on vérifie gque si X est fsiblement complet, une telle i &

une résultente et que celle~ci est dans X.

Mesures conigues et chapesux s'aident mutuellement : Si une mesure conigue
sur X a sa résultante dens un chapeau K de X, elle est représentable par une

mesure de Radon sur XK. -
On définit sur les mesures conigues un ordre :

K -( vV si ho (£Y4¢ v (£} pour tout f convexe de h{E); d'ol tne notion de
mesure maximale; on diapose alors du théor@me-clef suivant, ol X est un cbne

de A .
Tout x € X est résultente d'au moins une mesure conique maximale.

Dire que cette mesure est unique pour tout x équivaut & dire que X est
réticulé. '
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f Enfin si X est polonais, toute f«. meximale est représ&ntable par une
Lmesure de Radon 3 support compaet et portée per {X} (1a réciproque &tant
Vrﬁle)- !

Signsions per ailleurs que j'ai montrd, (ce n'est pas isméaiat h.que tout
¢Bne métrisable X € 4 est polonsis. '

Ce théordme-cief ne donteit pas de nouvelle répbnse & mon probldme imitial:

"Pout cbne de A a-t-il des ééﬁératric% extrémale$ ?". Mais en juillet 62,

Jje construisis explicitement [éi] une clssse Tort 1§%§rees&nte de cBnes (non
métrisables) de 4 sans gnfratrices extrémales. Jé m'eperus méme, guelques
‘annfes plus terd, en utilisent le fait que toute fodkle positive sur un Banech
ordonné est continue, que Lp (p } 1) est f&zblemen‘t. complet pour la topologie

¢ (LP Lp ); comme il n'a pes de génératrice extremsle il fournit 3 bon compte
un autre exemple, 4' gzll-eurs noins mt&ressant que ls precédent-

Les _cSmes de ,é dans 1'Anslyse. L'universatité des cfnes de 4  dens 1'Anelyse
‘tient & ce que ses 8ldments sont finalement .les' cBnes X ainsi &éfinis : On prend

un espace mtoriel V, une partie P de V qui engendre V, etrx est la partie de V¥
constituée pasr les formes positives sur P, munie de le topologie de la conver-
gence simple,

Les exemples abondent, & coté de 1'exemple iniftiel 1i& ¥ la relation k3 Kros
et du cOne des mesures de.Rador positives sur un espace localement compact.

Voicl quelques exemples classlques ol nous ne préciserons psr les topologies
d prendre : '

Fornotions complﬁtemeu’c monotones sur R ou sur B ordonné par Ei:f .

Fonetions continues de type positif sur un groupe sbélien loc. compact.

Transformées d;a Laplece de-gesures positives sur un tel groupe. ' _

Fonetions ha.rmm.ques pomtwes@u solut:.on d'une équ&ﬁﬁa de la chaleur) sur
un ouvert de R°.

Capacités sur un espace localement compact.
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. L n
Courbes ou surfaces géndéralisées de L.C.Young dans & ,

Mesures coniques sur un espace vectoriel topologique.

On peut en fabriquer d'autres exemples intéressants grice aux théorémes

suivants :

1) Scit K un chapeau d'un cbne convexe X, universel en ce sens qu'il
engendre X; alors X est faiblement complet pour la topologie faible engendréé
par les formes affines sur X qui sont continues sur K,

2) 81 B est un Banach-prdoﬁné, le cBne positif de son dual est faiblement
complet,

‘ E ‘ ; .
3) Le cBme positif de A est muni d'une famille (de cardinal 27) de

structures de cBne faiblement complet,toutes distinctes mais compatibles avec

la topologie du chapeau compact universel K = l{xn) : Z: X $_1$ 4 elles sont

associfes aux ultrafiltres sur K.

Citons- sussi un exemple assez &tonnant parce qu'il est 1ié & un axiome
fameux auguel s'intéressent les logiciens :

Dire que le cBne RiI)

équivaut & dire que I est modéré, (c'est-&~dire que son cardinsl n'est pas

. . i I
est complet pour la topologie de la dualité avec R

2-mesurable ).

Nous allons montrer enfin par un exemple essez frappant comment les consi-
dérations de points extrémaux permettent de traiter un probléme classique. On
va retrouver le thfordme de Bochner-Weil sur les._fonctions de type positif f sur

un groupe ab&lien localement compact en deux étapes([112] et [j321).

1} On suppose d'abord G discret; slors le convexe des f telles que £(0) =1
est compact; ses €léments extrémeux, les caractidres, se dfterminent en quelgues
lignes per un calcul &lémentaire; leur ensemble est fermf, d'oll formule de '
Bochner-Weil par Krein~Milmen; 1'unicit® résulte de Ston-Weierstrass. .
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2) Reste & montrer que si f est continue sur G mon discret, la mesure
représentant T dans le cadre discret associd & G, est portée en fait par
1'ensemble des caractéres continus: C'est une conséquence du fait qu'un
caractére discontipu oscille au voisinage de 1'8lément neutre, et que ces

oscillations se conservent par intégretion.

Mais &léments extrémaux, éiﬁplexea. chapeaux, mesures coniques, n'ont pas
seulement 1'intér8t de fournir des représentations intégrales en termes
4'418ments simples. Il constituent un outil indispensable pour #tudier la
structure de plusieurs classes d'e.v.%.; par exemple ils ont fourni une &tude
commode des espaces de Kakutani et de leurs généralisations récentes. En par-
ticulier chapesux et simplexes sont indispensables pour 1'étude des dusux
d'espaces de Banach réticulés. J'ai eu fgelement moi-méme 1l'occasion de le
vérifier & nouveau tout récemment & 1'deccasion de 1'étude de la frontidre de
Silov &ssociéé & un espace vectoriel de fonctions continues & valeurs complexes

sur un espace compact.

ITII. Fotentiel

Mes travaux en théorie du potentiel ont comméncé en 1944 et comportent
o5 publications originsles, dont 3 en collaborstion avec Brelot et 5 avec Deny

(Notes préliminaires non comprises).

Je n'snalyserai pas ici mon travail sur les capacitBs, d8j& &tudié ci-

dessus en IIb.

.

Mon premier travail, en collaboration avec Deny {19] gtudiait les propriétés

de moyenne caractérisant, & la facon du théordme de Gauss, les fonctions har-

. ' 'R v e n
moniques et polyharmoniques !{i,e. vérifiant A £ = 0.

I1 avait pour point de départ la curieuse oWservation que 51 une fonction
est harmonique sur un carré, sa moyenne sur le pourtour est égale & sa moyenne

sur les diagonales.
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Disons alors qu'une fonction numérigue contlnuéyéar un ouvert D de B est
. - . . g no. .
88s0cl1ée & une mesure de Radon h, sur la boule unitée B de R 81, pour toute
similitude \P du plan telle que B C Y(D), on a ﬁ {f o) =0.

Nous caractevlslons&'abord les mesures R te¢les gque les f associfes 4 |
soient exactement les fonctions hermoniques. Puis dans le cas n = 2 nous
montrions que les f qui sont associées & au moins une | # 0 sont exactement
les fonctions polyharmoniques. Ce résultat &tait visiblement 118 3 1'invariance
& un facteur préds d¢ A " .par les similitudes.(Plus tard je pus, avec Brelot,
lever la restriction n = 2 en utilisant les fonctions sphériques de Leplace,

que nous ne savions pas alors utiliser).

Mais cette circonstance fut particulidrement héuneusé cer & tout hasard,
nous parlémes de cette difficulté & Laurent Schwartz Qu'intéressaient les
probiémes d'epproximation de solutions d'eqnatxons sux derxvees partlelles.
Quelques jours plus tard, il prouvait 1l'extension demandee (publlée dans le
néme fasﬁicubgﬁne notre mémoire) et peu de teﬁggrqosalt,les beses de sa
th€orie des distributions. Notre question avait donc joué le rle des peti§s
eristaux quli déclanchent brusquement, dans un liquide surfondu, une eristal~

lisstion mesgsive.

Mon second trevail, "Espaces et lignes de Green" [L2] se fit i Grenoble

avec Brelot; pour la premiére fois, nous montrions comment gsortir, en théorie
classique du potentiel, des ouverts de Ru 1. Nous les femplacigns, grice § un
systome de cartes locales, par des varigtés 1ocalemeﬁt euclidiennes E {n> 2)
ou localement conformément équivalentes 3 des rondelles planes; elles n‘eta1ep+
Pas nécessairement orientables, donec pour n = 2 généralisaient les surfaces de

Riemann classigues.

Dans ce cadre général,-nous retrouvions 1a plupart des propriétés classiques
mals notre &tude portait surtout sur le cas ol il ¥ & une fonction de Green.
Nous pouvions &tudier slors des provlémes de Dirichlet de divers types (par
exemple remifié) grice & un théorame nbuveéu aggez caché et inattendu, méme

dans le cadre des ouverts de R
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Presgue toutes les-ligneszdé Green issues d'un peint x de ¢ sont régulidres,
ctest~d~dire que la fonétion de Green G{x,.) ¥ & une borne inférieure nulle.
En olitre 8i n # 2 et que & est de volume fipi, presque toutes sont de longueur
finie; dans les sutres cas on a des propriétés enslogues en utilisant une fone-

tion-poids.

Mon gecond travail avee BrelotA£SQ] mettait sur pied le formalisme sur les

polyndmes harmonigues et polyharmoniques nécessaire pour traiter le cas n > 2
que nous n'avions pas considéré dens mon traveil avec Deny. Il &teblissait aussi
une propridté &lémentaire nouvelle des polyndmes harmoniques : Disone gu'un
domaine borné D de B" est polynomial ei pour tout polymme sur B?,existe un po-
lyndme harmonique qui a méme restriction gue le premier & la frontidre de D.
Nous montrions gue ces domsines sont exactement les domamines ellipsoldaux.

Cette propriété, basée sur une relstion algfbrique €lémentaire fournit une

solution immédiate au problime de Dirichlet‘pour'ces‘domaines.

Désormais mes traveux sur le potentiel allaient se répartir en trois .
groupes : Des travaux fins sur le potentiel classique ou des noyaux tré&s régu-
liers; des recherches axiomstiques pour la mise en place des fondements d'une
théorie du potentiel avec noyaux~fonction généraux; enfin des recherches avec
Deny dont le but 8tait de comprendre ce qu'est véritablement une bonne théorie
du potentiel et Ge 1la lindariser, c'est~d-dire de la libérer des techniques
vasées sur 1l'usage de 1'énergie. Cette recherche nous conduisit ensuite 3 la
recherche de tous les bons noysux de comvolution sur un groupe abélien leca= -
lement compact; eelle-ci nous demanda un travaeil considérable gqui, longtemps,
ne fut publié que sous forme de Notes; tout récemment nous en avons rédigé et

publié une bonne partie.

J'enalyserai masintenant 1'essentiel de ces trois groupes de traveux .

a) Travaux fins.

[77] Sur les points d'effilemsnt d'un ensemble.

=LA

11 s'agit d'un théoréme de type classigue, qui aurait pu &tre &noncé et

démontré gquinze ens suparavant (il est en fait valable pour tous les bons noyaux ) :



L'ensemble des points de 1'espace ol un ensemble X est effilé est contenu
dens des ouverts dont 1'interséction‘fffgﬂgkyeut*etre rendue arbitrairement
petite. '

Cet énoneé contient un énoncé clamssique de Brelot. J'en déduisais que tout
ensemble, aprés soustraction d'un petit ensemble bien choisi, a mdme capacité

extérieure que sa fermeture.

[ 78] sur les Ge de capacité nylle.

Tl s'agit d'un résultset sans applicstion pratique, mais auguel plus personne
ne croyait avant gue je ne le démountre; sa éémonstrationfest difficile; ctest
‘sens doute celui de mes travsux: dont lapmise au point m'a demend® le plus de
mal : L'ensemble des infinis du potentiel d'une mesure positive est un Gg de
capacité nulle; Deny avait démontréila récipfoqne;‘ﬁoﬁ article démontre qu'on
peut imposer & la mesure d'étre portée_par ce Gé‘ {et mSme par une partie
dénonbrable partout dense donnée de ce GS').

991} Getoor avait démontré par-des méthodes probabilistes que pour le noyau
newtonien, et pdur toute mesure W > O ne chﬁrgeant aucun ensemble polaire, il
existe un plus petit ferme fin {(i.e. fermé& pour ls topologie fine de Cartan) qui
porte Pﬁ . d'en donne une démonatretion directe, non probaballste.

[1071 Un énoncé classique de Keldych affirme que pour un domaine borné D
de B®, il existe une suite {x )} de points-frontidre irréguliers, assex repré-
sentatifs pour gque toub- prolongement harmonigue & D d'une donnée continue sur D

s50it partout continu d8s qu'il est continu en tout Xy

Sa démonstration est fort compligude; plus tard Brelot en a donné une
démonstration basée sur 1'axiome du choix.

J'en donne trois démonstrations constructives simples basées sur des prin-

cipes différents, et s'appliquant & des situations plus générales.

b} Recherches axiomatigue . Avant mes recherches avec Deny, mes effortis
ont porté sur la recherche du type de régularité que doit avoir un noyau positif

s.c.i, G{x,y) pour que la théorie du potentiel associge soit satisfaisante.
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Ces recherches ont ét8 précieuses en un temps ol l'on n'svait pas encore bien

dégegé la causalité des théordmes concernant les noyaux pewitonlens.

J'y établis des

[63} Sur les fondements de la théorie fine du potentaied.
ité d'un noyau, propriété du maxlmum k-dilaté.

liens entre capacité, régulari
gtablis un théordme de convergence du

J'étudie les mesures 51ngu¢1éres et 3!
type de celui de Cartan lorsque G et son adjoint sont réguliers. Mais surtout

+

j'établis que tout potentiel relstif & un noysu G reguller et fini continu

ctegt-s~dire gque sa restrictlon i un fermé dont

pour x # y est si-continu,
le ccmplementalre & unhe petlte G—eapaclte, ‘egt finie et continue.

Enfin j'établis des liens qualltatlfs entre 1& G*canaclte et la G-capa01te.

(66] Le théorime de convergence (avec Brelot).
Moyennant des hypothdses assez Taibles sur le noyau, nous établissions
simplement le théoréme fondemental de convergence des potentiels au moyen du

.
.

lemme suivant que je venazis &'établir

Pour toute famille (f ) (1 € 1} de fonctlons s.¢.i. sur un espace topolo—

gigque 3 base dénombrable, il exzste ; dénombrable € I tel que les fonctions
)(1 € 1} et inflf; i€ I ) aient méme régularisée s.c.i.

inf(f

{70} L'intégrale d'energie. - = o |
Le +heoreme de base est le suivant, ol G désigne un noyeu positif symétrique

s.c.i. sur E locslement compack
G vérifie

Si G vérifie le principe de domination, G est de type positif; =i
& de

le principe du maximum k-dilaté, les potentiels vérifient 1'inegallté

G

Schwarz au facteur k- prés.

. 72] Théorsmes de convergence.

La premiére partie est une étude synthétigque des théorémes de convergence
sous des conditions peu restrictives pour les noysux.
La seconde partie contient en particulier 1'énoncé suivent, ilmportent pour

in bhiorie de ia capacitabilité
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51 G et G sont réguliers et vérifient le principe de 1'Equilibre, les
I 2 e . v - L
capacites associfes § G et ¢ sont égales, et cette cgpacité f a la propriété
fondementale £* (U X ) = 1im £ ¥(x_). Certains de ces résultats omt été

retrouvés indépendamment psr Kishi.

[73) Etude des encombrements.

-

Ctest une introduction et une &tude systématique d'une notion que Deny,
puis Aronszajn-Smith aveient utilisfe implicitement dans des cas particuliers:
Pour un noyau G, sur E,on appelle epcombrement d'une partie X de E, la quantité:

£(X) = inf [ i pour les B 2> 0 sur E telles que Gp > 1, é—quasi—partout‘
sur X. Cette fonction a sur la G-capacité l'aventage que sous des conditions
trés faibles sur G, elle s de nombreuses—pro@riétés; en particulier f vérifie
la propri&té de croissance fondamentale qui entraine la f-capacitabilité des
K~analytiques.

Quelques années aprés cet article, Fuglede a &tonné le monde potentialiste
en démontrant, par une application judicieuse du théordme du minimax le résultat

" suivant :

Moyennent des conditions assez faibles sur G, la G-capacit? et le G-encom-

brement sont &gsux..

c) Travsux svec Deny,

.

[56] Moddles finis.

Dans notre recherche de ce qu'est finslement une théorie du potentiel, nous
avons décidé de commencer par um cas ol aucune difficultd d'Analyse ne viendrait
obscurcir les faits fondamentaux, et pourtant assez général pour qu'on puisse

congidérer qu'il constitte une approximation du cas général.

Aussi avons nous entrepris 1'2tude des noyaux positifs {i.e. des matrices
carrées positives) sur un ensemble fini. C'est une bréve étude du cas n = 3 ol
la géométrie du trisngle (!} rendait de grands services, qui nous encouregea

dans cette voie, et nous fuit un guide constant.



Nous flmes rééom@ensés au deld de tous nos espoirs, non seulement en
découvrant des liens inattendus entre des principes bien connus : Domination,
balayage, équilibre, maximum, énergie, enveloppe inférieu:e, mais en mettant
en évidence des principes nouveaux : principes inverses des enciens, ou prin-

cipes affaiblis.

Ce traveil a été pour nous et pour d'autres une source d'inspiration.
Plusieurs mathématiciens japonsis ont &tendu certains de nos résultats 3 des
noyaux s.c.i. généreux; meis il reste besucoup & faire. En particulier les
principes inverses n'ont #té encore que trés peu #&tudids pour des noyaux géné-

raux. Voiei quelques uns de nos &noneés les plus typiques :

1) Tout noyau non dégénéré G satisfaisant au principe de 1‘'enveloppe
inférieure est &quivalent par permutation 3 un noyau G' unique satisfaisant

au principe du balayage (donc aussi de dominstion parce gue G est non dégénéré).

2) 8i un noyau non d8généré et ne s'annulant jamais satisfeit au principe
du balayage faible, il satisfait, =o0it au prinecipe du balayage ordinsire, soit

au principe du balayage inverse.

Enfin, pour la premidre fois, nous mettions en évidence le rSle de la dua-
1ité en théorie du potentiel : Les propriétés de G et é sont duales, Par exemple
{balayage - domination] est un coﬁple dusly le principe de positivité des masses
{i.e. Gia > O entraine k (1) > 0) est dusl du principe "1 est le poteptiel

d'une mesure positive”.
P

[61] Aspects lineires de la théorie du potentiel. ThforZme de dualité.

-

La théorie du potentiel commengait alors & nous apparaitré comme 1'é&tude
dfun opérateur linésire Positif associé 3 un espace localement compact, et
ransformant mesures en mESUres {(noyau mesure oW noyau diffusion) ou mesures
en fonctions {noysu-fonction) ou, en passant au transposé, transforment fonctions

en mesures, ou fonections en fonections.
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&+

“H-K en &}L, et dont le transposé est une appiication linéaire guelconque de
+ - -. B cos S Fd

YZ‘K dans f3+} On démonire entidrement dsns ls Note ‘qué pour que T { supposé

strlctement crozssant) satlsfasse au prlnclpe du balayage, 11 faut et il Sufflt

que T satlsfasse su principe de domination.

En particulier, sur un groupe abélien localement compact, toute mesure X > C
définit 3 la fois un’noyéu diffusion et un transposé d'un tel noyau. Le théoréme
précédent montre dohe gue pour un tel noysu, les deux principes précédents sont
équivalents. S o ' o '

L129] Noysux de convelution et balaysge sur tout ouvert.

‘Ce mémoire déveléﬁpé nos recherches de plusieurs années et apporte la
solution du difficile problime suivant : Déterminer sur un groupe sb&lien
localement compasct G tous les noyaux de convolution N 2 O admettant un balayage
gur tout ouvert (on désigne leur classe par 530). Les d1ff1cu1tes ne pro-—
viennent pas de G 3 élléh'ﬁeraieﬁt'présqhe ies mémes dans R3'; elles sont de
" divers types et chaque Stape demande un effort notable; le théordme de repré=-
sentation intégrale:ddnS'lés cﬁnes”fﬁiblement complets joue un réle crucial .
dans 1'une des étapes pour ls résolution de 1'inégelité K3 p ¥ ot ; un cas
particulier de notre résultat ls concernent s'est montré utile en caicul_dgs_
probabilités et en théorie ergodique; son extension sux groupes non sb&liens
semble devoir y devenir un outil importent (Guivarch, Aszencott, Avez), Nous ne
pouvons gu'énoncer ici (les résultats essentiels. Pour celﬁ? donnons quelgues

définitions :

Une pseudo-période de N est un.x € G tel que N % & _ soit proportionnel
i N, : . _ L

Et N est appelé noyau parfait si N ¥ 0, s'il existe une famille (G‘i) de
mesures positives telles que les mesures N - N*ns' soient positives et & sup-
ports compacts arbltralremsnt voising de l‘orlglne, et 2i lim N*CI. = 0 pour

-n
tout i (Exemple : Le noyau newtonlen}.
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Enfin ¥ est él8mentaire s'il peut s'éerire N = k {Zicjil; tout noyau
€l&mentaire est parfait. '

Voici maintenant les théorémes z

1) (v ¢ 330 et n'e aucune pseudo~période) ¢md (N est un noyau généralisé
de Hunt) ¢ (i est un noyau parfait).. ‘

2) Plus générelement N ¢ (Bo 31 et seulement ei N = fK ol £ est une expo-
nentielle continue et X une mesure dont le quotient K/P psr le groupe P des
périodes de krest, ou bien un noyeau &lémentaire si F p'est pas compact, ou plus
généralement un noyau parfait si P est compact.

Parmi les outils utilisés dans cette #tude, je citersi 1'infgalité suivante,
valable pour tout N € B (i.e. vérifiant le principe du balayage sur tout ouvert

borné) :

Vx,y ¢, on e (X) K (Y) ¢ N, (X-%) BO#Y),

ol §, dfsigne la N-mesure intérieure; c'est une inégslité trés puissante

*

[1361 Noymux de convolu

Dans c¢ce petit mémoire en cours de rédaction, je ddmontre plusieurs
résultats sur les noyasux de convolution, qui simplifient notablement 1'&tude
de ces noyaux, et met en &vidence la classe inatitendue des bens noysux gur-
expopentiels; certains de ceux~ci, grice & une remarqgue de F. Hirsch concernsat

.

le caleul symboligue permettent de Fabriquer concrétement & partir 4'un noyau

de Hunt arbitraire tout un ¢One d'autresd noyaux de Hunt.

Disons gu'un noysu N 2 O sur G est sur-exponentiel s'il existe K compact
tel que l'on n'ajt lim spN(Kn) = 0 pour aucun & > 0 (o K_,, = K + K); on
définit de fagon analogue les N gous-exponentislset les N exponentiels. On

montre entre autreé%es énoncés suivants :
1} Pour tout ¥ € F4 , (¥ vorné) &= (N sous-exponentiel)

2) Tout N exponentiel € & s'éerit ¥ = fR', ol f est une exponentielle
et N' borné ¢ 3%
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3} Tout N sur-exponentiel € 8% est porté par un demi-espace fermé (au

sens classique lorsque G = R°).

4) Pour toute fonction f » O et log-convexe sur ﬂ: s ie noyau N sur E

gui vaut O sur B_, et f sur E: est dans ’S?)O et c'est un noyau de Hunt.

C'est ce dernier résultst gui fournit de vastes obpnes de noyaux parfaits,

3

Par exemple dans R® tout moyau Y{r)/r oi ¥ est complétement monotone, est

parfait.

Un sutre mémoire en préparation se propose de dBterminer toute la classe B



IV. Anslyse fonciionnelle lingaire.

*ai souligné déja Quell?esprit de iL'Anslyse fonctionnelle sysit, d8s leur
Aébut, imprégn? mes travaux mathémstiqueés, Ce ne fut toutefois gu'id 1l'occasion
de mes Travaux sur les capa01 Bs que la nécessit?® de comprendre ce gu'est une
reprégsentation ¢nuegrale He £it, pour ia p*emlere ‘fois, utiliser les espaces
'vectorme;s topoivgiques. Des lors mon ,nteret pour leur étude, et plus parti-

culidrement 17étude des ensembles convexes, ne se démentit pius.

J'ai parié 48jd de mes travaux sur les convexes compacts, simplexes, repré-
sentation intégrale, =0nes convexes faiblement complets ot mesures conigues;

e n'y reviendral pas.

Mais avant méme d'erntreprendre ces recherches, l'Anslyse fonctionnelle

sollicitd deux fois :

Linfaire m'avalit

51 Sur le théordme des points-selle et la théorie des jeux.

7'y donnais une nouvelle démonstration du théordme de base de ia théorie

L

es jeax,

£

e réussis plus tard dans [10“ & donner une démenstration plus
‘#lémentaire encore et pius courte, dans le cas de dimension finie.
12 -

" 557 Ensembles semi-réticulés et ensembles réticulés de fonctions continues

Dang cet article, motivé par nos recherches

L

{en ccllaboration avec J. Deny).
nBorie du potentiel, nous &tablissions plusieurs théorémes du type Stone-~
Kakxutani concernant des espates, non pas réticulds, mais semi~rdticulés; en
varticulier nous metiions en 8vidence pour ces espaces des indgalités analogues
3 ceiles de Harnack relatives aux fonctions harmoniques positives. De fagon
curisuse ce travail, peut~§tre 3 cause de la généralitd des outils qu'il cons-
truisait, attirs beaucoup plus 1'astiention gque les travaux de theorie du poten-

tiel, nettement plus profonds, qui l'avaient motivé.



S

Pour én srriver plus rapidement 3 guelques travaux plus significatifs,
je me contenterai d'une bréve mention de piusieurs sutres qui, bien que parfois
techniquement difficiles, n'ont pas eu jusqu'ici de prolongement ou 4'sppli-

cations ¢

- {92] Sur ls meilleure approximstion dans les espaces nqrmés

.£9T] Exposed points of convex séts {avec H. Corson et V. Klee). .

Nous y déterminions de fagon trés pr8cise la classe de Baire de l'ensemble
des points exposfs des convexes compascts, et nous répondions & des questions
antérieures de Klee et Phelpe en construisant un convexé compact sans point

algébriquement exposé.

[123) Opérations sur les e.v.t. nétrisables.

hzé]'Sur la séparation des cageSafaib;gmggt'cgmgigxg

J'y démontre par plusieurs exemples gu'on ne peut pas raisonnablement
espérer trouver un théordme de séparation de deux tels c¢Bnes si 1'un au.moins

des deux n'est pas localement compsct.

(130j Le dual de 1'espace BP de Besiccvitgh-Marcinkiewiez

L'espace B? est encore assez mystérieux: mon traveil en utilise une décom-

‘position en somme directe de type hilbertien, 4'ol un théordme de structure du
‘dual, dont un corollaire est que B? n'est pas réflexif. Je construis un vaste

sous—espace du Gual {probsblement identique au dual).

' [133] Frontigre-module et représentation intégrale. - |

. Le lien entre la froptidre de Silov et ls frontidre fine {dite de Choquet )
assccife 3 un sous—espace H C G {X,K), ol X est un compact, et K = R ou €, est
fort simple lorsque H ¢35t une algdbre. Clest moins simple-dans le cas géﬁéral,
mérpe s'il s'agit de fonctions réeiles; ce travail, gui compléte des traveux
d'Hustad, Hersberg, Phelps et Fuhr, &claircit entidrement cette relation et

donne le critére d'existence de la frontidre de Silov.
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Les démonstrations sont rendus simples et intuitives par 1'utilisation du
cadre géométrique suivant : B est un convexe compact Squilibré d'un e.l.c.s.V;
le compact X est un fermé€ de B qui engendre B, et H est la restriction 2 X de

l'ensemble des formes lin@sires dont ls restrietion § B est continue.

Je donne également le crit@re d'unicité de représentation des points de la

"gphére™ de B par des mesures meximales sur B:

Cl'est que chaque face de B soit un simplexe géométrique.

J'en arrive maintenant 4 des travaux qui ont eu des prolongements plus

importants.

1

[884 Le probléme des moments.

C'est un exposé de Séminaire, de motivation puremeﬁt pédagogique. Je voulais
montrer & de jeunes chercheurs qu'un livre ou un méwoire d€j3 ancien peut &tre
une occasion de dégager gquelques outils Jjusque 1& non explicités. J'svais choisi
le livre de Shohat etyTamarkin'intiiulé "The problem of moments”. Mon choix
était heﬁreﬁx; puisque jé réussis 3 dégager de la démonstration d'existence

deux outils intéressants :

Un théoréme de prolongement des formes linéaires positives, et une notion
nouvelle, celle d'espsce adepté de fonciions continues (1s qugstion d'unicité
m'amena & poser plusieurs problimes, qui furent résolus ensuite dans mon Sémi-
naire). Je m'apergus plus tard que le-premigr {dont Bourbaki d2duit actuel-
lement le théordme de Hahn«Bﬁnach} &tait un corollaire d'un &noncé de Naﬁioka;
le second devint vite, entre les mains de Mokobodzki et de Sibony un outil

simplificateur dans l'étude de leurs axiomatiques de la théorie du potentiel.

" Voici de quoi il s'aglt : Soit X un espace localement compact, et soit V
un sous-espace vectoriel de G{X,R); nous dirons que X est adapté (sous~entendu
"3 % (R si ' ' '

1) 11 n'existe sucun point de X en leguel toutes lés f de V s'annulent.
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2) Le cBne V' = V{l?ﬁ'f(x,ﬁ) engendre V

+
3) Toute £ € V' est dépassée par umesautre g€ V en ce sens que £ = o(g),
. + .

c'est-d-dire que, pour tout & >0, il existe PEe¥X (X,R) telle que £ &g + ¥ .

Par exemple '%VOI(X) t%st toujours e.da.'pté ; et_ﬁ(?{) l'eét-QU&T_ld X est
dénombrable a 1'infini. ' '

Voici slors le théoréme-clef :

+ 2
Toute forme linfaire positive sur V (ordonné par V )} est représentable par

au moins yne mesure de Radon positive sur X..

Plus tard je m'apergus que le concept d'sdaptation peut &tre utile dens
des cadres plus généraux; par exempie tout espaceréﬁp est adapté au sous~espace

N e

[113] Mesures goniques, affines et. cylindriques.

J'al dit précédemment gque c¢'est en vue des théorémes de représéentation
intégrale dans les cbnes convexes gue j'aveis introduit les mesures coniques,
qui sont les formes positives sur l'espace h(E) des fonctions continues lindsires
par morceaux sur un e.v.t.E. Le terminologie adoptée &vogue les mesures cylin-
driques (promesures dans la terminologie de Bourbaki); elle eét justifide par

le fait que ces @érnidres ne sont autres que certaines des formes positives

sur l'espace b(E) des fonctions continues bornées et affines par morceaux sur E
(mesures affinesg;de'fagon précise, ce sont les mesures affines dont 1'image
sur R par toute ,e c E' sont des mesures de Radon, i.e. ne chargent pas les
points + © ; ou encore celles dont 1'exténsion asu complété faible de E sont

des intégrales de Daniell.

Mais il ¥ = mieux : Les traces des mesures coniques sur les hyperplans
affines ne sont autres gue les mesures cylindrigues ayant des moments du

premier ordre.

Ce mémoire &tudie d'abord la structure des mesures coniques et affines de
fagon 3 en faire un outil commode pour les utilisateurs : Par exemple si E

faible est métrissble complet, toute mesure conigue est localisable sur un
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compact; il en résulte que sur tout E faible complet, toubte mesure conique est

une intégrale de Daniell.

Je détermine sur un espace de Hilbert les mesures coniques et les mesures
affines de masse 1 invariantes pa.r_rotation; ces derniéres constituent un
simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est homfomorphea 10,1] » ses
&léments g Pour t € 10,1 &tant les mesures de Wiener-Gsuss, et Ko = 59‘ .

i étant représentsble comme mesure des sngles solides dene E.

Enfin j'étsblis un lien assez surprenant entre mesures coniques, semi-
normes de type négatif, et zonoformes (une généralisstion des zonoddres de
Coxeter). Par exemple (& rapprocher des résultate de Krivine),soit f une semi-
norme sur un espace vectoriel E; alors § est de type négatif si et seulement g'il
existe une mesure conique symétrique e {forcément unique) sur £* puni de la
topologie T (E*,E} telle que £ = ir , ol ﬂ)k (£) = ,._{2"‘) pour toute ,E € E'.-

D'autre part, posons K, = ensemble deg résultantes des V¢ o3 alors K

‘.4_
est le polaire de LﬂeE' : éi‘ (_2) $ 1} .

Ces deux &noncés caractérisent les convexes compacts de centre O qui sont

des zonoformes (i.e. de la forme X, ).

K

Un dernier mot : J'ai parlé plus haut des utilisateurs des mesures coniques;
Jje tiens § mentionner parmi eux Lucien Le Cam qui, dans s& récente axiomati-
sation de ls théorie statistique de ls décision, fait des mesures coniques de

I . . s .
résultante 1 sur R 1'outil caractéristique des "expériences".

[120-121) Determinsti gt of positive forms on speces of functions.

Depuis longtemps j'ai &té atyiré par 1'étude des mesures positives et des
formes linéaires positives, D8j& dans [h9]‘ je donnais en(26,6)ce qui fut sans
‘doute la premidre définition des mesures de Radon sur un espace topologigue
séparé quelcongue, et je donnals quelques indications sur la fagon de les
étudier; dans {1214—425] j'ai développé ces indications et obtenu une présenta-
tion de ces mesures qui me parait plus directe que les présentations basfes sur
les limites projectives de mesures 3 support compsct.

-



D3s 196k, je cherchsi une représentetion concréte 3es formes linéeires
positives sur des espaces arbitraires de fonctions; je compris qu'il fallsit
utiliser une com@actlflca*lcn ga moyen d'ultrafiltres, mais ce n'est qu'en
1970 que je pemsai 3 combiner ultrafiltres et qgotlents de fonct1ons, ce qui
me conduisit & créer ls notion de sous-mesure, essentielle pour la représen*

tation que je cherchais.

Pratiquement tous les chercheurs qui ont ttudié les formes positives sur
des espaces V de fonetions numériques (sur up ensenble E) ont &té hypnotisés
par celles gui sont représentables par une mesure sur 1l'enseuble de départ ou
sur un engemwble assoa1e {voir le probléme des moments ou les diverses théories
abstraites de la mesure) Mals deux exmmples s1mples montrent que ceci n'est

pas toujours poss1ble..

1) Vv, est 1'algibre des polynCmes réels p(x} sur B s annul&nt.en 0; la.

forme l1nea1re positive cherchée est p —> ' {0).

2) V est l'espece vectoriel des polynSmes du second degré
p(x) = ao +ax+ a2x2 sur B ; la forme linfeire cherchée est p—* &, -

Dans ces deux cag, en utilisant des limites des quotients p(x)/x et
P(x)fx2 , on retrouve . lsa possibilité de représentations en termes de mesures

de R&don.‘c'est cette idée que j'ai gystématisée dans le cas le plus général.

.Disons a'abord . qu! un compact E ead §Qg§_§§gg;gn si pour tous K, ouverts
disjoints W, » W, de B, les fermetures de ces ouverts sont disjointes. Om
montre que ces compects ont 1'éxcellente propriété caract@ristique suivante :
Le scus-ensemble @ (E) de ©(E,B) constitué per les f finies sur un ouvert

.

dense de E, est une algébre avec "gous—quotients”, Voild alors leg étapes §

1} Pax une technlque du type-Stone, on montre que tout espace vectoriel
de fonctions numerlques gur un ensemble E (définies modulo certains ensembles
négligeables) est canoniquement isomorphe 3 un sous-espace de J(E), ol E est

un compact sous-stonien associ$ 3 X.
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2} Soit-E un compact sous~stonien, et V un sous-espace vectoriel de é?(E)
tel que V = V « Une forme positive T sur V est appelee une sous—masure
s'il existe une f€.$f (E) et une I&G;}{, (E) portée par le support de f telle
que T(g) = h(g/f) pour tout g€ V.

Ces sous-mesures constituent.l'outil essentiel de la représentation cherchée,
et le développement de le théorie montre que c¢'est un outil simple et bien
adapté & ﬁon'rale; voici quelques €noncés types oll, pour simplifier, on a _
supposé V héréditaire{'on mnntre'que_ce n'est d'ailleurs pas une véritable
restriction),

- Tout T & fr est une somme de sous-mesures deux & deux gtrangéres.

- On peut dé&finir 1'absolue continuité d'ume T' psr rapport & une T.
On & alors un théordme de Radon-Nikodym lorsque V contient une partie dénom-

brable cofinale (sinon c'est faux en général).

~ Tout &lément extrémel de V:'est une sous-velnation; la réciproque
‘peut &€tre fausse, mais quand V est une slgdbre, les valustions sur V. sont
identiques sux formes multiplicatives, et chacune d'elles est extrémale.

- Toute T € V:'posséde une décomposition unique en trois éléments
TO s Tpy s Tm » O To 2 son support dans l'ensemble Z des zéros communs sux f
de V (elle mesure les valeurs infiniment petites) ol Te{f) = 0 pour toute f
bornée {elle mesure les valeurs infiniment grandes), et ol I, est une mesure
de Radon sur un ouvert de E, Evédemment To-et To ne- sont jameis des intégrales
de Daniell.

Cette décompositioﬁlmgntre clairement pourquoi on ne peut pas se bo:nef
d 1'&tude des mesures, abstraites ou nom.

L'introduction des guotients pour représenter des formes linfaires ne
semble pas devoir se limiter au cas des formes positives. Les distributions
au sens de Schwartz peuvent, elles aussi, se représenter su moyen de quotzents,
et il semble probeble qu'il en est de méme d'@tres mathématiques plus généraux



qui serajent aux distributions ce:gue les formes linéaires positives sont sux
mesures positives,

[131) Solution d'un probidme sur les itérés d'un opérateur positif sur B(K)

et proprigtés ermodigues assogifes (svec C, Folas).

C'est la solution d'un probléme gue jlaveis posé en 1955 et que j'avais |
résolu alors dans un ces particulier; en 1972 Foles lui apports une solution
en wtilisant un théoréme ergodique classique; et finalement, en utilisant une
technique de Mokobodzki, je mis sur pied une démonstration extrmement courte,

d'autent plus insttendue que le théordme aveit jusque 13 semblé 3 plusieurs
chercheurs fort caché, et peut-8tre méme inexact,Voici le théoréme :

Soient K un espace compact, et T un opérsteur lindaire positif sur E(K).
Alors, si pour tout x € K il existe un entier n tel que TA(x) < 1, la suite des
7% converge uniformément vers 0.

On a un &noncé analogue en remplagant le signe ¢ par 5 , et O par + w .

Parmi les conséquences de cet #noncd, citone celle-ci :

. -1
Soit W€ '€ (K,K) et /3€E€(K), et posons 8. = (6 +/3<>‘P+-.-760‘Pn )/a.

Alors si la suite des s, converge simplement vers une fonction continue,
la convergence est uniforme. |



V. Fonctiong de varisbles réslles.

Ce titre un pew vieillot et peu précis recowvre des directions varides
qu'on va examiner successivement, dans 1l'ordre &'abstrection décroissante.

 Théorie des ensembles.

[106] Cardingux 2+ms

Cet artzele, asjs mentxon1é établlt un lien 1natten&u entre la grandeur
du cardinal d‘un ensemble 1 et le fait que R(E)
topologie de la dualité avec BI Clest un cas partzeuller d'un théoreme, topo~

sc1t ou non complet pour 1a

logique cette fois, concernant le cdne des formes positives sur Y;(E),pourzun
g3 compl&tement régulier,

1110 et 111] Copstructions d'ultrafiltres B N et ggux clagges remarquables
d'uit ;ggmggrgs sur N.

Aprds l'introduction per Hemri Cartan enm 1937 des notions de filtre et
d'ultréfiltre, ce fut surtout Bourbaki gui en fit dfabord un usage systémstique;
mais pour ce dernier les ultrafiltres &taient comstruits par 1'axiome du cheix
et sans individuslité. I1 fallut attendre les logiciens pour voir évoluer ce
point de vue : En particulier’'ils &tudiérent les relations entre l'existence

d'ultrafiltres et d'autres sxiomes tels que 1'axiome du choix.

Plus récemment, en 1?58, un probléme d'Analyse me conduisit § la construction
avec l'hypothése du continu, de plﬁsieurs classes d'ultrafilires sur N, aux

propriétés fort intéressantes pour 1l'Analyse.

Peu aprés Mokobodzki dégsgea 3 son tour la notion de filtre rapide, qui 8

des liens &troits avec la convergence des séries & termes positifs.
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Ces deux mémoires furent & l'origine de plusieurs thises,d 1'étranger et en
France, et la clagzification des ultraf:ltrea est devenue la source de problémes
st;malants liés s grcupe { }H et 3'1a structure fine de (K.

Entre. autres cho&esg 3y étu&;&xs les ultraflltres 5'-stables, les. ultra-
filtres rares, et les ultrafiltres absolusa. Ces dernzers pe scnt autres que.
les &léments minimeux dans 1'ensemble dee ultrefiltres non trivisux, ce qui
explique leur r8le en loglque. dans is r&cherche des mg&eles m:n:maux constrults
par ultrapulssances.

Mesure

"ﬁwsuré'ét_cﬁoix'&’ggé '

Jty propose un raffinement notadle de le notion de mesure par l'inzroduction
d'un ordre entre ensembles, biasé sixr des partitions déaanbrables en sous-en-
sembles équmvalents (en dlvers sens} '

Par exemple. pour deux barél;ens A,B C:B s OB dlra qu 115 ont meme masse o 115
admettent des partitions en parties bcréllennes A s B telles que A et B
soient congruentes ou isomftriques en un sens plus géaér;l.

A cette motion de masse correspon&ent des notlons de varxutlon totale et
d'lntégrale. S e L

(13 et'ahJ' Sur des erisembles | xsux et Epsembles singuliers.
Le premier article constitue une-réponse & un probléme de J.. Dieudonné :
Existe-t-il un ensemble plan dont le complémenteire soit de mesure nulle sur - -

toute droite ¥y = %, et tel que pdur tout ensemdble L mesursble (pcur 1a mesure

11nea:re de Caratheodory) et de mesure lmnéaxre nulle sur tout aroite y ® Ky

EN L est une mesure 11néa1re nulle. La réponse est posmtzve qnand on impose
aux L d'etre boréllens, analytiqpea ou proaeetlfs ou -de mesure linéaxre fxnxe.
Autrement dzt, dans ce. cadre il ne reste rxen de 1'énoncé de Fublnl.




Le gecond article est une contribution & la théorie de ls mesure de
Caratheodory-Hahn; je moutre, & nouveau svec 1l'hypothdase du comtinu, 1l'existence
d'ensemdbles mesurables pour ls zesure lisfaire de Caratbéoddry de mesure
inf‘i-nié, dont tout sous-emsenmble anslytigue est dénombrable, et dont tout sous-
ensegble est mesurable et de mesure O cu g . Cet exemple permet de préciser
ls portée de certains &énoncés de Carathfodory. '

{1151 vun ens en thfbrie de 1a mesure.

On y construit, avee l'hypothdse du comtinu, une application de [0,1] dens
lui-n€me, dont le graphe est négligesble pour toute mesure de Redon sur 8% ne
chargeant aucun point. Cet ensemble, comstruit pour répondre 3 une question de
L. Schwertz, poéséde des propriftés précieuses pour la théorie de la mesure et
des capacités, ' '

C'est un exposé de Sémineire sur le difficile probléme de la caractérisation
des espaces de Prohorov : E complitement régulier &tent dit de Prohorov si pour
toute partie vaguement compscte M- de ‘Mf' (E) et pour tout &> 0, il existe un
compact K C E tel que H(E).‘* w(K)}S & pour toute K EeNM

Cet article construisait plusieurs contre-exemples, donnsit des réponses
partielles et poseit des problémes, I1 stimule plusieurs chercheurs,
Roy O. Davies et D. Preiss; le premier donne un exemple de borélien de [0,1]
qui n'est pes de Prohorov; et enfin le second mentra que parmi les métrigues
séparables qui sont des complémentaires analytiques, les seuls espaces de
Prohorov sont lee polonsis, .

Topalogie &ig_gr‘_sﬂ_l. ale,

{35] Convergences.

Cet article comprend trois parties assez distinctes. La troisidpe étend le
thordme contingent«parating’eﬁt de ma thége. La premidre est une &tude détaille
des relations bingires, en particulier semi~continues, entre deux espaces topo-~
" logiques. Elle comporte aussi une Gtude des op8rations limesup. et limvinf. 4'une
Tamille de parties d'un espece topologique suivant un filtre; son principal
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intérét vient de ce que pour &clairer cette &tude j'8tais conduit 3 intreoduire

une notion dusle de celle de filtre, la notion de grille :

La grille %%’ assocife 3 un filtre & sur E est l'ensemble des parties de E
gui ne sont pas des complmentaires 4'élEments de 571; dire gue %i.= 37 gqui~
vaut & dire que ﬂr’est un ultrafiltre et les axiomes des grilles sont plus

simples que ceux des filtres.

. Mais.c'est la seconde partie, imtitulé "Pseudo-topologies, pré-topologies,
et topologiaes" qﬁi devait &veiller le plus d'échos. J'y introduisais deux types
de strucfures plus faibles que les topologies : Par exemple unepseudo-topologie
sur E est la donnée, pour tout x C £, d'un ensemble d‘u;trafiltres contenant
au moins l'ultrafiltre des sur-ensembles de {x]r;,on d4it gue ces ultrafiltres.

pseudo-convergent vers x.

- Melgré le pauvreté en axiomes, la théorie & un déroulement intéressant.

- Voici un exemple de théoréme :

Soient E un espace topologique séparé, et 4 (E) 1L'ensemble de ses parties
fermées muni de ls pseudo-topologie assocife. sux notiomg de lim.sup. et lim.inf.

Pire que la topologie associée & cette pseudo-topologie est séparée, Equivaut
4 dire que E est localement compact.

{417 Difficultés d'une théorie de la catégorie

Pour un spécialiste, cette Note se suffit & elie—m&me; on-y montre par
quelques théorémes et oonstruction d'exemples, que diverses voies dans les-
quelles on pouvait espérer prolonger lg théorie classigue de 1&_catégcrie de
Baire (telle qu'elle est présentée dens Bourbaki, pﬁr.exemple) ménent & des

impasses.

I1 est vrai que, depuis cette Note, de nombreux travaux ont présenté de
tels prolongements ; ils ont parfois une certaine beauté interne, mais n'oni

pas eu jusqu'ici de véritables applications & 1l'Analyse.
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Mon exemple le plus frappant &tait peut-8tre celui~-ci : Pour tout espace
métrisable E et toute partie A de E contenant les points isolés de E, il existe
une application f de E dans l'espace des fermés d'un compact K, duil est s.c.5.,

et admet A pour ensemble de poxnts de continuité.

{68 Une clasge rézulidre d'espaces de Baire

Cette Note est nfe de l'analyse de la démonstratioﬁ prouwgnt que RI est de
Baire quel que soit I, et du désir de sortir de 1a classe des espaces métriques
complets ou localement compscts; j'y réuséis en introduisant, pour tout espsce
topologique F, la notion de tamig sur E : C'est une relation d'ordre entre
ouverts non vides, plus-forte que l'inclusion, et vérifiant quelques propriftés
simples. Un espace E est alors 4it temisadle s'il existe sur lui au moins un
tamis,

Le classe des espaces tamissbles est stable par de nombreuses opératioms,
~en particulier les produits guelconques (ce qui est faux des espaces de Baire

généraux)}; or, fait important, ce sont des espaces de Baire.

Un renforcement des axiomes conduit aux espaces fortement tamisables pour
lesquels on a le théoreéme suivant, nullement trivial:

Pour un espace métrisable, &tre fortement tamisable équivaut & &tre homfo-
morphe & un espace nétrigue complet.

L'intéret de -ce théorime est renforcéd par le fait que l1l'ensemble des points

extrémaux de tout convexe compact est fortement tsmisable.

101 G absolus; epplicetions ouvertes ou fermdes; et jeux topologigues.

Cet article, &crit en 1966, ne fut pas publié. Aprés quelques théorémes
standards sur les Gz absclugy il 8tudisit les applications fermfes ou ouvertes:

1) Dans la classe des espsces topoldgiques dont tout point & une base
dénombrable de voisinages, le fait d'Stre un Ge absolu métrisable est stable

par surjection continue fermée
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2) Dens la classe des aspaces paracompacts, méze conclusion pour les sur-

jections continues ouveries.

Ce second résultat est fort cach&; j'eppris plué tard que, pour la classe

des espaces wétrisables, il aveit &€ démontré par Hausdorff.

Enfin cet article introduissit un jeu topologique (repris plus tard dans
[1027 )5 il s'agit, pour deux joueurs oy de choisir alternativement un ouvert

non vide d'un espace topologique donnd £, de telle sorte que la suite des
w ‘chdisié soit'décfoissénte; en ofifre c'est A qui commence la partie’'; on
conv1en* que gagne si’ l'lntersection des Wy n' egt pas vide. E est alors ilt
% —favo;gg;g s'il existe pour of une tactique gagnarite. ‘

S

Cette notion est & rapprocher de celle d'espace tamisable, mais elle est
plus imagée et aussi plus souple car on peut supposer plus ou moins compléte
1'information des joueurs. '

-

[AQ et T5) Mes travaux, 48€j3 signelés, sur K-borgl

iens et K-apalytigues.

Topologie des fermés de g?

[ﬁ,3,h} Ces trois Notes concernant 1'&tude des continus \iye. compacts.
connexes) plans. La premiére &ponce sous quelle condition une roméomorphie
entre deux continus plans divisant Eg_en deux ouverts- peut &tre prolongée 3
i'ouvert bornéd; ce résultat attira llattention de P. Alexandrow qui avait chercnﬁ
un tel énoncé. Les deux dernleres etudlent ies contlnus plans rigides (i.e.
dont toute injection contlnne dans Re est la restrlctlon a'une homeomorphAe de
BQ sur lui-méme}, et en determ*nent certalnes classes. Par contraste les fermés

rigides de 83 sont uniguement les fermés denoﬂbr&bles.

L5) Points invariants et structure des continus.

Deux résultats notables :
- - o ’ ' Ly s ] . 2 - -~
1) 81 £ est une homBomorphie du disque fermé unité D de R” sur lui-méne,
i'ensemble I de ses points fixes est a} Si f est d'indice +1 un fermé non vide
quelcongue, b} Si ¥ est d'indice -1 un fermé arbitraire F de D situé sur un

arc simple de D rencontrant DY en deux points distincts appartenant & F.



2) Une classification des continus plans sans points intérieurs; en
particulier introduction des continus appelfs plus tard sneke-like, et dont

toute auvtomorphie a au moins un point fixe.

T21] Prolongement d'homéomorphies. Ensembles topologiguement nommables.

CaractErisation topologigue des ensembles fermés totalement discontinus.

La partie la plus intéressante me semble Stre la définition des paréies
d'un espace topologigue gui sont nomméb;es par une famiile donnée d'opérations
“topologigues; la structure algfbrique qui s'en dégage s'apparente é.une'partie
de celle &tudide 3 la méme Spoque par Krasner sous le nom de théorie de Galois
généralisée, | . -

Ces considérations conduisent & 1'@tude des composentes nomogénes d'un
espace topolégiqne, et & la détermination d'un systdme complet 4'invarisnts
topologiques pour les sous-compactsde [0,1J . ' '

{avec R.A. Anderson)., On y construit un continu ayant ces propriétés et gquelques
sutres. B '

Géométrie infinitésimale directe et espsces métrigues

{137 L'isoméirie des ensembles dans ses rapports svec ls théorie du contact
et la théorie de la mesure.

Ce travail est né du désir de généraliser lg notion de roulement sans
glissemént 3 des courbes et surfaces dépourvues de régularité. Cette généra-
1isétion, basée sur le noktion dtisométrie locale de deux fermfs de Rn, est en
fait une cecasion d'une &tude critique de notions classiques. On y étudie par
exemple la relation entre ls notion de point caractéristigue et d'enveloppe
d'une famille de droites. On est amené ainsi 3 reformuler des notions class-
siques dans un cadre plus général, par exemple pour étudier le "lieu" des
centres de courbure 4'une courbe convexe de classe Cg, et définir une longueur

~

"alg€brique” d'un tel iieu. On est amené aussi § construire des exemples



paradoxaux : Par exemple 1'un des premiers exemples conmnus dfun arc simple
plan sur lequel existe ume fonction numérique non constente & différentielle
partout nulje..

L‘artlcle se termine par l' gtude de l'lnrarlance des mesures de Hausdorff
dans upe ;scmétrxe 1ocale¢

1k  Etude des espaces méirigues per les Qrogrletés de leurs ‘sous—ensembles
finis. C'est wd gros srticle (81 pages), riche en régultats cachés; je ne peux

en extraire ici que quelgues énoncés simples el assey Trappante :

1) 8i un espace métrique compact n'est pas homfomorphe & 3 un fermé de 10,7,

il contient, pour tout 8 ¢ une infinité ds trlplets isocéles d'angle au

‘P—
3)
sommet &. (C'est un corcllaire d'un lemme topeologiyue agsez curieux, qui a bizn

dtautres epplications).

2) Soit E un espace métrique; si tous les sous—ensembles de {g+2) points
de E sont plongeables dans>l'espace euclidien RQL ou bien il en est de méme
‘de E, ou bien E a exactement (n+3) points, et ceux~ci ont une configuration
trés spéciale.

3) Disons maintenant gu'un espace métrique est seﬁi*plat gi ses petits
triplets ont eu moins un petit angle (toute glodésigne d'une surlace de classe
01 s cette propriété); on mcht?a aloés Que pour tout r > 0, tout espace mé-

- trigue séparsble sem;*plat a une mesure nulle d'ordre {1+r); pour les ares
simples, cet énoneé peut encore etre améllore, enfin sur un src simple semi-
plat i1 y & une infinité non denﬂmbrabxe de poinis o 1farc 8 une tangente.r

Fguations d¢ifférentielles.

{31] Caractér
y' = £{x,v) sdmettant un groupe transitif de trgggfbrmstxons.

isation topologis é iong différentielles oralnalres

On montre qufil n'y & que 4 types topologiques de telles Eguations :
Le premier est celui de 1t8quation y' » O ; les 3 autres sont localement &qui-~
valents; pour 1'un dleux, par exemple, une homSomorphie du plan transforme ses



courbes intégrales en l'em&ﬁme das g?mea ds fonctions croissanteés de
pentes § 1. T ' '

du r_-alcul &es va.rmtzcns.

On y Studie la régularité des minimisantes en fonction de la régularité
du ds domné. On montre en particulier que tout srce simgle mormal (i.e, domt -
les ﬁetits arcs sont équiva.lents & leur corde) est une ghodfsique &'un 4s
strictement convexe; et on donme des can&itm&s suffissntes sur les ds pour
que 1es écdésxques scient de clesse C . ]

[18) Provlimes liés 3 des pEtrigues veriwtionnslles {(evec . Bouligaud). -

Dans cette pote, je proposais une rotion simple de volume &lémesnteire sur
une veriété munie d'un ds de Fineler; ms d€fimition fut plus tard reprige et
développée ‘par Busemen.

[20] Etuge métrique des espaces de Fipsler, Nouvelles méthodes pour les
théorémes d'existence en calcul des veriationms.

Le but est ici d'Gtendre des rEsultats classiques & des ds de Finsler plus -
généraux. Je propose par exemple une méthode généralisant celle de Darbous-.
Kneger. Et j'étudie l‘ex'istence de géod&siques sanms ubiliser le semi~continuité,
en me basent sur un théordme d‘ems'ceme des ‘golutions d'nne Eguation diffé~
rentielle généralisse. o o e ' '

Aire deh gurfaces (résultuts diffusbs, mais non publids).

Vers 1955, j'ai dfémontré svec Aronszajn le lemme suivant :

Soit § une rondelle de surface, dlaire de Lebesgue, A ; partages:;
frontidére en 4 arcs consBeutifs a!;-),@‘-‘ v ¥ s S . et dBsignons par p.g, les dis~
tances géodésiques de of , § et /5, § respectivement. Alors pq £ 4. .

H
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J'en ai d8duit un théorséme de structure Ges sﬁrfaeéa dfeire de Lebesgue
finie : Soit So l'ensembdle des points e § situds sur un_‘a.rc rectifiable; et
soit S son complémentaire. Alors las &._ist&ace géo&%gi_gge de deux poin‘_cs de So
est finie ; sa mesure de Hausdorff d'ordre 2 est &égale i A, tandis que la
megure de Lebesgue de Sy, est nulle. Batin 8, & des proprifétés de différentia-
bilité qui &tendént celles &tabliespar Goffmen pour les graphes.
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(2] Etuge de certaips réseaux de routes.

Cette Note, &crite & une fpoque ol 1'&tude des graphes n'était encore le
fait que de quelques amateurs, resta inspergue prds de 20 ens; dépuis, son
résultat principal 8 été étendu dens le csdre des -matroldes”.

Elle fournisssit un slgorithme simple pour déterminer le réseau connexe
-de longuevr minimuz contenant les points d'un espace fini muni d'une wBtrique

symétrique.

[27] Cet article répond & une guestion de G. Kreweras. Il montre que tout

-

graphe isomorphe 3 son compifmenteire a un cardimal infini ou de le forme 4n
ou (in+1), et détermine tous ces graphes sSur un ensewble ayant un tel cardinal.

[10, 11, 121 Ces trois Notes constituent une Stude tris détaillée de la&
topologie des domsines plans, et plus perticulisrement des domsines sinmplement
connexes, en.vue de ls représentation conforme.

On ¥ classifie les points sccsssibles de la frontifre gréce & la "sinuosité"
de leurs arcs d'aceds, et on montre psr exemple que cette sinuosité est bvornée
lorsque la frontisre esst localement connexe. Oz introduit la notion 4'homéo-
morphie régulidre, qui génfralise la représentation conforme; et la notion de
bout premier est clarifife pax lfintroduction d'un couple de deux compacti-
fications du domaine.

Enfin on caractérise topoiogiguement plusieurs ensembles du cercle unité

associés asux bouls premiers et & leurs epnsembles de points primcipaux.

{251 On montre que si F est une courbe fermée simplie plane, et ¥ une
homEomorphie de F sur une courbe convexe §, l'extension harmonique de @ est

aussi une'homéomnrphie des domaines bornés d&finis par F et G.
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{283 Variétés et corps copvexss. Cette courte mise au point se ccnterte
d'énoncer quelques uns des rdsultets de mes recherches sur les courbes, gul
se sont &tendues sur plusigurs anndes, meis n'ont jamais 8t publifes en
d€tail : Ellipsales, solution du probldme biscotte-tasse de thé, Stude des
courbes convexes dont les arcs sysnt une lengueur.jﬁd ont des cordes comstanion,
courbes convexes algébriques dans lesquelles on'peut-déplﬁcer de fagon continue

un polygdne inscerit régulier donné.

Elle &nonce aussi une propri&té extrémale intéressante des courbes

convexes : 8i C_, 02 sont deux courbes rectifiables fermées, disons que C, & e,
t 1 g

8'1l existe un bomfoniorphie dilastahte de C1 sur C2 conservant la longueur d=s

ares,
Pour cet ordre, toute courbe { eet alors majorfe par une courbe convexs,

et celies-ci {définies & uwne congruence pres) sont maximales.

En relstion avec cet ordre, indir:}_'uons encore. le résul-tat surieux suivsnt
du type "probléme de Cauchy" : Par toute courbe reectifiable C fermée de K°
on peut faire passer une rondelle de surface gui est ] 'image par une isomft
(au sens de Lebesgue} d4'une rondelle convexe plane; si la courbe J est convexe,

cette rondelle est unique (et &vidente).

[3u] Tnéorie ges jeux de poursuite

'3
b+ 29

J'ai dit un mot d€j3 de ce travail non pubdblif, dont i'ai annoncd les
-~

sultats dans quelques conférences swr ls théorie des jeux.

3

{80 | Recherche d’une axiomatique commode pour le premier engeignement de

la géomfirie &lémentaire.

Le titre est assez explicite; il ne s'agit pag 13 d'un travail pddagogigue,
meis entidrement mathématique; il e &t& développé pius tard dsns un Livre A

Ltunage des profenmeurs, gque j'enalysersgi ci-dessous.
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VII. Analyse de guelques livres.

. [ - - PR - . - .
402, 103, 104, Lectures on Analvsisg, C'est ila rédaction enrichie, en

3 volumes, d'un cours fsit & Princeton en 1968, J'ai cherché & y réupir les
outils qui m'ont paru les pius utiles en théorie du ?oﬁentiel, en probabilités
et analyse harmonigue. Il contient, & coté de résuliats de base classiques, des
contributions personnelles, dont certsines n'avaient pass encore &4é d&veloppées
ailleurs.

Cet ocuvrage a eu un grand succds, particulidremest awprés de certains

théoriciens de la physigue.

2h, 1257 Positive linesr forms in Anslysis, en 2 volumes.

Ce qours contient de nombreux résultets originaux, des compléments &
i20, 1211 , et un exposé nouveau de la thécrie des mesures de Radon dens les
espaces séparés. J'y utilise plusieurs nouveaux outils commodes tels que

coneTdes et mesures de Radon positives & valeurs finies ou infinies.

1007 Qutils topologigues et métrigues de 1'Analyse mathématique
Ctast up cours sur guelgues outils fins de 1'Analyse : Ordinsux, espsaces
de Baire; snsembles boréliens et analytiques; clsssification des fonctions.
Propriétés fines des primitives et des fonetions & variation bornge, Etude

des fonctions mulbtivogues, ¢t des propriéités différentielles des ensembles.

“Tenseignement de la géoméirie. e livre & l'usage des professeurs, a pour
£ L

origine mon travail KSQ}.'I; &éveiappe une axiomatigue de le gfomftirie 1€~
mentaire basée sur un petit nombre 4'exiomes forts, utilisant des notions
intuizives gul font partie de 1l'expérience conecrdte de checun,‘telles que
Droites, paraligiisme, perpendicwlerité, distance. ) _

I1 parvient, en moins de 14O pages, 3 retrouver l'essentiel de la glométrie
piane, tout en &claircissant des notions épigeuses telles que crientation et
angles.

Ii 8 6t& publié en & langues et a inspiré plusieurs livres d'enseignement.
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Point final

Voiei achevée cette Notice sur mes recherches mathématiques, commencées
il ¥ & un peu moing de L0 ane; j'si pris 3 sas rédaction un plaisir grandissant,
non pas tellement par un sentiment d'suto-setisfaction, gue parce que le
rappel de la génése de mes résultate ranimsit en moi ces heures d'effort, de
création, de déboires ou de succée, qui constituent pour un mathématicien

e meilleur de sz vie intellectueslle.

Clest aussi pour mon propre plaisir que j'ai entouré mon bilan mathématique
d'une atmosphére anecdotique. Que mes lecteurs me pardonnent cette faiblesse !
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Liste des RAVAUX MATHEMATIQUES

de

M, Gustave CEO QU ET

oOcC

1938

1 - Ebtude des homéomorphies planes; Comptes Rendus de 1'Acsdfmie des Sciences
17 Janvier .1938.

2 -~ Btude de certains résesux de routes; C.R. 31 Janvier 1938.

3 - Prolongement &'homéomorphies; C.R. 28 Février 1038,
1839
L - HomBomorphies; C.R. 22 Janvier 16kC (S8ance du 3 svril 1939)

19k

5 - Points invarients et structure des continus; C.R. 10 Mars 19h1.

19k

£

¥~ Isométrie des ensembles et cinfmaticgue; C.R. b Mai 192,
7"~ Isométrie et roulement ssns glissement; C.R. 18 Mal 19u2,
8 - Préliminsires 3 ume nouvelle définition de le mesure; C.R. 15 Juillet 1942,

g - Choix d'une mesure cartésiemns A . Applications; C.R. 27/7/k2.

* Cette liste contient sussi les livres du niveau Recherche; et les 26 Fotes
aux C.R. gui ont &té développées dans un Mémoire sont merqufes 4'un astérisque.



16

17 -

Structuare dew domaines plans eb accessidilitsd; C.3. 1/3/h%,

Topologie de la reprfsentstion conforme; C.RB. 8/3/h3,

)

Représentation con fhrme et Topologie; C.R. 22 ’2[&3

V

isométrie des enuemblec dans ses rapports avec la thdorie Au econtact
2t 1a

theoixe de la mesure; Mathematiesm, Vol. 20 - i9hk, »p 20-64.

0 op

Etude des espaces métriques par les propriétés de leurs scus-ensembles
finie; Builetin Soc, Math. de France 19h3, B* pages.

Caractérisation de la ophdre en géométrie infinitésimale directe; Revue
ScientiTigue 1943, pp. hh7-ksp,

194k

Frimi ive d'une fomction par rapport & une fenctien 3 variation-mnon hap -

née; C.R, 20 Mars 194k,

Etude différentielle des minimisantes danz les > problimes riguliers
du ca.lcul des Varistions; C.R. 27 Mers "Qik,

Provlémes 11és 3 des métriques variationneiles {en collsboration
avec G. BOULIGARD}: C.R. ter Mal 10Lk,

L - -
Sur gquelgues propriétés de moyerne car&c+erlst1q4e« des fonctions harro-
rigues et polyharmorigues {en collaberation avee J. DENY)
Bulletin Soc. Math. de France 104k (23 pages!.

Etude métrique des espaces de Fingler. Nouvelles méthaﬁ e pour les Lhfo-

rimes d'existence en Calcul des varistions; C.R.. 2 Novembre 10bhi,

Prolon hies, Ensemblas'tﬁpml@gi;tﬂment nmmmao‘e Carac-

tér 1sati 40polcgigue ndLv"d=°7‘p des ensembles fermfs toialement dig~
=38

conkiny C.R. ?”ffﬁjigah.

1945

AR oy

Régolution du probidme de Vréchet sur “la paramétrisstion dlarcs doués

de tangentes, Génfralissticn sux variftés 3 vlusieurs dimensions.
Faramétrages intrinsdques: C.R. 237771955,

A




23 -
2k -

25 -

26 -

27 -

28 -

29 ~

30 ~

31 -

32 -

33 -

3 -

Sur des ensembles cartésiens paradoxasux et .la théorie de la mesure;
Bulletin Soc. Msth. de France 1945, 11 pages.

Ensembles ginguliers et structure des ensembles nesursbles pour les
mesures de Havsdorff; Bulletin Soc. Math, de France 1045, 1k pages.

Sur un type de transformatzon analythue généralisant la representatlon
conforme et définie au moyen de fonctions harmpnlques' Bulletln des Se.
Mathématiques 1945, 10 pages.

Etude des propriétés tangentielles des ensembles euclidiens 3 partir de la
notion d'invarisnce par translation {en collaborstion avec C. PAUC);
Bulletin des sciences mathématiques 1945, 10 pages.

Application & la théorie des r&seaux d'un théoréme sur la structure
des permutations d'un ensemble : J. de Math. et appl. 1945 pp. 161-172.

Variétés et corps convexes: Congres de 1‘Association pour 1'asvancement
des Sciences, de 1945, dans 1! Inter&edxalre des Recherches Mathémafiques
1947; pp. 91~03.

prstémphhgle au transfini; dang Thésée, Centre Unzver51ta1re de documen-
tation, 1945,

Dans “"Intermédisire des recherches mathémstiques", nombreuses questions
et réponses.

10k6

Caractérisation topologique des &quations différentielles
y' = f{x,y) admettent un groupe transitif de trsnsformations:
C.R. 25 Mars 1GU6,

Application des proprift@s deseriptives de la fonction "contingent” 3

la théorie des fonctiogs de variable réelle et & la théorie différentielle
des variétés cartésiennes {thdse soutenue la 16 Mars 10L6). Anvales

de 1'Ecole Normele Supérieure 1948, 112 pages.

Bur les notions de filtre et de grille; C.R. 20/1/4T.
Séance du 23 Décembre 19U6.

194

Théorie des jeux de poursuite {non publié dans ur périodigue).



35 - Convergences; Annales de 1'Universits de Grenoble 1948, pp 57-112.
36 - Sur un théordme récemt de M. DEWIOY; C.R. 2k Mai 10L8,

37 ~ Applications des propri€tés descriptives de la fonction "contingent™;
Archiv der Mathematik, 1948, pp L6h~NET.

19kg

385~ Lignes de Green et mesure harmenigue (en collsborstion avee M. BRELOT) ;
C.R. 16 Mai 19k9, - ‘

1950
39"~ Capacitabiliti des Kes 3 communication & 1'Internationsl Congress

of Mathematicians, Harvard, U.S.A.

4o ~ Sur les surfaces 3 courture négative; dans "Ptudes Pratiques d'amceds

s

8 la recherche" publifes par le Centre de Documentation Universitaire,

1951
b1 - Difficultés d'une théorie de la catégorie dans les espaces topologiques

quelcongues; C.R. 18 Juin 19%1,

42 - Espaces et lignes de Creen (en collaboration avec M. BRELOT)
Annales de 1'Institut Fourier 1951, 7.3, pp 199-263,

h3*~ Ensembles boréliens et anelytiques dans les egpaces topologigques;
C.R. 11 Juin 1951, ' :

K- Les capacités, fonctions slternSes G'ensemble; C.R. 22 Octobre 1951,

h5*~'Cap&cités. Premiéres définitioms; C.R. 2 Jeavier 1952,



"Th“
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L6 ~ Extenszion et restriction d'une capacité ~ C.R. 21 Janvier 1052,

L*- Propriétés fonctionnelles des capacités siterndes ou manotones
C.R. 28 Jsnvier 1952. :

48%- Capacitibilité: Théordmes fondamentsux; C.R. 18 Février 1952

"1g§3§1g§&

k9 ~ Theory of cspucities; Annales de 1'Institut Fourier 1953-54
T.5, pp. 131-295.

Polynbmes hsrmoniques et polybarmoniques (en collaboration avec M. BRELOT)
collogue de Bruxelles sur 1es équations asux dérivées partielles,
du 2k Msi 1954,

50

1223

51 « Sur le théorme des points-selle et las théorie des jeux; Bulletin des
Sciences mathémetiques 1955, T. 79, & pages.

52 - A plané continuum'no ﬁc of whose nondegenerate éubcéntinua are
homeomorphic : an application of inverse limits {en collsboration avec
R.D. ANDERSON); Proc. Amer. Math. Soc. 1959, pp 347-3%3.

53 - Ponetions analytiques et surfaces de Riemann; Enseignement Mathématique,
t. 1I, fasec 1-3, 1956, 1ip.

1956

Sh*w Aspects iingairez de la théorie dun potentiel., I- Etude ées madeles
finis (evec J. DENY); C.R. O Janvier 1956

55 - Ensembles semi~réticulés’et ensemdles réticulés de foncticns contlnues
fvec J. DENY); J. de Math. pures et appl. 1956, pp. 179~1849,

56-— Moddles finis en théorie du potentiel {svec J, DwNY), Journel d'Anelyse
Mathématique 1956~1957, pp. TT-135,

5?** Unieité des représentations intégrales mu moyen de points extirémsux. dans
les cBnes convexes réticulés; C.R. 6 Aolit 1956.

58%- Existence des représentations int&grales au moyen de points extrémaux
- @dans les <Ones convexes; C.R. 20 Aot 1956,



t9 - Bxistence des reprdsentetions inbégrales dene les cones gonvexes;
C.R. 27 Aoft 19%8, '

60 - les uoysux véguliers en théorie 4y ;ateﬁtial; C.R. 1% Aofit 1934,

NN
-
t

Aspects lindeires de la théerie du potentiel. II-Ftude des thiorimes
de qualité (avee J. DENY): O.R. 3/9/36, :

62 ~ Existence et unicitd des représsntations intégrales sy moyen des pointe

extrémeux dane les odnes zonvexes: S8zineire Bourbeki, dfcembre 16856,
15 peges.

1327

63 ~ Sur les Pondemgnts de 1s théorie fine ay potentiel; S€minaire de théoria
du potentiel, Février 1957.

6k* - sur les frmdements de la thiowrie fine du Potentiel; C.R. 18 Mars 1ot
65 - Potentiels sur un ensemble Q¥ cupaoitd mulle; C.R. 25 Mars 1957.

66 - Le théordme de convergence  en théorie du potentiel {avec M. BRELOT);
: J. Madres Uni,, B, 27, n%1, Centensry Number 1957, e, 2TT-08€ .

67 ~ Les travauvx de Nash et Kuiper sur le piongerent igomStrique des o

vari@tés riemanniennes dans l'espacs euclidien; SEminsive Bourbakx?
de Mal 1957, 147, 11 papes,

1958

68 ~ Une clacge régulidre 6'espacas ge Beire; C.R, 13/1/s8,

69 ~ Capacitabilitd en potentiel iaéarithmique; Acedénie Royale gde
Belaique, Avril 1958y pp. 321-90€.

T0 - L'int8grale d'€nergie on théorie du potentiel: Zminaire de Thiorie
du poventiel 1958-80, 11 pages. :

T1 = Diamdtre frapgfini et comparédison de diverses capacités; Séminaire
de théorie du potentiel 1958-59, 7 pages,

159

T2 - Thicromes de convergence; Stminaire de théoris du potentiel 1958- 1935,
S peges,
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Btude des encombrements et cspscités assceifs & un noysu; Séminsirve
de théorie du potentiel 1938-1089, 10 beges.

Sur une large classe de noysux de convolution patisfaisant eu principe
du meximum; S8minsire de thforie du potentiel 1958-19%9, 9 pages.

Ensembles K-analytigues et 'Kﬁsgééliniens, Cas génfral et cas ﬁétrique,
Annaies de 1'Institut Fourier 1839, 7.9, pp 75-81. _ :

Forme abstraite du théorsme de gapacibilité; Annsles de 1'Institut Fou~
rier 1959, T.9, pp. B3-89.

Sur les points d'effilement d'un ensemble, Application & 1'€tude de 1a
capecité; Annales de 1'Institut Fouriep 1959, T.9, pv 91-101.

Sur les Gy  de capsacit® nulle; Annsles de 1'Tnstitut Fourier 1959 T.9,
re. 103-109, ‘ E .

1960

Le théoréme de représentation intSgrale ~dane les ensembles convexes
compacts; Annales de 1'Institut Fouriér 1960, T.10, pp 333-3kk,

Recherche d'un axiomatique commode pour le premier enseignement de la
géomdtrie El&mentaire, Séminaire d'Aarhus 1960 et Builetin 4.P.M. 1961,

Sur 1'&quation de convelution A= 4% & {avee J. DERY) C.R. 1/2/1960.

Limites projectives d'emsembles convexes et £léments extrématx;
C.R. b Avril 1960. :

Aspects livasires de lz thdorie du potentiel TTI. Noyaux de composition
satisfalsant au principe du balayage sur tout ouvert (avee J. DEFRY);
C.R. 27 Juin 1960. -

1661

Représentations intégrales dens lee cBnes cCOnvVexes. ssns base compactey
C.R. 30 Octobre 1960. -

1962

857 et 86" Ensembles et cOnes convexee faiblement complets I et IT -

C.R. 12 et 19 Mers 1G62.
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93 -

96 -

97 -

98 -

99 -
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Le probldme des moments; Sémineire dfInitistion & 1'Anslyse 1962, n°L,
10 pages.

Remarques & propos Ge la démonstration d'unicité de P.A. MEYFR Séminaire
de théorie du potentiel 1962, n°8, 13 peges,

Mesures coniques msximsles sur les cfpen convexes Daiblement complets;
Séminaire de théorie du potemtiel 1862, n®12, 15 p,

Axiomatique des mesures msximales. Applicetion sux odnes PaiBlement
complets; C.R. 2 Juillet 1962,

Etude des mesures coniques. CBnes convexes sasillants Paiblement complets
sans génératrices extrémales; C.R. 16 Juillet 1962.

Frontiére associée 3 wn espace vectoriel de fonetioms continues a
valeurs vectorielles; C.R. 30 Juillet 1962.

Frontidre fine réduite, Esquisse du css locelement compact. C.R. 6/8/1962.

Existence et unicité des représentations intégrales dans les convexes
compacts (avec P.A. Meyer); Amnales gde 1'Institut Fourier 1063, 17 pages.

Les cOnes convexes faiblement fomplets dans 1'Anslyse; Congrds Interns—
tionel des Msthématiciens, Stockholm 1962, environ 20 p. ' :

1963

Sur la meilleure approximstion dans les especes vectoriels normés,
_szuehda Maths Pures et appl. Acad. Rép. Popul. Roumsnie VIII, 1963,
Sh1-5k2,

\ 1964

L

Exposed points of convek sets, avec H. Corson et V. Klee,
Pacif. J. of Math. 17, 1966, p.33-43,

Etude des espaces uniformes § partir de la notion d'écart.
Ens. Msth. 11, 1963, p. 170~1T7h. ‘

1965

Démonstration non provsbiliste d'un théoréme de Getoor, Ann. Inst. Fourier,
15, 1965, kog-413, -
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1966

100 - Outils tapclcglques et metrlques de I’AnalySE mathémathue,
- Cours rédigé pex C gude H@an; 215 pages, su C. b.U.

109 - GS sbeoluz; appllcatlens ouvertes et fermées' et Jeux topolagzuuﬂs
(manuscrxt ¢iffusé, meis non pabile)

1967
102+ 103~ 104~ Lectures en Analysls, Cours de Prlnceﬁon, 3 volumes, chez

Bengamln.

105 - Une démonstration &lémentsire du théordme du minimax, Ens. Math, T.13,
1967, p. 153-155. :

106 ~ Cardineux 2-mesursbles et cfnes faiblement complets
' Ann. Inst, Fourier, 17, 1967, 383-393. .

107 - Sur un théordme de Keldych concernant le'prahléme &e Dlrlchlet
Anr. Inst. Fourier 18, 1968, p. 309—315.

1968
108%- Mesures coniques, affines et cylindriques; structures et opérations.
C.R. Mars 68, p. 567.

109* Mesures coniques et affines invariantes par isométries. Zonoform&s,
zono€dres et fonctions de type négatif, C.R. Mars 1968, p. 619.

110 - Cenztrgctlon d'ultrafiltres sur & , Bull. Sci. Meth. 92, 1968,
P 1-48

111 - Deux classes remarguables d'ultraflltres sur MM Bull. Sei. Math.92,
1968, p.1h43~153.

112 ~ Deux exemples clessiques de representatlen intégrale,
Ens. Math. 15, 1969, p.63-7%.

113 - Mesures coniques, affines et cylindrigues.
Inst. alta. Mathematica, Roma 1968, p.1h5r182.

11h

Géométrie des simplexes, cours rédigé par Coullet de Rugy,
83 pages, &u C.D.U.
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1969

115 ~ Un ensemble parajoxel en théorie de la mesure.
Buil. 8ei. Msth, 8k, 1970, p. 2k7-230.

116 - Sur les ensembles uniformfment négligeables,
Séminaire Initistion 3 1'Analyse 1969-70, 0%, 15 p.

117 ~ Le caractére faiblement_cogplet des clnes I chapesu universel
Bull, Sei. Math 9%, 1970, p.281-288,

1976

118" et 119* Formes linGeires positives sur les espaces de. fonctions
' I. Especes sous-gtoniens et peevdo-mesures

I1. Pseudo-mesures.

C.R. %.271, 1970, p.16k et p. 528.

1971

120-121 Détermiﬁation and study of positive forms on spaces of functions I,IT
Journal of approx. Theory, T, 1973, p. 325-333, et 105 19Tk,
». 358-378. S A

122 - Une propriété des germes suivant un ultrafiltre
Séminaire 4'Init. Ansal. 1970, Ct, b4 pages.

123 ~ Opé€rations sur les e.v.t. wétrisebles, Séminaire Init. Anal, 1970,
C2, 5 pages.

124-125 - Positive linear forms in Analysis (cours & 1'Univ, de Maryland)
(& paralire en 2 volumes sux Lecture Kotes, Springer).

126 - Bur la séparation des cBnes faiblement complets, Séminaire Init. Anal.1974
127 ~ Compardison des effilements dans l'espace et dans un demi-espace

-Annales Inst, Fourier 1975.

1972

128 -~ Résultats récents sur les formes positives sur les espaces de fonctious,
Sémineire Init. Anal. Mars 1972, :
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133
134
135

136
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1873

bt

Royaux de convolution et balayage sur tout ouvert, (aves J. Deny)
dans "Théorie du potentiel et An&lyse harmonigue", Springer,

Lecture Neotes LOL, 107Th,

Le dual de 1l'espace Bp' de Besicovitch, Sem. Inié(-éﬁél. 19?&.
Solution 4'un probleme sur les Lteres d'un ensratear p051t sur ﬁé(ﬁ)

et propriétés ergodiques associées (avec C.Folas), Ann, Inst. Fourier
1975.

197k

Nouvelle démonstration du théordme de Bochner-Weil,
Bull. Sei. Math. 1975.

Frontidre module et représentation intégrale, Ane. Inst. Fourier 1975.
Problémes de recherche (recueil) Sem. Init. An&l. 197k,

Sur un théoréme du type Banach~3te1nhaus pour les convexes topologiques,
S&m. Tnit. Anal.. 197h.

Noyeux de convoluﬁion sous—exponentiels et sur—-sxponentiels,

{en cours de rédaction).
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Séminaires publiés.

Amapmp—en

Sémiveire de Théorie du potentiel (avec Brelot-Deny), depuis 1956.

 Séminaire d'Initistion 3 1'Anglyse, depuis 1960,

Livres nivemu recherche.

Cours de Topologie et théorie des fonctions, 1961 au C.D.U.
Problémes de théorie des fonctions et topologie, 1965, au C.D.U.

Outile topologiques et métriques de 1'Analyse Mathématique

{cours rédigé par Claude Mayer), 1966, su C.D.U. B
Géométrie des simplexes (cours réaigé par Goullet &e Rugy), f968,Vau C#D.U;‘-”‘
Lectures on Analysis (cours de Princeton en 3 volumes}, 1968, chei Benjamin.

Détermination de formaz linesles posifivos,.., 1973, Université de Barcelone.

Positive lipear forms in Analysis {cours de 1'Université de Marylend en 1971,
en 2 volumes) 3 paraitre sux Lecture Notes, Springer.

* Livres d'enseignement.

Cours d'Anslyse (piveau maitrise) en 5 fescicules, 1955, au C.D.U.
Cours de Topologie, 1564, chez Masson.
L'enseignement de 1la gfombtrie, 1964, chez Hermenn

Cours d'Analyse de 1'Ecole Polytechnigue, 1960.
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Pdagogie et réflexions sur les mathémetiques.

Nombreux petits erticles, dont on n'indique icl que les plus significs~
i
tifs.

-+

- Sur 1'enseignement de la gfomftrie &iémentaire, c¢h. 5, p. T5-129.
dans "L'enseignement des mathéwatiques", 1955, Delschaux-Niestié.

- "Les Mathématigues modernes et 1’enseignement”, dans 1'Enseignement des
Sciences, 1959, p.26-31.

~ Recherche d'une axiomstique commode pour le premier enseignement de la
géombtrie 8lémentaire, Bulletin de 1l'Association des professeurs de
Mathématigues, 1961,

- L'Analyse et Bourbaki, dans 1'Enseignement Mathématiqué, 1962, v. 109-135.

- Formation des chercheurs de Mathémetiques (conférence de 1'Union Balkenique
des Mathématiciens 1972), publide dans Ghantiers de pédagogie de 1'A.P.M.
1‘9735 P«?2"83-

- Participation & de nombreuses conférences internationales sur 1'enseignement
des mathématiques aux niveaux secondaire et universitaire {G.C.D.E.,
Bombay, Aarhus, Roysumont, Bogota, Leusanre, Dubrovnik, Belgrsde, Luxembourg.,
Créte). : . - ' S



