LEMME FONDAMENTAL D’APRES NGO BAO-CHAU

DAT JEAN-FRANCOIS AND NGO DAC TUAN

1. PRELIMINAIRES

1.1. Notations. Soit k un corps fini a ¢ éléments. Sauf mention contraire, tous les
schémas et les champs considérés dans ce texte seront définis sur k.

Fixons une fois pour toutes X une courbe projective, lisse, géométriquement con-
nexe sur k. On note k une cloture algébrique de k et X le produit fibré X x; k. Soit
F le corps de fonctions de X, d’anneau des adeéles A; on note F = F xj k. Pour
une place finie v de F', on note v : F* — Z la valuation associé. Puis F, sera la
complétion de F' par rapport a cette valuation, O, sera ’anneau des entiers de F,,
k, sera son corps résiduel et deg(v) le degré de 'extension k,/k.

Soit G un groupe réductif déployé sur k. Fixons une fois pour toutes T un tore
maximal déployé sur k£ de G et B un sous-groupe de Borel de G qui contient T.
Avec la donnée de (T,B), on notera W le groupe de Weyl de G et & (resp. A)
I'ensemble des racines de G (resp. celui des racines simples). Les algebres de Lie de
G, T, et B seront notées g, t, et b. On note ad I'action adjointe de G sur g.

Pour chaque racine simple @ € A, on choisit un vecteur non nul z, dans g,. Il
existe alors un unique vecteur non nul z_,, dans g_,, tel que [z, z_,] = @Y. On pose
Ty =3 penTaltr_ =3 A T_o. Ladonnée de ces vecteurs est appelée épinglage.

Soit D un diviseur de X qui s’écrit sous la forme D = 2D’ ou D’ est un diviseur
effectif de degré plus grand que g - le genre de la courbe X. On notera tp =
t o, Ox (D) et gp = g ®o, Ox(D); ce sont les fibrés vectoriels sur X obtenus en
tordant t et g par le diviseur D.

Désormais, on suppose que la caractéristique de k ne divise pas le cardinal du
groupe de Weyl W de G.

FExemple : G = GL,,. Dans ce cas, on prend pour T le sous-groupe des matrices
diagonales et pour B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. L’algebre
de Lie g (resp. t et b) est 'algebre des matrices carrées de taille n (resp. la sous-
algebre des matrices diagonales et des matrices triangulaires supérieures de taille
nxn). L’ensemble ® est '’ensemble des caracteres o ; © diag(ty,- - ,t,) € T +— titj’l
pour i # j, et le sous-ensemble A est constitué des «; ;.1 pour ¢ = 1,--- ,n — 1.
L’épinglage est donné par les matrices z; ; ayant une seule entrée non nulle et égale
a 1 a la position (4, 7). Le groupe W est le groupe symétrique &,, des permutations
de {1,2,...,n}. Un élément w € G,, envoie I'élément ¢ = diag(ty,ts,...,t,) de ¢
sur 'élément diag(to(1), to(2)s - - - s to(n))-
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1.2. Morphisme de Chevalley. On considere I'action adjointe de G sur g et on
s'intéresse a lalgebre k[g]® des fonctions G-invariantes sur g. En restreignant a t,
on obtient un homomorphisme k[g]® — k[t]" et on vérifie que c’est en fait un
isomorphisme. De plus, on montre que k[g]® est une algebre de polynome, c’est-a-
dire il existe des fonctions régulieres homogenes aq, as, ..., a, de degré dy,ds, ..., d,
dans k[g]™ telles que k[g]® = Ek[aj,as,...,a,]. Bien que le choix des fonctions
homogenes ay, as, ..., a, ne soit pas unique, les entiers dy, ds, ..., d, sont uniques a
une permutation pres. On les appelle les exposants de Kostant de G.

On définit ¢ = Spec k[g]® = Spec k[t]" et une action de G, sur ¢ via les exposants
de Kostant:

to (al,ag, c ,Clr) = (tdlal,td2&2, . ,tdra,,).

On considere le morphisme naturel dit “caractéristique de Chevalley” y : g — c.
Si G,, agit sur g par I'homothétie et sur ¢ via ses exposants de Kostant, x est
G,,-équivariant, de sorte qu’on a un l-morphisme de champs :

X [8/(G X Gp)] — (/G

On va rappeler maintenant la construction due a Kostant d’une section de y :
g — ¢. On a déja construit un vecteur non nul . € g; on note g”+ le centralisateur
de x, dans g. Alors la restriction de g — ¢ au sous-espace z_ + gt est un
isomorphisme. L’inverse de cet isomorphisme sera appelé la section de Kostant de
g. Notons que cela permet de munir ¢ d’une structure d’espace affine sous g”+, et
meéme d’espace vectoriel avec 'origine évidente. Cette structure d’espace vectoriel
est compatible a ’action de G,, définie ci-dessus.

FExemple : G = GL,. Dans ce cas, ¢ est 'espace affine des polynomes unitaires de
degré n, et x envoie une matrice A sur son polynéme caractéristique det(X.I,, — A).
Plus explicitement, ’espace des polynomes unitaires de degré n est isomorphe a A"
via (ag, -+ ,a,) — X" —a; X" 1+ .. + (=1)"ap. Identifiant donc ¢ a A", x envoie
une matrice carrée A de taille n sur le n-uplet

= (tr(A), tr(A%A),---  tr(A"A)).

En particulier les exposants de Kostant sont d; = 1,dy = 2,--- ,d,, = n. Bien que ce
ne soit pas tout a fait la section de Kostant, x a une section bien connue qui envoie
un polynéme sur sa matrice “compagnon”. La matrice associée & a = (a1, -+ ,a,)
est la suivante :

oo...o (1)~

10 ... 0 (- )n
€la)=|[: + - :
00 ... 0 —as
00 ... 1 a

1.3. Lieux réguliers. Centralisateurs réguliers. Pour toute racine a € ®, on

dispose d'une fleche da : ¢ — k. Le discriminant © = [ .4 d @ est une fonction

acd
réguliere W-invariante sur t¢, donc elle est une fonction réguliere sur ¢ et définit
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un diviseur sur ¢ noté . On montre aisément que c’est un diviseur réduit, cf. |2,
Lemme 1.10.1]. Le complémentaire de ce diviseur sera appelé I'ouvert des éléments
semisimples réguliers de ¢ et on le note ¢'.

On a vu que le schéma ¢ est le schéma quotient de ¢ par 'action du groupe fini
W. Le morphisme t — ¢ est donc fini et plat. De plus, au-dessus de l'ouvert
régulier ¢'®, t|cr est étale galoisien de groupe de Galois W. Si I’on considere I'action
de G,, sur t par ’homothétie et sur ¢ via les exposants de Kostant, ce morphisme
est G,,-équivariant.

On considere le schéma en groupes des centralisateurs I au-dessus de g défini par

I={(9,2) € G xg:ad(g)r =z}

Il n’est pas lisse au-dessus de g, ni méme plat. On définit I'ouvert régulier g™¢ de g
comme suit. Un k-point = de g est dans g™ (k) si et seulement si son centralisateur
I, est de dimension minimale, ¢’est-a-dire dim I, = rang G. On montre qu’au-dessus
de cet ouvert g8, Ijzres est un schéma en groupes commutatifs lisse. Par la descente
fidelement plate, [jgres descend en un schéma en groupes commutatifs lisse J sur
¢ via le morphisme de Chevalley y : g — ©. On obtient donc un isomorphisme
G-équivariant x*J — [ sur g™&. Puis, Ngo montre que cet isomorphisme s’étend
en un homomorphisme y*J — [ sur tout ’espace g. Notons que J est un tore
au-dessus du lieu semi-simple régulier ¢™, mais peut avoir des fibres non connexes
et une partie additive le long du diviseur ®.

FExemple : G = GL,,. Dans ce cas, ¢™ est le lieu des polynomes unitaires de degré
n qui sont séparables (sans racines multiples). Si a = (a1, ay,...,a,) € ¢(k) = k"
représente le polynome unitaire P, = ¢" — a;t" ! + ... + (=1)"a,, alors, J, est le
groupe des éléments inversibles de 1’algebre k[T]/P,. Soit A € g(k) une matrice
de caractéristique a; on fait agir k[T] sur g(k) de maniere suivante: l’action des
éléments de k est par la multiplication et Uaction de T est par la multiplication avec
la matrice A a droite. La fleche obtenue n’est rien d’autre que 'homomorphisme
J, — I4. On vérifie sans peine que si A est régulier, ¢’est un isomorphisme.

1.4. Formes quasi-déployées de G sur X. Le lemme fondamental concerne des
groupes quasi-déployés sur un corps local. Ce sont des formes “extérieures” de
groupes déployés. De méme ici, on doit considérer des formes extérieures de G sur
X. Une telle forme est donnée par un morphisme

p: m(X,z) — Out(G)

(le groupe discret des automorphismes extérieurs de G). Plus précisément, la forme
G de G sur X associée a p s’obtient en choisissant un revétement Galoisien (X, x,)
de (X, z) de groupe noté ©, et tel que p se factorise par m(X,z) — ©,, puis en
tordant G par ce torseur. On a donc G = G x® X,. Comme Out(G) s’identifie au
sous-groupe de Aut(G) qui préserve la paire (T, B) et I’épinglage des z,, toutes les
constructions précédentes peuvent étre tordues pour donner une paire (T, B) dans G
au-dessus de X, un groupe de Weyl W, des algebres de Lie t, g, un quotient ¢ = t/W,
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son lieu régulier ¢, le morphisme de Chevalley x : g — ¢, une section de Kostant
€ : ¢ — g de ce morphisme, ainsi qu'un centralisateur régulier J commutatif et
lisse au-dessus de ¢ et un morphisme y*J — I de schémas en groupes au-dessus de
g. On remarque que ¢ s’identifie au quotient

c=(txX,)/(Wx0,).

Ezemple : groupes unitaires. Pour G = GL,, on a Out(G) = Z/2Z, donc une
forme de G est donnée par un revétement étale X, de degré 2. L’élément non
trivial de Aut(G) préservant I’épinglage qu’on a fixé plus haut est donné par g —
®,tg71® 1 ou D, est la matrice antidiagonale. La forme associée & X ,» est le schéma
en groupes qui a un X-schéma S associe

UXP/X<n)(S) = {g € GLH(F<S Xx Xp, OSXXXp))7 @nT(tgil>@;1 = g}

ol 7 est 'automorphisme non-trivial de X,. C’est un groupe unitaire sur X, qui
devient isomorphe au groupe constant GL,, apres extension a X,,.

1.5. Constructions sur le groupe dual. Soit G le groupe dual de G sur Q. Sa
donnée radicielle s’obtient a partir de celle de G en échangeant racines et coracines. Il
vient avec une paire (T, B) et méme un épinglage (Z4)a, et on a Out(G) = Out(G).

Soit x un élément de T. On note H = H(xk), resp. mo(x), la composante neutre,
resp. le groupe des composantes, du centralisateur de x dans G x Out(@G). Le groupe
H est réductif, contient la paire de Borel (T, ]Bﬂlﬁ) et est muni de 1’épinglage induit
par celui de G. Le groupe mo(k) est muni de morphismes évidents

Out(G) «— mo(k) — Out(H).
D’apres [2, 1.9.8], on peut alors prolonger I'inclusion Wy <= W, en un morphisme
Wy @ mo(k) — Wg % mo(k)

compatible avec 'action sur T et la projection sur my(k).

Au groupe H correspond un groupe réductif déployé H sur k£, muni d’une paire
(Ty, By) et d’un épinglage, ainsi que d'un isomorphisme Ty — T compatible
avec le morphisme Wy x mo(k) — Wq % mo(k) évoqué ci-dessus. En particulier,
cet isomorphisme induit un morphisme de transfert

V:Cyg —C

compatible avec 'action de my(k).
Le transfert n’envoie bien-str pas c¢jj dans ¢™. On note @ﬁ’rs I'image réciproque
de l'ouvert ¢™ dans . On montre que le diviseur v*(D) est de la forme Dy + 2RY

pour un diviseur réduit effectif RE de cy.

Ezemple : G = GL,. Dans ce cas, H est un produit de GL,, avec >, n;, = n,
et mo(k) est soit trivial, soit égal a Z/27Z. Dans ce dernier cas, H est isomorphe a
GLp_, X -+ x GLp,_, X (GLy, x -+ x GL,,) X GL,,, - -+ x GL,,, avec m_; = m;
pour i = 1,--- k. Lélément non trivial de my(x) échange GL,,, et GL,,_, et induit



LEMME FONDAMENTAL D’APRES NGO BAO-CHAU 5

g — <I>mtg—1<b;i1 sur chaque GL,,,. De plus, le transfert v est donné par le produit
des polynomes unitaires correspondants.

1.6. Données endoscopiques. Une donnée endoscopique pour le groupe G est un
couple (k, px) avec kK comme ci-dessus et un morphisme p, : m (X, ) — (k) qui
induit p. Le groupe endoscopique associé a la donnée (k, p,) est alors la forme de
H associée a ’homorphisme 7 (X, 2) — Out(H) déduit de p,. Il est de la forme
H =H x°¢ X, si 'on a pris soin de choisir (X,,z,) (voir plus haut) de sorte que p,
se factorise par ©,. Le morphisme de transfert v : ¢y — ¢ passe a la torsion par
px pour donner un transfert

Vv.cg—F¢C

Exemple : groupes linéaires. Si G = GL,, les groupes endoscopiques sont isomor-
phes a des sous-groupes de Levi de G, c’est-a-dire de la forme H = [], GL,, avec

doini =n.

Ezemple : groupes unitaires. Soit G' le groupe unitaire associé au revetement X,
de degré 2 de X. Pour une donnée endoscopique, on doit avoir my(x) non trivial,
donc égal a Z/27. Avec les notations ci-dessus, le groupe endoscopique H est de la
forme GLy,, X -+ - X GLy,, X Ux,/x (1) X - - - x Ux,/x (n,). Un tel groupe est isomorphe
a un sous-groupe de Levi si et seulement si r = 1 (et éventuellement n; = 0).

2. LEMME FONDAMENTAL ET FIBRES DE SPRINGER AFFINES

Il s’agit de la partie locale de la théorie. Soit G' un groupe du type décrit au
paragraphe 1.4 dont on reprend les notations. Fixons un point fermé v de X, notons
O, son anneau local complété, F, le corps des fractions de celui-ci et I', un groupe
de décomposition en v du groupe de Galois de F'(X). Fixons aussi un point

a € ¢(Oy) N (Fy).

2.1. Intégrales orbitales. Le point a définit une classe de conjugaison stable semi-
simple réguliere y~!(a) de g(F,), ainsi qu'un représentant de Kostant vy = e(a) €
g(F,) de cette classe. Les centralisateurs des éléments de x~!(a) sont des tores,
tous canoniquement isomorphes a celui de 7y, que l'on note I,. Ils sont aussi
canoniquement isomorphes au tore J, := T AW*®» W;I(a) obtenu en tordant T
~'(a) au-dessus de Spec(F,), out m, : t X X, — ¢ est la
projection canonique. Notons qu’un tel torseur est donné par un morphisme

par le W x ©-torseur 7

Tpa: L'y — W x O,

qui releve la restriction pr, : I'y — ©, de p a I,
Si v € x7!(a), le transporteur de 7 sur vy dans G est un torseur sous le central-
isateur de 7y donc définit un torseur sous J,. L’application ainsi obtenue

X_l(a) — Hl(Fv, Ja) v — inv(y,70)
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induit une bijection entre 1'ensemble des classes de conjugaison dans x~!(a) et le
“noyau” ker(H'(F,,J,) — H'(F,,G)). Le groupe H'(F,,J,) peut se calculer au
moyen de la dualité de Tate-Nakayama. Celle-ci fournit un accouplement parfait

(,): HY(Fy, Jo) x mo(T™e®)) — Q/Z.

Etant donné un caractére s de H Y(F,, J,), on définit la k-intégrale orbitale d’une
fonction localement constante f sur g(F,)

Oi(f,dty) = > (k,inv(7,70))04(f, dt),

y€x~!(a)/conj

ot la somme porte sur les classes de conjugaison dans la classe stable x~!(a) et

“1y.y 49
0. (.dt) = [ f (ad(g;")) 2
Iy (Fu)\G(F) v
désigne 'intégrale orbitale de f en  pour la mesure de Haar dt, sur J,(F;,) (identifié
au centralisateur de 7) et la mesure de Haar dg, normalisée par G(O,) sur G(F,).

2.2. Lemme fondamental. Fixons maintenant une donnée endoscopique (k, px),
ainsi qu'un élément ay € c¢y(0,) d'image a dans ¢(O,). Comme ci-dessus, on en
déduit un morphisme m,,, ,: I'y — Wp x O, dont le morphisme précédent 7, , se
déduit par composition avec le morphisme naturel Wy x 0, — W x 60, de 1.5. 11
s’ensuit que 'isomorphisme Ty — T induit un isomorphisme Jg,,, — J,, et par
conséquent des identifications

Hl(Fva JH,aH)* = Hl(Fvu Ja)* = 71—[)(Trwa’p(l—‘v)) = 7TO(r]AIwraH#)(FU))'

Par définition, I’élément ~ est dans Tme.rT) ot définit donc un caractere des groupes
HY(F,, Jyay) et HY(F,, J,). De plus, tout choix de mesure de Haar dt, sur J,(F})
en détermine un sur Jy ., (Fy).

Le lemme fondamental est I’égalité suivante :

T'G a K
0% (140,), dt,) = ¢ OF, (1y0,), dt,)
ot 1, (ay) = deg, (a5 RG).

On notera que k est dans le centre de lﬁ, donc le caractere qu’il définit sur
HY(F,, Ji.a,) est trivial sur le noyau de H'(F,, Jya, ) — H'(F,, H). En d’autres
termes, on a (k,inv(vy, ym0)) = 1 pour tout vx dans x5 (ay). Le membre de droite
de I’égalité ci-dessus est donc 1’intégrale orbitale stable en ayy.

2.3. Fibres de Springer affine. Notons X, := Spec(Q,) le disque formel en v et
X? := Spec(F,) le disque épointé. Pour un k-schéma S, on note X, xS la complétion
v-adique de X, x S et X2xS le complémentaire de {v} x S. Enfin, notons Fy le
G-torseur trivial sur X}.
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La fibre de Springer affine M, (a) associée a a peut se définir comme le champ qui
a S associe le groupoide

FE un G-torseur sur X, xS,
My(a,S) = ¢ (E,p,1), ¢ une section de g A E sur X, xS
v un isomorphisme (E, ¢) xszs — (Eo,%0)

Ce groupoide est en réalité discret, i.e. équivalent a I’ensemble de ses classes
d’isomorphisme. En particulier, on a

M, (a. k) = {g € G(F,)/G(0O,), ad(g) " (70) € 9(O,)}-

On montre que M, (a) est représentable par un ind-schéma sur k.

Soit (E, ¢, ¢) un triplet comme ci-dessus. Le morphisme x*J — [ induit un
morphisme J, — Aut(F, ), ce qui permet de tordre (E, ) par tout .J,-torseur.
On en déduit une action sur M,(a) du champ de Picard (ou “champ en groupes
abéliens”) P,(a) qui a S associe le groupoide

Po(a,S) == {(F, ), F un J,-torseur sur X, x.S, } |

¢ une trivialisation de F sur X*x S

Ici encore, ce groupoide est équivalent a l’ensemble de ses classes d’isomorphisme,
lequel est un groupe abélien. Par exemple,

Pu(a, k) = Jo(Fy)/Ja(On) = Ly (Fy) /1, (O)

agit de la maniere évidente sur M,(a, k). On montre que P,(a) est représentable
par un ind-schéma en groupes sur k.

Ezemple : groupes linéaires et unitaires. Pour G = GL,, M,(a, k) s’identifie
a l'ensemble des O,-réseaux 7p-stables de F". Pour un groupe unitaire, M,(a, k)
s'identifie a I’ensemble des O(X,, x x X, )-réseaux autoduaux dans (F,®p(x) F(X,))".

2.4. Quotients naifs et intégrales orbitales. Rappelons que si M est un ensem-
ble sur lequel agit un groupe P, on peut former le groupoide quotient [M/P] dont
les objets sont les éléments de M et les morphismes sont donnés par 1’action de P.
Lorsque le quotient M/P est fini et les fixateurs des éléments de M dans P sont
finis, alors on définit le cardinal de [M/P] par

On remarque alors d’apres le paragraphe précédent que
]j[M”U(av ]C)/PU(CL, k)] - 070<19(Ou)’ dtv)

pour la mesure de Haar normalisée par J,(O,).
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2.5. Quotients champétres et k-intégrales orbitales. Supposons maintenant
que M est un k-schéma sur lequel agit un k-schéma en groupes. On peut alors
former le champ quotient [M/P], comme le champ “associé¢” au pré-champ S +—
[M(S)/P(S)]. Le groupoide [M/P](k) admet deux descriptions utiles :

[M/P|(k) = {(Q,7), Q@ un P-torseur sur k et j : Q — M un k-P-morphisme }
= {(m,p) € M(k) x P(k), p.o(m) =m}

avec o le Frobenius de k. On voit bien sur la premicre description qu’on a une

application

ol: [M/P)(k) — H'(k,P).

Etant donné un caractere x de H'(k, P), et en supposant que I’ensemble des classes
d’isomorphismes et les groupes d’automorphismes sont finis, on définit alors le comp-
tage k-pondéré par la formule

M/PI(k)= > (cl(z), )

vt/ Ay~ FATEE)

L’hypothese de finitude est vérifiée dans le cas de I'action de P,(a) sur M,(a),
cf paragraphe 4.1. Par un théoreme de Steinberg donnant le premier isomorphisme
ci-dessous, on a un morphisme

HY(Fy, Jo) =~  HY(Gal(k/k), Jo(F, @ k))
— HY(Gal(k/k), Jo(F, @ k)/ Jo(Oy @1 k) = H' (k, P,(a)),

qui d’ailleurs est un isomorphisme si la fibre spéciale de J, est connexe. Ainsi un
caractere xk de H'(k,P,(a)) induit un caractére encore noté x de H'(F,,J,). Le
lien entre x-intégrales orbitales et fibres de Springer affines est alors donné par la
proposition suivante, cf. [2, proposition 8.2.7], qui est une élaboration des travaux
de Kottwitz, Goresky et MacPherson.

Proposition 2.6. Avec les notations ci-dessus on a

#Mo(a)/Po(a)](k)x = O5(1g0,), d ),

ou dt, la mesure de Haar normalisée par J°(O,) avec JO la composante neutre de
Ja. De plus, si k' est un caractére de H'(F,,J,) qui ne provient pas d’un caractére
de H'(k,P,(a)), alors la K'-intégrale orbitale OF (14,,dt,) est nulle.

Ce résultat est plus facile a prouver lorsque J, est a fibres connexes. Si ce n’est pas
le cas, on prouve d’abord un résultat pour un modele connexe de J, g, sur O,, i.e.
un schéma en groupes lisse abélien a fibres connexes J! sur O, muni d’un morphisme
J! — J, qui est un isomorphisme en fibres génériques. Pour un tel J!, on peut
considérer le champ P,(J)) des J/-torseurs trivialisés sur F;,, lequel agit encore sur
M, (a). Cette fois on a un isomorphisme H'(F,, J,) — H'(k,P,(J!)). La formule
obtenue, cf. [2, proposition 8.2.5], devient
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Proposition 2.7. Avec les notations ci-dessus, on a
ﬁ[Mv(a)/Pv(J:z)](k)m = VOI(J;(Ov)v dtv) ) OZ<19(Ov)> dtv)v

ou dt, est n’importe quelle mesure de Haar de J,(F,).

Rappelons que le discriminant ® est une fonction réguliere sur ¢. Dans le cas ou
v(®(a)) < 1, on peut calculer explicitement les comptages §[M.,(a)/P,(J.)](k). et
tMy(a)/Py(Ja)](k)x, cf. [2, section 8.3].

3. FIBRATION DE HITCHIN
Ici encore, G désigne un groupe du type décrit au paragraphe 1.4.

3.1. Champ de Hitchin. Commencons par définir la notion de paire de Higgs.
Soit S un k-schéma; on appelle une paire de Higgs sur S la donnée d’un couple
(E, ) ou E est un G-torseur sur le produit fibré X x S et ¢ est une section globale
sur X x S du fibré vectoriel ad(E) ®p, Ox (D). Ici ad(F) désigne le fibré vectoriel
g x% F tordu de g par le G-torseur E pour 'action adjointe de G sur g. Le torseur
E sera appelé le fibré de Higgs et la section ¢ sera appelée le champ de Higgs.

Introduisons maintenant le champ de Hitchin M classifiant les paires de Higgs.
Soit S un k-schéma; M(S) est le groupoide dont les objets sont des paires de Higgs
sur S et les morphismes sont des isomorphismes entre ces paires. Soit S/ — S
un morphisme entre deux k-schémas, le pull-back induit un foncteur M(S) —
M(S"). Ainsi la collection des groupoides M(S) lorsque S parcourt la catégorie des
k-schémas définit un champ M appelé le champ de Hitchin.

Dans le langage des champs, on peut réinterpréter cette définition comme suit.
Soit BG (resp. BG,,) le champ algébrique classifiant les G-torseurs sur k (resp. les
fibrés inversibles sur k). Ainsi pour tout k-schéma S, BG(S) est la catégorie dont
les objets sont les G-torseurs sur S et les morphismes sont les isomorphismes entre
de tels fibrés. On note hp : X — BG,, le morphisme qui correspond au fibré
inversible Ox (D).

Soit S un k-schéma. La donnée d'un fibré de Higgs E sur X x S est équivalente
a celle d'une fleche

hg : X xS — BG.

Puis la donnée d'un champ de Higgs ¢ est équivalente a celle d'une fleche
hge: X xS —[g/G x Gy

au-dessus de hg X hp : X x S — BG x BG,,.

On définit I'espace de Hitchin A comme le foncteur qui associe a tout schéma S
I'ensemble des fleches X x S — [¢/G,,] au-dessus de hp : X xS — BG,,. On voit
aisément que A est 'espace des sections globales du fibré vectoriel ¢p = ¢®0, Ox (D).

Définissons maintenant le morphisme de Hitchin. La facon la plus simple est
d’utiliser la description champétre des paires de Higgs. Soit S un schéma; un S-point
de M consiste en la donnée de deux fleches hp : X x § — BG et hg, : X X S —
l9/G x G,,] telles que le diagramme naturel soit commutatif. En composant hg
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avec le morphisme de Chevalley x : [g/G X G,,,] — [¢/G,,], on obtient un S-point de
A. Le morphisme que 'on vient de définir est appelé le morphisme caractéristique
de Hitchin et il est noté:

m: M — A
Pour tout point a € A, on notera M, la fibre m~!(a) au dessus de a et on considérera
M comme une famille des fibres M, lorsque a varie.

Introduisons quelques sous-schémas ouverts de A sur lesquels on va travailler dans
la suite. Remarquons que 1'on peut identifier I'ensemble A(k) des k-points de A &
un sous-ensemble de ¢(F ®; k). Sous cette identification, on définit le sous-schéma
A (resp. A*1) de maniere suivante: un k-point de A est dans A% (resp. A*™)
si et seulement si, étant considéré comme un élément de ¢(F @y, k), il est régulier
semisimple (resp. régulier semisimple et elliptique). On vérifie aisément que ce sont
des sous-schémas ouverts de A.

Pour tout point géométrique a € A(k) considéré comme un morphisme a : X —
¢p, on définit U, comme I'image inverse dans X de ¢5; lorsque a € AY(k), c’est un
ouvert dense de X.

On définit le revétement caméral X en formant le diagramme cartésien

X —>tD

| !

XxA —— ¢p.
Soit a € A(k) un k-point de A, on obtient un revétement dit caméral X, de
X. On vérifie facilement que si a est régulier, alors le revétement X, — X est
génériquement un torseur sous W et la courbe X, est réduite.

On notera M (resp. M) le sous-champ ouvert de M défini comme l'image
inverse de A” (resp. A*) via le morphisme de Hitchin m. Les propriétés impor-
tantes de ces sous-champs peuvent étre résumées dans le théoréeme suivant qui est
diu a Biswas-Ramanan, Faltings et Nitsure.

Théoreme 3.2. Avec les notations ci-dessus,

i) MY est un champ lisse.

ii) Supposons que G est semisimple, alors le morphisme de Hitchin M®™ —
A qu-dessus de louvert A*™ est propre. De plus, le champ M est de Deligne-
Mumford.

Ezemple : G = GL,. La donnée d’une paire de Higgs (F, ) sur un schéma S
est équivalente a la donnée d’un fibré vectoriel E de rang n sur X x S muni d’un
endomorphisme tordu ¢ : F — FE ® O(D). L’espace affine de Hitchin est alors
simplement

A= P H(X,0x(iD))
1<i<n
et le morphisme caractéristique de Hitchin m envoie une paire (F, ) sur le point

(tr(p), tr(A%p), ... tr(A"p)) € A
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olt tr(A%p)) est la trace du morphisme Alp : A'E — A'E @ Ox (iD).

Soit a = (ai1,as,...,a,) un k-point de A qui correspond & une collection de
sections globales des fibrés vectoriels a; € HY(X, O¢(iD)). En évaluant ces sections
au point générique de X, on obtient un polynéme P,(t) = t" —a;t" ' +...+(—1)"a,
a coefficients dans F ®; k. On voit que a est régulier (resp. régulier elliptique) si et
seulement si P, n’a que des racines simples (resp. est irréductible).

FExemple : groupes unitaires. Si G est un groupe unitaire associé a un revétement
X, de degré 2, le champ de Hitchin classifie les “fibrés hermitiens” munis d'un
“endomorphisme hermitien tordu”. Le morphisme de Hitchin est encore donné par
I’application polynome caractéristique.

3.3. Groupes des symétries. On renvoie a la section 1.3 pour la définition du
centralisateur régulier J au-dessus de ¢. Comme J est G,,-équivariant, on peut de-
scendre J en un schéma en groupes commutatifs lisse sur le champ quotient [¢/G,].
On note celui-ci encore J et on I'appelle toujours le schéma en groupes des central-
isateurs réguliers.

Soit a un S-point de A; c’est équivalent a donner une fleche a : X x S — [¢/G,,,].
En prenant 'image inverse de .J, on obtient un schéma en groupes commutatifs
J, = a*J sur X x S et on introduit P, le champ classifiant des J,-torseurs sur
X x S. Soit (E, ) € M,; la fleche x*J — [ sur g induit une fleche

X" o — Aut(E, ).

Ainsi, on peut tordre cette paire par n’importe quel J,-torseur et on obtient donc
une action de P, sur M,. Lorsque l'on varie a, P, s’organise en famille et définit
un champ P au-dessus de A. C’est un champ algébrique qui agit sur le champ de
Hitchin M. On notera PY (resp. P*%) la restriction de P au-dessus de 'ouvert AY
(resp. A™).

On montre que P est un champ relativement lisse au-dessus de A%. On peut
alors définir le faisceau en groupes commutatifs m(P) des composantes connexes de
P* pour la topologie étale sur A", Sa fibre en un point géométrique a € AV (k) est
le groupe des composantes connexes de P,:

[m0(P)]a = m0(Pa)-

Le lien entre l'action de P, et I'endoscopie viendra du résultat suivant, dont
la preuve utilise d’ailleurs une technique de Kottwitz classique pour traduire des
résultats de cohomologie Galoisienne en termes de L-groupes.

Proposition 3.4. [1, Prop. 6.8] Il existe un homomorphisme canonique
X, T xW Trr(X,) — mo(Py)

et c’est un isomophisme st G est adjoint. Cet homomorphisme s’organise en famille.
De plus, si G est semisimple, a est dans A (k) si et seulement si mo(P,) est fini.
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Exemple : G = GL,. Reprenons les notations de '’exemple du paragraphe
précédent. Fixons une caractéristique a € A(k) réguliere, autrement dit a € A% (k).
On définit la courbe spectrale Y, associé a a; c¢’est une courbe tracée sur l’espace
total Xp du fibré inversible Ox (D) donnée par 1'équation

t" —at" 4. 4 (—1)"a, = 0.

C’est un revétement fini de X qui est génériquement étale Galoisien de groupe de
Galois W = &,,. On voit bien que la condition que a est régulier (resp. régulier
elliptique) entraine que la courbe Y, est réduite (resp. irréductible). Vue la forme
explicite de J, donnée dans I'’exemple du paragraphe 1.3, on voit aussi que le groupe
des symétries P, est le champ de Picard de Y, qui classifie les fibrés inversibles sur
Y,. Beauville, Biswas et Ramanan ont montré que la fibre M, peut se voir comme
le champ classifiant les faisceaux cohérents sans torsion de rang générique 1 sur Y,.
Avec ces identifications, I'action de P, sur M, est donnée par le produit tensoriel
L ® F d’un fibré inversible £ sur Y, avec un faisceau cohérent sans torsion F de
rang générique 1.

Ces constructions se généralisent aux groupes unitaires, et plus généralement aux
groupes classiques.

3.5. Formule de produit. On veut établir un lien entre le contexte global et le
contexte local. On se donne un k-point a de A; on le considére aussi comme un
morphisme a : X — [¢/G,,]. Rappelons qu’on a déja défini U, comme I'ouvert de
X des points réguliers défini par a. Puis on considere le champ quotient [M,/P,]. A
priori, c’est une 2-catégorie mais on vérifie aisément que c’est en fait une 1-catégorie.
Soit S un k-schéma; [M,/P,](S) est le groupoide dont les objets sont des paires de
Higgs (F, ) de caractéristique a et les morphismes entre deux telles paires (£, ¢)
et (F',¢') consistent en un élément p € P,(S) et un isomorphisme

po(E, ) — (E,¢).
Proposition 3.6 (Formule de produit). Avec les notations ci-dessus, on a une
équivalence de catégories:

Ma/Po) =[] Mu(a)/Py(a)].

veX—U,

On se content d’expliquer le foncteur de la catégorie [[ .5y, [Mo(a)/Py(a)] vers
la catégorie [M,/P,]. Soit (xy),cx_rp, une famille d’éléments de (M, (a)),ex_y,. On
considere la paire de Higgs (E, ) sur X définie par la section de Kostant au-dessus de
a. L’isomorphisme sur le disque pointé X$ = X xj I, permet de recoller la restriction
de (E, ¢) sur U, avec les données locales (z,),cx_y, pour obtenir une nouvelle paire
de Higgs (E',¢') sur X. Ainsi on obtient un foncteur [T, ¢, My(a) — M,. 11
est compatible avec I'action de [[,cx_y. Pu(a) et de P,, donc on obtient un foncteur
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[Tex v, Mo(a)/Py(a)] — [Ma/P,]. Une démonstration du fait que ce foncteur
est pleinement fidele et essentiellement surjectif se trouve dans [1, Théoréme 4.6]".

Rappelons que du coté de la formule des traces, pour pouvoir exprimer l'intégrale
orbitale globale comme un produit des intégrales orbitales locales, on a besoin
d’extraire le facteur de volume. La formule ci-dessus est I'interprétation géométrique
de cette opération.

3.7. Invariant 6. Soit a € A”(k); on le considére comme un morphisme a : X —
¢p. Rappelons que U, est I'ouvert de X des points réguliers défini par a. Au-dessus
de U,, le schéma en groupes commutatifs lisse .J, est un tore. En dehors de U,, il
a aussi un facteur unipotent. D’apres Raynaud et al, il existe un modele de Néron
J’ de J, sur X. C’est un schéma en groupes commutatifs lisse sur X muni d'un
homomorphisme J, — Jg qui est un isomorphisme sur U, et qui est maximal
pour ces propriétés. Ceci signifie que pour tout homomorphisme J, — J! qui est
un isomorphisme sur U, avec J/ un schéma en groupes commutatifs lisse sur X, il
existe un homomorphisme .J! — J’ rendant commutatif le diagramme évident. Le
modele de Néron J’ peut étre construit explicitement & partir de la courbe camérale
X,, cf. [2, corollaire 4.8.1]. On notera P le champ classifiant les .J’-torseurs sur X.
L’homomorphisme J, — J? induit un homomorphisme P, — P>. Ngo montre:

Proposition 3.8. [2, Prop 4.8.2]

i) L’homomorphisme P, (k) — P’(k) est surjectif.

ii) Le composante conneze de P’ est un champ abélien.

i) Le noyau R, de P, — P> est un groupe algébrique affine qui peut s’écrire
comme un produit des groupes algébriques affines locauz.

L’invariant ¢, mesure la dimension de la partie affine de P,:

0 == dimR,.

FExemple : G = GL,. Reprenons les notations de l’exemple du paragraphe
précédent. On considere & : Y — Y, la normalisation de la courbe spectrale
Y,. La fleche £ — £*L£ qui associe & tout fibré inversible sur Y, son pull-back sur Y;”
définit un homomorphisme &* : PicY, — PicY. On considere la suite exacte:

0— O;@ — 5*(’);; — @O;ﬂb/(’);ﬁa — 0.

La suite exacte longue de cohomologie implique que £* est essentiellement surjectif,
c’est-a-dire il est surjectif au niveau des k-points. On voit bien que le noyau de &*
consiste en les fibrés inversibles sur Y, dont le pull-back sur Y, est isomorphe au
fibré trivial Oy,. L’invariant d, est par définition I'entier dim HO(Ya,f*OY; /Oy,).
Il mesure la dimension du groupe affine ker £*. Puis on introduit le groupe des
composantes connexes 7o(Y,). Le morphisme ¢* : PicY, — PicY? induit un ho-
momorphisme o (Pic Y,) — mo(Pic Y?) = Zma),

10On remarquera que notre notation est ici celle de [2]. Dans [1], ce que nous notons M, (a) est
noté Mg |
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3.9. Normalisation en famille. On construit une stratification de A par normal-
isation en famille. Par définition, étant donné un morphisme propre, plat, de fibres
réduites de dimension un Y — S, une normalisation en famille Y — Y est un
morphisme propre birationnel qui est un isomorphisme sur un ouvert U de Y dense
dans chaque fibre de Y au-dessus de S et tel que le morphisme composé Y’ — S
soit un morphisme propre et lisse.

Ngb montre qu’il existe une stratification

AV xp k= | | Ay
YeW
de A” xy k par des sous-schémas localements fermés A, indexés par un ensemble
fini d’indices W qui vérifie les conditions suivantes:

i) Au-dessus de chaque strate Ay, la courbe camérale X » admet une normalisation
en famille apres un changement de base radiciel.

ii) Pour tout k-schéma S connexe réduit qui est muni d'un morphisme s : S —
A x, k tel que la restriction de la courbe camérale & S admette une normalisation
en famille, alors le morphisme s se factorise par I'une des strates A,.

On utilise la relation d’ordre suivante sur W: soient ¢ et ¢’ deux éléments de W,
on dit que ¢ < ¢’ si et seulement si A, est contenue dans I'adhérence de Ay. On
vérifie que l'invariant d, reste inchangé dans une normalisation en famille de base
connexe. Ainsi on dispose d’une application § : ¥ — N; par rapport a la relation
d’ordre sur ¥, c¢’est une fonction décroissante. On définit alors une stratification de
AY x; k par I'invariant § en regroupant tous les strates de méme ordre:

As= || Ay
(y)=0
L’estimation suivante joue un role clef dans la preuve de la version forte du théoreme
de support.

Proposition 3.10. Si le degré du diviseur D est trés grand par rapport a o, alors
la strate As est de codimension supérieure ou égale a §.

On notera A8°°d I'ouvert qui contient toutes les strates As qui vérifient codim As >
§. Lorsque D est assez grand, c’est un ouvert non vide de A¥. Son complémentaire
dans AY est noté AP,

Remarquons aussi que, sur chaque strate, le groupe des composantes connexes
7o(P,) reste constant. On montre que si G est semisimple, alors I’ensemble des
strates telles que, pour tout point géométrique a dans cette strate, le groupe des
composantes connexes soit fini forme I'ouvert non vide A* de AY.

Exemple : G = GL,. Reprenons les notations des exemples des paragraphes
précédents. On considere le foncteur B qui a tout schéma S associe I’ensemble B(\5)
des triplets (a, Y7, &) ot

i)a:S — A" est un S-point de A,

ii) £ 1Y) — Y, est une normalisation en famille de la courbe spectrale Y.
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On prouve qu’il est représentable par un k-schéma de type fini et que le morphisme
d’oubli B — AY est une bijection au niveau des k-points. On note ¥ I’ensemble des
composantes connexes de B; c¢’est un ensemble fini. Puis pour tout ¢ € ¥, on note
Ay I'image de la composante connexe By, de B. On obtient ainsi la stratification par
normalisation en famille de A":

AO Xk /2‘ = I_l A¢.
Ppev

L’intérét de cette stratification réside dans le fait que les invariants d, et mo(Y,”) sont
constants sur chaque strate de cette stratification.

4. COMPTAGE LOCAL ET GLOBAL

4.1. Une k-formule de Lefschetz. Reprenons les notations du début du para-
graphe 2.5, ou un k-schéma en groupes commutatifs P agit sur un k schéma M. On
suppose M et P localement de type fini sur k, et que les conditions suivantes sont
vérifiées:
i) Le groupe des composantes connexes my(P) de P est un groupe abélien de
type fini.
ii) Le stabilisateur dans P de tout point de M est un sous-groupe de type fini.
iii) Il existe un k-sous-groupe discret sans torsion A de P tel que P/A et M/A
soient de type fini.

Sous ces hypotheses, la catégorie quotient [M/P] est équivalente a la catégorie
[(M/A)/(P/A)]. Donc il n’y a qu'un nombre fini de classes d’équivalence dans
[M/P](k) et pour tout « € [M/P](k), son groupe d’automorphismes Aut(z) est fini.
Le nombre rationnel §[M/P](k), associé a un caractere k de H'(k, P) est ainsi bien
défini. Si k est le caracteére trivial, on le note simplement #[M/P](k).

Cette somme §[M/P](k), a une interprétation cohomologique. Soit P, le groupe
des classes de o-conjugaison dans P(k). Ainsi H'(k, P) s’identifie au sous-groupe de
torsion de P,. D’apres [2, lemme 8.1.12], il existe toujours un relevement de x sur
P,, noté encore k : P, — @ZX Choisissons un tel relevement. Quitte a remplacer
A par un sous-groupe d’indice fini, on suppose que k est trivial sur A. On notera
HY(M/A), (cohomologie (-adique) le sous-espace de HZ (M /A) sur lequel le groupe
P/A agit via le caractére k. On prouve, cf. [2, proposition 8.1.6]:

Proposition 4.2. Soit P° le composante connexe de P. On a alors la formule:

3PO(k) - 4[M/P)(k)x = Y _(=1)" tr(o, HX(M/A),0).

n

De plus, si N est un sous-groupe d’indice fini et o-invariant de A, alors pour tout
entier n, on a un isomorphisme canonique

He (M/A')e — HY(M/A)y.
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4.3. Soit a € A™i(k) un k-point anisotrope de A; il s’identifie & un morphisme
a: X — cp. Soit J, un schéma en groupes commutatifs lisse de fibres connexes
sur X muni d'un homomorphisme J! — J, qui est un isomorphisme sur U, et soit
P! le champ classifiant les J)-torseurs sur X. L’homomorphisme J! — J, induit
un homomorphisme P! — P,. La formule de produit se généralise:

Ma/Pi= T IMula)/Pu(T)].
veX U,

Et cette équivalence de catégories est compatible avec I'action de o € Gal(k/k).

En toute place v € X —U,, on fixe une trivialisation du fibré inversible Ox (D’)|x,
et on choisit une mesure de Haar d ¢, du tore J,(F,). Ainsi, on peut

i) identifier la restriction de a & X, = X x F,, avec un élément a,, € ¢¥(F,)Nc(O,),

ii) identifier J, et J,,, ce qui permet de munir une mesure de Haar d ¢, a J,, (F,),

iii) identifier la fibre de Springer affine M, (a) munie d'une action de P,(J!) avec
la fibre de Springer affine M, (a,) munie d'une action de P,(J; ).

Soit  : m(P,)e — Q) un caractere. Comme J! est de fibres connexes, on a déja
démontré le lien entre le comptage local [M,(a,)/Py(J.)](k) et I'intégrale orbitale:

fiMo(av)/Pu(Jg)](k) = vol(J5(Oy), d L) OF (1g,, dty).
Puis la formule des produits entraine:

HIM PR = ] vol(J,(Oy),dt,) OF (Lg,,dt,).

veX—-U,

5. THEOREME DE STABILISATION ET LEMME FONDAMENTAL

Pour simplifier 'exposition, on suppose désormais que G est un groupe déployé
semisimple, simplement connexe.

5.1. L’ouvert étale A. Dans la suite, il sera plus agréable de travailler sur un
ouvert étale A de A que lon va introduire que de travailler directement sur 'espace
de Hitchin A. On fixe d’abord un point géométrique oo € X (k). Soit A> I'ouvert
de A défini sur k tel qu'un point géométrique a € A(k) appartienne a A>(k) si
et seulement si le revétement caméral Xa — X est étale au-dessus de oco. Cet
ouvert est contenu dans AY. Puis on introduit A dont les k-points sont les couples
a=(a,%) ot a € A®(k) et % est un k-point de X, au-dessus de co. Alors, A est
irréductible lisse et le morphisme d’oubli A — A™ est un torseur sous le groupe
W. Notons que si co est défini sur k, alors A> et A sont aussi définis sur k. Les
homomorphismes de la proposition 3.4 pour a € A> proviennent simplement d’un

homomorphisme X, T — mo(P), 1, ¢f [2, Prop 5.7.1].

5.2. La k-décomposition perverse. On notera A Dintersection de l'ouvert
anisotrope A avec I'ouvert étale A de A. On considere le morphisme de Hitchin
au-dessus de cet ouvert

mani . Mani Aani‘
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(Pest un morphisme propre. De plus, le champ M® est un champ algébrique
de Deligne-Mumford lisse muni d’une action de P*i. Par le théoréme de pureté
de Deligne, K = miQ, est un faisceau pervers pur muni d’'une action de Ppani,
Par le lemme d’homotopie, cette action se factorise a travers le schéma en groupes
commutatifs finis 7T0(75ani). Ainsi, on obtient l'interprétation géométrique de la k-
décomposition dans le processus de stabilisation de la formule des traces:

K:@Kﬁ

ou k parcourt I'ensemble des caracteres X,T — @Z qui se factorisent a travers le
groupe fini m(P*™) et ot K, est le facteur direct de K sur lequel m(P*™) agit par
le caractere k. On appelle K, le k-morceau de K et si k appartient au centre de
G, on I’appelle le morceau stable de K et on le note aussi K. Grosso modo, la
stabilisation consiste a décrire les différents morceaux K, en termes des morceaux
stables associés aux groupes endoscopiques de G.

5.3. Transfert endoscopique. Soit (k, p,) une donnée endoscopique comme au
paragraphe 1.6. Rappelons que 'on dispose alors d'un morphisme fini ¢y — ¢g.
A son tour, celui-ci induit un morphisme fini et non ramifié Ay — Ag puis une
immersion fermée v : Ay — Ag (cf [2, 6.3]). Soit ay € Ay (k) dimage @ € Aq(k).
On note a (resp. ag) limage de @ dans Ag(k) (resp. ay dans Ag(k)). Alors,
il existe un homomorphisme canonique J, — Jg 4, dont la restriction au-dessus
de U, est un isomorphisme. On choisit une fois pour toutes un schéma en groupes
commutatifs lisse de fibres connexes J; muni d’'un homomorphisme J, — J, qui est
un isomorphisme génériquement. On peut choisir J/ de maniere que H°(X,.J!) = 0
de telle sorte que le champ P! classifiant les J!-torseurs sur X est de type fini. Les
morphismes naturels P, — P, et P, — Pp,, induisent des actions de P, sur
M, et Mp,,. Dans la suite, on travaille toujours avec les quotients [M,/P.] et
[M H,ag / P(/l]

Comme on I’a déja dit au paragraphe 1.4, il existe un diviseur effectif réduit RE
sur ¢ (resp. R p sur ¢y p) vérifiant la relation v*D¢ = Dy + 2R4.

5.4. Rappelons que k s’identifie a un caractere de X, 7. Via le morphisme X,7" —
710(73)| i, on peut donc considérer le facteur direct K¢, de Kg. Clest aussi un
faisceau pervers pur. L’argument clef de la preuve de Ngo réside dans le théoreme
de support suivant.

Théoréme 5.5 (Théoreme de support).

i) (Version faible) Le support de K¢, est contenu dans l'image de Az,

ii) (Version forte) Soit K un facteur direct de K¢ . Supposons que le support
de K a une intersection non vide avec Uouvert A%° N A38 . Alors, il contient
Ase ) A

Voici alors le théoreme de stabilisation géométrique.
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Théoreme 5.6. A un twist et un décalage pres, on a un isomorphisme:
. ~
v KG,H, ? KH,st

Ce résultat géométrique est obtenu a partir du théoreme de support et a l'aide des
comptages des fibres de Springer affines et de la fibration de Hitchin, au terme d’un
raisonnement au cours duquel sont prouvés aussi le lemme fondamental et 1’énoncé
i) ci-dessous.

Théoreme 5.7. Avec les notations précédents, on a :
i) (Stabilisation) Pour tout k-point ay € A3(k) d’image a € A™(k), si a (resp.
ap ) est l'image de a (resp. ay), on a toujours l’égalité globale:

HMo/P(K)w = ¢ HOD My o, /P (K)

ot r%(ay) est le degré du diviseur aiRE.
ii) (Lemme fondamental) Pour tout k-point ay € ¢ (F,) N ey (O,) dimage a €
¢S5 (Fy) Neg(Oy), on a toujours 'égalité locale:

ﬂ[Mv<a>/,Pv<Jclz>](k)n = qdeg(v)rg’v(aH)ﬁ[MH,v(aH)/,Pv<Jc/L>](k)

ot 7% (ag,) est le degré du diviseur iy RE en v.

L’équivalence de ii) et I’énoncé du lemme fondamental résulte du comptage sur
les fibres de Springer affines, cf proposition 2.7.

Expliquons pourquoi i) implique la stabilisation géométrique. En effet, K¢ . (resp.
Ky ) est un faisceau pervers pur sur .[l?{ni, donc il existe un ouvert non vide U de
A tel que

i) la restriction de v* K¢, (resp. Kp,) sur cet ouvert soit un systeme local,

ii) le faisceau pervers v* K¢, (resp. Kp,) soit le prolongement intermédiaire de
sa restriction sur U.

Compte tenu du comptage global, le point i) du théoreme ci-dessus implique
que, pour toute extension finie k' de k et pour tout A’-point ay de A%}’i d’image
a € Ag(K'), on a I'égalité:

D (0" te(ow, (Kga) = > (=1)" tr(ow, (K ay)-
n n
En particulier, pour toute extension £} de degrée j de k', on considere ay comme
un kj-point de Ap et obtient aussi 'égalité:
D (D) (o, (K& ,a) = Y (=1)" tr(oh, (K ay)-
n n
Comme K¢, et K, sont purs, les valeurs propres de oy dans (K¢ ,)a) et (K¢, )a)

ndeg(k:’/lc)/2.

sont toutes de modules ¢ On en déduit que

tr(O'k/, (Kg,m)d) = tI‘(O'k/, (KIZ,R)&H)‘

Le théoreme de Chebotarev appliqué aux systemes locaux v*Kg ,, et Ky, entraine
qu’ils sont isomorphes apres semi-simplification.
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5.8. Voici les grandes lignes de la preuve du théoreme 5.7 de Ngo Bao Chau. On se
place d’abord sur un ouvert A}ﬁans dit transversal de A?}li. Par définition, un point
géométrique gy € AW (k) d’image ay € A% (k) est dans cet ouvert si et seulement
sia € A%°'N A(k) et que 'image a(X) coupe transversalement le diviseur réduit
Dy + %G dans ¢p p.

Soit ay € A%(k) d’image a € A*(k); on note ay (resp. a) 'image de ay dans
Ay (k) (resp. de a dans A(k)). On peut calculer explicitement les nombres locaux
tMy(a)/Pu(J)](K)x et iiMuo(an)/Py(J,)](k) et vérifie directement que

1M () /Po(T))(R)s = ™= 54 Mg (ar) /P ()] (R).

Compte tenue du fait que r§(an) = Y, deg(v)rf ,(am), Iégalité globale s’en suit.
Ainsi, le théoreme de stabilisation est valide pour tout point transversal apy €
Atrans ().

Puis, le théoreme de support implique immédiatement que le théoreme de sta-
bilisation est encore valide pour tout point ay € /E?Od N A%}“(k) Démontrons
maintenant le lemme fondamental. En effet, soit apy, € c3(F,) Nex(O,). Alors, si
’on choisit le diviseur D de degré suffisamment grand, il existe ay € fllg; od N A2 (k)
dont la composante locale en v est ap, et que 'image ay(X — {v}) coupe transver-
salement le diviseur © i +RE dans ¢p . On note a 'image de ay € flg(k) Puisque
ag € A%°N N A2i(k), on a 'égalité globale:

M/ P (k) = ¢ 5T My o, [P ()

Comme ag (X — {v}) coupe transversalement le diviseur D g + RE dans ¢p g, pour
toute place w # v, on a:

HIMu (@) /P ()] (k) = g B 0D My (anr) )/ Pus ()] (F)

et ils ne s’annulent pas. On obtient ainsi la méme égalité en la place v, autrement
dit le lemme fondamental:

HMo(a) /Po( )] (k) = g 514 My o (arr) /Py ()] (R).

Enfin, supposons qu'on a déja démontré le lemme fondamental. Démontrons
le théoreme de stabilisation pour tout point ay € AP (k). En effet, le lemme
fondamental implique que, pour toute place v de X, on a:

HMo(a) /Po( )] (k) = g 554 My o (arr) /Py ()] (R).
On fait le produit sur toutes les places pour obtenir ’égalité globale:
MG/ P (R) s = g =TS0 My, /P (R).

La preuve est donc terminée.
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