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Le but principal de ce cours est de démontrer le théoréme d’inversion locale,
qui donne des conditions pour qu’une application différentiable soit au voisinage
d’un point, un difféomorphisme. Nous introduirons & partir de 14 les sous-variétés
de dimension m de R", objets qui ressemblent localement & des ouverts de
R™, et sur lesquelles la notion de fonction différentiable a encore un sens.
Nous pourrons alors examiner sur ces sous-variétés les problemes d’extrema des
fonctions différentiables, dits extremas avec contrainte, et plus généralement, nous
expliquerons comment trouver les points critiques des fonctions différentiables sur
ces sous-variétés, et I'intérét topologique que peut avoir I’étude des points critiques,
avec notamment les fonctions de Morse. En premier lieu, nous rappelons les notions
de base du calcul différentiel.

Tous les espaces vectoriels considérés seront supposés de dimension finie. On
les suppose munis de normes. Rappelons que toutes les normes sont équivalentes.
Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, on désigne par L(E,F) I’espace
vectoriel des applications linéaires de E dans F. Cet espace vectoriel est équipé
de la norme suivante : || u [[= supy, =1 || () || de sorte que pour tout vecteur

z € E, on a la majoration
[ u(@) 1< wllff =] -

Etant donnée une application linéaire u : E — F, et z € E, on écrit souvent u.x

pour u(zx).

1. Applications différentiables

1.1. Différentielles et différentielles partielles

Soit U un ouvert d’un espaée vectoriel E, et f : U — F une application définie

sur U.
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DEFINITION 1. — Soit a € U. On dit que f est négligeable devant || z — a I
quand x — a si pour tout réel € > 0, il existe un voisinage ouvert V.C U de a tel

que pour tout x € V on ait

@) lI<elz—all

Cette définition est évidemment indépendante du choix des normes choisies
sur E et F. Si f est négligeable devant ||  — a || quand z — a, on a f(a) = 0, et
la fonction f est continue en a. L’énoncé est équivalent au suivant : il existe une

fonction z + €(x) définie au voisinage de a telle que lim, ., e(z) = 0 et telle que

@) lI<e@) z—all.

DEFINITION 2. — Soient f et g : U — F deus applications définies sur un
voisinage owvert U d’un point a, d valeurs dans un espace vectoriel F. On dit que

[ et g sont tangentes en a si f — g est négligeable devant || z — a || quand z — a.

Dans l’ensemble des applications définies au voisinage de a, la relation «f et

g sont tangentes en a » est une relation d’équivalence.

DEFINITION 3. — Une application f : E — F est dite affine Uapplication

u:z — f(z) — f(0) est linéaire.

Une telle application affine s’écrit donc de maniére unique f(z) = a + u.z,
avec u € L(E,F). L’application linéaire u s’appelle la différentielle de f; elle est
notée df.

Exemples
Les translations z — x + a sont des applications affines. Le composé go f de

deux applications affines f : E — F et g : F — G est une application affine, et on
ad(go f)=dgodf.

PROPOSITION 4. — Considérons la relation d’équivalence définie ci-dessus
dans l’ensemble des applications définies au voisinage de a. Dans chaque classe

d’équivalence, il existe au plus une application affine.
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Démonstration. On peut supposer, quitte & faire une translation, que ¢ = 0.
Il s’agit de montrer que si f est une application affine, négligeable devant || z ||
quand z — 0, alors f = 0. On a évidemment f(0) = 0. Donc f est une application
linéaire. Mais alors il découle de la définition pour tout € > 0, il existe une boule

B(0,7) dans E telle que pour || z ||< r on ait

I f)l<ellz]l.

Mais cette inégalité reste conservée quand on change z en Az, et par conséquent,
elle est vraie pour tout vecteur de E. Par suite, || f ||< e. Puisque ceci est vrai

pour tout € > 0, ceci implique que || f ||= 0 et par suite f = 0. o

DEFINITION 5. — Soit f : U — F une application définie au voisinage U de

a € E. On dit que f est différentiable en a si f est tangente en a & une application

affine.

Si f est différentiable au point a, il y a une seule application affine g tangente
a f au point a. Sa différentielle dg s’appelle la différentielle de f au point a, et est
notée d,f ou df(a). Dans la pratique, il est souvent commode de se ramener au
cas a = 0, ce qu’on peut faire en remarquant que f est différentiable au point a si
et seulement si il existe une application linéaire u : E — F telles que les fonctions,
définies au voisinage de a, h — f(a + h) et h — f(a) + u(h) soient tangentes en
0. Ceci signifie donc qu’étant donné un nombre réel € > 0, il existe un voisinage
ouvert W de 0 dans E tel que pour h € W, on ait a+h € U et

[ fla+h)=fla) —uh) [[<ell n].

Bien siir, I’application linéaire u est la différentielle d, f.
Il résulte de la définition qu’une application affine f est différentiable en tout

point, et que la différentielle en un point a est en fait indépendante de a.

REMARQUE 6. — Si f est différentiable en a, f est évidemment continue en
a. En effet, une application affine g est continue, et on a déja vu que si f et g sont

tangentes en a, la différence f — g est continue en a.

REMARQUE 7. — Si E = R, la différentiabilité de f : U — F en a est

équivalente & l'existence d’une dérivée f'(a) pour la fonction f; la différentielle
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dof € L(R,F) est alors donnée pour h € R par la formule
dof(h) = hf'(a).

En effet, si f est différentiable en a, sa différentielle s’écrit d, f.h = hv, ot v
’

est un vecteur de F; on a alors

im L@t h) —fla) _
h—0 h

Réciproquement, si f est dérivable en a de dérivée v, la fonction f(a+h)—f(a)—hv

est négligeable devant || A || quand h — 0, et donc f est différentiable en a de
différentielle h — hv.

DEFINITION 8. — Soit f : U — F une application définie sur un ouvert U
d’un espace vectoriel E. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable
en tout point de U. On dit que f est de classe C' si ’application f est différentiable,
et si Uapplication df : U — L(E,F) qui associe & un point © sa différentielle d, f

est continue.

Applications & valeurs dans un produit

PROPOSITION 9. — Soit
fi
r=1 :
fm
une application U — F = Fy x ... x F,, une application définie au voisinage

U d’un point a € E. Alors [ est différentiable en a si et seulement si chacune

des applications f; est différentiable en a, et sa différentielle do f est Uapplication

linéaire

do f1.h

h +—
dofm-h




6

Démonstration. On choisit une norme sur chacun des espaces vectoriels F;,

et on équipe I'espace vectoriel I de la norme || y ||= sup;—; _ , Hyz I| pour
Y1
Ym

Considérons une application affine g : E — F. Les composantes g; de g sont encore

des applications affines, et on a pour tout z € U

I f(z) = g(2) I= sup || fi(z) —gilz) || -

i=1,...,m
Par conséquent, si f et g sont tangentes en a alors seulement si f; et g; sont
tangentes en a. Il en découle que si f est différentiable en a alors f; I’est aussi, et que
sa différentielle d, f; est la i-éme composante de d, f. Réciproquement, supposons .
que pour tout 7 I’application f; soit différentiable en a, et considérons ’application
linéaire v de composantes d, f;. Alors I’application affine z — f(a) + u(z — a) est

tangente a f en a, et par conséquent f est différentiable en a, de différentielle
dof = u.

Différentielles partielles

Soit f : U — F une application définie au voisinage U d’un point a. Soit S C E
un sous-espace vectoriel de E. On dit que f a au point a une différentielle partielle
dans la direction S si 'application, définie sur le voisinage ouvert de 0 des points
h €S tels que a +h € U par h — f(a+ h) est différentiable en 0. Si c’est le cas,
la différentielle de cette fonction en 0 est notée s f(a).

PROPOSITION 10. — Si f est différentiable en a, alors f a une différentielle
partielle au point a dans la direction S et on a s f(a) = dgf|s-

Démonstration. Par définition, les applications h — f(a + h) et h —
f(a) + dyf.h sont tangentes en 0. Quand on les compose par inclusion F — E,

les applications obtenues sont encore tangentes. L’énoncé en découle. o
Ceci s’applique bien siir quand
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est une somme directe de sous-espaces E;, & chacun des sous-espaces vectoriels E;.

Dans ce cas, la différentielle partielle dg, f(a) est plutét notée 8; f(a). Rappelons

qu'une application linéaire u : E — F est déterminée par ses restrictions u; = ulg, :

I'image d’un vecteur z s’écrivant dans cette somme directe z = > | z;, avec
n - . ’

z; € By, est le vecteur )" ; u;(x;). Une telle application sera notée comme une

matrice ligne
(’U,l, . ,’Lbn)

Les éléments de cette matrice ne sont plus des scalaires, mais des applications

linéaires.

ProproSITION 11. — On considére une application f : U C E — F définie

sur un ouvert d’un espace vectoriel E s’écrivant comme somme directe
— n .
E — @’l:lE’L'

Soit a € U. Supposons que f soit différentiable en a. Alors f a des dérivée partielles
en a dans la direction E;, notée 0;f(a), et la différentielle d,f est donnée par la

matrice

(01f(a),...,0pf(a))

Quand les espaces vectoriels E; sont de dimension 1, chacun d’entre eux étant
muni d’un vecteur e; non nul, les vecteurs (ey,...,e,) constitue une base de E.
On note (21, ..., ) les coordonnées d’un point dans cette base. La différentiabilité
partielle de f dans la direction E; équivaut & la dérivabilité de t — f(a + te;) &
Porigine. La différentielle partielle 8; f(a) est alors donnée par sa valeur en e;, et
coincide avec cette dérivée a l'origine ; on 'appelle la dérivée partielle au point a

dans la direction e;, et on la note

of
oz, (a).

En général l'existence de différentielles partielles de f en un point a ne permet
pas de conclure a la différentiabilité de f en ce point. Il faudra donc rajouter des
hypotheses supplémentaires si on veut obtenir, a partir de I'existence de dérivées
partielles, la différentiabilité de f (cf. théoreme 17).




Exercice 1.1

Considérons sur R? I'application f définie par

f@n) = i 8@y A0
1= 0

Cette application a des dérivées partielles & l'origine, mais elle n’est pas continue

en 0.

Exercice 1.2

On considere la fonction f : R? — R définie par

2
flz,y) = 5% si (z,y) #0
f(0) = 0

Soit e € R? un vecteur non nul. Montrer que pour tout e, cette fonction f
a une dérivée partielle dans la direction e. Vérifier que cette fonction n’est pas

continue a 'origine.

On peut combiner les deux énoncés ci-dessus. Supposons données deux décom-

positions en somme directe
E - @,?zlEi N F - @‘;n:le

et considérons une application f = U — F définie sur un voisinage ouvert U
d’un point a, & valeurs dans F, différentiable en a. On désigne par (fi,..., fim) les
composantes de f. Alors f; a des différentielles partielles 0; f;(a) et la matrice de
la différentielle df (a) de f en a dans les sommes directes ci-dessus est la matrice

(9:f(a))

(ot i est Pindice de colonne et j l'indice de ligne) qu'on appelle la matrice
jacobienne de f en a. Ceci signifie que cette différentielle est donnée pour h =
>; hi, ot hy € E; par

hi > 8ifj(a)hs.
4,7
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Composition des applications différentiables

PROPOSITION 12. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels, et U C E et
V C F deuz ouverts. On considére deux applications f : U —- V etg:V — G,
et on suppose que f est différentiable en a et que g est différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et on a

da(g o f) =deg o daf.

Démonstration. On choisit des normes sur les trois espaces vectoriels. Soient
u=dyf et v=dpg. On écrit, poura +heUetb+keV

fla+h) =f(a) +ulh) + a(h)
g(b+ k) =g(b) +v(k) + B(k)

Par hypothese, a(h) est négligeable devant || h || quand A — 0, et B(k) est
négligeable devant || &k || quand k — 0. Alors pour a +h € U, on a

9(f(a+h)) = g(b) +v(u(h)) + v(e(h)) + B(u(h) + a(h))

On va montrer que les deux derniers termes sont négligeables devant || h || quand
h — 0, ce qui entrainera que g o f est différentiable en a, de différentielle v o u.

Puisque v est une application linéaire, la majoration

Fo(a(m) 1<l w Il a(h) |

montre que v(a(h)) est négligeable devant || h || quand A — 0. On peut écrire
d’autre part B(k) = e(k) || k ||, ot € est une fonction & valeurs dans R définie
sur le voisinage ouvert de 0 dans F des points k tels que b+ k € V, telle que
limg 0 e(k) = 0. Alors

I B(u(h) + a(h)) {I< e(u(h) + a(h)) || u(h) + a(h) |

La fonction A +— e(u(h) + a(h)) tend vers 0 quand h — 0. D’autre part, on a la
majoration || u(h) 4+ a(h) [|<||w ||| || + || @(h) || . Soit B(a,r) une boule ouverte
contenue dans U et telle que pour || h ||< 7 on ait || (k) ||[<|| 2 || . On a alors
pour |[ A [[<p

I B(u(h) + a(h)) [I< e(u(h) + a(r))(l| w | +1) | A ||




10

ce qui implique que la fonction h — S(u(h)+ a(h)) est négligeable devant 0 quand
h—0.n ‘

Opérations sur les fonctions différentiables

Soient f et g deux applications définie sur un ouvert U d’un espace vectoriel
E, & valeurs dans un espace vectoriel F, différentiables en a, et o : U — R une
fonction différentiable en a.

(1) La somme f + g est différentiable en a, de différentielle

da(f+g) =dof + dag.

(2) Le produit af est différentiable en a, de différentielle
do(af) = (dac) f + c(a)da f.

(3) Si afa) # 0, la fonction / est différentiable en a, de différentielle
a

Exercice 1.3

Soient E, F, G trois espaces vectoriels (de dimension finie), et B: Ex F — G
une application bilinéaire. Alors ’application B est différentiable en tout point
(a,b) € E x F. La différentielle d(, ;B est 'application linéaire E x F — G définie

par
(h, k) — B(h,b) + B(a, k).

Généraliser cet énoncé au cas d’une application multilinéaire. Démontrer que

tout polynéme P : E — R est différentiable en tout point.

Exercice 1.4
Soit End(E) Pespace vectoriel des endomorphismes d’un espace vectoriel
E. L’application End(E) — End(E) définie par u — u"™ est différentiable de

différentielle en a € End(E) I’application linéaire

his ha™ Y +aha™ %2 +...+a" A
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Exercice 1.5

Soit GL(E) I’ensemble des applications linéaires inversibles E — E. Vérifier
que GL(E) est un ouvert, et I'application GL(E) — GL(E) définie par u — u~!
est différentiable, de différentielle A — —a~*ha~! au point a.

Exercice 1.6

1) Soit f(z) = >, anz™ une série entiere & coefficients réels, de rayon de
convergence p. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie; on munit
’espace vectoriel End(E) de la norme associée. On considere 'application, définie
sur la boule B(0, p) de End(E), & valeurs dans End(E), par

u— f(u) = Zanu"
n>0
Démontrer que f est différentiable.
2) Démontrer que 'application End(E) — End(E) définie par
un

u — exp(u) = Z

n

n!
est différentiable, et que son image contient la boule ouverte B(1,1).

Exercice 1.7
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie; on munit l’espace
vectoriel End(E) de la norme associée. Soit u € End(E) tel que || u ||< 1; montrer

que I’endomorphisme 1 + u est inversible.

1.2. Théoréme des accroissements finis

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie. On considere
une fonction différentiable f : U — F sur un ouvert convexe U de E. Etant
donnés deux points a et b € U, on se pose le probléme est de majorer la distance
| 7(b) — f(a) || . Il S’agit donc d’étendre le théoréme de Rolle. On commence par

le cas d’une fonction dérivable sur un intervalle de R.

LEMME 13. — Soit ¢ : [0,1] — F une fonction dérivable, dont la dérivée
©'(t) est bornée sur [0,1]. Alors

| (1) — ©(0) |I< Sup | ' (2) |
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Démonstration. Soit m un nombre tel que || ¢'(t) ||< m pour tout t € [0, 1].
Considérons 'ensemble A,, des points ¢ € [0,1] tels que || ¢(t) — ¢(0) ||< mt.
Comme t || ©(t) — ¢(0) || est continue, A, est un fermé, et il est non vide, car il
contient 0. Il a donc une un plus grand élément c. On va montrer que ¢ = 1, ce qui

entrainera évidemment le résultat attendu. Supposons ¢ < 1. On a par définition

tim || EER 2O ) g1y

et donc pour h > 0 assez petit on aura

[ e(c+h) = () l
h

<m

ce qui implique
I (e +h) = 9(0) [|[< m(c+ h).

Alors ¢+ h € A, ; mais ceci contredit la définition de c. Donc ¢ = 1, et par suite
| ©(1) — ©(0) ||< m. Ceci devant étre vrai pour tout m, on obtient le résultat

attendu. o

REMARQUE 14. — On sait d’apres le théoréme de Rolle que si ¢ : [0,1] = R

est une fonction dérivable, il existe un nombre réel 0 < 6 < 1 tel que

©(1) — (0) = ¢'(0).

Cependant, cet énoncé ne s’étend pas aux fonctions dérivables a valeurs vecto-
rielles : par exemple, la fonction t — €%t : [0,1] — C est dérivable, de dérivée

non nulle en tout point, et pourtant ¢(0) = ¢(1).

THEOREME 15. — (Théoréme des accroissements finis)
Soit U un ouvert conveze de l’espace vectoriel E, et f : U — F une application

différentiable telle que df : © — dyf soit bornée sur U. On pose

| df |=sup || duf [ -
zeU

Alors pour tout a et b€ U, on a

| f(a) — fO) Il df ]l a—D]]
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Démonstration. On applique le lemme qui préceéde a la fonction ¢ : [0,1] = F
définie par () = f((ta + (1 — t)b). Cette application est dérivable, de dérivée

‘Pl(t) = dta+(1—t)bf- (a—10)

au point . Il en résulte que pour tout t € [0,1], on a || ¢'(¢) ||<|| df ||| a—b ] .
Comme ¢(1) = f(a) et ¢(0) = f(b), ceci conduit a ’énoncé. o

COROLLAIRE 16. — Sur un ouvert connexe, une application différentiable

dont la différentielle est nulle est constante.

Démonstration. Sur un ouvert convexe, une fonction différentiable dont la
différentielle est nulle est évidemment constante d’apres ’énoncé ci-dessus. Il
en résulte que sur un ouvert quelconque U, une fonction différentiable f dont
la différentielle est nulle est localement constante. Ceci implique que si a € U
I’ensemble des points z € U tels que f(z) = f(a) est & la fois un ouvert et un

fermé. Si 'ouvert U est connexe, cet ensemble est exactement ’ouvert U. o
Retour aux différentielles partielles

THEOREME 17. — On suppose que E = @F_,E;, et on considére une fonction
f:U — F définie que un ouvert U de E. Alors f est de classe C! si et seulement

si f a sur U des différentielles partielles © — 0;f(x) continues sur U.

Démonstration. Si f est de classe C!, on a vu que f a des dérivées partielles
9;f(z) en tout point z € U, et on a 9;f(x) = d;f|g,. L’application restriction
L(E,F) — L(E;,F) qui associe & u la restriction ulg, est évidement linéaire donc
continue. Il en résulte que application U — L(E;, F) définie par x — 0;f(z) est
continue.

C’est dans l'autre sens que la question est plus intéressante. Supposons que
f admette des différentielles partielles continues z — 0; f(x). Il s’agit de montrer
que f est de classe C'. On se raméne immédiatement par récurrence & démontrer
I’énoncé au cas de deux facteurs : E = E1 ®E,. On peut supposer, quitte a changer

au besoin la norme sur E, que 'on a pour h € B et k € Eq

Ih+El=A]+ &
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Montrons d’abord Pexistence d’une différentielle en un point a. La différentielle en

un point a, si elle existe, est obligatoirement 1’application linéaire

h+ kv 01f(a).h+ 02f(a).k

(ot h € Ey et k € E3). On se fixe une boule B(a, p) C U centrée en a. On doit

alors majorer, pour || h + k || assez petit, la quantité
I fla+h+k) = fla) = (01 f(a)-h+ By f(a).k) |
On majore cette quantité par
I flat+h+k) = fla+h)=8af(a)k ||+ fla+h) - f(a) — 81 f(a)-h]|.

Le second terme ne pose aucun probléme : soit en effet € un réel > 0. Par définition
de la différentielle partielle de d; f(a), on peut trouver un réel 0 < r < p tel que
pour h € Ej et || h ||< 7 on ait

| fla+h) = f(a) = duf(@h]l< 5 NI m |

Pour majorer le premier terme, on considére, h étant fixé de norme || h ||< p, la
fonction g(v) = f(a+h+v)—082f(a).v, définie pour v € Ey dans la boule || v ||< p.
Cette application est différentiable, de différentielle en v

dvg = d2f(a+h+v) — 02f(a)

I en résulte de 'hypothese de continuité de d f en a qu'il existe un réel 0 < n<r

tel que pour || u ||< 7 on ait

| O2f(a+u) — 02f(a) <

M| en

Maintenant, on peut appliquer le théoreme des accroissements finis & la fonction

g : il entraine pour || A+ k ||<n
| fa+ht k)~ fla+h) = daf(ak < 5 | & |

Alors pour || A+ k ||< 7

I Fla+h+k) = fla) = O1f(a)(h) + Baf(a)(k)) < e | b+ | .
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Ainsi, f est différentiable en tout point a et sa différentielle d,, f est donnée dans

la somme directe E = E; @ E, par la matrice

(01f(a) 0a2f(a))

Puisque les différentielles partielles x + 8;f(x) sont des fonctions continues, il
résulte de l'isomorphisme d’espaces vectoriels L(E,F) ~ L(E;,F) x L(Ey, F) que
I'application x +— d f est elle aussi continue. Ainsi f est de classe C!. Ceci achéve

la démonstration. o

2. Différentielles d’ordre supérieur

2.1. Applications bilinéaires

Soient E;, Ez et F trois espaces vectoriels de dimension finie, et normés. On
désigne par L(Eq, Ey; F) ’espace vectoriel des applications bilinéaires b : By x By —
F. Puisque l'on est en dimension finie, une telle application est évidemment
continue, et donc bornée sur le compact constitué du produit des boules unité.

En particulier

16 ]= sup ([l b(z, y) |
llyll=1

a un sens. Ceci définit une norme sur P’espace vectoriel L(E;, Eg;F). Pour tout

h € E; et k € E3, on a 'inégalité
ok k) 1<l o IlFA (I & |
LEMME 1. — Il eziste une isométrie canonique
L(Ey, Eg; F) ~ L(Eq, L(E, F))

Démonstration. Soit f : E; — L(Ey,F)) une application linéaire. A cette

application linéaire, on associe I’application bilinéaire b : E; x E; — F définie par

b(h, k) = f(h)(k).
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Réciproquement, a une application bilinéaire b : E; X Es — F on associe
I'application linéaire f définie de la maniére suivante : pour h € E+, lapplication
linéaire f(h) : E; — F est k — b(h,k). On a alors b(h, k) = f(h)(k) pour tout
(h,k) € E1 x Eq. Il est clair que les applications f — b et b — f sont linéaires et
inverses I'une de 'autre.

Il reste & vérifier que cette correspondance est une isométrie. Soit f €
L(E;,L(E2, F)), et b 'application bilinéaire associée. Pour h € Ey et k£ € Eq de
norme 1 on a || f(h)(k) ||<|| £(h) [|<|| f |, et par suite || b [|<|| f || . Pour obtenir
P’égalité, on remarque qu’il existe A € E; de norme 1 tel que || f(R) ||=[| f || et
pour ce vecteur h un vecteur k € Eo de norme 1 tel que || f(R)(k) ||=] f(h) ||
Alors || f(h)(k) [I=Il f |l et par suite || f [|[<[[ & | . Ainsi, || f [[=] b || ce qui

termine la preuve du lemme. o
2.2. La différentielle seconde

Dans tout cette section, on se donne un ouvert U d’un espace vectoriel E, et

f : U — F une application de classe C! & valeurs dans un espace vectoriel F.

DEFINITION 2. — On dit que f est deux fois différentiable en un point a € U
si la différentielle df : U — L(E, F) est différentiable en a.

Si f est deux fois différentiable en a, la différentielle d,(df) € L(E,L(E,F))
peut étre identifiée 4 une application bilinéaire E x E — F qui sera notée d2 f, ou
d? f(a). Cette application bilinéaire est la différentielle seconde au point a.. On a

donc par définition, pour tout (h,k) € E X E
dz f(h, k) = da(df )(h)(K).

LEMME 3. — Si f est deux fois différentiable en a, pour tout k € E
Papplication U — F définie par x — d,f(k) est différentiable en a, et a pour
différentielle h — d2 f(h, k).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que l'application z +— d,f(k) est la
composée de df : U — L(E, F) et de I’application linéaire L(E,F) — F définie par

u— u(k). o

DEFINITION 4. — On dit que f : U — F est de classe C? si f est deux
fois différentiable en tout point, et si la différentielle seconde x — L(E,E;F) est

continue.
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Supposons que U soit un ouvert d’une somme directe

Alors f est différentiable en a si et seulement si les différentielles partielles
z +— 0;f(z) € L(E;,F) sont différentiables en a. La différentielle 8;(9;f)(a)
définit est une application linéaire E; — L(E;, F)), qui s’identifie & une application
bilinéaire 33, ;f + Ei x Ej — F qu'on appelle la différentielle partielle d’ordre 2

relative aux sous-espaces E; et E;.

LEMME 5. — Pour hcE; etk € E;, on a
8 f(a)(h, k) = dZf(h, k)

Démonstration. Soit h € E;. On a dans L(E;, F)

0; ;1 (a)(h,~) = (da(951))(R)

Comme dans le lemme précédent, le second membre appliqué au vecteur k € E;
est aussi la valeur en h de la différentielle en a de application U — F définie par
z — 0;f(k) = dy f(k), c’est-a-dire en appliquant le lemme ci-dessus d2 f(h, k). o

Il résulte de ce lemme que l'on a, si on décompose h € E sous la forme

h =3, h; dans la somme directe ci-dessus on a

daf(h,h) = 02, f(hi, hy) (9.1)
%,J

Supposons donnée une base (ei,...,e,) de E; on désigne par (z1,...,z,)
les coordonnées dans cette base. On applique ce qui précede 3 la somme directe
E = &]_ Re;. La différentielle partielle 0;f(x) est alors donnée par la dérivée

partielle

?i(ﬂ}) - (‘3jf(:v).ej.

8$j

Alors f est de classe C? si et seulement les dérivées partielles de ces fonctions

existent sur U et sont de classe C!. On note

o (Bf)
Oz;0x;  Oz; Ox;
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On a donc compte-tenu du lemme 5

9% f
&rié‘xj

(CL) = d(zzf(ei7ej)a

et la formule (9.2) devient, pour h =}, hse;, avec h; € R

2@ h) =3 2L (@n,
’ - i 83518:5] v

2.3. Formules de Taylor

Il existe plusieurs versions possiblesvsuivant le but a atteindre. La premiere
version est l’existence d’un développement limité en un point. Elle ne nécessite
que Dexistence d’une différentielle seconde en un point a, mais les renseignements
apportés ne sont valable qu’au voisinage de ce point. La seconde formule apporte
des renseignements globaux : ¢’est ’analogue du théoréme des accroissements finis ;
elle nécessite 'existence de la différentielle seconde d?f sur 'ouvert U, et une
majoration || d?f || . La troisiéme, dite formule de Taylor avec reste sous forme

d’intégrale, nécessite une hypothese de continuité sur cette différentielle seconde.

PROPOSITION 6. — (Développement limité a l'ordre 2) Soit f : U — F une

fonction de classe Ct, admettant une différentielle seconde en a € U. Alors
1
fla+h)=F(a) +daf(h) + 5dof (. h) + e(h) || R |I?

ot h — €(h) est une fonction, définie au voisinage de 0, telle que limp_,o e(h) = 0.

Démonstration. Soit B(a,r) C U une boule centrée en a. Soit h un vecteur

tel que || h ||< r. Considérons la fonction, définie sur [0, 1],

t2
teo Flatth) = f(a)  tdaf(B) — Zd2f (b, )
Cette fonction est de classe C! sur [0,1] est a pour dérivée au point ¢

QDI(t) = (da—}-thf-h - daf(h) - tdif(h, h)
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Soit € un réel > 0. De la définition de la différentielle d2 f, il découle que qu’il
existe un réel 0 < n < r tel que pour || A ||< n on ait || (dapnf—daf—d2f(h,—) ||<
e || h || . Par suite, pour || h [|[< 7, on aura || ¢'(t) |[< € || A ||* . Du théoréme des
accroissements finis appliqué a ¢, il découle que || ©(1) — ©(0) [|< € || A ||?, ce qui

démontre le résultat annoncé.

La seconde formule est & rapprocher du théoréme des accroissements finis,

dont il est d’ailleurs une conséquence.

PROPOSITION 7. — (Taylor-Young) On suppose que f : U — F a une
différentielle seconde sur U, et qu’il existe un nombre M tel que || dif ||< M
pour tout ¢ € U. Soient a et a+ h deux points de U, tels que le segment [a, a + A

soit contenu dans U. Alors
1
| fla+h)— fla) —dafh|I< oM A&

Avant de démontrer cet énoncé, commencons par un rappel qui sera aussi utile

pour la troisiéme formule. Soit ¢ : [0,1] — F une application continue a valeurs

dans F. Alors l'intégrale fo t)dt a un sens, et

H/ dw<xjnwwuﬁ

Ceci s’obtient facilement en approchant ¢, au sens de la topologie de la convergence
uniforme sur [0,1] par une suite ¢, de fonctions en escalier; dans le cas des
fonctions en escaliers, cette inégalité est évidente.

Démonstration. La fonction h +— g(h) = f(a+h) — f(a) —da f.h est de classe
C! sur I'ouvert translaté de U par la translation z +— z — a, et a pour différentielle
dastnf —daf au point a+th. D’apres le théoreéme des accroissements finis appliqué

a cette fonction,

H%HMFdJHSMWhH

Maintenant, on écrit la formule intégrale (1 fo t)dt pour la fonction
de classe C! définie sur [0, 1] par ¢(t) = g(th)

1
fla+h) — fla) —dofh = /0 (dosinf — dof)-hdt
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ce qui fournit la majoration
1.
I fla+h) = fla) —dafh < SMI[ A 12

et achéve la démontration. o

PROPOSITION 8. — (Reste sous forme d’intégrale) Soit f : U — F une
application de classe C2. Soient a et a + h deuz points de U, tels que le segment

[a,a + h] soit contenu dans U. Alors

ﬂa+m—fm»—%fh=é(1—Wﬁmjmet

Tl est clair que si f est de classe C2, et si on a la majoration | d2f ||[< M,
alors ceci fournit la majoration de Taylor-Young, en majorant l'intégrale. Ainsi,
la plupart du temps, la formule de Taylor avec reste intégrale sera la plus utile
et la plus performante, puisqu’elle permet une évaluation précise de l'erreur que
l'on fait en remplacant f(a + h) par I'application affine f(a) + dof.h. La seconde
formule donne seulement une majoration de cette erreur, mais avec une hypothese
un peu plus faible.

Démonstration. On considere une fonction ¢ : [0,1] — R de classe C?. On a

wn:wm+¢@+40ewwww

Cette formule s’obtient de facon évidente en calculant l'intégrale par intégration
par parties. On applique cette formule & la fonction ¢ — f (a 4+ th) qui est par
hypothese de classe C?. Cette fonction a pour dérivée t — dgtihn f.h et pour dérivée

seconde en t, d’apres le lemme 3, dithhf(h, h). D’ou I’énoncé. o
2.4. Le théoréme de symétrie de Schwarz

THEOREME 9. — Soit f : U — F une application de classe C* deux fois

différentiable en a. La différentielle seconde d2f est bilinéaire symétrique.

On munit dans le lemme qui suit le produit E x E de la norme

I (R, k) 1= sup(ll A I, [ & 1)-

Soit B(a,2r) une boule ouverte centrée en a contenue dans U.
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LEMME 10. — Soit € un réel > 0. Alors il existe un réel 0 < n < r tel que
pour || h || et || k ||< n on ait "

| fla+h+k) = fla+h) = fla+k)+fla)—dif(h,k) < ell (B R) II*

Démonstration. On considere pour || k ||< r la fonction ¢ sur la boule centrée

en 0 et de rayon r dans E définie par
(k) = fla+h+k)— fla+h) - fla+k)+ fla) — def(h, k)

Cette fonction est de classe C!, et sa différentielle au point k est donnée par
dornakf — dayruf — d2f(h,—). Soit € un réel > 0. D’aprés la définition de la

différentielle seconde, il existe un réel 0 < n < r tel que pour || u ||< 7 on ait

| daf — daf — 2 (=) 1S 5 1 1)

En remplacant succesivement u par h+ k et et par u, ceci conduit & la majoration

suivante, pour || b || et || K ||< T,

| dathinf = dasnf —daf(h, =) < el (R R) I

Le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢ montre que pour
| All< Zet] h|<3Fonal ok)- ©0(0) |< € || (hyk) ||* ce qui démontre le
lemme. o

Démonstration du théoréme 9

On voit que dans Iinégalité ci-dessus, si on échange les roles de h et k, on
obtient que la différence d2f(h, k) — d2f(h, k) est négligeable devant || (h, k) |°
quand (h,k) — 0. Ceci entraine que pour tout € > 0, Papplication bilinéaire
(B, k) — d2 f(h,k) — d2f(h,k) est de norme < e. Elle est donc de norme nulle, et

par suite nulle. Ceci signifie que la différentielle d2 f est symétrique. o

COROLLAIRE 11. — Supposons que E = @7, E,;. Si f: U —= F est de classe
C? sur un ouvert U de E et admet une différentielle seconde d% f en un point a € U,

la différentielle partielle 87 ;f(a) est la transposée de 82, f(a).
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COROLLAIRE 12. — Supposons donnée une base de E, et désignons par
(z1,...,Zn) les coordonnées dans cette base. Si f : U — F est de classe C? sur un

ouvert U de E on a pour tout a € U

O =2
c%ziaasj 4= (9.2]‘]81171 .

2.5. Applications de classe C", avec r > 3.

Désignons par L™ (E, F) lespace vectoriel des applications r—multilinéaires

Ex...xE—=F.
(S
r

LEMME 13. — Pour 1 < p <, on a un isomorphisme canonique
L?(E,L"P(E,F)) ~ L"(E,F)

Démonstration. Cet isomorphisme s'obtient en associant a l'application
p—multilinéaire f : Ex ... xE — L"7P(E, F) Papplication r—linéaire g définie
P
par

g1, .. x0) = (@1, Tp) (Tpy1y - - s Tn)-

Exercice 2.1
On pose pour f € L"(E,F)

lzu =1, llz-lI=1

I f H=| sup | f(@, sz |l

Montrer que ceci définit une norme sur L"(E,F), et que I'isomorphisme ci-

dessus est une isométrie.

On considere une application f : U — F de classe C? sur un ouvert U de
E. Il est alors équivalent de demander que df : U — L(E,F) est de classe Cc?,
ou que d2f est de classe C'. On dira alors que f est de classe C3. En un point
a € U la différentielle d, (d(df))) € L(E, L(E, L(E, F))) définit alors une application
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3—linéaire symétrique, qui s’identifie, modulo les isomorphismes ci-dessus a d2 (df)
et & dg(d%f). ;

On définit plus généralement par récurrence, la notion d’application de classe
C". Supposons en effet définie la notion d’application de classe CP pour p < r sur
un ouvert U C E; en chaque point z € U, la notion de différentielle d} f € L"(E, F)

a donc un sens. Soit f une telle application de classe C”.

Exercice 2.2

Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) la différentielle df : U — L(E, F) est de classe C",
(ii) Pour 1 < p < r, la différentielle d’ordre p

dPf:U— L "PEF))

est de classe CP*1L.
(iii) L’application d"f : U — L"(E,F) est de classe C'.
et si une de ces conditions est satisfaite, pour tout =z € U, on a, via les

identifications fournies dans le lemme 13,
dp(d"f) = dB(d™'7Pf) = d(df)

dans L™tY(E,F). (On pourra mettre de telles identités & l'ordre < r dans

I'hypothese de récurrence).

DEFINITION 14. — On dit que f: U — F est de classe C* si f est de classe

C" pour tout r.

Pour une application de classe CT, la différentielle d’ordre 7 en un point dy f;
est une application n—linéaire Ex...xE — F. C’est, en fait, d’apres le théoreme de
symétrie de Schwarz, une application r—linéaire symétrique. La composée de deux
applications de classe C” est de classe C". Les applications de classe CT:U—-R
constituent une algébre, et les applications de classe C" définie sur U et & valeurs
dans un espace vectoriel F constituent un module sur cette algebre.

La formule de Taylor se généralise aux applications de classe C". Comme dans
le cas r = 2, il y a trois versions utiles, dont deux donnent des renseignements précis
sur le reste. Nous les démontrerons & partir de la version qui permet d’écrire le
reste sous forme intégrale. On désigne pour h € E, pdr R() Pélément de E* défini
par (h,...,h).

%
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PROPOSITION 15. — (Développement limité & lordre r) Soit f : U — F une

fonction de classe C" sur un ouvert U de E, et a un point de U. Alors

Flath)=F@)+ 3 mde D) + () | BIP

1<i<r

ot e(h) est une fonction définie au voisinage de 0 dans E, a valeurs dans F, qui

tend vers 0 quand h — 0.

Pour ’énoncé qui suit, on suppose que E et F sont normés, et on rappelle que

Pespace vectoriel L™(E, F) se trouve alors équipé d’une norme naturelle.

PROPOSITION 16. —  (Formule de Taylor-Young) Soit f : U — F wune
fonction de classe CT sur un ouvert U de E, et a un point de U. On suppose

gque pour tout x € U on a la majoration
| dzf |I< M.

Alors si [a,a+hl C U

Ui Ml A"
| flath) = fla)— >0 Fdaf (W) lI< =5
1<i<r—1
PROPOSITION 17. — (Formule de Taylor avec reste sous forme intégrale)

Soit f : U — F une fonction de classe C™ sur un ouvert U de E, et a un point de
U. Alors si [a,a+h] CU

1
fath= 3 GO+ =g [ -0 s 6ar

0<i<r—1

Démonstration. Soit ¢ : [0,1] — F une application de classe C" & valeurs

dans F. On désigne par (¥ la i-eme dérivée de ¢. On a alors

(r=1) 1
(1) = (0) + ... + “O(r — 1()(;) T . 5 /0 (1— el ()t

Cette formule se vérifie par récurrence sur 7, en intégrant par parties l'intégrale

(7—21_)! /0 (1 — )™ (1)dt.
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On considére maintenant, si le segment [a,a + h] est contenu dans U, la fonction
¢ : [0,1] — F définie par ¢(t) = f(a + th). Cette fonction est de classe C" et on a
e®(t) =di ,,f(h,...,h). Dol énoncé 17.

L’énoncé 16 en résulte aussitdt, en majorant le reste dans la formule ci-dessus.
Enfin, pour obtenir 15, on utilise la continuité de d"f en a : étant donné un
nombre réel € > 0 il existe un nombre réel n > 0 tel que pour || A ||[< n on ait
| dbinf —dif [|< €. Tl en résulte quesi || h[|[<nona

h T
I [ =0 s - e

Il en résulte I’énoncé 15. o

Naturellement, on peut comme dans la section 2.3 obtenir les mémes conclu-
sions que dans les énoncés 15 et 16 sous des hypothéses légerement moins restric-
tives : ceci permet de les comprendre comme des généralisations de la définition

de la différentielle, ou de la formule des accroissements finis.

3. Difféomorphismes

3.1. Le théoréme d’inversion locale

Dans ce qui suit, r est un entier > 1, ou r = oo.

DEFINITION 1. — Soient U C E et V C F deux ouverts, et f : U — V une
application. On dit que f est un difféoméorphisme de classe C” si f est inversible

et si f et f~1 sont de classe C.

PROPOSITION 2. — Soient U C E et V C F deuz ouverts des espaces vectoriels
E etF, et f: U — V un difféomorphisme de classe C". Alors E et F sont de méme

dimension, et d,f est inversible en tout point de U.

Démonstration. Soit b = f(a). D’apres la regle de composition, on a
dfbf“l od,f = idg, et dof o dpf~' = idp. Donc d,f est inversible, d’'inverse

dbf_l. O
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Exemples
(1) Soit f : E — F une application de classe C" d’un ouvert U C E & valeurs
dans F. Alors application ¢ : U x F — U x F définie par (z,y) — (z,y — f(z))

est un difféomorphisme.
Exercice 3.1
Ecrire la matrice des différentielles partielles de ¢.
(2) Considérons 'application ¢ :]0, 00[x] — 7, 7[— R?* — {(z,y),y = 0,z < 0}
définie par
(r,0) — (x =rcosf,y =rsinb)

C’est un difféomorphisme de classe C*°; son inverse est donné par

¢z, y) = (Va? +y?, 2Arctg Y )
Vi +y? +z

Méme si la différentielle d’une fonction f : U — F est inversible en tout point,

ceci n’entraine pas que f est injective : par exemple 'application R? — R?\ {0}
définie par (r,0) — (z = rcos@,y = rsind) est de différentielle inversible en
tout point. Pourtant, cette application n’est pas injective. Le théoreme d’inversion
locale va nous dire que localement cette application est injective, pourvu que f

soit au moins de classe C!. Plus précisément :

THEOREME 3. —(Théoréme d’inversion locale) Soit v un entier > 1. Soit
f: U CE — F une application de classe C" et a un point de U. Si dof est
inversible, il existe un voisinage ouvert V. C U de a satisfaisant aux conditions
suivantes :
(i) VVimage W = f(V) est un ouvert de F;
(ii) ’application fv : V. — W induite par f est un difféomorphisme de classe CT.

Avant de démontrer cet énoncé, donnons quelques conséquences immeédiates.

COROLLAIRE 4. — Soit f : U C E — F une application de.classe C.

(i) Sila différentielle d, f est inversible en tout point de U, f est une application
ouverte.

(ii) Si en outre f est injective, f : U — V = f(U) est un difféomorphisme de

classe C".
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Exercice 3.2
Montrer que lapplication | — 1,1[xR —] — 1,1[xR définie par (¢,z)

(t,z — sintz) est un difféomorphisme de classe C*.

Exercice 3.3

On propose dans cet exercice une démonstration du théoréme de d’Alembert.
Soit f(z) un polynéme complexe de degré n, et Z ensemble des zéros du polynome
dérivé. Soit V= C\ f(Z) , et U l'ouvert f~H(V).

1) Démontrer que lapplication f: U — V induite par f est ouverte.

2) Démontrer qu'’il existe des constantes C > 0 et R > 0 telles que pour
|z| > R on ait |P(2)| > Cl|z|™. En déduire que f est propre, et par suite que
f: U — V est propre, donc fermée (c¢f. proposition 3.13). '

3) En déduire que f est surjective. En particulier, f a au moins un zéro.

La démonstration du théoreme d’inversion locale repose sur le théoréme des

points fixes que nous commengons par rappeler.

THEOREME 5. — Soit X un espace métrigue complet, ¢ : X — X une
application contractante de rapport A < 1, c’est-d-dire que pour tout z et y € X
on a d(¢(x), d(y)) < Ad(z,y). Alors ¢ a un point fize et un seul.

Démonstration.

Soit zo un point de X. Considérons la suite z, de points de X définie par
récurrence par Tn41 = (). Alors d(zn, Tny1) < A"d(zo, 1) et par conséquent la
série 3" d(2p, Tn11) est convergente. Alors d(Zn, Tnip) < D p<icnip1 Ui Tit1)
et par conséquent la suite z, est de Cauchy. Puisque X est un espace métrique
complet, cette suite converge vers une limite £. Puisque ¢ est continue, I'égalité
$(zn) = Tn41 donne par passage & la limite ¢(£) = £. Ceci montre P'existene d'un

point fixe. L’unicité est évidente. o

Démonstration du théoréme d’inversion locale

Nous utiliserons sur I'espace L(E, F) des applications linéaires E — F la norme

définie par

| ull= sup | u(2)|
lzl|<1

En particulier, pour u € L(E,E), || ¥ ||<|| u ||* de sorte que toute application

linéaire E — E de la forme idg + v, avec || v ||[< 1 est inversible.
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a) On peut bien slir supposer, en faisant éventuellement des translations que
a =0, f(a) = 0. D’autre part, en remplagant f par (dof) ™" o f, on peut supposer
que E =F et que d,f = idg. |

b) On écrit dans ce cas
f(z) =z + u(z)

avec u(z) négligeable devant z quand 2 — 0. Bien siir u est encore de classe C", et
douw = 0. Montrons d’abord qu’on peut trouver un voisinage ouvert de 0 contenu
dans U sur lequel f est injective. Par continuité de la différentielle, on voit qu’il

existe une boule B(0,7) telle que pour z € B(0,r) on ait
1
| dou [|< 3

Il résulte du théoreme des accroissements finis que pour z’ et z” € B(0,7) on

1
lu(@) = u(@") < 5 2’ =" | (1.1)
Il en résulte que
1
I (=) = f&) |2 5 1" =" | (1.2)

ce qui prouve l'injectivité de f sur B(0, 7).
¢) Montrons maintenant que f(B(0,r)) est un voisinage de 0. Ainsi, il s’agit

de montrer que si y est suffisamment voisin de 0, que ’équation
z+u(z)=y (1.3)
a une solution z € B(0,r). Nous écrivons cette équation sous la forme

z =1y —u(z)

Remarquons que si || 7 [|[< L et || y |[< 4, on a d’apres (1.1) || u(z) |[< Tz et

par conséquent || ¢(z) ||[< § . Considérons I'application ¢ : B(0,Z) — B(0,%)

- _ , I 1
définie par ¢(x) = y — u(z). L’application ¢ est contractante de rapport 3
d’apres (1.1), et le fermé B(0, Z) est un espace métrique complet. Il en résulte
“que lapplication ¢ a un point fixe, et donc que I’équation (1.3) a une solution
s € B, si ||y 1< 5.

s
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d) Soit V Pouvert défini par || z ||[< r, et || f(z) ||<
par f

. L’application induite

]

fv:V— B(O,%)

est alors bijective. On va montrer que g = (fy)~! est encore de classe C", ce
qui prouvera le théoréme. En vertu de l'inégalité (1.2), elle est Lipchitzienne de
rapport 2, et par suite continue. Done, fy est un homéomorphisme. Montrons
maintenant que g est différentiable.

En tout point z € V, la différentielle d,f est donnée par d,f = idg + dzu.
La majoration || dyu ||< 3 montre que dg f est inversible pour tout z € V. On est

ramené & prouver le lemme suivant :

LEMME 6. — Soit f : U — V un homéomorphisme d'un ouvert U d’un
espace vectoriel B dans un ouvert V d’un espace vectoriel F. On suppose que f est
de classe C" et que pour tout x € U, la différentielle d, f est inversible. Alors f

est un difféomorphisme de classe C"

Démonstration. a) Soit a € U. Montrons que g est différentiable au point
b = f(a). Comme dans la démontration ci-dessus, on peut supposer que a = b = 0,
et que dof = idg. On écrit comme ci-dessus, f(z) = = 4+ u(z) ce qui s’écrit encore

pour y € V

g(y) =y —ulg(y))

avec u(z) négligeable devant | z || quand z — 0. Comme ci-dessus, g est
lipchitzienne de rapport 2 au voisinage de 0 et donc || g(v) ||< 2 || ¥ || au voisinage
de 0. Maintenant, € > 0 étant donné, il existe un voisinage ouvert V C U de O sur
lequel on a || u(z) ||[< €]l z || . Il existe alors un voisinage ouvert W de 0 tel que

pour y € W on ait

[ u(g) I< el g(y) lI< 2¢ |y |l

ce qui prouve que u(g(y)) est négligeable devant || y || quand y — 0. Ainsi,
I’application g est différentiable en 0.
b) Ceci montre que g est différentiable en tout point, et sa différentielle est

donnée par

dyg = (d:r,f)“l
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Ainsi, dg s’obtient en composant df avec I'application u — u~1. Compte-tenu de
Pexercice 1.1 et du fait que df est de classe C"!, on obtient que dg est de classe

Cr~1, et par suite que g est de classe C". Ceci acheve la démonstration. o

Exercice 3.4

On considere la fonction f: R — R définie par
2 1
f(x) =z + 2z°sin -

Montrer que f est dérivable, et que f'(0) = 1. Vérifier qu’il n’existe pas de
voisinage de 0 sur lequel la fonction f est injective. Expliquer pourquoi ceci ne

contredit pas le théoréme s’inversion locale.

3.2. Théoréme des fonctions implicites

Grossierement parlant, le probléme des fonctions implicites consiste étant
donnée une équation f(z,y) = c¢ & pouvoir exprimer la variable y en fonctions
de z. Les données précises sont les suivantes : on se donne E et F deux espaces
vectoriels, et f : U — F une application de classe C" sur un ouvert U de E x F.
On considere dans U I’équation f(z,y) = Cte. A condition de faire une hypothése
sur la différentielle partielle 2 f dans la direction F, on va pouvoir exprimer y en

fonction de z au voisinage d’un point de U.

THEOREME 7. — Soit (a,b) un point de U, et f(a,b) = c. On suppose que
la différentielle partielle 82 f(a,b) dans la direction F est inversible. Alors il existe
un voisinage ouvert U’ de (a,b) tel que la trace dans U’ du fermé f(z,y) = c soit

le graphe d’une application u: V — F de classe C" sur un voisinage ouvert V de

a ¢ valeurs dans F.
Autrement dit, on a I’équivalence
(z,y) €U, et f(z,y) =c<=z €V ety=u(z)
Démonstration. Considérons 'application ¢ : U — E x F définie par
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L’application ¢ est de classe C", et sa différentielle d, ¢ au point (a,b), est

donnée par la matrice

< 61}%5, b) Ggfg)a, b) >

Puisque 02 f(a, b) est inversible, cette application linéaire est aussi inversible. Donc,
il existe un voisinage ouvert U’ de (a,b) tel que ¢ induise un difféomorphisme ¢u-
de U’ sur un voisinage ouvert V' de (a,c). Soit ¥ : V' — U’ C E x F T'inverse
de ¢y; cette application inverse est de la forme (X,Y) — (X,¢(X,Y)), avec ¢ de
classe C". La trace G’ du fermé d’équatiori f(z,y) = c sur U’ est I'image par le
difféomorphisme ¥ du fermé de V' défini par les couples (X, Y) tels que Y = c. Soit
V D’ensemble des z € E tels que (z,c) € V'. C’est un ouvert de E, et I'application
u : V — F définie par u(z) = ¥(x,c) a pour graphe G’. L’application u est de

classe C", ce qui termine donc la démonstration. o

Exemple
Considérons ’équation z3 — z + y? = 0. Au voisinage du point (1,0), cette

équation peut se résoudre sous la forme z = u(y), avec u de classe C*°.

4. Théoreme du rang

4.1. Le rang

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f : U — F une application de classe
C" d’un ouvert U de E & valeurs dans F. On appelle rang de f en a, et on note

rg . f le rang de la différentielle d, f.
LEMME 1. — La fonction U — N définie par
T 18 f
est semi-continue inférieurement.

Démonstration. Soit a € U et p le rang de d, f.‘ Désignons par N le noyau
de d,f et par I son image. Considérons des supplémentaires S et T de N et I, de
sorte que Pon a des sommes directes E = N@ S et F = I® T. Alors f s’écrit

dans la derniére somme directe f = (fi, f2) et la différentielle partielle 0 f1(z)
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est inversible au point = a, et de rang p. Par continuité, elle reste inversible au

voisinage de a, de sorte qu’au voisinage de a le rang de d. f est > 0. O

Exercice 4.1
Retrouver le résultat en choisissant des bases de E et F et en considérant les

mineurs de la matrice jacobienne de f au point a.

DEFINITION 2. — Soient U et U’ deuz ouverts de E, et V et V' deux ouverts
de F; enfin, soient f: U— V CF et f': U' C V' deuz applications de classe C.

On dit que f et f' sont C"—conjuguées s’il existe des difféomorphismes
p:U—-U etyhp: V-V tels que

fr=pfet

LEMME 3. — Si f est conjuguée & une application g : U — V' induite par

une application linéaire, le rang de f est constant.

Démonstration. Soient comme ci-dessus des difféomorphismes ¢ et 9 tels
que g = 9f¢~L. Soient a € E, b = f(a) et a’ = ¢(a) et ' = 9(b) les points
correspondants de U’ et V. La différentielle de g en o’ € U’ est donnée par

da’g = dbzp © daf © da¢_1

Par suite, dy/g et do,f on méme rang. Puisque g est induite par une application
linéaire, sa différentielle est constante. D’otl le lemme. o

Le but de la section est de montrer la réciproque; cependant, le résultat
ne sera vrai que localement, au voisinage d'un point : autrement dit, il faudra
éventuellement diminuer la taille des ouverts U et V. On commence par deux cas
particuliers, qui en fait seront suffisants pour la plupart des exemples. Le théoreme

du rang est une combinaison de ces deux cas particuliers.

4.2. Théoréme de submersion

Une application f : U — F de classe C" de différentielle d, f surjective en un
point a reste de rang maximum au voisinage de a. On dit que c’est une submersion

au voisinage de a.
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THEOREME 4. — Soit f : U — F une application de classe C™ sur un ouvert
U de E et a un point de U.

On suppose que la différentielle d, f est surjective.

Alors il existe un wvoisinage ouvert V.C U de a et un difféomorphisme
$:V > W C E de classe C" tel que l’application f o ¢~1 soit induite par une

application linéaire E — F.

Démonstration. On pose b= f(a). Soit N = ker d, f, et S un supplémentaire
de N, de sorte que dans la somme directe E = N&® S la différentielle partielle
Oaf(a) = dgfl|s est, en raison de I’hypothese, un isomorphisme. On considere

I'application ¢ : E — N @F de classe C" définie par

$(z,y) = (=, f(z,9))

La matrice jacobienne de f au point a dans les sommes directes ci-dessus est

donnée par

idyn 0
dof =
d1f(a) 0O2f(a)

Cette application linéaire est inversible. D’apres le théoreme d’inversion locale, il
existe un voisinage ouvert' V.C U de a, un voisinage ouvert W de (0, ) tels que ¢

induise un difféomorphisme, noté encore ¢ : V. — W. Le diagramme

v AW
AN J,pz

F

oll py est la seconde projection, est commutatif, de sorte que fop™l: W — Fest
induit par la seconde projection, qui est évidemment linéaire. Puisque E ~ N @ F,

ceci conduit au résultat. o

DEFINITION 5. — Une application f : U — F de classe C™ sur un ouvert U
de E est appelée une submersion si la différentielle d, f est surjective en tout point
de U.
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4.3. Théoréme d’immersion

Une application f: U — F de classe C” sur un ouvert U d’un espace vectoriel
de dimension n dont la différentielle est injective en un point a reste de rang n au
voisinage de a. On dit que c’est une immersion au voisinage de a. Cette notion est

justifiée par le théoréme suivant :

THEOREME 6. — Soit f : U — F une application de classe C" sur un ouvert
U de E. Soita € E et b = f(a). On suppose que la différentielle d, f est injective.
Alors il existe un voisinage ouvert R C U de a, un voisinage ouvert V de b
tels que f(R) C V et un difféomorphisme ¢ : V.— W C F de classe C" tels que

Dapplication ¢ o f|r soit induite par une application linéaire E — F.

Démonstration. Soit I I'image de d,f, et S un supplémentaire de I. Con-
sidérons P’application ® : U x S — F définie sur 'ouvert U xS de E®S =E x S
par

(z,y) = f(z) +y

La différentielle de ¢ en (a,0) est la matrice
d,® = (dof ids)

Puisque la différentielle d, f est injective, cette application linéaire est inversible.
Donc il existe un voisinage ouvert W C U x S de (a,0) et un voisinage ouvert V
de b tel que ® induise un difféomorphisme W — V. Soit ¢ 'inclusion E — E x S,
et R = ¢~}(W). On a alors f(R) C W, et le diagramme

R

N
&

v — 'V

est commutatif. Considérons le difféomorphisme ¢ = ®~1:V — W. Alors ¢ o f|r

est induit par I'application linéaire ¢. o

DEFINITION 7. — Une application f : U — F de classe C sur un ouvert U
de E est appelée une immersion si la différentielle d, f est injective en tout point
de U.

4.4. Subimmersion
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THEOREME 8. — (Théoréme du rang) Soit f : U — F une application de
classe C" ; soit a un point de U, et b = f(a). On suppose que le rang de f est
constant au voisinage de a. Alors il existe des difféomorphismes ¢ et ¢ définies au

voisinage de a et b respectivement, de classe C", tels que l’application composée
g=twofop
soit, au voisinage de a, induite par une application linéaire.

Bien entendu, 'application composée ci-dessus n’a de sens qu’au voisinage de
a. Il s’agit uniquement d’un théoréme local. Ce théoréme va s’obtenir en combinant

le théoréme de submersion et le théoréme d’immersion.

Démonstration. Soit I 'image de d, f, et S un supplémentaire de I. Dans la
somme directe F = I & S on écrit f = (f1, f2) de sorte que d, fy est surjective.
D’apres le théoreme de submersion, il existe un difféomorphisme ¢ de classe C”
défini sur un voisinage ouvert de a tel que f; 0 ¢! soit, au voisinage de a, induite
par une application linéaire (obligatoirement surjective).

On peut donc supposer que E = N@® I et que f; est donné au voisinage de
a par la projection (z,y) — y; Papplication f s’écrit, sur un voisinage ouvert de

a = (a’,a"”) qu’on peut supposer de la forme U’ x U’ C.U

(III, y) — (ya f2(m’ y))

On peut en outre supposer que U’ est connexe, et que le rang de f est constant
sur U’ x U”. La matrice jacobienne de f en (z,y) s’écrit dans les sommes directes
ci-dessus
0 idy
dof =
o f(z,y) Of(z,y)

L’hypothese sur le rang montre que 01 f(z,y) = 0 ce qui implique que I'application
f1 ne dépend pas de z. Posons pour y € U’ C I, g(y) = f(d/,y). Alors g est de
classe C". Sur 'ouvert U’ x U”, Papplication f est la composée de la projection

(z,y) — y et de 'application G : U” — F déﬁnie par

y = (y,9(v))
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D’apres le théoreme d’immersion, il existe un difféomorphisme 1 de classe C" défini
au voisinage de b = G(a”) dans F tel que 9 o G soit, au voisinage de o, induit
par une application linéaire v. Il en résulte qu’au voisinage ¥ o f est au voisinage

de a, induit par 'application linéaire (z,y) — v(y). o

5. Sous-variétés de R”

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Le concept de sous-variété de &
généralise celui de courbe ou de surface. Il s’agit de parties de E qu’on peut décrire

localement par de bonnes équations.
5.1. La notion de sous-variété

DEFINITION 1. — Une partie A C E s’appelle sous-espace affine de E si elle

est limage d’un sous-espace vectoriel F de E par une translation.

Soit A un sous-espace affine de E. Si a est un point de A, le sous-espace
vectoriel F est alors 'image réciproque de A par la translation  — a + z. On
I’appelle espace vectoriel tangent & A. La dimension de cet espace tangent est par

définition la dimension de A.

Exemple
Soit G un autre espace vectoriel de dimension p. Soit f : E — G une
application linéaire, et b un point de G; alors ’ensemble A = f~1(b) est, s’il

n’est pas vide, un sous-espace affine de E d’espace tangent ker f.

DEFINITION 2. — Soit M une partie de E. On dit que M est une sous-variété
de classe C" de E si pour tout point a € M il existe un voisinage ouvert U de a
dans E et un difféomorphisme ¢ : U — U’ C E tel que ¢(M N U) soit la trace sur
U’ d’un sous-espace affine A de E.
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On peut bien siir, quitte & composer ¢ par une translation, supposer que A contient
0, ce qui signifie alors que A un sous-espace vectoriel de E. On peut alors trouver
une base (€;)i=1...m de A qu’on compléte pour obtenir une base (e;)i1,...,n de E.
On désigne par (¢;)i=1,....n les composantes dans cette base. Alors, dans ’ouvert

U de E, Pintersection M N U est définie par les équations

Grmi1 = ... = ¢n =0.

Remarquons que la différentielle de Papplication (¢m41,--.,¢n) est surjective en
tout point de a. Réciproquement, on verra au paragraphe 3.3 que si M est une
partie de E qui peut étre définie localement par de telles équations, M est une
sous-variété de E.

Il résulte de la définition une sous-variété de E est localement fermée dans E,
c’est-a-dire intersection d’un ouvert et d’un fermé. Les ouverts de E sont des cas

particuliers de sous-variétés de E.

Exemple
Considérons le graphe G C E x F d’une application f : U — F de classe C”

d’un ouvert U de E & valeurs dans un espace vectoriel F. Alors le difféomorphisme
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¢:UxF —UxF défini par

P(z,y) = (z,y — u(z))

transforme le graphe de u en U x {0}. C’est la trace sur U X F d’un sous-espace

vectoriel de E x F. Donc le graphe G est une sous-variété de E x F.
5.2. Espaces tangents

DEFINITION 3. — Soit M une partie de E, et a un point de M. Un vecteur
t € E est dit tangent & M en a sl existe un chemin o :] — €,e[— E défini sur un
petit intervalle ouvert contenant 0, dérivable en 0, tel que
(i) limage de o est contenu dans M

(ii) le vecteur vitesse o'(0) est égal a t.

On désigne par T,M I’ensemble des vecteurs tangents a M en a.

Exercice 5.1

Soit M C R? le fermé défini par les points (z,y) définis par I’équation zy = 0.
Déterminer ensemble ToM et vérifier que ce n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2.

Exercice 5.2
Soit ¢ = U — V un diffSomorphisme de classe C! d’un ouvert U de E sur
un ouvert V de E. Soit M une sous-variété de E. Montrer que ¢(M N U) est une

sous-variété de E et que 'on a

da¢(TaM) = T¢(a) (¢(M)) .

PROPOSITION 4. — Soit M une sous-variété de classe C' de E. Alors

lensemble des vecteurs tangents T,M est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Au voisinage U de q, il existe un difféomorphisme ¢ : U — V
de classe C! tel que ¢(UNM) soit la trace sur V d’un sous-espace vectoriel F C E.
En vertu de l’exercice 3.2 qui précede, on est ramené & vérifier qu’en un point

quelconque de F on a TpF = F, ce qui est évident. o

DEFINITION 5. — Soit M une sous-variété de E. On appelle dimension de M

en a € M la dimension de l’espace tangent ToM.
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Ainsi, la dimension d’une sous-variété est une fonction localement constante.
Si elle est constante, on dit que la sous-variété est équidimensionnelle; cette
constante est la dimension de M. Chacune des composantes connexes d’une sous-
variété est équidimensionnelle. Dans la pratique, on se limitera souvent aux sous-
variétés équidimensionnelles de dimension m : ceci revient a imposer que dans
la définition 2, le sous-espace affine A est de dimension m. Une sous-variété de
dimension 1 (resp. 2) s’appelle une courbe (resp. une surface) de E; une sous-
variété de dimension n — 1 s’appelle une hypersurface de E. Une sous-variété M
de E de dimension 0 de E est un ensemble discret, c’est-a-dire que la topologie

induite sur M est la topologie discrete.

Exercice 5.3

Soient M et N deux sous-variétés d’espaces vectoriels E et I respectivement.
Soit U un ouvert contenant M et f : U — F une application de classe C" telle que
f(M) C N. Démontrer que

daf(TaM) - Tf(a)N.

5.3. Sous-variétés définies par des équations

Soient E et F deux espaces vectoriels, et 2 C E un ouvert de E.

THEOREME 6. — Soit f : Q — F une application de classe C” et de rang

constant.
Soit b € F un point de F. L’ensemble M = {z € Q, f(z) = b} est une sous-
variété de Q de classe CT, dont l’espace tangent en un point a € M est

T,M =kerd, f

Démonstration. Soit a € M. D’apres le théoreme du rang, on peut trouver
des voisinages U C Q et V de a et b respectivement, et des difféomorphismes
$:U—=TUett:V -V tels que f(U) C Vet tels que g = ¥ o f o ¢! soit
induite par une application linéaire. Soit a’ = ¢(a), et b’ = 1 (b). Considérons le

diagramme commutatif

u — VvV
¢ Lw
U/ i) VI
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On voit que z € MNU si et seulement si 2’ = ¢(z) satisfait & I'’équation g(z') =b'.
Puisque g est la restriction & U’ d’une application linéaire, $(M N U) est la trace
sur U’ d’un sous-espace affine : ainsi, M est une sous-variété de classe C" de E.

L’espace tangent & ¢(M N U) en a est le noyau de dg. En vertu du diagramme

commutatif
dof
E — F
da | | dow
dg
E — F
on obtient que T, M = kerd,f.
DEFINITION 7. — Soit f : U — F une application de classe C" sur un ouvert

U de E. Un point a € U est appelé un point critique de f si
rg.f < dimF
La valeur de f en un point critique s’appelle valeur critique.
COROLLAIRE 8. — Soit f : U — F une application de classe C". Si b est
un point de F qui n’est pas valeur critique, le fermé de U défini par M = {z €

U, f(z) = b} est une sous-variété de E, dont lespace tangent en un point a € M
est kerd, f.

Exercice 5.4

Soit f : R™ — R l'application définie par
(T1,...,%n) i

Vérifier que la seule valeur critique de f est 0.

Il en résulte que ’équation

définit une hypersurface de R"™.
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Exercice 5.5

Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit End(E) lespace vectoriel des
endomorphismes de E. Pour v € End(E), on désigne par v* I'adjointe de u. On
considére ’application f : End(E) — End(E)

fiu— uu*

1) Vérifier que f est de rang constant sur GL(E).
2) En déduire que le groupe O(E) des applications orthogonales est une sous-

variété de End(E). Préciser la dimension et 1'espace tangent en un point.

Exercice 5.6

1) Trouver les valeurs critiques de I’application f : R® — R? définie par

x3+y3+z3
f(%yaz):<l,2+y2+zz

Vérifier que 'ensemble des valeurs critiques est de mesure nulle.

2) En déduire que les équations

22 +y° +2°=0
22?2 =1

définissent une courbe compacte de R3.

Exercice 5.7

On considére deux espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives n et
m. Soit M C L(E, F) ’ensemble des applications linéaires de rang p.

1) Soit u € M. On désigne par N le noyau de u et par I son image. On choisit
des supplémentaires S et T de N et I respectivement, de sorte que 'on dispose de

sommes directes E=N®S et F =16 T. On écrit dans ces sommes directes, pour

v € End(E)
-(23)

Démontrer que dans 'ouvert U défini par les v tels que b soit inversible, MNU est

défini par ’équation & valeurs dans L(N, T)

c—dbta =0
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2) En déduire que M est une sous-variété localement fermée de dimension
(n — p)(m — p) de 'espace vectoriel End(E), et que son espace tangent au point u

est I'espace vectoriel noyau de I'application linéaire canonique
End(E) — L(ker u, coker u)
définie par composition avec I'inclusion keru — E et la projection F — coker u.

5.4. Sous-variétés définies par un paramétrage

On considére une application f : Q — F de classe C" définie sur un ouvert
Q d’'un espace vectoriel E. Alors qu'il n’y a pas de précaution particuliere, en
dehors de conditions portant sur le rang, pour vérifier que les fibres de f sont des
sous-variétés, il faut étre beaucoup plus prudent pour affirmer que I'image de f
une sous-variété. Par exemple, en général, méme si f est une immersion injective,

I'image de f n’est pas toujours une sous-variété de F.

THEOREME 9. — Soit  un ouvert de E, et f : Q — F une application de
classe C” de rang constant. On suppose que Uapplication induite f :  — Im f est
ouverte. Alors

(i) l’image Im f est une sous-variété de F de classe C™;

(ii) pour a € Q, lespace tangent ¢ Im fau point b = f(a) est donné par
TbIm f =Im daf

L’hypothése demandant que I'application f : & — Im f est ouverte est tres
restrictive : elle impose que image de d, f est indépendante de a quand a parcourt
la fibre f~1(b).

DEFINITION 10. — Soit U un ouvert de E, et f : U — F une application de
classe CT. On dit que f est un plongement de classe C" si c’est une immersion et

si f:U — f(U) est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 11. — Soit f : U — F un plongement de classe C". L’image

Im f est une sous-variété de ¥ de classe C".

Vérifier qu’une application injective f : U — F est un homéomorphisme sur
son image revient 3 vérifier qu’elle induit une application fermée : U — Im f. Pour

ceci, il est souvent utile d’introduire la notion de propreté.
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DEFINITION 12. — Soient X et Y deux espaces topologiques localement
compacts ; une application continue f : X — Y est dite propre si | ’irﬁage réciproque

d’un compact de Y est un compact.

Si f: X — Y est une application propre, les fibres de f sont évidemment

compactes.

PROPOSITION 13. — Soient X et Y deux espaces topologiques localement

compacts et f : X — Y une application propre. Alors f est fermée.

Démonstration. Soit F un fermé de X ; il s’agit de vérifier que f(F) est fermé.
Soit y € Y appartenant & ’adhérence de f(F). Considérons un voisinage compact
K dey. Alors f~!(K) est un compact, qui rencontre F. Pour tout voisinage compact
W C K le fermé FN f~1(W) est non vide ; ces parties sont fermées dans le compact

FNf~1(K), et cette famille de fermés est stable par intersection finie. Il en résulte

que
Nwf Y (W)NF #0

Si z est un point de cette intersection, le point f(z) appartient & tous les voisinages

W et par suite, puisque Y est séparé, f(z) = y. Donc y appartient & f(F). o

Exercice 5.8
Démontrer que application f : R — C définie par ¢t — eI+t est un

plongement.

Exercice 5.9
On considere Papplication f : R?\ {0} — R*\ {0} définie par

flz,y) = (2%, 2%y, zy%, v°)

1) Montrer que f est une immersion propre.
2) Démontrer que f est ouverte sur son image. En déduire que 'image M de
f est une sous-variété de classe C*° de R*, de dimension 2.

3) Trouver des équations locales pour M au voisinage du point (1,0, 0, 0).




44

Exercice 5.10
1) Montrer que 'application R — C définie par

f:t— e cos2t

est une immersion et que I'image n’est pas une sous-variété de C = R2?,
2) Montrer que la restriction g de f & l'intervalle —]7, [ est une immersion

injective. Vérifier que 'image de g n’est pas une sous-variété de C =R2.

Exercice 5.11

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et N C End(E) 'ensemble des
endomorphismes nilpotents de degré exactement n. On consideére 'action naturelle
de GL(E) sur End(E) par conjugaison.

1) Soit v € N. Démontrer qu'il existe une base e1,...,én de E telle que
v(e;) = ej41 pour 1 <i<n—1etv(e,) =0. En déduire que N est une orbite de
GL(E).

2) Soit v € N. Démontrer que l'application ¢ : GL(E) — N définie par
#(g) = gvg™! est de classe C™, et quelle a des sections locales continues. En
déduire que N est une sous-variété de End(E).

3) Préciser 'espace tangent en un point et la dimension de N.

Démonstration du théoréme 9.

Soit @ € Q et b = f(a). D’apreés le théoréme du rang, on peut trouver des
voisinages U C Q et V de a et b respectivement, et des difféomorphismes ¢ : U—-U
Ceth: V. — V/ tels que f(U) C V et tels que g = ¢ o f o ¢~ soit induite par

une application linéaire. Soit a’ = ¢(a), et b’ = ¥(b). Considérons le diagramme

commutatif
f
u — vV
¢ lv
v 5oV

Par hypothese, f est ouverte sur son image : ainsi, il existe un ouvert W de F
tel que f(U) = Im f NW. Remarquons que g(U’") C ¢(VNW). Quitte & remplacer
au besoin V par VW, et 1) par sa restriction : VAW — (VN W), on peut
supposer que f(U) = Im f NV. L'image de Im f N'V par 9 est alors g(U"), et,

d’apres Dexercice 3.2, il s'agit de vérifier que g(U’) est une sous-variété de F.




45

On est donc ramené a vérifier que I'image d’un ouvert de E par une application
linéaire G : E — F est une sous-variété. Mais Im G est un sous-espace vectoriel, et
I’application linéaire surjective G : E — Im G est ouverte. L’image d’un ouvert de
E est donc un ouvert d’un espace vectoriel.

Pour trouver I’espace tangent & Im f en b = f(a), il suffit de contempler le

diagramme commutatif

S
dad | 1 dvw
dg
E — F

et de remarquer que I’espace tangent & Im g en un point est I'image de dg. Ceci

acheve la démonstration. o

5.5. Morphismes

Soit v un entier > 1, ou v = o0.

DEFINITION 14. — Soit M wune sous-variété de classe C¥ de R™. Un
homéomorphisme ¢ : V. — V' d’un ouvert V. de M sur un ouvert V' d’un sous-
espace vectoriel F de R™ s’appelle une carte locale s’il existe un difféomorphisme
$: U — U de classe C¥ d’un ouvert U de R™ sur un ouvert U’ de R™ tel que
V=MnNU, et ¢ = d|v.

L’ouvert V s’appelle la source de la carte locale, et Pouvert V/ de F le but.
Quitte & diminuer U et U’, on peut au besoin imposer en outre que U' NF = V'
Cette condition n’est pas automatique avec la définition ci-dessus. Si ¢ est une
carte locale, sa restriction ¢lw : W — (W) & un ouvert W C V est encore une

carte locale.

DEFINITION 15. — Soit f : M — RP une application. On dit que f est de
classe C¥ si pour tout a € M, il existe une carte locale ¢ : V. — V' dont la source

L soit de classe C¥ sur V.

contient a, et telle que f o™
L application fop~! s’appelle expression de f dans la carte ¢. Si f : M — R?
prend ses valeurs dans une sous-variété N C RP on dira que f : M — N est de

classe C” si l’appliéation composée M — N — RP est de classe C”.
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PROPOSITION 16. — Soient M et N deux sous-variétés de classe C¥ de R™
et RP respectivement et f : M — N une application de classe C”.. Soit v € T,M,
et v:] — ¢ e[~ M un chemin dérivable en 0 tel que v(0) = a,~'(0) = v.
1. Le chemin t — f(vy(t)) est dérivable en 0.
2. Sa dérivée en 0 ne dépend que de v. On la note Ty f.v
3. L’application Ty f : ToM — Ty)N est linéaire.

DEFINITION 17. — L’application linéaire Tof : ToM — T ()N ainsi définie

s’appelle ’application linéaire tangente en a a f.

Démonstration. Remarquons que si M est un ouvert de R™, I’énoncé est
évident : application T, f n’est autre que la différentielle de d, f : R" — R?, qui
prend ses valeurs dans T ¢,)N.

Dans le cas général, on choisit au voisinage de a une carte locale ¢ : V. — V' C
F dont la source contient a induite par un difféomorphisme ¢ d’un ouvert U sur un
ouvert U’ de 'espace vectoriel R” ambiant, et telle que g = fo¢™! : V/ — RP soit
de classe C¥. Alors t — ¢(7y(t)) est dérivable en 0, et donc f(v(t)) = g(é(v(t)))
est dérivable en 0; sa dérivée est donnée par dy(q)g(da®(v)). Ainsi, cette dérivée
ne dépend pas de 7, (ni de ¢) mais seulement de v, et est évidemment linéaire en

v. D’ou ’énoncé. o

PROPOSITION 18. — Soient M et N deuz sous-variétés de classe C¥ de R™
et RP respectivement, et f : M — N une application. Alors f est de classe C¥ si et
seulement si pour tout point a € M il existe un voisinage ouvert U de a dans R™

et une application G : U — RP de classe CV telle que

Glunm = flunm-
On a alors Tof = d,Glr M-

Démonstration. Supposons que f soit de classe C”. Choisissons une carte
locale ¢ : V. — V' C F au voisinage de a, induite par un difféomorphisme ¢
d’ouverts de I'espace vectoriel ambiant et telle que g = f o ¢t V' — RP soit
de classe C¥. Choisissons un facteur direct S de F dans R™ et désignons par 7 la
projection R™ — F. Alors g o7 est de classe C” sur I'ouvert 7~ *(V’). Considérons
'application G = g o m o ¢ : cette application est définie et de classe C” sur un

ouvert U de R™ contenant V et coincide avec f sur UN M.
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Réciproquement, supposons que f s’étende au voisinage U de a € M dans R"
en une application G de classe C. Soient ¢ : V — V’ une carte locale arbitraire
induite par un difféomorphisme ¢ d’un ouvert W C R™ sur un ouvert W' C R”, et

! —! au voisinage

a un point de V; Papplication f o ™" est alors induite par G o ¢
de ¢(a) et est donc de classe C¥ au voisinage de ¢(a). Elle est donc de classe C”
sur V.

Soit v :] — €,¢[— M un chemin dérivable tel que +'(0) = v. Puisque
Gluam = flunm, on a f(v(t)) = G(y(t)) au voisinage de 0, et donc en prenant
la. dérivée & l'origine, on obtient T, f(v) = d,G(v). Ceci démontre la formule

Tof = doGlT M-

Dans la pratique, les applications de classe C¥ seront toujours obtenues comme

restrictions d’applications de classe C¥ définies sur des ouverts de 'espace ambiant.

COROLLAIRE 19. — Si f : M — N C RP est de classe C¥, lexpression de f

dans toute carte locale ¢ de M est de classe CV.

Composition

Soient M, N et P trois sous-variétés de classe C¥ plongées dans des espaces
affineset f: M — Net g: N — P des applications de classe C¥. Alors gof : M — P
est de classe C¥, et on a pour a € M et b = f(a)

Talgo f) = Tsaygo Taf

Cette propriété est immédiate en choisissant des applications de classe C”
définies au voisinage de a et f(a) respectivement dans les espaces vectoriels

ambiants, qui induisent f et g.
Difféomorphismes

DEFINITION 20. — Soient M et N deuz sous-variétés de classe C¥ de R™ et
RP respectivement. Une application f: M — N est un difféomorphisme si elle est

inversible, et si f et f~1 sont de classe C¥.

Exemples
1. Soit M une sous-variété de R™ et ¢ : V — V' une carte locale. Alors ¢ est

un difféomorphisme de classe C”.
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2. Considérons 'hyperboloide M C R3 défini par 'équation z2 + y* — 22 =1.
L’application M — S; x R définie par ‘
z y
(2, 9,2) = ( : 2
| e JEre

est un difféomorphisme de classe C*°.
Si f est un difféomorphisme de classe C!, Papplication linéaire tangente T, f

en un point a € M est inversible, et on a,
(Taf)™" = T@M.

Réciproquement, si cette application linéaire tangente est inversible, on peut en

déduire que f est localement au voisinage de a, un difféomorphisme :

THEOREME 21. — Soient M et N deux sous-variétés de classe C¥ de R™ et
RP respectivement, et f : M — N un application de classe C¥. On suppose que
Vapplication linéaire tangente Tof : ToM — Tyq)N est inversible en un point
a € M. Alors il existe un voisinage ouvert U de a dans M tel que ’
(i) limage V = f(U) est un ouvert de N;
(i) Papplication flu: U — V est un difféomorphisme de classe C".

Démonstration. On prend des cartes locales ¢ : V — V/ pour M au voisinage
de a, et 9 : W — W’ pour N au voisinage de b = f(a) telles que f(V) C W et on

considére ’application
g:qpofogp_l -V - W

Cette application est de classe C”, et sa différentielle d, g est inversible au point
o’ = f(a). Il résulte du théoréme d’inversion locale que g induit un difféomorphisme
de classe C¥ d'un voisinage ouvert V// C V' de a’ sur un voisinage ouvert W” de
g(a"). Alors f = 1p~Logoy est un difféomorphisme de classe C* de I'ouvert ¢~ (V")

sur I'ouvert ¥~ *(W"). o

COROLLAIRE 22. — Soient M et N deuz sous-variétés de R™ et RP re-
spectivement, et f : M — N une application de classe C, bijective, telle que
Vapplication linéaire tangente Tof soit inversible en tout point a de M. Alors f

est un difféomorphisme de classe CV.
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On peut aussi transposer aux sous-variétés de R™ tous les énoncés obtenus a

partir du théoreme du rang constant.

DEFINITION 23. — Soit f : M — N une application de classe C¥. On appelle

rang de f en un point a, et on noterg 4(f), le rang de application linéaire tangente
T.f

Exercice 5.12

Montrer que la fonction a — rg, f est semi-continue inférieurement.

PROPOSITION 24. — Soient M et N deuz sous-variétés de R™ et RP respec-
tivement, et f : M — N une application de classe C¥ de rang constant. Alors
(i) Les fibres My = f~1(b) sont des sous-variétés de R", d’espace vectoriel tangent

en un point a
T, M, = ker To f
(i) Si f est ouverte sur son image, l'image de f est une sous-variété de R, et
on a en un point f(a) € Im f

TiIm f =ImT,f.

On utilise le plus couramment la partie (i) de cet énoncé quand 'application
linéaire tangente 3 f est surjective en tout point : on dit alors que f est une

submersion.

DEFINITION 25. — Un point critique de f est un point a € M tel que

rg o(f) < dim N; une valeur critique de f une valeur de f en un point critique.

Si b n’est pas valeur critique, l'application f est une submersion sur un
voisinage ouvert de la fibre M, = f~1(b). On obtient :

COROLLAIRE 26. — Si b n'est pas valeur critiqgue de f : M — N, la fibre

My = f~1(b) est une sous-variété de R™.

La partie (ii) de I’énoncé s’utilise souvent quand 'application lineaire T, f est

injective en tout point : on dit alors que f est une immersion. Ainsi,
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COROLLAIRE 27. — 81 f : M — N est une immersion injective et propre,
Uimage f(M) est une sous-variété de RP, et l’application M — Im f induite par f

un difféomorphisme de classe C".

Exercice 5.13
Montrer que la surface de R® d’équation z* +y* 4+ z* = 1 est difféomorphe &

la sphere Ss.

Exercice 5.14
La cubique de R? d’équation z® — z + y? = 0 a deux composantes connexes,

dont I'une est difféomorphe au cercle Sy, et 'autre a R.

Exercice 5.15

Le tore de R? d’équation

(\/$2+y2—2)2+z2 =1

est difffomorphe & S; x S;.

Exercice 5.16
Soit S, la sphere de centre 0 et de rayon 1 dans R>.

1. Montrer que l’application f : Sy — R* définie par

2

($,y,z) = (l’ - yzaxy7yz7zw>

est une immersion et que I'image de f est une sous-variété de dimension 2 de R4,

2. Trouver des équations locales pour Im f au voisinage du point (1,0, 0,0).

| 6. Fonctions de Morse

On suppose dans ce qui suit que v est un entier > 2. Soit f : U — R une
application de classe C¥ définie sur un ouvert U d’un espace vectoriel E. Les points
critiques de f sont les points a € U tels que dof = 0. On sait que si a € U n’est
pas un point critique, une telle application est conjuguée (au voisinage de a) a
une application linéaire E — R, modulo I'action d’un difféomorphisme défini au
voisinage de a. On se préoccupe dans cette section d’examiner ce qui se passe au

voisinage des points critiques raisonnables.
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6.1. Lemme de Morse

Rappelons que la différentielle seconde d2 f au point a € U est par définition la
forme bilinéaire sur E x E — R définie par d,(df) € L(E, L(E,R)); autrement dit,
pour u et v € E on a d} f(u,v) = dy(df)(u)(v). Le lemme de Schwarz dit que cette

forme bilinéaire est symétrique. En termes de dérivées partielles, si (z1,...,2x)

sont les coordonnées dans une base e; on a

2 _f
daf(eia ej) - amzaxj (a)

On désigne encore par H, f la forme quadratique associée & cette forme bilinéaire

symétrique : c’est le Hessien de f en a. On a donc par définition pour z € E
Hof(x) = dof ()

DEFINITION 1. — Soit a un point critique de f. On dit que f est un point

critique non dégénéré si le Hessien Hy f est une forme quadratique non dégénérée.

DEFINITION 2. — Un point critique non dégénéré a est dit d’indice p si la
forme quadratique H, f est de signature (n — p,p).

Exercice 6.1
Soit ¢ : U — U’ un difféomorphisme et b = ¢(a) et g = fo ¢~ L.
1. Démontrer que a est un point critique de f si et seulement si b est un point

critique de g et on a alors
Hy(b) 0o ¢) = Hy f 0 dpo.

2. En déduire que si a est un point critique non dégénéré d’indice p pour f,

le point b est un point critique non dégénéré d’indice p pour la fonction g.

Exercice 6.2
Démontrer que si f : U — R n’a que des points critiques non dégénérés,

Pensemble des points critiques de f est un ensemble discret.
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Au voisinage d’un point critique a € U le développement de Taylor a I’ordre

2 s’écrit
flath) = Fa)+ 5Haf(R) +e(h) || 1P

ot €(h) est une fonction réelle définie au voisinage de 0 telle que limy .o €(h) = 0.
On va montrer que si a est un point critique non dénégénéré, il existe un
difféomorphisme qui transforme f en son développement de Taylor & l'ordre 2 :

c’est le lemme de Morse.

LEMME 3. — (Lemme de Morse)
Soit U ouvert de E et f : U — R une fonction de classe C*°. On suppose que
a € U est un point critique non dégénéré pour f. Alors il existe un difféomorphisme
¢ : V — W défini sur voisinage ouvert de 0 satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) #(0) =0 et do¢ =idE ;

(ii) au voisinage de 0 on a

flat9(@) = f(a) + 5Haf(2).

Démonstration. Commencons par écrire la petite formule de Taylor avec reste
sous forme intégrale, sur une boule ouverte B(a,r) C U. Du fait que a est un point

critique, on obtient
1
fla+z) = f(a) —i—/o (1 — t)Hyqe f(z)dt.

Considérons la forme quadratique ¢, = fol(l — t)Hgyeo fdt. Du fait f est de
classe C™, il résulte que I'application définie sur B(0,r) et & valeurs dans I’espace
vectoriel des formes quadratiques = +— ¢, est de classe C*. La formule ci-dessus

s’écrit
fla+z)= fa) + gz(2)

pour z € B(0,r).

On munit E de la forme quadratique non dégénérée gy = %Ha f, et on désigne
par (u,v) — (u,v) la forme polaire de go. On désigne par Sym(E) C End(E)
’espace vectoriel des applications linéaires E — E, symétriques pour cette forme

quadratique. On désigne d’autre part par S?E* 'espace vectoriel des formes
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quadratiques sur E. L’application linéaire Sym(E) — S2%E* qui associe & un

endomorphisme symétrique « la forme quadratique Q, définie par

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Tout endomorphisme o € End(E) définit & partir de go une nouvelle forme
quadratique a*(qy) = qo o a. Considérons I'équation & valeurs dans 'espace

vectoriel des formes quadratiques S?E*

a” (QO) =4z

ot o € Sym(E) est I'inconnue. L’application F : B(0,7) x Sym(E) — S?E* définie
par (z,a) — a*(qgo) — g est de classe C*. La différentielle partielle 5,F(0,idg) est
donnée par a — 2Q),. Cette différentielle partielle est donc inversible. Il résulte du
théoréme des fonctions implicites qu’il existe une application z — a(z) de classe
C°, définie au voisinage de 0 dans E et & valeurs dans Sym(E) telle que o(0) = idg

et telle que
o(z)"(q0) = ¢a

Cette égalité entraine en particulier ¢, (x) = go(a(z)z), et donc

fla+2) = f(a) + 5Haf(alo)o).

Considérons Papplication (8 : z — «a(z)z, définie au voisinage de 0 dans E et
a valeurs dans E. Cette application est de classe C*, et sa différentielle en z = 0
est dpo8 = idg. Ainsi, 8 induit un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 sur
un voisinage ouvert de 0. Le difféomorphisme inverse ¢ satisfait aux conditions

demandées. o
On peut formuler le lemme de Morse de maniere plus concrete :

COROLLAIRE 4. — Soit f : U — R ayant en a un point critique non dégénéré

d’indice p. Il existe au voisinage de a des fonctions scalaires uq, ..., u, de classe
C®® s’annulant en a, telles que

Q) fl@)=fla)+ui+...+ui_,—ul g — ... —up

(i) L’application x — (u1(z),...,un(z)) induit un difféomorphisme d’un voisi-

nage ouvert de a sur un voisinage ouvert de 0 dans R".
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Démonstration. 11 suffit de choisir une base eq,...,e, orthogonale pour la
forme quadratique gg = %Haf et telle go(e;)) =1si1<i<n —pet go(e;) = —1
sin—p+1 <4 < n. Une telle base orthogonale existe d’apres le théoreme
de réduction des formes quadratiques réelles de signature (n — p,p). Si B est
I’application introduite dans la démonstration ci-dessus, on peut prendre pour

fonctions u; les composantes de Papplication a + x — [(x) dans cette base. o

Exercice 6.3

Soit f : U — R une fonction de classe C* n’ayant qu'un nombre fini de
points critiques non dégénérés. On considere un point critique a d’indice p, et on
désigne par c la valeur critique correspondante. Etudier, au voisinage de a, l'allure
de ’hypersurface de niveau définie par ’équation f(z) = y quand y est voisin de

la, valeur critique c.

6.2. Fonctions définies sur des sous-variétés de R"

On considere une sous-variété M de classe C”, de dimension m d’un espace
vectoriel E = R"™ et une fonction M — R de classe C”. Parmi les points critiques,
il y a bien les points ou f a un maximum ou un minimum local, mais il y en a en
général beaucoup d’autres.

On sait que localement, f est induite au voisinage d’un point ¢ € M par une
fonction de classe C¥ sur un voisinage ouvert de a dans ’espace ambiant ; on peut
en déduire, en faisant 'usage de partitions de 'unité, qu’il existe une fonction
F : U — R de classe C” sur un ouvert U contenant M telle que F|y = f. Dans la
pratique, les fonctions f qui seront considérées seront toujours présentées de cette

facon, de sorte qu’il n’est pas treés utile de vérifier cet énoncé de nature globale.

PROPOSITION 5. — Soit U un ouvert de E=R" et g = (¢1,...,9,) : U= R"

une submersion. On considére la sous-variété M C U définie par les équations

g1=...=gr, =0.
Soit F : U — R une fonction de classe C¥, et f = F|y. Un point a de M est
un point critique pour [ si et seulement si il existe (A1,...,A.) € R" tels que a

soit un point critique pour la fonction

T
F =Y g
1=1

Localement, on est toujours dans la situation de la proposition. Commencons,

avant de démontrer cet énoncé, par un lemme d’algebre linéaire :




%)

LEMME 6. — Soit T un sous-espace vectoriel de E, de codimension r, défini
par les équations linéaires p1(z) = ... = @ (x) = 0. Alors lorthogonal de T dans

E* est le sous-espace engendré par (p1,...,pr).

Démonstration. Soit S un supplémentaire de T; alors ¢ = (1, ..., p,) induit
un isomorphisme S — R”. Toute forme linéaire 1 sur E = T @ S s’écrit dans cette
somme directe 1 = (¥’ ¥""). On peut factoriser ¢ = Ao ¢|s ot A : R” — R est

une forme linéaire. Si A = (A1, ..., A.) cette égalité s’écrit aussi
P =Y lipils
i

et par suite ¢ — Z:zl Aitp; s’annule sur S. Dire que 1 appartient & 'orthogonal de
S signifie que 9 s’annule sur T ; ceci implique donc qu'il existe A1,..., Ar € R tels

que

T
P=> s
i=1

Réciproquement, une telle égalité entraine évidemment que ¢ appartient a

I'orthogonal de T. o

Démonstration de la proposition 5
Par définition, un point @ € M est un point critique pour f si et seulement si

T,f = 0, autrement dit d’apres la proposition 13.18
daFITQM = (.

On sait que T,M est le sous-espace vectoriel de E défini par les vecteurs v € E
satisfaisant aux équations d,g1(v) = ... = dag,-(v) = 0. Ainsi, si a est un point
critique de f, la différentielle d,F appartient & 'orthogonal de T,M, et d’apreés le

lemme précédent, il existe des scalaires (A1,...,\,) tels que

doF = Nidags.

i=1

Ainsi, la différentielle de F — Z:Zl Xig; est nulle en a. Réciproquement, si c’est le
cas, on voit que la restriction de d,F & T,M est nulle, et par conséquent a est un

point critique pour f. o
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Si a est un point critique pour f, les nombres (A1,...,A;) sont déterminés de
maniére unique, puisque les différentielles (dqg1, - . . , dagr) sont indépendantes. On

les appelle les multiplicateurs de Lagrange.

Exemple
Considérons sur la sphere S,, de R*™! d’équation

glz)=224+... +22-1=0

la fonction f = z,|s,. Les points critiques de f sont les points a de la sphére
S, ou les différentielles (dz, d,g) sont liées. On trouve ainsi 2 points critiques
(0,...,0,+1). Puisqu’il n’y qu’une équation pour S, il y a pour chaque valeur
critique un seul multiplicateur de Lagrange, qui est A = % pour le poéle nord
(0,...,0,1), et —% pour le pole sud (0,...,0,—1). Ces deux points critiques

correspondent au maximum et au minimum de la fonction f.

Nature des points critiques

Soit M une sous-variété de dimension m, de classe C¥ de E = R™. Considérons
une fonction f : M — R de classe C¥, ayant au point a un point critique. Pour
déterminer la nature du point critique, il convient d’étudier le comportement de f
le long des chemins dérivables v :] — €,e[— M qui passent par a a l'instant ¢ = 0.
Considérons une carte locale ¢ : V — V' pour f au voisinage de a, et ’expression

g=fop ! de f;onaalors, si v =7'(0) et b= p(a)

FO0) = a(0(1(8) = £(@) + Hug o dagp(v) + (o)l

ol limy_,g €(t) = 0.
LEMME 7. — La forme quadratique sur T,M définie par
v Hygodap
est indépendante du choix de la carte locale.

Démonstration. 1l suffit d’utiliser le développement limité & 'ordre 2 de la
fonction t — f(v(t)) :] — €,e[— R : ce développement limité ne dépend pas du

choix de la carte ¢. o
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Exercice 6.4
On considére un autre carte locale ¢, telle que ¢1(a) = by et on écrit 1 = by,
ol 8 est un difféomorphisme de classe C¥ au voisinage de b. Alors l'expression g¢;

de f au voisinage de b; est donnée par g; = g o 1. Démontrer directement que

Hyg o dap = Hp, g1 0 datpr
en utilisant l'exercice 14.1.

DEFINITION 8. — La forme quadratique ainsi définie sur T,M s’appelle le

Hessien de f au point critique a et en notée Hy f.

DEFINITION 9. — Soit m = dimM. Si le Hessien Hof est une forme
quadratique non dégénérée, on dit que a est un point critique non dégénéré. Si
cette forme quadratique a pour signature (m — p,p) on dit que a est un point

critique d’indice p.

Si a est un point critique d’indice m, alors f a en a un maximum local ; si a

est un point critique d’indice 0, alors f a en a un minimum local.

DEFINITION 10. — Soit M une sous-variété compacte de E = R™ de classe
C>. Une fonction de Morse sur M est une fonction qui n’a que des points critiques

non dégénérés.

On démontre qu’il existe toujours des fonctions de Morse. Les points critiques
d’une telle fonction f sont donc en nombre fini. Soit C(f) 'ensemble des points
critiques d’une fonction de Morse f; désignons par I(f,a) l'indice d'un point

critique. On peut alors former la somme

Z (—1)IHa),

a€C(f)

On démontre que cette somme est un invariant qui ne dépend pas du choix de
la fonction f. En fait, cet invariant ne dépend que de I'espace topologique sous-
jacent & M : c’est la caractéristique d’Euler-Poincaré, notée x(M). Ceci signifie que
si M’ est une autre sous-variété d’un espace vectoriel R™ telle que M et M’ soient
homéomorphes, alors x(M) = x(M’). La démonstration d’un tel résultat utilise de

facon essentielle le lemme de Morse qui permet de dire exactement, en termes de
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coordonnées, le comportement de f au voisinage des points critiques : par exemple
les hypersurfaces de niveau f = c restent difféomorphes entre elles tant que ¢ ne
traverse pas une valeur critique. Si ¢ traverse une valeur critique correspondant
4 un seul point critique a, il faut étudier comment on peut construire le fermé
{f(z) < c+e€} apartir du fermé { f(x) < c—e€}, et la description de f au voisinage
du point critique a permet de décrire de fagon tres précise ce passage critique.
C’est 13 le point essentiel de la théorie de Morse, qui dépasse le niveau de ce cours.

Voyons comment on peut dans la pratique trouver I'indice des points critiques.
On peut bien sfir, si on dispose d’une carte locale ¢ au voisinage du point critique
a, calculer P'expression g de f dans cette carte, et trouver un développement limité

de g au voisinage de b = ¢(a).

Exemple

Reprenons sur la sphére S,, ’exemple de la fonction f = z,|s,. On prend pour
carte locale au voisinage du pole nord P'application définie par z — (2o, ..., Zn—1)-
Alors

(T, ... Tn—1) = \/1*({1}3—4-...4—.’17%_1)

On a alors pour v € TS,
Hof(v) = —(vg +... +vp_1)

ce qui signifie que le pdle nord est un point critique d’indice n. On voit de méme
que le pdle sud est un point critique d’indice 0. Ainsi, la fonction f est une fonction

de Morse sur S,,. La caractéristique d’Euler-Poincaré de S,, est donc

0 si n est impair
— 1\ =
X(Sn) =1+ (=1) { 2sin est pair
Une autre méthode peut s’imposer & partir des multiplicateurs de Lagrange,

quand on ne dispose pas d’une carte locale.

PROPOSITION 11. — S0it U un ouvert de E =R" et g = (91,-..,9r): U —
R” une submersion. On considére la sous-variété M C U définie par les équations
g1 =...=gr=0.

Soit F : U — R une fonction de classe C¥, et f = F|u. Soit a € M un point
critique de f, et (A1,..., ) € R" les multiplicateurs de Lagrange correspondants.
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Alors le Hessien de f en a est donné par
™
Hof = Ho(F - Z/\igi)lTaM
i=1

Démonstration. Par définition des multiplicateurs de Lagrange, a est un point
critique de F — "7, A;g;. Soit 7 :] —e, e[— M un chemin dérivable tracé sur M tel
que ¥(0) = a et ¥/(0) = v. Le développement limité de t — (F — >_7_; Aigs)(7(t))

s’écrit & 'ordre 2
2 r
FOr®) = F(@) + S Ha(F - > (o) + eI

Ainsi, I’énoncé découle de 'unicité des développements limités a 'ordre 2. o

Exemple
Reprenons une nouvelle fois ’exemple de la fonction f = x|, sur la sphere
S,,. Alors le multiplicateur de Lagrange pour le pole nord ¢ = (0,...,0,1) est %
Donc
1

Haf = Ha(a',’n — 5(.’1:(2) +... +x721, - 1))iTaSn

Ce calcul se fait maintenant dans R™*!. L’espace tangent T,S, est défini par les
vecteurs h = (ho, ..., h,) tels que h, = 0. Si on pose F = z,, — %—(m%—F. 32— 1),
on doit alors calculer le développement limité & Pordre 2 de h — F(a + k) au
voisinage de 0 dans R™*! et prendre la restriction & l’espace tangent h, = 0. Ici,

comme il s’agit d'un polynéme de degré 2, il n’y a pas de reste; on a ainsi

| =

3
F(hO,'--ahn—lﬁl) :a_ (1+h(2)++h’31.—1)

)

:1—5(h3+...+hi_1)

Par suite Hy f(h) = —(h3 + ... + hZ_1).

Exercice 6.5
On considere dans R? le tore T d’équation g(z,y, 2) = (Vz2 + 22—2)2+y? =1
et la fonction f : T — R définie par f(z,y, z) = z. Montrer que f est une fonction

de Morse, et calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré de T.






