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Chapitre 1

Fonctions holomorphes

Les fonctions holomorphes sur un ouvert U de C sont les fonctions f : U — C
dérivables au sens complexe. Par exemple, la somme d’une série entiere f(z) =
Y _nen @n2" est une fonction holomorphe a P'intérieur du disque de convergence.
Le but principal du chapitre est de démontrer qu’une fonction holomorphe f est
C—analytique, ce qui signifie que pour tout point a € U la fonction f peut s’écrire |

au voisinage de a comme somme d’une série entiere

HOED SINCEION

n>0

Ce résultat sera obtenu dans la section 6 & partir d’une généralisation de 1’énoncé
suivant : soit U un ouvert simplement connexe de R™ et w une forme différentielle

de cla.sse\Cl, de degré 1, et fermée. Alors l'intégrale fvw le long d’un lacet de

classe C! de U est nulle. Cet énoncé, dont une démontration possible avec ces
hypotheses serait d’utiliser la formule de Stokes, n’est pas tout-a-fait suffisant
pour 'application que nous avons en vue, puisque que nous avons besoin d’étudier -
sur un ouvert U de C la forme différentielle w = f(2)dz, ol f est une fonction
holomorphe sur U. C’est la raison qui nous a conduit & introduire dans la section 3
la notion de forme localement exacte w, ce qui permet de définir une telle intégrale
pour un lacet seulement continu, et d’obtenir une propriété d’invariance de ces
intégrales par homotopie qui conduit & la généralisation de 1'énoncé pour de telles
formes différentielles. Le théoréme principal est alors le théoreme de Cauchy, qui
dit que si f : U — C est holomorphe sur un ouvert U de C la forme différentielle
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w = f(z)dz est localement exacte : la principale conséquence est que si v est un

lacet homotope & un lacet constant, on a

L F(2)dz = 0.

De cet énoncé, démontré dans la section 4, découlent tous les résultats essentiels
sur les fonctions holomorphes : 'existence d’une primitive pour f si 'ouvert U
est simplement connexe (section 4), la formule intégrale de Cauchy (section 6) ;
c’est encore cet énoncé qui conduira dans la section 7 au théoréme des résidus.
La section 8 est consacrée a I'étude de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact sur I’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur un ouvert
U de C. Le principal résultat de cette section est la caractérisation des éompacts
de fonctions holomorphes : c’est un résultat qui sera utile dans la section 9 dans

Pétude des transformations conformes.

1. Formes différentielles

1.1. Formes différentielles de degré 1

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On rappelle que toutes les
normes sur E sont équivalentes. On munit E de la topologie définie par 1’uné de
ces normes. On désigne par E° = Homg(E, C) V'espace vectoriel des formes R- -
linéaires & valeurs complexes. On appelle forme différentielle (complexe) sur un
ouvert U de E une application w : U — E". Si cette application est de classe C”

nous dirons que la forme différentielle w est de classe C".

Exemple
Soit f : U — C une application de classe Crt1. Alors la différentielle w = df

z—ow(x)=d,f € E
définit une forme différentielle de classe C" sur ouvert U.

On désigne par Q17 (U) Pespace vectoriel (complexe) des formes différentielles
de classe C". Soit C"(U) T’algebre des fonctions de classe C" sur U. On dispose
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d’une multiplication C"(U) x QY7 (U) — QY7 (U) qui associe & la fonction f et la

forme différentielle w la forme différentielle notée fw définie par
fo(z) = f(z)w(z)

On obtient ainsi une structure de C™(U)—module sur Q17 (U) (¢f. [Lang, 1984],
Chapitre 3).

PROPOSITION 1.1. — Soient ey,...,e, une base de E, et (z1,...,z,) les
fonctions coordonnées dans cette base. Toute forme différentielle w € QY7 (U)

s’écrit de maniére unique

f = i widaci
i=1

ot w; est une fonction de classe C” sur U.

Cet énoncé signifie donc que le module Q17 (U) est un module libre de base
(d:l,'l, N ,diEn).

Démonstration. On sait que la différentielle dx; est constante, et sa valeur
en un point z est la forme R—linéaire E — R C C donnée par la projection
ey = Soioquse; — u;. Les formes R—linéaires (€')s=1,..n constituent une
base de I'espace vectoriel complexe E’. Par suite, les formes différentielles dz;

constituent une base du C”(U)—module QY7 (U). D’ott I'énoncé. o

1.2. Image réciproque d’une forme différentielle

Soit ¢ : U — V une aplication de classe C™! d’un ouvert U d’un espace
vectoriel réel E dans un ouvert V d’un autre espace vectoriel F. On désigne par
dyp : E — F la différentielle de ¢ au point z € U.

On considere pour w € QL7 (V) la forme différentielle sur U définie par

0" (w)(z) = wlp(z)) 0 dzp.

pour z € U. C’est J'image réciproque de la forme différentielle w par ¢.

Exercice 1.1 v
Montrer que ¢*(w) est de classe C.




w

Exercice 1.2
Soit f : V — C une fonction de classe C” sur V. L’image réciproque de la

fonction f par ¢ est définie par ©*(f) = f o . Montrer que
©*(df) = d(¢"(f))

Exercice 1.3

Etant donnée une application ¢ : U — V de classe C™*!, sur Q17 (U), on a une
structure naturelle de C"(V)—module. Vérifier que I’application ¢* : Q7" (V) —
QbT(U) est CT(V)-lindaire.

Exercice 1.4
Soit 9 : V — W une application de classe C™t! de I'ouvert V dans un ouvert

W d’un espace vectoriel G. Démontrer que
(o) =g 0.

" DEFINITION 1.2. — Soit w € QY7(U) une forme différentielle de classe CT
sur Vouvert U. Une fonction f : U — C de classe C™ telle que df = w s’appelle
une primitive de w. Une forme différentielle w qui a une primitive est dite exacte.

Si Vouvert U est connexe, deux primitives de w différent par une constante.

1.3. Intégrales curvilignes

Soit v : [0,1] — U une application de classe C' dans un ouvert U de E. On dit
que 7 est un chemin de U de classe C. Le point (0) s’appelle I'origine du chemin,
et le point (1) 'extrémité. Soit w une forme différentielle de classe C! sur U.
L’application y peut s’étendre en une application de classe C!, notée encore 7 sur
un intervalle ouvert contenant [0, 1]. La forme différentielle v* (w) est alors continue
sur cet intervalle ouvert, et par suite sur [0, 1]. Elle s’écrit v*(w)(t) = a(t)dt

oll t + a(t) est une fonction continue sur [0,1] & valeurs complexes. Par suite

/ = [ (s

a un sens. Elle sera notée f,y w.

Iintégrale
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Ainsi, si dans une base (ey,...,e,) de E, on écrit w = ), widz; et y(t) =
1
Sivitleiona [ w= [ (3 wit)ri(t))dt
Propriétés

(i) L’intégrale ne dépend pas du paramétrage mais seulement du sens de parcours.
En effet, si 7 : [0,1] — [0,1] est une application C* telle que 7(0) = 0 et

T(1)=1ona

i

(ii) Etant donnés deux chemins « : [0,1] — U et 8: [0,1] — U de classe C! tels
que a(1) = B(0) on définit le chemin composé o.f par la formule

a2t)si0<2t <1

a.f(t) =
B2t—1)si1<2<2

Ce chemin n’est pas en général de classe C!. S'il est de classe C! on a la

fao= L [

La loi de composition qu’on obtient ainsi n’est pas définie sur 'ensemble des

formule

chemins de U; de plus elle n’est pas associative : si a,- 0,7 sont trois chemins
qu’on peut composer, les chemins (a.(3).y et a.(8.7) ne sont pas égaux en

général. Cependant, on a quand méme

/ w = / w,
(c.8)y a.(B8.7)

DEFINITION 1.3. — On appelle chemin de U de classe C' par morceaur une
application [0,1] — U telle qu’il existe une subdivision 0 = o <11 < ... < tm <

tme1 = 1 telle que la restriction |, +,,,) soit de classe C*.

Considérons le chemin +; : [0,1] — U défini par v;(s) = v(st; + (1 — 8)tsy1).

[o-% ]

On pose
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Exercice 1.5

Vérifier que la somme de droite est indépendante de la subdivision choisie.

(iii) Soit v un chemin de U. On appelle chemin opposé & - le chemin défini par
v(t) =~(1-1).

Exercice 1.6

Vérifier que

[ [

DEFINITION 1.4. — Un chemin de U dont origine coincide avec Uextrémité

s’appelle un lacet de U.
Dans ’énoncé qui suit, r est un entier > 0.

THEOREME 1.5. — Soit U un owvert connexe de E. Une forme différentielle

w de classe C sur U a une primitive si et seulement si pour tout lacet v de classe

/7‘”:

C! par morceauz de U on a

Exercice 1.7
Soit w une forme différentielle w de classe C™ sur U. Montrer que si f est une

primitive de classe C! de w, la fonction f est de classe Cr+t,

Exercice 1.8

Démontrer que si pour tout lacet v de classe C! par morceaux de U on a

/w::O
o

Pintégrale le long de deux chemins de U de classe C' de méme origine et méme

extrémité est la méme.
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Démonstration. Vérifions d’abord que la condition est nécessaire. Soit f une
primitive de w, et v un lacet de classe C! par morceaux. Soit une subdivision
0=ty <ty <...<tm<tmer =1 telle que vl +,,,) soit de classe C, et ; le |

chemin défini ci-dessus; on a

7 =0 "Vt i=0

Montrons que la condition est suffisante. En vertu de I'exercice 1.7 ci-dessus,
il suffit d’établir le résultat pour r = 0. On se fixe un point a € U. Pour tout
point z € U, on choisit un chemin +, de classe C! par morceaux d’origine a et

d’extrémité x : un tel chemin existe, vu la connexité de U. Considérons l'intégrale
b

f(w)=/mw

L’hypothése implique que 'intégrale de droite ne dépend pas du chemin v, choisi.

Montrons que 'on a ainsi obtenu une primitive de «. Pour ceci, on va montrer que
f est différentiable, de différentielle w(z) au point . Soit B(x,r) une boule ouverte
centrée en z et contenue dans U. Considérons un vecteur h tel que || b [|[< 7, et
le chemin de classe C! par morceaux composé de v, et du chemin t — z + th qui

joint & £ 4+ h. On a alors
1
Fla+h) = fz) + / Wl + th) (h)dt
0

1
—( /0 w(z + th)dt)h

Mais la fonction (h,t) — w(z + th) est une fonction continue sur B(z,r) x [0,1] &
valeurs dans E~ et d’apres les résultats connus sur les intégrales dépendant d’un
parametre, I’'intégrale fol w(m +th)dt est une fonction continue de h, a valeurs dans

E". On a donc

1

lim [ w(z+th)dt =w(z)

Il en résulte que la fonction f est différentiable en z et que 'on a d; f = w(x). Ceci

implique bien siir que f est de classe C!. o
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2. Théoréme de Poincaré

2.1. Formes bilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On désigne par A?(E,C)
J’espace vectoriel des formes R-bilinéaires alternées E x E — C. Etant deux formes

linéaires o et B € E” on désigne par a A 8 la forme bilinéaire alternée définie par

a A B(u,v) = det (2?3 gg%)

Exercice 2.1
L’application E" x E* — A%(E, C) définie par (o, 8) — a A B est C-bilinéaire

alternée.

LEMME 2.1. — Soit e1,...,e, une base de E, et e,...,e" la base duale.
Les formes bilinéaires alternées e’ Aed auec i < j constituent une base de ’espace

vectoriel compleze N2(E, C).

Démonstration. Soit ¢ € A2(E,C). Soient u et v deux vecteurs de E qu’on
écrit dans la base (e;)i=1,..n U= ;U'e;et v =), v’e;. Soit ¢; ; = dles,e5). On
a alors

¢(u,v) = Zﬁbi,j(uivj — wv’)

i<J
= Zqﬁi,jei A€ (u,v)
1<j
et par conséquent
¢ = Zqﬁi,jei A €j.
i<j
Ainsi, les formes bilinéaires alternées e’ A e/ (avec ¢ < j) engendrent Iespace
vectoriel complexe A?(E,C). Montrons maintenant qu’elles sont indépendantes :
étant donnée une relation linéaire ‘
Y digetned =0
i<j
il s’agit de vérifier que ¢; ; = 0 pour tout (4,7) tel que i < j. En appliquant cette
forme bilindaire alternée au couple (ex,e;), avec k < £ on obtient ¢ = 0. D’ou

le résultat. o
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COROLLAIRE 2.2. — On a dim¢ A%(E,C) = in(n —1).
2.2. Formes différentielles de degré 2.

DEFINITION 2.3. — Soient E un espace vectoriel réel de dimension n, et U
un ouvert de E. On appelle forme différentielle (complexe) de degré 2 et de classe

C" sur U une application w de classe C”
U — A%(E, C).

Ici encore, ’ensemble Q27 (U) des formes différentielles de degré 2 et de classe
C" est muni d’une structure naturelle de module sur I’algebre C"(U) ; le produit
fw d’une fonction f € CT(U) et d’une forme différentielle w est défini par

fw(z) = f2)w()
En plus, on dispose d’une application C"(U)-bilinéaire alternée
QL7 (U) x QY7 (U) — Q*7(U)

qui associe au couple (a,(3) de formes différentielles de degré 1 la forme
différentielle o A 8 définie par z — a(z) A B(z). Cette forme différentielle a A 8

s’appelle le produit extérieur des formes différentielles o et 3.

PROPOSITION 2.4. — Soit (z1,...,2,) les fonctions coordonnées sur l'ouvert
U, relatives & une base (e1, ... ,€y,). Alors toute forme différentielle ¢ € Q> s’écrit

de maniére unique

¢ = ¢ijdz; Ade;.

1<J

ol ¢; ; sont des fonctions de classe C" sur U.

Autrement dit le C™(U)—module 227 (U) est un module libre ayant pour base
les formes différentielles dx; A dz; avee i <j.

Démonstration. Evidemment, les formes différentielles dz; A dz; sont con-
stantes sur U et pour i < j leurs.valeurs constituent une base de Pespace vectoriel

complexe AZ(E,C) d’aprés le lemme 2.1 ci-dessus. L’énoncé en résulte. o
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PROPOSITION 2.5. — Soit r un entier > 1. Il existe une application
C—linéaire et une seule d : QLT (U) — Q27 satisfaisant aux conditions suiv-

antes ,
(i) Pour toute fonction f € C"1(U), on a d(df) = 0.
(ii) Pour tout f € C™(U) etw € QV"(U), on @

d(fw) =df Nw+ fdw.

Démonstration. Soient (z1,...,z,) les fonctions coordonnées associées & une
base de E. On écrit w = Y, w;dz;, de sorte que s'il existe un tel opérateur d, on

a obligatoirement

dw = Z dw; A dx;.

Ceci montre 'unicité d’un tel opérateur. Pour lexistence, on définit d par cette

formule. o

Exercice 2.2
Vérifier que Popérateur d défini par cette formule est C—linéaire et qu’il

satisfait aux conditions (i) et (ii).

Exercice 2.3

Montrer que l’on a

8wj Gwi
dw = ;(sz ~ Ydz; A dx;.

Exercice 2.4
Désignons par Dyw : E — E la différentielle de 1'application w au point .

Démontrer que pour u et v € E, on a au point x € U
dw(z)(u,v) = Dyw(u)(v) — Dyw(v)(u)
2.3. Existence d’une primitive

THEOREME 2.6. — (Poincaré) On suppose que r est un entier > 1. Soit U
un owvert conveze de E. Une forme différentielle w € Q7 (U) a une primitive si

et seulement si dw = 0..
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DEFINITION 2.7. — Soit U un ouvert de E. Une forme différentielle w €
QLT(U) est dite fermée si dw = 0. .

Ainsi le théoréme ci-dessus peut s’énoncer :si l’ouvert U est convere, une

forme différentielle est exacte si et seulement si elle est fermée.

Démonstration. Par définition, si w a une primitive f, on a dw = d(df) = 0.
Montrons la réciproque. On peut bien siir supposer que 0 € U. Puisque U est
convexe, le chemin ¢ — ¢z est contenu dans U, et par conséquent 'intégrale de w

le long de ce chemin

f(w):/o w(tx)zdt

a un sens. Maintenant, par hypothése, Papplication z — w(z) est de classe' C?, et
par conséquent application [0, 1) x U — C définie par (¢, z) — F(t, ) = w(tz) est
de classe C!. Il en résulte que I'intégrale f(z) est aussi de classe Cl. On va calculer
la différentielle en calculant les dérivées partielles; soit donc (z1,... ,xn) un
systéme de coordonnées associé au choix d’une base de E. On posew = Sor o wid;.

On a alors
F(t,z) = zn:wz-(tx)a:i
i=1
et par conséquent
—g%(t, 1) = w;(tx) + ; gi"w—j(ix)mj

Par dérivation sous le signe somme, on obtient, compte-tenu de ’hypotheése dw =0,

lue en termes de dérivée partielles (cf. exercice 2.3)

gi (z) :/O [w;(tz) +; g%(tm)tmj]dt

Remarquons que la quantité entre crochets est la dérivée par rapport a t de la

fonction ¢t — tw;(tx). Il en résulte

Of
oL (@) = wi(a)

?
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Autrement dit,
df = w.

Ainsi, f est une primitive de w. Du fait que w est de classe C”, il résulte que f est

de classe C™tt. o

Exercice 2.5
Ecrire la différentielle de la fonction z +— F(t,z) en termes intrinseques.
Retrouver le théoréme ci-dessus en utilisant 'interprétation de dw donnée dans

I’exercice 2.4.
REMARQUE 2.8. — Si Pouvert U n’est plus convexe, le résultat n’a aucune
raison d’étre vrai. Considérons par exemple sur Pouvert U = C\ {0} la forme
dz
différentielle w = —. On a évidemment dw = 0. Pourtant 'intégrale le long du

z
n’est pas nulle :

/%:Ziw
y 2

et par conséquent, la forme différentielle n’a pas de primitive sur U. Pourtant si

lacet v : t — 2™

on écrit pour z € C sur chacun des ouverts U; définis par
U; ={y < 0},Uy ={z > 0},Us = {y >0}, Uy = {x <0}

la forme différentielle w a une primitive f;. Si on pose U; ; = U; N U, on peut de

plus choisir f; de sorte que sur U; ;41 on ait pour i =1,2,3

f’ilUi,i+1 = f’i+1 Uz’,i+1'

Obligatoirement, sur Pouvert Uy 4 les primitives f; et fy different.

3. Propriété d’homotopie

On se propose d’étendre la notion d’intégrale des formes différentielles aux
chemins continus. Pour ceci, on aura besoin d’une hypothése supplémentaire sur

la forme différentielle w.
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3.1. Formes différentielles localement exactes

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel réel de dimension n.

"DEFINITION 3.1. — Une forme différentielle w € Q*°(U) est dite localement
exacte si tout point x € U a un wvoisinage ouvert V.C U sur lequel la forme

- différentielle w a une primitive.

Si w est de classe C, d’apres le théoréme 2.6 ci-dessus, w est localement exacte
si et seulement si dw = 0.
Dans la suite, on aura besoin d’un lemme de topologie qui ne présente aucune

difficulté.

LEMME 3.2. — (Lemme de Lebesgue) Soit K un espace métrique compact et
U = (U;)ier un recouvrement de K par des ouverts. Alors il existe un nombre réel
r > 0 tel que toute boule ouverte B(z,r) centrée en x € K soit contenue dans un

des ouverts Uj.

Démonstration. Sinon, il existerait pour tout entier n une boule B(an, }17)’
centrée en a, € K, qui n’est contenue dans aucun des ouverts U;. La suite a,
a une valeur d’adhérence a € K. Choisissons i tel que le point a appartienne a
Pouvert Uy; soit p > 0 tel que B(a,p) C U;. Choisissons n tel que % < £oet
d(an,a) < £. Alors B(an, £) C B(a, p) et par suite, B(an, L) C U; ce qui contredit

la définition de a,,. o

3.2. Intégrale d’une forme localement exacte le long d’un chemin

continu.

Soit w une forme différentielle de degré 1 localement exacte sur un ouvert U.
Soit 4 : [0,1] — U un chemin continu. Il existe une subdivision 0 = o <?; < ... <
tm < tmy1 = 1 telle que w ait une primitive f; sur un ouvert U; C U (supposé

connexe) contenant y([t;, t;4+1]. On pose
/w = Z fi(y(tiv1)) = fi(y(ti))
v 0<i<m

Exercice 3.1
Vérifier que le membre de droite ne dépend pas du choix de la subdivision, ni

des primitives f;.
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Si v est de classe C!, la définition coincide avec la définition donnée dans la
section 1.3 : en effet, la fonction f;(y(t)) est alors dérivable sur [t;,t;1] de dérivée

w(y(t))7 (t). Par conséquent

tir1
fOta) ~ R®) = [ wor O
D’otui ’assertion.

Les propriétés sont identiques & celle qui ont été données dans la section 1.3 :
elle ne dépend pas du paramétrage, mais seulement du sens de parcours; d’autre
part, le résultat est additif par composition des chemins continus. On va établir
une propriété d’invariance importante qui entraine que si on déforme contintiment
le chemin, en gardant fixes I'origine et Pextrémité, 'intégrale reste inchangée (cf
exercice 3.4). En fait, on va établir une propriété d’invariance par homotopie pour
l'intégrale d’une forme différentielle localement exacte le long d’un lacet, ce qui

sera suffisant pour les applications en vue.
Lacevts homotopes

DEFINITION 3.3. — Soit U un ouvert de E. Deux lacets continus o et B3 sont
homotopes s’il existe une famille continue hs : [0,1] — U de lacets paramétrée par

s € [0,1] telle que
ho=a; hy =0

Par famille continue, on entend que ’application A : [0,1] x [0,1] — U définie
par (s,t) — hs(t) est continue. L’application h est appelée une homotopie entre o
et (.

Exemples

— Soit U un ouvert convexe. Si a est un point de U, tout lacet 8 de U est

homotope au lacet constant ¢ — a. En effet, il suffit de considérer I'homotopie
h(s,t) = (1 — 5)B(t) + sa

qui prend ses valeurs dans U parce que U est convexe.
— Dans U = C\ {0}, le lacet ¢ — e%™* n’est pas homotope au lacet constant.
Ceci résultera de la propriété d’invariance par homotopie démontrée ci-dessous.
— Dans U = C\ {0}, le cercle a(t) = e*™ et le lacet § défini par
B(t) = acos2nt + ibsin 2wt sont homotopes si a > 0 et & > 0.
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DEFINITION 3.4. — Un ouwvert U de E est dit simplement connexe s’il est

connexe, et si tout lacet de U est homotope a un lacet constant.

Exemples
-— Tout ouvert convexe est simplement connexe.

— L’ouvert C\ {0} n’est pas simplement connexe.

Exercice 3.2
L’ouvert de C défini par C\{z = z+iy,z < 0,y = 0} est simplement connexe.

Exercice 3.3
L’union de deux ouverts simplement connexes U; et Uy de E tels que

I'intersection Uy 9 = Uy N Uy soit connexe est encore simplement connexe. -

THEOREME 3.5. — (Invariance par homotopie) Soit w une forme différen-

tielle continue localement exacte dans Uouvert U. Si o et B sont deux lacets

fe=)e

Démonstration. Soit h une homotopie entre o et 8. D’apres le lemme de

homotopes de U, on a

Lebesgue, on peut quadriller le carré R = [0, 1] x [0, 1] de sorte que sur un ouvert

de E contenant I'image du rectangle R; ; la forme différentielle w ait une primitive.

St

Soit OR; ; le lacet obtenu en paramétrant le bord du rectangle R;; dans le sens

direct. Alors
/ w=90
hoaRi-’j
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et cette propriété se propage au carré R tout entier comme on le voit de proche

en proche :

t Rit1,5
|y

Remarquons d’autre part que les chemins s — hs(0) et s — hy(1) sont les mémes.

Il en résulte que [ w = fﬁ w. o

Exemple

Sur 'ouvert C\ {0} la forme différentielle w = d—zz est localement exacte. Soit
ot e2imt le lacet qui parametre le cercle de rayon 1. On a déja vu que
dz

—_— =0

a <

11 en résulte que ce lacet n’est pas homotope a un lacet constant. o

COROLLAIRE 3.6. — Soit U un ouvert simplement conneze, et w une forme
différentielle de degré 1, continue, localement ezacte. Alors fvw = 0 pour tout

lacet continu de U.

En effet, tout lacet est homotope & un lacet constant, et donc I'intégrale ci-

dessus est nulle d’apres le théoreme 3.5

COROLLAIRE 3.7. — Soit U un ouvert simplement connexe, et w une forme

différentielle de degré 1, de classe C' et fermée. Alors w a une primitive sur U.

Démonstration. Une telle forme différentielle est localement exacte d’apres
le théoréme de Poincaré. Puisque U est simplement connexe, on obtient d’apres
le corollaire précédent fvw = 0 pour tout lacet continu de U. Le théoréme 1.5

montre alors que w a une primitive. o

COROLLAIRE 3.8. — Soit U un ouvert simplement conneze, et w une forme
localement exacte. Si o et 3 sont deuz chemins continus de U de méme origine et

méme extrémité, ona [ w= [ s
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Exercice 3.4

Soit U un ouvert de E, et w une forme différentielle localement exacte sur U.
Soient a et # deux chemins de méme origine a et méme extrémité b. On suppose
- qu’il existe une famille continue hs de chemins d’origine a et extrémité b telle que
ho = a et hy = 3. Montrer que le lacet a.0" est homotope a un lacet constant. En

déduire que [ w = fﬁ w.-

4. Fonctions holomorphes

'4.1. Formes C-linéaires

On considére maintenant un espace vectoriel complexe E de dimension m.
L’espace vectoriel E* des formes C-linéaires est un sous-espace vectoriel complexe
de E7; de méme, les applications de la forme z — f(2), ot f est une forme C-
linéaire constituent un sous-espace vectoriel complexe E* de E°, évidemment de
méme dimension : la conjugaison f — f établit un isomorphisme anti-linéaire de
E* sur E*. '

LEMME 4.1. — On a E" =E* @ E*.
Démonstration. Considérons pour f € E” 'application I(f) € E” définie par

I(f)(h) = —if (ih)

pour h € E. L’application f — I(f) est C-linéaire et c’est une involution. Le sous-
espace propre corrrespondant & la valeur propre 1 est E* et le sous-espace propre

' correspondant & la valeur propre —1 est E*. D’olt '’énoncé. o

On applique ceci dans le cas ou E = C. Dans ce cas, l’espace E* est de
dimension 1, engendré par I'application identité : h +— h, et E* est engendré par
h — h. L’énoncé signifie que toute forme R-linéaire f : C — C s’écrit de maniere
unique sous la forme

F(h) = b+ ph

avec A et yu € C,
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4.2. Définition des fonctions holomorphes

Soit U un ouvert de C.

DEFINITION 4.2. — On dit qu’une fonction f : U — C est holomorphe si f
est C-dérivable en tout point de U.

PROPOSITION 4.3. — Une application f : U — C est holomorphe si f est
R-différentiable en tout point z € U, et si la différentielle d, f est C—linéaire.

Démonstration. Supposons f holomorphe. Soit z un point de U. On peut

alors écrire
f(z+h) = f(2) + f'(2)h + €(h)|h]

ot h +— €(h) est une fonction définie au voisinage de 0 telle que limp_g €(h) = 0.
1l en résulte que f est R-différentiable en z, avec pour différentielle I’application
h — f'(2)h, qui est donc C-linéaire. Réciproquement, si f est R-différentiable en z,
avec pour différentielle d,f une application C—linéaire, cette différentielle s’écrit
sous la forme d, f(h) = Ah avec A € C. On a alors

f(z+ h) = f(2) + Ah + €(h)|h]

avec limy_.o €(h) = 0. Ceci implique que f est C-dérivable en z avec pour dérivée
A

Exemples

— La fonction f(z) = z est holomorphe sur C et sa différentielle dz est
constante. La fonction z — Z n’est pas holomorphe. Sa différentielle en un
point dZ (elle aussi indépendahte du point ol Yon se place) est anti-linéaire. Les
différentielles dz et dz constituent, d’apres le lemme 4.1, une base de Homg(C, C)

— Soit f(2) = 3,5 an2" une série entiére de rayon de convergence R. On sait
que f est C-dérivable sur le disque |z| < R, et par conséquent c’est une fonction
holomorphe sur ce disque. Rappelons que sa dérivée en z s'obtient en dérivant
terme a terme :

fl(z) = Z Nan 2"

n>0
— Les fonctions holomorphes sur un ouvert U constituent une algebre. De

' 1
plus, si f est une fonction holomorphe, la fonction 7 est holomorphe en dehors du

fermé de U ou f s’annule.’
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— 8i f: U — V C C est une fonction holomorphe 3 valeurs dans un ouvert
V, et g : V. — C une fonction holomorphe, la composée g o f est une fonction
holomorphe sur U.

4.3. Les équations de Cauchy-Riemann

On désigne par z la partie réelle de 2 € C, et par y sa partie imaginaire. Le
- module des formes différentielles de degré 1 sur U & valeurs complexes est équipé
de 2 bases : (dz, dy) et (dz, dz). Considérons une fonction R—différentiable sur un
ouvert U C C, & valeurs complexes. On peut alors écrire

_Of . OF

df = &de__l_@ydy
_1of Qi 1 ?_]_c Of
29z Zay)dzT2(8x+z(9y)dE

Ainsi, f est holomorphe dans U si et seulement si elle est R—différentiable, et si

on a la relation
— +i= =0 (CR)

Cette équation est appelée équation de Cauchy-Riemann. Si on désigne par P
et Q respectivement la partie réelle et partie imaginaire de f, cette équation est

équivalente au systéme

- 9P oQ
[T
8Q _ op
oz &y

Un des résultats principaux de la théorie des fonctions holomorphes est qu’une
fonction holomorphe f sur un ouvert U est C-analytique (cf. section 6) : ceci signifie
que pour tout point z € U, il existe une boule ouverte B(z,r7) C U et une série

entiere ), . a,h™ de rayon de convergence > r telle que pour |h| < r on ait

flz+h) = Zanhn.

n>0

Ceci entraine que la fonction f est en particulier de' classe C*°. Nous sommes

donc autorisé & prendre les dérivées partielles d’ordre 2, et ces dérivées partielles
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sont continues, donc on peut appliquer le lemme de Schwarz. Des équations de
Cauchy-Riemann, on déduit, compte-tenu du lemme de Schwarz :

AP=0; AQ=0

o? H?
ouA=—+ 72 désigne le laplacien.’
Y

Oz

DEFINITION 4.4. — Une fonction g : U — R de classe C? est dite harmonique
si Ag =20

. On a donc obtenu, en anticipant sur les résultats de la section 6 :

COROLLAIRE 4.5. — La partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction

holomorphe sont des fonctions harmoniques.
4.4. Théoréme de Cauchy

THEOREME 4.6. — Soit f : U — C une fonction holomorphe sur un ouvert

U. Alors la forme différentielle w = fdz est localement ezacte.

On démontrera cet énoncé en faisant ’hypotheése supplémentaire que la dérivée
f’ de f est une fonction continue, et en traitant le cas général sous forme d’exercice.
Démonstration. Si f' est continue sur U, w est de classe C!, et il suffit donc,

d’apres le théoréme de Poincaré, de vérifier que dw = 0. Mais on a alors

dw=df Ndz = f'dz Ndz = 0.

Considérons un chemin « : [0,1] — U de classe C* de Pouvert U de C. Si f
est une fonction holomorphe dans 'ouvert U, Pintégrale de f le long de v est par

définition 'intégrale
[ £z = [ sy o
¥ %

Cette définition s’étend bien sir au cas des chemins 'Cl par morceaux.
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Exercice 4.1
Soit 4 un chemin C! par morceaux dans U, et £ sa longueur.. Démontrer que

si |f(2)] < M sur 'image de «y
[ fa: < e
fY .

- Pour démontrer le théoréme de Cauchy 4.6 dans le cas ou la dérivée f’ n’est
plus supposée continue au départ, on peut supposer, la question étant locale, que

U est une boule ouverte B.

Exercice 4.2

Montrer que si w est une forme différentielle de degré 1 continue sur B telle
que pour tout rectangle R C B on ait fan = 0, alors w a une primitive sur
B. (Procéder comme dans la démonstration du théoréme 1.5 pour définir cette

primitive.)

Pour tout rectangle R C B, on pose a(R) = [, fdz, ot OR désigne le
chemin C! par morceaux obtenu en choisissant un paramétrage pour le bord de
R parcouru dans le sens direct. Comme on l'a vu, lintégrale |, sr W ne dépend pas
de ce paramétrage. Pour vérifier que w = fdz est exacte sur B, il suffit, d’apres

’exercice 4.2 ci-dessus, de vérifier que a(R) = 0.

Exercice 4.3
Soit f une fonction holomorphe sur la boule ouverte B, et R C B un rectangle,

de périmetre £.
1) Démontrer qu'il existe une suite décroissante de rectangles R,, de périmetre
£/2™ telle que
1
Ja(R)| > 5 lo(R)]
(partager R en quatres rectangles égaux, et choisir convenablement 1'un d’eux pour

fabriquer R;, puis recommencer avec R1).
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2) Montrer qu’il existe un point commun z a tous les R,,. Montrer qu’étant

donné € > 0, il existe un entier N tel que pour n > N on ait

2

oBa)| < e

(Utiliser 'hypothese que f est dérivable en z).
3) En déduire que pour tout réel € > 0, on a |a(R)| < ef?. En déduire que
a(R) =0.

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U. Puisque la forme
différentielle w = fdz est localement exacte, on peut maintenant étendre la

définition Dintégrale fv fdz aux chemins qui sont seulement continus.

COROLLAIRE 4.7. — Soient v, et v2 deux lacets de U homotopes. Alors

fdz = fdz.

71 Y2

COROLLAIRE 4.8. — Soit v un lacet de U homotope au lacet constant. Alors

[ saz=0
~

COROLLAIRE 4.9. — Soit U un ouvert simplement connexe, et f : U — C
une fonction holomorphe. Alors la forme différentielle w = fdz a une primitive
dans U.

Une telle primitive est évidemment une fonction holomorphe.

5. Indice d’un lacet

5.1. Détermination du logarithme
Pour z € C\ {0} I’équation

BC':Z
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a une infinité de solutions ¢ € C : si z = re®, olt 7 est un réel> 0 et 6 € R,
¢ = Logr + i C 6 est une solution, et Pensemble des solutions est donné par
¢ + 2inZ.

Probleme :
Soit U un ouvert de C\ {0}. Existe-t-il une fonction continue ¢ : U — C telle
que on ait

) —

pour tout z € U? Autrement dit, peut-on choisir continiment une solution de

I’équation ci-dessus sur Pouvert U?

DEFINITION 5.1. — On appelle détermination du logarithme sur ouvert
U c C\ {0} une fonction continue ¢ : U — C telle que pour tout z € U on
ait

e?®) =2,

THEOREME 5.2. — Toute détermination du logarithme sur l'ouvert U C

d
C\ {0} est une primitive de la forme différentielle w = ?z En particulier :

(i) Une telle détermination du logarithme est une fonction holomorphe.
(ii) Si I’ouvert U est conneze, deux déterminations du logarithme sur louvert U
qui coincident en un point coincident sur U. '
(iii) Sur tout ouvert simplement conneze, il existe une détermination du loga-

rithme.

dz :
Evidemment, toute les primitives de la forme différentielle w = — ne sont
z
pas des déterminations du logarithme. Cependant, on a la propriété suivante :

LEMME 5.3. — Soit U un ouvert conneze de C\ {0}, et ¢ : U — C une
' e$(2)

z

dz
primitive de w = — sur l’ouvert U. Alors, sur Uouvert U, la fonction f (z) =
z

est constante sur ouvert U.

Démonstration. Il résulte de I’hypothese que la fonction ¢ est holomorphe, et
donc f est aussi holomorphe. On peut alors calculer la différentielle logarithmique
de f: '

& _go- ¥
+=dp-— =0
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Par suite, df = 0 sur U. L’ouvert U étant connexe, ceci implique que fonction f

est constante. o

Démonstration du théoréme 5.2

Montrons d’abord (iii), c’est-a-dire que si U est simplement connexe, il existe

. . dz ,
une détermination du logarithme sur U. La forme w = — étant localement exacte,
z

on sait qu’ﬂ existe une primitive ¢ de w sur Pouvert U. Quitte & rajouter au besoin
une contante 3 ¢, on peut de plus imposer qu’en un point zp € U, on a &(20) = Co,
ol (o est une des solutions de '’équation e$ = zg. Alors, le lemme ci-dessus implique
e?(®) = z pour tout z € U; autrement dit, la fonction ¢ ainsi construite est une
détermination du logarithme. '

Montrons maintenant (ii). Soient ¢ et ¢ deux déterminations du logarithme
sur Pouvert U, qui coincident en un point 2o € U. Alors la fonction 2 — ¢(2) —(z)
prend ses valeurs dans 2i7Z, et est continue. L’ensemble des points ot elle est nulle
est alors a la fois un ouvert, un fermé et contient zp ; donc par connexité, elle est
identiquement nulle.

Reste 3 voir (i). La question étant locale, on peut supposer que Pouvert-
U est une boule. Cette boule est un ouvert simplement connexe, et on sait,
par la construction (iii) ci-dessus, qu'il existe sur cette boule une détermination
du logarithme qui est une fonction holomorphe. Toute autre détermination du

~ logarithme ¢ differe de celle-ci par une constante d’apres assertion (ii) : ainsi, la
. A .
fonction ¢ est encore holomorphe, et c’est une primitive de w = ~ comme on le

voir en prenant la différentielle de e??) = 2. o

Exemples
(1) Considérons sur ouvert U = {z € C, |z — 1] < 1} la fonction

sy = -3y L=

n
n>1

Cette série est convergente et définit une fonction holomorphe de dérivée 1/z,
telle que ¢(1) = 0. Il en résulte que c’est une détermination du logarithme sur
louvert U. C'est la seule détermination du logarithme qui coincide avec la fonction

z — Logz sur 'axe réel.
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(2) Si un ouvert rencontre axe des réels > 0, si une détermination du
logarithme sur U est réelle en un point de I'axe réel, elle est réelle sur U N R,

pourvu que cet ouvert soit connexe.

Exercice 5.1

Montrer que ce n’est pas toujours le cas si cette intersection n’est pas connexe.

Considérons sur 'ouvert V. = C\ {z € R,z < 0}. Alors la détermination du
logarithme qui coincide sur 'axe des réels > 0 avec la fonction z — Logx est

donnée pour —7 < 0 < 7 par
P(re??) = Logr + 0
En effet, ¢(re'?) se calcule par exemple par intégration de la forme différentielle

dz ) )
w = — sur Parc de cercle t — re™?. On obtient
z

1
P(re’®) = Logr —i—/ 10dt
0
= Logr + 6.

Cette détermination s’appelle la détermination principale du logarithme sur

Pouavert V.

Exercice 5.2

Montrer directement que Papplication V — C définie par re® s Logr + 6
est continue, et donc définit une détermination du logarithme sur ouvert V =
C\{z€R,z<0}.

Exercice 5.3

Soit ¢ la détermination du logarithme sur Pouvert ci-dessus. Soit W Pouvert
de C défini par W = C\ {z € R,z > 0}. Montrer qu’il existe une détermination
du logarithme 1 sur W qui vaut 7 au point z = —1. Calculer, sur 'ouvert VN'W
la fonction ¢ — .

Exercice 5.4 _

On se donne un entier n > 2. Soit U un ouvert simplement connexe de C,
et f : U — C une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur U. Montrer qu’il
existe exactement n fonctions continues ¢ : U — C telles que ¢(z)™ = f. Montrer

que ces fonctions sont holomorphes.
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Exercice 5.5 t ‘

1) Soit U Pouvert de C défini par le complémentaire du fermé des nombres
complexes z = x + 4y (oll Z et y sont réels ) tels que z? = 1 et y < 0 . Démontrer
que U est simplement connexe.

2) ‘Montrer qu’il existe une fonction holomorphe et une seule f: U — C telle
que ef(®) =1 — 22 et f(0) = 0. (On pourra construire f comme primitive d'une
forme différentielle). »

3) Soit Log la détermination principale du llogarithme sur Pouvert V =
C\ [0, oo] (4.¢. la détermination du logarithme dont la partie imaginaire 6 appartient
& Pintervalle ]0,2x[) . Montrer quesi 2 € U,onai(z+1) € Veti(z—1) € V.
Démontrer que pour z € U, on a

f(z) =Log (i(z + 1)) + Log (i(z = 1)) — 2im

Détermination de l'argument

DEFINITION 5.4. — Soit U un ouvert C qui ne contient pas lorigine.
On appelle -détermination de Uarqgument sur 'ouwvert U une fonction ‘contz'nu;e
g:U — R telle que pour tout z € U on ait |
ei9(2) — %
||
Deux telles déterminations de ’argument différent d’un multiple entier de 27
si I'ouvert U est connexe. Si ouvert U est simplement connexe, il en existe : la
partie imaginaire d’une détermination du ldgaxithmé sur 'ouvert U est en effet une
détermination de 'argument. Réciproquement, si z — g(z) est une détermination
“de Pargument sur 'ouvert U, la fonction z — Log|z| +4g(2) est une détermination

du logarithme sur 'ouvert U.

~ Exercice 5.6

Démontrer que si g : U — R est une détermination de 'argument, g est de

d
classe C*°, et que 'on a dg = Im —5

5.2. Indice d’un lacet par rapporf a un point

Soit a € C. On consideére un lacet continu v : [0, 1] — C\ {a} qui évite le point
a. I’indice de 7y par rapport au point a est un entier relatif qui mesure le nombre

de fois que le lacet tourne autour de a dans le sens direct. De maniére précise :
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DEFINITION 5.5. — On appelle indice de v par rapport au point a l’intégrale
1 dz
I(- = —
(7v,a) 20w [y z—a

Remarquons que la forme différentielle w = est localement exacte sur

N z—a
I'ouvert C\ {a} et par conséquent I'intégrale ci-dessus a bien un sens pour tout

lacet continu.

Exercice 5.7 ,
Soit 1 € Z. Calculer Vindice du lacet ¢ — 2™ par rapport au point z = 0,

et par rapport au point z = 2.

PROPOSITION 5.6. —

(i) L’indice I{7y,a) est un entier relatif.

(i) Soient o et B deuz lacets homotopes dans C\ {a}. Alors I(a,a) = I(B, a).
En particulier, si v est un lacet dont l’image est contenue dans un ouvert
simplement connexe U C C\ {a}, on a I(y,a) =0.

(iii) Soit vy un lacet continu de C. Sur les composantes connezes de l'ouvert C\Im+,

la fonction
a— 1(y,a)
est constante.
Démonstration.
(i) Quitte & remplacer le lacet v par le lacet ¢ — (t) — a, on peut supposer
que a = 0. Sur toute boule qui évite I'origine, il existe une détermination du
logarithme, et sur Pintersection de deux telles boules, deux telles déterminations

différent par un multiple entier de 2ir. Il existe d’apres le lemme de Lebesgue une -
subdivision de [0, 1]

O:'[}0<t1<...<tm<tm+1:1

telle que sur un ouvert contenant ~([t;,t;41]) il existe une détermination du

logarithme g;. Par définition, on a

1(7,0) = 5= 3 0:(r(ti41)) — (1 (80).
=0
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Puisque gi(ti+1)) = gi+1(ti+1) mod 2im, et que go(7(0)) = gm(7(1)) mod 2w, on
voit que la somme ci-dessus est un entier. _ |
(ii) Cette assertion résulte du corollaire 4.7.
(iii) On peut toujours trouver un lacet de classe C1, aussi proche que 'on
veut d'un lacet ~, et ces deux lacets sont alors homotopes dans C \ {a}. D’apres
Vassertion (ii), il suffit de vérifier I'assertion (iii) quand v est de classe C'. Mais

on a pour un lacet de classe C!

_ Lt A

Considérons ouvert W = C \ Im~. L’application W x [0, 1] — C définie par

v (t)

(a,t) m

est continue ; le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre
montre que a — I(7y,a) : W — Z est une fonction continue & valeurs entiéres ; elle

est donc localement constante.

Signification de 1(v, a).

La différence Im (g;(v(t:41)) — gi(7(¢;))) représente la variation de I'argument
de v(t) — a quand ¢ varie de ¢; & t;1;. Par suite, la quantité 271(v, a) représente la
variation de I'argument de () — a quand ¢ varie de 0 & 1. Ainsi, I'indice I(v, a)
représente le «nombre de tours», comptés algébriquement, que fait le lacet v autour

de a, le plan étant orienté dans le sens direct.
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6. Formule intégrale de Cauchy

6.1. Fonctions holomorphes en dehors d’un point

On commence par étendre le théoréme de Cauchy aux formes différentielles
w = g(2)dz, ou g est une fonction continue sur un ouvert U de C, holomorphe en
dehors d’un point a € U, On verra plus tard que ces hypotheses impliquent en fait

que g est holomorphe sur U.

LEMME 6.1. — Soit U un ouvert de C, et g : U — C une fonction continue
sur U, et holomorphe sur Uouvert U\ {a}. Alors la forme différentielle w = g(z)dz

est localement exacte.

Démonstration. D’aprés Pexercice 4.2, il suffit de vérifier que pour tout

rectangle R C U, de cotés paralldles aux axes, on a |, srw = 0. 5ia € R, le lacet
AR obtenu en paramétrant le bord de R est homotope dans U \ {a} & un lacet

réduit & un point. Donc cette intégrale est nulle d’aprés le théoreme de Cauchy.

Supposons maintenant que a appartient & Pintérieur de R. Soit h) 'homothé-
tie de centre a, de rapport 0 < A < 1 et R’ le rectangle R’ = hy(R).
A /q\‘\
./'/ V \\
/! N

Par homotopie, on a d’apres le théoreme de Cauchy

| otz = | ateas (1)

Soit M = sup,cg |9(2)|, et £ le périmetre du rectangle R. L’exercice 4.1 conduit &

la. majoration

| w| < MM
R '
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pour tout 0 < A < 1, et par suite [yp w =0,

11 reste & examiner le cas ol a appartient au bord de R.

On peut faire le méme raisonnement, en constatant que le lacet que le bord de R
et le bord de R’ on une partie commune ; le reste de ces lacets peut étr,eiparamétré
de facon & obtenir deux chemins de méme origine et méme extrémité, contenus
dans un ouvert simplement connexe V contenu dans U \ {a}, ce qui montre que

1’égalité (1) est encore vraie. On termine de la méme fagon.
6.2. La formule intégrale de Cauchy

THEOREME 6.2. — Soient U un ouvert de C, et f: U— C une fonction
holomorphe sur U. Soit v un lacet de U homotope a un lacet. constant, et a un

point de U n’appartenant pas ¢ Uimage de . Alors

JL/lﬁlh:u%@ﬂ@

2 z—a

Démonstration. On considére la fonction, définie sur U

f@) - 1@ o .
g9(z) = z—a 7

flla)siz=a

Cette fonction est continue sur U, et holomorphe en dehors du point a. Par

conséquant la forme différentielle w = g(z)dz est localement exacte et par suite,




35

puisque v est un lacet de U homotope au lacet constant, on obtient

[yg(z)d% =0

Comptenu de la définition de l'indiee I(vy,a), ceci conduit immédiatement a la

formule attendue. o

Exemple

Soit D un disque de centre 0, de rayon r et f une fonction holomorphe sur
un ouvert U contenant D. Soit « le lacet défini par v(t) = re?™ qui paramétre
le cercle de centre 0 et de rayon r parcouru dans le sens direct. Ce lacet de U est

homotope au lacet constant. Alors

1 (1@, _
‘z‘;;/Td—

Si le point a appartient au cercle |z| = r, 'intégrale ci-dessus n’a pas de sens.

fla)ysiaeD

Osia¢ D

6.3. Développement en série entiére.

THEOREME 6.3. — Soit f une fonction holomorphe dans un disque D(a,r)
de centre a et de rayon r. Alors f est développable en série entiére dans ce disque.

Cet énoncé signifie qu’il existe une série entiere anz™ telle que, pour
n>0 )

|z| <7 on ait

fla+2z)= Zanz

n>0

Ceci implique que le rayon de convergence de la série entiere est > r.
Démonstration. On peut bien sir supposer que a = 0. On choisit un nombre
réel 0 < p < r et on écrit la formule intégrale de Cauchy ci-dessus relative au lacet

défini par y(t) = pe?™ qui parametre le cercle de centre 0 et de rayon p. Pour
v Y P

f(u)
2im /Y ;——z_du

|2] < p, on a alors

f(2) = 5=
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Considérons, pour z fixé tel que |2| < p, la fonction u — —*— sur le cercle 8D(0, p).
On a

1 z"
u—2z Z yntt
n>0
et on a la majoration

< 2
un+1 — pn—H

Par suite, la série est normalement convergente sur le cercle de centre 0 et de rayon

2" f (u)

e est aussi normalement
U

p. Puique f est bornée sur ce cercle, la série Y-,

convergente sur ce cercle. Il en résulte que la série

S [ 2

n>0

est convergente, de somme f(z). On a donc f(z) = ), -o0n2", avec ap, =
2w Jy untl
fonction f est infiniment dérivable au voisinage de 0, et on a

du. Remarquons que a, est en fait indépendant de v : en effet, la

F™(0)
n!

an, =
11 en résulte que la formule ci-dessus est en fait vraie pour |2| < r. o
COROLLAIRE 6.4. — 8i f est holomorphe, la dérivée f' est holomorphe.

COROLLAIRE 6.5. — 8i f : U — C est une fonction continue, holomorphe en

dehors d’un point, elle est holomorphe sur U.

Démonstration. D’apres le lemme 6.1, la forme différentielle w = fdz est
localement exacte, et admet en fait une primitive F sur toute boule B — U.
Cette primitive est évidemment une fonction holomorphe, et d’apres le corollaire

précédent, sa dérivée F' = f est holomorphe. o

COROLLAIRE 6.6. — Soient f : U — C une fonction holomorphe sur un
ouvert conneze U, et a un point de U. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la fonction f s’annule au voisinage de a;
(ii) toutes les dérivées fP(a) de f sont nulles;

(iii) la fonction f est identiquement nulle.
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Démonstration. Les implications (iii) = (i) = (ii) sont évidentes. Il reste a
voir que (ii) = (iii). Considérons ’ensemble A C U des points z € U tels que
f(2) = 0 pour tout i. Cet ensemble est une intersection de fermés de U, donc
c’est un fermé de U. D’autre part, c’est un ouvert, car si z € A, la fonction f est |
développable en série entiére au voisinage de a; d’aprés ’hypothese, les coefficients
de cette série sont tous nuls, donc la fonction f est identiquement nulle au voisinage
de a, et il en est de méme de ses dérivées. Par hypothese, A n’est pas vide. Puisque

U est supposé connexe, A =U. o

COROLLAIRE 6.7. — Soit U un ouvert connezxe. Soit f : U — C une fonction
holomorphe, non nulle. L’ensemble des points ot f s’annule est un ensemble

discret.

COROLLAIRE 6.8. — Soit U un ouvert connexe de C. L’algébre des fonctions

holomorphes sur U est intégre.

COROLLAIRE 6.9. — (Inégalités de Cauchy)
Soit f : D(0,r) — C une fonction holomorphe sur le disque de centre 0 et de
rayon r. On pose, pour 0 < p <1, M, = supy,|=, | f(2)|. Alors les coefficients de la

série entiére

f(z) = Z an2"

n>0

M

satisfont a l'inégalité |an| < p—:.

Démonstration. Soit v le lacet t — p?™. On a

1 [,

Op = — u.
2imw J, untt
La majoration est une conséquence immédiate de I'exercice 4.17. o

COROLLAIRE 6.10. — (Théoréme de Liouville)

Une fonction holomorphe bornée f : C — C est constante.
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Application : Démonstration du théoréeme de d’Alembert. A

Soit f un polynéme de degré > 1. Il s’agit de montrer que f s’annule. Si
f ne s’annulait pas, la fonction % serait une fonction holomorphe sur C, et cette
fonction serait bornée. D’apres le théoréme de Liouville, cette fonction devrait étre

constahte, et donc f devrait étre constante, ce qui est absurde.
6.4, Le principe du maximum

LEMME 6.11. — Soit f : U — C une fonction holomorphe de partie réelle

nulle. Alors [ est constante sur chacune des composantes connezes de U.

Démonstration. On écrit f =P +1iQ, ou P et Q sont des fonctions réelles de

classe C®°. D’apres les équations de Cauchy-Riemann

oP 8Q
4 By
0Q 0P
or By

D’aprés ’hypotheése, P = 0. 1l en résulte que dQ = 0. Donc Q est constante sur

chaque composante connexe de U. o

COROLLAIRE 6.12. — Soit U un ouvert connezxe, et f : U — C une fonction
holomorphe, telle que |f(z)| = Cte. Alors f est constante dans U.

Démonstration. On peut supposer |f| = 1. Soit 25 € U, et V C U Pouvert des
z € U tels que |f(2) — f(20)] < 1. Considérons une détermination du logarithme
z + log z sur la boule ouverte B(f(20),1) de centre 1 et de rayon 1. Alors la
fonction holomorphe sur V définie par z + log(f(z)) est de partie réelle nulle,
donc constante sur la composante connexe de V qui contient zy d’aprés le lemme
ci-dessus. En prenant ’exponentielle, on voit que f est constante au voisinage de

z9. Par connexité, on obtient f(z) = f(z) pour tout z € U.

THEOREME 6.13. — (Principe du mazimum) Soient U un ouvert borné et
conneze de C, et f : U — C une fonction continue, holomorphe sur U. Soit
U =TU\ U la fronti¢re de U.

(i) Le mazimum de |f(z)| est atteint en un point de la frontiére U.
(il) Sl est aussi atteint en un point de U, la fonction f est obligatoirement

constante.
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Démonstration. Puisque U est compact, le maximum de |f|, est. forcément
atteint en un point de U. On a donc seulement & vérifier (ii). Soit 2y un point
de U tel que |f(20)| = sup, .5 |f(2)|. Soit B(zo,r) une boule ouverte de centre zq
et rayon r contenue dans U, et M, = supy, -, |f(20 + u)|. La formule intégrale
de Cauchy montre que |f(20)| < M, I'inégalité étant stricte dés qu’il existe un
point u tel que |u| = r et |f(20 + u)| < M,.. Puisque par hypothése M, < |f(20)],
on obtient |f(zo + u)| = |f(20)| pour |u| = r. En faisant varier 7, on en déduit
que la fonction z — f(z)| est constante au voisinage de zy. Il résulte du corollaire
6.12 ci-dessus que la fonction z — f(z) est aussi constante au voisinage de 2. Par

connexité, on obtient que f est constante sur 'ouvert U. o

Applications

1) Lemme de Schwarz

LEMME 6.14. — Soit D le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1, et
f : D — D une fonction holomorphe s’annulant en 0. Alors
(i) Pour tout z € D, on a |f(2)] < |2|.
(if) S’il existe un point zp # 0 tel que |f(20)] = |20, la fonction f est une

homothétie z — Az.

(Z)

Démonstration. La fonction g(z) = est encore holomorphe sur D\ {0}, et

se prolonge en une fonction holomorphe sur D. Alors pour |z| < 7, le principe du

()

‘De plus, si on a égalite en un pomt zo # 0 la fonction g doit étre constante.

1
maximum montre que |—=| < =. Par suite, pour |z| < 1, on obtient | {2 (z)[ < 1.

(Evidemment, cette constante A est de module 1). o

2) Automorphismes du disque D
Soient U et V deux ouverts de C.

DEFINITION 6.15. — Une application inversible f : U — V est un
difféomorphisme holomorphe, ou une tranformation holomorphe de U sur V si

f et f~1 sont inversibles.

Les transformations holomorphes U — U forment évidemment un groupe,

appelé le groupe des automorphismes de U, et noté Aut(U).
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PRrROPOSITION 6.16. — Soit D le disque de centre O et de rayon 1. Le groupe
Aut(D) est le groupe des homographies

ot A est un nombre complexe de module 1 et zg un point de D.

Exercice 6.1
Soit zg € D. Soit k., ’homographie définie par

2+ 2z
hZO (Z) = 1 +Z?Z—0

1) Vérifier que h,, (D) C D.

2) Montrer que h_,, est l'inverse de h,,. En déduire que h,, induit un
automorphisme du disque. '

3) Vérifier que ’ensemble de ces homographies est un sous-groupe de Aut(D).

4) Démontrer que les applications

zZ+ zp
1+Z§0

2 X

ol A est un nombre complexe de module 1 et |20 < 1 forment un sous-groupe G

du groupe des automorphismes Aut(D).

Démonstration. Soit f : D — D un automorphisme du disque. Posons

zo = f(0). Considérons 'homographie h : D — D définie par

z24 2y
14 2%

h(z) =

On a évidemment h(0) = 2. Mais alors, 'automorphisme g = A~} o f laisse fixe
le point 0. Du lemme 6.14 ci-dessus, on déduit que |g(z)| < |z| pour tout z € D,
et la méme chose pour I’application inverse g~!. Donc |g(z)| = |z|. Le lemme
6.14 implique alors que ¢ est une homothétie de rapport A de module 1. Ainsi,
g appartient au sous-groupe G C Aut(D) considéré dans I'exercice ci-dessus. Par

suite, f appartient & G. On a donc démontré que Aut(D) = G. o
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6.5. Fonctions holomorphes et fonctions harmoniques

Soit U un ouvert de C. On désigne par 5#(U) Pespace vectoriel des fonctions
holomorphes sur U et Harm(U) V'espace vectoriel des fonctions f : U — R de classe

C2 et harmoniques. On rappelle que la partie réelle d’une fonction holomorphe sur

U est harmonique.

PROPOSITION 6.17. — On suppose que l'ouvert U est simplement conneze.
L application R—linéaire 3¢ (U) — Harm(U) qui associe & une fonction holomor-

phe sa partie réelle est surjective, de noyau iR.

Démonstration. Que le noyau de cette application linéaire soit iR résulte
du lemme 6.11 ci-dessus. Pour vérifier la surjectivité, on doit étant donnée une
fonction harmonique P, trouver une fonction réelle Q satisfaisant aux équations

de Cauchy-Riemann

oQ P
By oz
oQ _ oP
o~ by

Considérons la forme différentielle de classe C! sur U définie par

1l résulte du fait que P est harmonique que cette forme différentielle est fermée.
Donc, elle a une primitive Q sur 'ouvert simplement connexe U. Alors la fonction

f = P 4 iQ est une fonction holomorphe sur U. o

L’hypothese que U est simplement connexe est indispensable :

Exercice 6.2
La fonction définie sur U = C\ {0} par

1
P(z,y) = ;Log (z® +9%)

est harmonique. Montrer que ce n’est pas la partie réelle d’une fonction holomorphe

sur U.
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COROLLAIRE 6.18. — Une fonction f : U — R de classe C2, harmonique,

est de classe C™°.

DEFINITION 6.19. — Soit f : U — C une fonction continue. On dit que f
satisfait & la propriété de la moyenne si pour tout disque fermé D C U centré en

z €U, de rayon r, on a

1 27

f(z) f(z+re®)dt
Evidemment, d’apres la formule intégrale de Cauchy, une fonction holomorphe

vérifie la propriété de la moyenne. Il en est de méme de sa partie réelle et sa partie

imaginaire.

COROLLAIRE 6.20. — Une fonction harmonique sur un ouwvert U de C

satisfait a la propriété de la moyenne.

Exercice 6.3 .
Montrer qu’une fonction qui satisfait & la propriété de la moyenne vérifie le

principe du maximum.

7. Séries de Laurent et calcul des résidus

7.1. Séries de Laurent

On est en présence d’une série de Laurent quand on cherche & définir la
somme ) ., a,2" d’une famille de fonctions a,2" indexée par Z, ou a,, € C.

A proprement parler, il n’agit donc pas d’une série.

DEFINITION 7.1. — On dit que la série de Laurent ), ., a,2™ est convergente

n

. . n _
si les deuz séries 3, ~qan2™ €t ), 51 a_nz™ " convergent.

Ainsi, la premiere des séries est une série entiere, la seconde une série entiere

1 o . .
en —. Par suite, si R’ et R” sont les rayons de convergence respectifs de ces deux
z

séries entieres, la série de Laurent converge dans la couronne ouverte -Rl,—, < l|z] <R’
et définit une fonction holomorphe dans cette couronne. C’est la réciproque qui

nous intéresse ici :
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THEOREME 7.2. —  Soit f une fonction holomorphe dans la couronne
C={zeC|p <|z|<p"}.
(i) Il existe une série de Laurent qui converge vers f dans la couronne C.

(ii) Cette série est unique. Les coefficients a,, sont donnés par

F2) ,

n+1
27,7r S

2imt

ot vy, désigne le lacet t — 1e?™ od le rayon v est tel que p' <r < p".

Démonstration. Unicité :

Puisque la série de Laurent converge dans la couronne C, ceci impose que
les rayons de convergence R’ et R” ci-dessus satisfont aux inégalités p” < R’ et

< ¢; il en résulte que chacune des deux séries

R//
1 1 .
n ., -n
ey Z nZ"5 Tl Z“—”z
n>0 n>1 i
converge normalement sur le cercle |z| = r. Il en résulte que 1'on peut, pour

intégrer la somme de ces séries sur le lacet ,, intégrer terme & terme. Puisque
pour m € Z les formes différentielles 2™dz admettent une primitive sur C \ {0}

sauf pour m = —1, tous les termes obtenus sont nuls, sauf pour n = p. Il en résulte

2p+1

/ f(z )dz = 2ima,

r

ce qui montre I'unicité.

Existence :

Commengons par choisir des réels r1 et 72 tels que P <ry<ry<p’.On
va démontrer que la série de Laurent dont les coefficients a,, sont donnés par la

formule ci-dessus converge et a pour somme f(2) pour 7y < |z| < 2. Puisque tout

z € C appartient & une telle couronne pour un choix convenable de 71 et rq, ceci
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impliquera 1’énoncé.

Le lacet ~ qui est dessiné dans la couronne C ne passe pas par z; il est homotope

dans C au lacet constant et l'indice I(vy, z) est 1. Par'application de la formule

intégrale de Cauchy on obtient

f(z)——l-[mf_(@i%__l_LM

24T U — Z A% % — Z

oll 7; est le cercle de rayon r;, parcouru dans le sens direct. Désignons par fi(2)

chacune de ces intégrales. En procédant comme dans la section 6.3, on voit que

1 u)du
o) = [ 10
i Sy, U—2
S e
n>0
1 f(w) ) 1 / Flu)du
U = — . le cal = —
ou a,n‘ S ‘[Y o T du. De méme, pour le calcul de f(2) 2ir )., u—z
on écrit
I 1
- U
U— 2z 1— =
(1-5)
un~1
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Cette série est normalement convergente quand u parcourt le cercle |u| = 71, et

par suite on peut intégrer terme & terme. On obtient

A=Y

n>1
avec
— / f(wyun=1d
"o ), T
1 f(u)
= d
9ir | gt

P s o n . 1
Il en résulte que la série entiere ZnZl b,v™ est de rayon de convergence > . Pour
m entier < —1, posons a,, = b_,,. On a obtenu que la série de Laurent ZnEZ anz"

converge dans la couronne r; < |z| < ro et que sa somme est f(z). Remarquons
fw)
un+1
an, peuvent se calculer en utilisant n’importe quel cercle 7, de rayon r paramétré

que la fonction u — est holomorphé dans la couronne C, donc les coefficients

dans le sens direct pourvu que p’ < r < p” : ainsi

1 [ f)

Gy = — )
2im J, yntl
™

du

Les coefficients a, sont donc indépendants du choix de r;. Alors la série de Laurent
est convergente pour tout z € C : en effet, si z est donné, il suffit comme on I'a

déja dit de choisir 71 < |z| < r9 et d’appliquer le résultat ci-dessus. o

COROLLAIRE 7.3. — Soit f une fonction helomorphe dans la couronne
C={ze€C|p <|z| <p'} Il existe une fonction holomorphe f1 dans le

disque |z| < p" et une fonction holomorphe fo dans la couronne |2| > p telles que

f = file = fale
et lim,_, oo f2(2) = 0. Cette décomposition est unique.

Démonstration. 1 existence résulte trivialement du développement en série de
Laurent. Montrons ’unicité. Il suffit de montrer que si f = 0, on a obligatoirement
fi = f» = 0. Mais on a alors sur C P'égalité f; = fo et par conséquent il existe

une fonction holomorphe ¢ sur C qui coincide avec f; sur le disque |z} < p" et.




46

f2 sur la couronne |z| > p’. Cette fonction holomorphe ¢ est bornée a cause de la
condition lim,_,, f2(2) = 0. D’aprés le théoréme de Liouville elle est constante et

cette constante est obligatoirement nulle. o

7.2. Points singuliers

Soient U un ouvert de C, et a un point de U. Soit f : U\{a} — C une fonction
holomorphe. I existe un disque D(a,r) C U et sur la couronne 0 < |z —a| < r on

peut écrire le développement en série de Laurent

F@) =Y anlz—a)"

neZ

Remarquons que le rayon de convergence de la série entiere ) -, a_,u™ est dans

cas infini.

DEFINITION 7.4. — On dit que a est un point singulier pour f si l'un des

nombres a,, pour n < 0, est non nul.

Si @ n’est pas un point singulier pour f, alors la fonction f se prolonge (de

manigre unique) en une fonction holomorphe sur U.

PROPOSITION 7.5. — Le point a est un point singulier pour f si et seulement

si la fonction f n’est pas bornée au voisinage du point a.

Démonstration. Supposons f bornée au voisinage de a : il existe donc un
disque D(a,p) C U tel que sur D(a,7) on ait |f(z)] < M. L’expresion des
coefficients a,, de f donnée dans le théoréme 7.2 montre qu’on peut encore écrire

les inégalités de Cauchy

lanl < ;‘E

pour tout 0 < r < p, et ceci entraine a, = 0 si n < 0. Donc a n’est pas un point
singulier pour f. Dans l'autre sens, il est clair que si a n’est pas un point singulier )
pour f, la fonction f est bornée au voisinage de a puisqu’elle s’étend au voisinage

de ce point en une fonction holomorphe. o

Nature des singularités
On distingue deux cas :
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— ou bien les entiers m < 0 tels que a,, # 0 sont en nombre fini. Dans ce cas,

on peut écrire dans la couronne ci-dessus

1z = 22

 (z-a)f

ou g est une fonction holomorphe sur U, telle que g(a) # 0 et £ un entier relatif.
Ainsi, f est un quotient de fonctions holomorphes sur U. L’entier £ € Z et la
fonction g sont alors déterminé de maniére unique par cette condition. Si £ < 0, le
point a n’est pas un point singulier pour f : la fonction f se prolonge par continuité
en une fonction holomorphe, notée encore f, au voisinage de a. Si £ < 0, la fonction
f s’annule au point a, et —£ est 'ordre du zéro a : c’est le premier entier £ > 0 tel
que f*)(a) £ 0. Si £ > 0, on dit que f a un pdle d’ordre £ en a.

DEFINITION 7.6. — Soit U un ouvert conneze de C. On appelle fonction
méromorphe sur U le quotient de deuz fonctions holomorphes sur U, c’est-a-dire
un élément du corps. des quotients de l’algébre (intégre) des fonctions holomorphes

sur U.

Evidemment, les valeurs d’une telle fonction n’ont de sens qu’en dehors des
zéros du dénominateur ; en dehors de ces zéros, la fonction est holomorphe. En un

de ces zéros, la fonction f a un podle si le numérateur ne s’annule pas en ce point.

— si ’ensemble des entiers m négatifs tels que a,, # 0 est infini, on dit que a
est un point singulier essentiel pour la fonction f.

. 1 . . . . N o .
Exemple : la fonction z +— e= a un point singulier essentiel & 1’origine.

THEOREME 7.7. — (Weirstrass) Soit D le disque de centre O et de rayon p
et f: D\ {0} — C une fonction holomorphe dans le disque D privé de son centre
0. On suppose que 0 est un point singulier essentiel de f. L’image par f de la

couronne 0 < |z| < € par est partout dense.

Démonstration. Sinon, on pourrait trouver un point b € C et un réel r > 0
tel que 0 < |z| < € entraine |f(z) — b| > r. Alors la fonction

1
g9(2) = =0
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est holomorphe et bornée dans la couronne 0 < |z|:< e. Par suite, elle s’étend

au voisinage de 0 en une fonction holomorphe. Mais alors f serait une fonction

méromorphe sur le disque, contrairement a ’hypothese. o
Il existe une version plus précise de cet énoncé, due & Picard.

THEQREME 7.8. — Soit D le disque de centre 0 et de rayon p et f : D\ {0} —
C une fonction holomorphe dans le disque D privé de son centre 0. Si O est un

point singulier essentiel de f limage de la couronne 0 < |z| < € est C ou C\ {0}.
Nous ne démontrerons pas cet énoncé.

DEFINITION 7.9. — Soit f : U\ {a} — C une fonction hotomorphe sur le
complémentaire d’un point a dans un ouvert U de C. On appelle résidu au point a
de la forme différentielle w = f(2)dz le coefficient a_, dans le développement en

série de Laurent de f au voisinage de a. Ce résidu sera noté Res(w, a).

7.3. Théoréme des résidus

On se donne une fonction holomorphe f sur le complémentaire d’un ensemble
fini de points zy,...,2, dans un ouvert U C C, et un lacet v de U qui évite les

points zi. Le probleme est de calculer P'intégrale fyw de la forme différentielle
w = f(2)dz.

THEOREME 7.10. — Soient U un ouvert de C, et f : U\ {z1,...,2,} — C
une fonction holomorphe sur le complémentaire d’un ensemble fini {z1,...,2,} de
U. Soit v un lacet de U, homotope dans U d un lacet constant, et qui évite les

points zy. Alors

1 n .
— | w= Res(w, z)I(v, z
sir = D0 Resle 200 2)
k=1
Démonstration. On peut trouver pour i = 1,.. .,k des fonctions holomorphes
@; sur Pouvert C\ {21,...,2,} telles que la fonction f — 2221  se prolonge par

continuité en une fonction holomorphe sur U : en effet, si on écrit au voisinage de

zi, la série de Laurent de f

F2) =) arn(z—2)"

nez
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il suffit de prendre g = Y, _; @kn(2—2x)". Puisque le lacet v de U est homotope
3 un lacet constant, le théoréme de Cauchy montre que

/(f —> er)dz=0.
v k=1

Il reste & calculer l'intégrale f,y prdz. Puisque la série qui définit ¢ -converge
normalement sur tout compact de C qui évite le point 2, on peut intégrer cette

série terme & terme sur le lacet -, et donc

dz
L
L¢k Z ag, (2 — zp)™

m>0 it

Or, la forme différentielle a une primitive sur C \ {2z} pour m # 1. 1l

(Z - Zk)m

dz
prdz =ag, -1 ’
v v % %k

=2imRes(w, zx) (7, 2k)

en résulte

Ceci achéve la démonstration. o

Calcul des résidus des fonctions méromorphes

A
Soit f = B une fonction méromorphe sur un ouvert U. On peut supposer que

A est non nulle en tout point oli B s’annule. Les poles de f sont les zéros de B.
A(a)
B'(a)

— Si @ est un pole simple, on a Res(f(z)dz,a) =

Exemple

et?dz 1
Res(———,1) = —
es(z2 + 1’2) 2ie
— Supposons que a soit un pole d’ordre £. On a alors au voisinage de a
B(z) = (z — a)*C(z) avec C(a) # 0. En écrivant le développement en série entiere

de g = —é—‘ au voisinage de z = a, on obtient,

_ g% Y(a)
Res(f(z)dz,a) = _(Z——l)'—
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Exemple
- eiz
Considérons la fonction méromorphe f(z) = ——5——5. Cette fonction
z(22 +1)2
méromorphe sur C a un pole d’ordre 2 au point z = 4. Pour trouver le

développement en série de Laurent de f au voisinage de z = 1, il suffit d’écrire
iz

z2(z +1)?

point z = 4. En fait, on a seulement besoin du deuxieme terme pour trouver la

le développement en série entiére de la fonction g(z) = au voisinage du

dérivée ¢'(a) : on écrira donc seulement le développement limité de g & Pordre 1

au point ¢. En posant z = 7 + ¢, on obtient

(z+) 1 ez‘t
g | e(i+1t)(2+1t)2
_____1_ 1+ +...
4ei (1 —it)(1 — kt)?
1
=—(1 it ...
46( +3it+...)
3

Par suite, Res(f(z)dz,1) = s
Application : changement de variable

PROPOSITION 7.11. — Soit ¢ : U — V un difféomorphisme holomorphe, a
un point de U et b = ¢(a). Soit f: V\ {b} — C une fonction holomorphe en
dehors de b, et w = f(z)dz. Alors

Res(w, b) = Res(¢*(w), a))

Démonstration. Soit v un lacet dont I'image est un cercle contenu dans U,
parcouru dans le sens direct, centré en a. La forme différentielle ¢*(w) est encore

holomorphe en dehors de a, et d’apres le théoreme des résidus, on a

Res(y' (@), 0) =g [ &)

=5 / fle(w)e

= f(z)dz

pory
=Res(w, b)I(p 0 7,b)
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On doit donc prouver que I(yp o~,b) = 1. Si on applique le résultat qu'on vient

d’obtenir & la forme différentielle w =

z
7 on obtient

lpom) = o [ =i

Puisque ¢ est un difféomorphisme holomorphe, la dérivée ¢'(a) est non nulle..

La fonetion u — ————— est méromorphe sur U et a pour seul pdle le point

p(u) —a

u = a; c’est un pole simple. Il en résulte que Res(———— u,a) = 1. Par suite,

¢'(u)
p(u) —

I(¢p 0ov,a) = 1. D’ott I"énoncé. o

Exemple

g2z dz dt

Res( 0) —Res( ,0)

Zéros et péles d’une fonction méromorphe
Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert U. On désigne par Z I'ensemble
des zéros de f, et par P Pensemble des pdles de f. On peut écrire au voisinage

d’un point z € U

f(u) = g(u)(u - 2)"
ol g est une fonction holomorphe au voisinage de z telle que g(z) # 0, et v € Z.
Si v > 0, la fonction f est holomorphe au voisinage de z, le point z est un zéro de
f et Dentier v est 'ordre du zéro z. Si v < 0, le point z est un pole de f, et —v
est la multiplicité du pdle z. Si v = 0 la fonction f est holomorphe et inversible au

voisinage de z.

PROPOSITION 7.12. — Soit v un lacet de U, homotope dans U & un lacet

constant ; on suppose que vy évite Z UP. On écrit au voisinage du point z € ZUP

f() = glw)(w = )@

ot g est une fonction holomorphe au voisinage de z telle que g(z) # 0, ot v(z) est
un entier représentant Uordre du zéro si z € Z, ou l'opposé de la multiplicité du
pdle si z € P.
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(i) L’ensemble des points z € PUZ tel que I(y, z) # 0 est fini.
(ii) On a '

—:-l— fl(u) U = Z)\Vz

z€ZUP

Démonstration. Soit h : [0,1] x [0,1] — U une homotopie entre le lacet v et
un lacet constant. I'image de v est un compact contenu dans U, et on peut alors
trouver un ouvert V relativement compact contenant I'image de -y dans lequel
est encore homotope & un lacet constant. Pour 2z ¢ V, on a I(vy,2) = 0. De plus,
dans Pouvert V, la fonction méromorphe f a au plus un nombre fini de zéros et
de poles : en effet, puisque ces zéros et ces poles sont isolés, Z U P est, pour la
topologie induite, discret, et ZUP est fermé dans U, donc son intersection avec v

est compact ; c’est donc un ensemble fini.
!

On applique alors le théoréme des résidus : la fonction ? est holomorphe en

dehors de ZUP, et on apour z€ ZUP

£ |
Res du, z) = v(z
(e, 2) = (2
Ceci acheve la démonstration. o
COROLLAIRE 7.13. — Soit f : U — C une fonction holomorphe ayant en a

un zéro d’ordre k, et D(a,r) C U un disque de centre a, de rayon r. Pour b # 0
assez petit, 'équation f(z) =b a ezactement k zéros simples dans la boule B(a,r)

pourvy que T soit assez petit.

Démonstration. Soit v le lacet ¢ +— a-+re®™. On choisit r assez petit, de sorte
que f et f’ ne s’annulent pas dans D(a, ), sauf au point a : ¢’est possible parce que
les zéros de f et de f' sont isolés. La fonction f est alors non nulle sur Pimage de
7. Soit p = inf|,_gj=r |f(2)|. Ce nombre est > 0, et pour |2| < b la fonction f(z)—b
ne s’annule pas sur I'image du lacet . Il résulte de la proposition ci-dessus que le
nombre de zéros, comptés avec multiplicité, de la fonction holomorphe z — f(z)—b

dans le disque D(a,r) est V'intégrale

[
2im [y f(u)—b
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Cette intégrale est aussi I'indice I(fo~, b), et la fonction b — I( fory, b) est constante
sur le disque D(0, p). Par suite, le nombre de zéros comptés avec multiplicité de
f(z) — b est k. Mais, si b # 0, et les racines de I’équation f(z) = b dans le disque

D(a, ) sont simples en raison du choix de r. o

7.4. Application au calcul de certaines intégrales

1. Considérons 'intégrale

2w
I= R(cos 8, sin #)do
0

ou R est une fraction rationnelle & coefficients complexes en 2 variables n’ayant -
pas de pole sur le cercle de centre 0 et de rayon 1. Soit v le lacet ¢ — €2*"t, On a
aussi
1 1 1,1 1..dz
I==- [ R(=z(z—-),=(z—=))—.
"[y (2( z) 22( z))z
On est ramené & un calcul de résidus pour une fonction rationnelle qui n’a pas de

pole sur le lacet ~.

Exemple
dt

——— . On a
a-+sint

Soit @ € R, a > 1. On consideére Pintégrale I = fo%

dz
I=2) ——»«——
fyz2+2z’az-1

1
La fonction méromorphe f(z) = ——————— a un seul pole 2y dans le disque
22+ 2iaz — 1
1
D(0,1), donné par zy = —ia +iva? — 1, et on a Res(fdz,2) = T Il en
2m

résulte que | = ————.

4 a?—1

2. Considérons l'intégrale

1= /_O; R(z)dz

ol1 R est une fraction rationnelle n’ayant pas de péle réel, de degré < —2, de sorte

que I'intégrale est absolument convergente. Pour calculer cette intégrale, on utilise
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le lacet v, composé du demi-cercle o, de rayon r parcouru dans le sens direct et

du segment [—r,r] contenu dans 'axe réel.

Soit P P’ensemble des podles de R dans le demi-plan supérieur. D’aprés le théoréme

des résidus, on a pour r assez grand

/ VR(z)dz = 2im Z Res(R(z)dz,a)

a€P
Puisque R est de degré < —2, il existe une constante réelle A > 0 telle que

A
pour |z| assez grand on ait |R(z)| < E Il en résulte que pour r assez grand
z

] far R(z)dz| < 2m2. Par suite, I'intégrale sur le chemin o, tend vers 0. Alors

I=1m [ R(z)dz
700 Ar

=2i7 Z Res(R(z)dz, a)
a€P

Exemple

Considérons l'intégrale

I_/‘x’ dx
- 0 1+.’B6

1 .
La fonction rationnelle R(z) = T+ a pour poles dans le demi-plan supérieur
e, e % et en un tel pole a, le résidu Res(R(z)dz,a) est zs = —%. Il en
résulte
im T T
I=——(2isin—= +1i) = .
g (2isin 5 +1) 3
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3. On considére une fonction holomorphe f sur un ouvert de C contenant le
demi-plan supérieur, sauf en un nombre fini de points qui n’appartiennent pas a
Paxe réel. Soit P 'ensemble des points singuliers de f dans le demi-plan supérieur.

On suppose lim|,|_, f(2) = 0. On a alors

T
lim / fz)e®dx = 2in Z Res(f(z)e*dz, a)
r—oe f_ .
acP
Cette formule permet le calcul de 'intégrale ffooo f(z)e*dx lorsque cette intégrale
est convergente.
Démonstration. On intégre sur le méme lacet v, que dans 'exemple ci-dessus.
Soit € un réel > 0. Pour |z| assez grand, on a |f(z)| < € et par suite pour r assez
grand '
3 7I- .
|/ f(z)e*dz| < e/ e TSm0 dh < er.
Qr 0
La derniére majoration s’obtient en utilisant la minoration sinf > %«9 sur

Vintervalle [0, 7]. Donc lim,—o f, f(2)e**dz = 0. L’énoncé en résulte. o

Exercice 7.1

Prouver que

Supposons maintenant que f ait des poles simples sur ’axe réel. On se limite

I /°° sin:zs-daC
0 T

dont on sait qu’elle est convergente, mais non absolument convergente : en effet,
sinx

ici & ’exemple suivant :

se prolonge par continuité & [0, oo et par intégration par parties, on

"sinzdx - cosr " cosz
= — - | ——dz
m T ‘ T s x

X

obtient

2

dz est absolument convergente. Par suite

. . , oo COST
Evidemment, V'intégrale [,
z 2

" sinx

dz

lim
r—oo Jx X
2
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existe, et, par suite, I'intégrale I est convergente.

Pour calculer cette intégrale, on modifie le lacet ~, considéré ci-dessus en

contournant I'origine, par un demi-cercle de rayon € parcouru dans le sens négatif :

et on calcule sur le lacet 7, . ainsi obtenu l'intégrale

1z
[
Ir,ez/ —dz
v VA

On désigne par B le chemin ¢ — ee?™, pour 0 < ¢ < 1.

LEMME 7.14. — Soit f une fonction méromorphe au voisinage de 0, ayant
un péle simple a Uorigine. On a

lirr(l) f(2)dz = inRes(f(2)dz,0).
crJBe

Démonstration. Soit a1 le résidu de la forme différentielle f(z)dz & I'origine.

a-
On peut écrire f(2) = —= + g(z) ou g est une fonction holomorphe au voisinage
2

de Porigine. Alors

lim [ g(2)dz=0
<0/,

et par conséquent

dz .
— =ima_q.

lim | g(2)dz=a_1
. Be %

e—0 8

eiz
Quand on applique ceci & la fonction f(z) = —, on obtient

e—0

lim f(2)dz =im
Be




57 .

D’autre part,

313

| / F(2)dz] < / e~rind g <
Qr 0

et par suite

lim / f(z)dz = 22’/ B
Vre o ¥

r—00,6—0

Ainsi,

En fait, dans cet exemple, on n’a pas utilisé le théoreme des résidus, mais

seulement le théoreme de Cauchy, puisque la fonction f était holomorphe sur un

ouvert simplement connexe contenant le lacet 7y, .

Exercice 7.2

Montrer que lintégrale

0o .
I= / _sinz
o z(1+22?)

est convergente et la calculer.

4. Considérons l'intégrale

I= /0*00 R(w)dx

ma

oit R est une fonction rationnelle n’ayant pas de poles sur le demi-axe des nombres
réels z > 0, de degré < =1, et o un réel 0 < a < 1. Ces conditions assurent la
convergence absolue de I'intégrale ci-dessus.

Pour calculer cette intégrale, on considére sur le complémentaire D du demi-
axe réel > 0 la détermination du logarithme dont la partie imaginaire 6 appartient

4]0, 27|, qu’on note Log z et on pose 2* = ¢@Logz On considere sur D la fonction

R(z)

ZOL

méromorphe z — f(z) = et la forme différentielle méromorphe w = f (z)dz.
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On aimerait intégrer cette forme différentielle sur le lacet suivant :.

mais la forme différentielle w n’a pas de sens sur le demi-axe des nombres réels
> 0. On poprrait déformer un peu ce lacet, et intégrer cette forme différentielle
sur un lacet voisin. Le calcul est possible par cette méthode, mais le stratagéme
suivant permet de résoudre sans probleme cette difficulté et d’éviter des passages
a la limite demandant une soigneuse justification. On considére I’image réciproque
de w par la transformation holomorphe ¢ : u +— €% définie sur Pouvert  des
nombres complexes u = p + 0 oli p et H sont réels, et 0 < § < 27 ; on obtient la

forme différentielle méromorphe
©*(w) = R{e¥)ell =gy,

Cette forme différentielle méromorphe se prolonge donc & C en une forme
différentielle w* et ses poles dans {2 sont les images réciproques des pdles de R par le
difféomorphisme holomorphe ¢. On integre cette forme différentielle sur le lacet
qui parametre le bord du rectangle R, , défini par les inégalités Loge < p < Log,

0 < 0 < 27, parcouru dans le sens direct.

2

Y

Loge . 0 Log r
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On obtient
/ w'=(1- ezm") / ___R(x) de +J, — Je
Ye,r €StST z®

ol

27
J'r‘ — ,',,l—a R(,’.ez’G)ei(l——a)Gde
0

Puisque R est de degré < —1, il existe une constante A > 0 telle que pour r assez
, A
grand, et pour tout @ € [0, 27] on ait [R(re'?)| < —. Il résulte de I'hypothese o > 0
r .

que lim,_, o, J» = 0. De méme
2w ) )
Je — el—a/ R(eeze)ez(l——a)ede
o ‘
et Phypotheése a < 1 entraine lim¢_.o Je = 0, Ainsi,

lim w* = (1 — e 2™
r—00,6—0
Yr,e

Soit P I’ensemble des poles de R. En appliquant le théoréme des résidus a cette
forme différentielle méromorphe, on obtient pour € assez petit et r assez grand,

compte-tenu de la proposition 7.7

| pe=rin 3 Resle))

™€ beQ,p(b)eP

=24 Z Res(w, a).

acP

Ainsi
(1 — e 27 = 2im Z Res(w, a).

acP

Exemple

Considérons l'intégrale

/°° dz
I= —_—
0 .’L'a(l + 37)
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Le seul pole de f(z) = dans D est z = —1 et le résidu de'w en ce point

z%(1+ 2)

est e~*"_ Alors la formule ci-dessus montre que

™

I=- .
sin o

5. Considérons P'intégrale

I= / R{z)Log zdx
/o

oi1 R est une fraction rationnelle n’ayant pas de pédle sur le demi-axe des nombres
réels > 0. On suppose que R est de degré < —2, ce qui assure la convergence de
Pintégrale. |

On consideére, sur le méme ouvert D que ci-dessus, la forme différentielle
méromorphe R(z)Log zdz ; la méme transformation que ci-dessus permet le calcul
de P'intégrale fooo R(z)dz. Pour calculer I'intégrale I I'astuce est d’introduire la
forme différentielle méromorphe w = R(z)(Logz)2dz. On obtient par la méme

méthode que ci-dessus, P désignant 'ensemble des poles de R

/Ooo R(z)((Logz)? — (Logx + 2im)*)dz = ZiW(Z Res(R(z2)(Log z)%dz, a)).
acP

Si la fraction rationnelle R est réelle sur 'axe réel, ceci suffit pour calculer I : on
obtient

T— —% S (Res(R(z)(Log 2)%dz, a)).

acP

Exercice 7.3

Calculer Pintégrale

I / _Logz .
o (1+z)3
Exercice 7.4

Montrer que Pintégrale
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a un sens et la calculer. (Attention : considérons la forme différentielle méromorphe

(Log 2)?
w=Eo

sur D. La forme différentielle méromorphe w* sur C définie par

2
U
w" = —du
shu
prolonge I’image réciproque ¢*(w) et présente un pole sur le lacet Ye,r- L’intégration
ne peut se faire sur ce lacet. Il faut donc modifier la démonstration présentée dans

le point 4.)

8. Topologie sur I’espace des fonctions
holomorphes
8.1. Suites de fonctions holomorphes

Quand on considére une suite f,, de fonctions différentiables de classe Cl sur

un ouvert U C R? qui converge uniformément sur tout compact de U, vers une

fonction f il n'y a aucune raison pour que la fonction f soit différentiable sur
U : pour obtenir un tel résultat, il faut faire des hypotheses supplémentaires, par
exemple supposer que la suite des différentielles dy, converge uniformément sur

tout compact de U. Pour les fonctions holomorphes, la situation est bien meilleure.

PROPOSITION 8.1. — Soit f,, une suite de fonctions holomorphes sur l’ouvert
U qui converge uniformément sur tout compact K C U vers la fonction f. Alors la

fonction f est holomorphe sur U.

Démonstration. La question est locale; on peut donc supposer que U est
simplement connexe. On sait que la fonction f est continue. Pour vérifier que f
est holomorphe, il suffit de vérifier que la forme différentielle w = f(z)dz a une
primitive. D’aprés le théoréme 1.5, il suffit de vérifier que pour tout lacet v de

classe C! par morceaux contenu dans U, on a fv w = 0. Soit 7y un tel lacet, et € un
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nombre réel > 0. Soit K I'image de «; c’est un compact de U. Il existe un entier N

tel que pour n > N on ait

1 o= F IS e

Or, d’apres le théoreme de Cauchy, on a f7 fn(z)dz =0 et donc

[y f(2)dz = / (fal2) = 1().d2

Si on choisit n > N, il résulte de P'exercice 4.1 que l'on a | [ o f (2)dz] < e. Ceci étant

vrai quel que soit € > 0, on obtient f y f(z)dz = 0, ce qui achéve la démonstration. o

Exemple.

Soit U = C \ Z. La série > converge uniformément sur tout

neZ ( y — n)2
compact K C U, vers une fonction holomorphe f (2). En effet, soit K est un compact
de U, et 7 = max{Re(z),z € K}. On a alors pour n entier > r et z € K

1 1.
lz—nf? = (n—r)?

ce qui prouve que la série Y converge normalement, donc uni-

n21 (; Zpy2

formément sur le compact K. Ceci entraine que la famille de fonctions holomor-

phes sur U, indexée par Z, fn(z) = 5 est sommable sur K : en effet,

_r
(z—-n)

fu(2) = fon(—2), et pour toute partie finie A de Z, on a

Dol fnllx<l fo llk +2 ) 1 fu llxc

ncA n>1

Par suite la « série » ci-dessus converge uniformément sur tout compact de C

vers une fonction f.

Exercice 8.1
La somme de la série ci-dessus est donnée par

1 2

(z—n)2 _ (sinwz)?

nez
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Solution

La somme f(z) de la série est une fonction holomorphe et périodique de
2
i

période 1. Il en est de méme de la fonction g(z) = Au voisinage de z = 0,

_ sinmz)?’
la fonction h(z) = 3, fn(2) est holomorphe, et par suite, f est méromorphe au

voisinage de z = 0 : plus précisément

Le développement en série de Laurent de la fonction méromorphe g au voisinage
1

de z = 0 montre qu’on peut aussi écrire g(z) = — -+ k(z) ol k est une fonction
z

holomorphe au voisinage de z = 0. Il en résulte que la fonction f — g se prolonge
au voisinage de z = 0 en une fonction holomorphe. Puisque cette fonction est
périodique, cette fonction se prolonge sur C en une fonction holomorphe. Pour
montrer que cette fonction est nulle, on va appliquer le théoreme de Liouville : on
va montrer qu’elle est bornée. Pour ceci, il suffit de constater que pour tout € > 0
il existe un nombre A tel que pour |Imz| > A on ait '

1) lg(z)| <€

2) [f() < e .

On écrit z = z-+iy, avec z et y réels. La premidre assertion résulte de 'inégalité
|sinz| > |shy]|. Pour la seconde, vu la périodicité, on peut évidemment supposer

que |z| < 1. Mais V'inégalité, pour n > 0,

1 1

<
r=nF = =37

4o 1 ' ) 1‘
prouve que la série > 4 oy st normalement convergente sur le fermé |z| < 5.

Soit € > 0. 11 existe alors un entier N tel que pour |z| < & on ait

In|2N

De Pinégalité |z — n| > |y|, il résulte qu’il existe un réel A tel que pour Jy| > A

> @<y

In|<N
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Ainsi, pour |y| > A et |z] < 1, on a |f(2)| < e Il en résulte que la fonction
@ = f — g est holomorphe et bornée. Il résulte du théoréme de Liouville que
cette fonction est constante, et cette constante est obligatoirement nulle puisque

limy 00 ¢(z + iy) = 0. D’ol le résultat.

Exercice 8.2
Montrer que
2

1 Vi
§n2~6'

On pourra remarquer que si S est la somme de la série qui figure au premier

membre, la fonction méromorphe

w2 1

2 e — —
(sinwz)?2 22

s’étend eri umne:fonction holomorphe au voisinage de l'origine, dont la valeur en
z = 0 est 2S.

8.2. Compacts de fonctions holomorphes

On considére I’espace vectoriel ¥ (U) des fonctions continues sur Pouvert U
de C. Pour tout compact K C U, et tout réel € > 0, on considére I'ensemble Vg '

des fonctions continues sur U telles que

| fllx<e

Il existe alors une topologie 7 et une seule sur ¥ (U) pour laquelle les Vi .
constituent un systéme fondamental de voisinages de 0, et qui soit invariante par
translation : les ouverts sont les parties % C €(U) telles que pour tout f € % il
existe K et ¢ tels que le translaté f 4 Vi, (i.e. les fonctions f +g, avec g € VK,e)

soit contenu dans % .

DEFINITION 8.2. — La topologie T est appelée topologie de la convergence

uniforme sur tout compact.

Cette définition trouve sa justification dans 'exercice suivant :

Exercice 8.3
Démontrer qu'une suite de fonctions continues f, sur Pouvert U converge
uniformément sur tout compact vers f € € (U) si et seulement si f, — f au sens

de la topologie 7.
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Exercice 8.4
L’espace vectoriel 5#(U) des fonctions holomorphes dans U est un sous-espace
vectoriel fermé de €(U).

PROPOSITION 8.3. — La topologie . est métrisable.

Démonstration. On sait qu'il existe un ensemble dénombrable A partout dense
dans U : il suffit de considérer les points & coordonnées rationnelles. Il en résulte
qu’on ,peut trouver une suite de compaet K, de U satisfaisant aux conditions
suivantes

— le compact K,, est contenu dans l'intérieur de K, +1;

— louvert U est réunion des K.

Une telle suite se contruit par récurrence en considérant des réunions finies
convenables de boules fermées dont le centre appartient & A, et dont le rayon est

rationnel. Une telle suite de compacts de U s’appelle suite exhaustive de compacts.

Exercice 8.5

Construire une telle suite de compacts.

Si K, est une suite exhautive de compacts de U, tout compact K C U est alors
contenu dans un des compact K, et on a alors Vi  C Vg (. Ainsi, les voisinages
de O de la forme Vi, . constituent un systéme fondamental de voisinages de 0.

Posons pour f et g € €(U)

vi(f) =Min {1, f llx;}

Atf,9) = 3 5ulf —9)

n>0
Cette série est évidemment convergente.

Exercice 8.6
Vérifier que d définit une distance sur € (U).

Montrons que la topologie définie par cette distance coincide avec Z. Con-
sidérons une boule ouverte B(0,¢), avec 0 < € < 1. Montrons qu’une telle boule

ouverte est un voisinage de 0 dans la toplogie 7. Choisissons n tel que §1; <5, et
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considérons le voisinage Vi, .. On a alors Vi, . C B(0,¢). En effet, si f € Vi, e, -
pour0<i<nona| f|k<5. Alors

a0 <y A0
=0 '

+

= €.

IA
DO e
Dol en

Dans Pautre sens, montrons que tout voisinage Vk, . contient une boule

B(0,p). Si f € B(0, p), on a pour tout entier i

vi(f) < p2°

ce qui entraine si p2¢ < 1, || £ ||k, < p2". En particulier, si € < 1, le voisinage de
VK, contient la boule B(0, 5%). o

Exercice 8.7
Montrer que P’espace métrique 4’ (U), muni de la distance d ainsi définie, est

complet.

Dgs lors, la notion d’ensemble borné a un sens dans %(U).

Exercice 8.8

Montrer qu'un ensemble A C %’(U) est borné pour la distance d si et seulement

si pour toute partie compacte K de U la fonction f —|| f ||k est bornée sur A.

Cet énoncé permet de voir que la notion d’ensemble borné ne dépend du choix

de la suite exhaustive de compacts K.

THEOREME 8.4. — (Montel) Soit 5€(U) lespace vectoriel des fonctions
holomorphes sur U muni de la topologie de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact. Un ensemble A C 5#(U) est compact si et seulement si il est

fermé et borné.

La démonstration de ce théoréme occupe le reste de la section. Commencons
par des préliminaires topologiques qui vont nous permettre de trouver des parties
compactes dans I'espace vectoriel normé des fonctions continues ¥'(K) & valeurs

complexes sur un espace topologique compact K, muni de la norme

N fll=sup || f(=) 1] -
zeK
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On utilisera le fait que cet espace vectoriel normé est complet.
Soit X un espace topologique, et € (X) 1'espace vectoriel des fonctions contin-

ues sur X a valeurs complexes.

DEFINITION 8.5. — Seit X un espace topologique. Une partie A C € (X) est
dite équicontinue si pour tout xg € K pour tout € > 0 il existe un voisinage V de
xo dans X tel que pour tout f € A et x € V on ait |f(z) — f(zo)| < e

Exercice 8.9

Soit g : [0,1] x X — C une fonction continue. Montrer que les fonctions
Jt : X — C définies par fi(z) = f(t,z) constituent une famille équicontinue de
€ (X). '

THEOREME 8.6. — {Ascoli) Soit K un espace topologique compact. Une partie
A C F(K) est compacte si et seulement si elle est fermée, équicontinue, et si
Pensemble A(z) = {f(z), f € A} est borné.

Démonstration. Une partie compacte A C F(K) est évidemment fermée dans
Pespace topologique séparé €' (K). Montrons qu’elle est équicontinue : cela repose

sur la remarque suivante :

Exercice 8.10
L’application A x K — C définie par (f,z) — f(z) est continue.

Soit € un réel > 0. L’image réciproque de la boule B(0,¢) par Papplication
continue (f,z) — f(z) — f(zo) est un ouvert contenant A x {zo}. Il contient donc
un ouvert de la forme A x V, ou V est un voisnage ouvert de zo dans K. Alors,
pour tout f € A et z € V, on a |f(z) — f(z0)| < €. L'exercice ci-dessus entraine
évidemment que A(z) est compact.

Montrons la réciproque, qui sera la plus utile dans les applications. Soit
fm € A une suite de fonctions continues de A. Montrons que que ’on peut extraire
de cette suite une sous-suite convergente au sens de la topologie de la convergence
uniforme. On va construire cette suite extraite par un procédé de suite diagoﬁale,
en la choisissant de sorte qu’elle converge sur un ensemble dénombrable adéquat
de K.

Puisque K est compact, la propriété d’équicontinuité permet de trouver pour

chaque entier p > 0 un ensemble fini D, C K et des ouverts V, ; qui recouvrent
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K, tels que z € V,, et satisfaisant & la condition suivante : pour tout f € A, et

Yy € Vp s, 0na

[f(z) = F(y)l <

SN

Puisque A(z) est relativement compact pour tout z, la suite de CP»

m (.fm(w))wEDp

est relativement compacte. Donc il existe une sous-suite m — fi n de (fr) qui
converge sur D;. De cette suite, on peut extraire une sous-suite m — fa ., qui

converge sur D,. Plus généralement, on obtient par récurrence sur p une suite

m — fp.m qui converge sur D, et telle que m > fpm soit une suite extraite de
m +— fp_1,m. A fortiori, la suite m — f, , converge sur D; pour 7 < p.
Considérons la suite diagonale m + g, = fm,m. Cette suite est extraite de
m — fpm (et donc de la suite initiale m — fm) ; donc pour tout entier p, elle
converge sur D,,. Montrons que cette suite converge uniformément sur K. Pour ceci,
on va montrer que c’est une suite de Cauchy dans €' (K). Soit € > 0. Choisissons

un entier p tel que % < 5. Par la propriété de Cauchy, on peut trouver un entier

N tel que pour m et n entiers > N on ait pour tout z € D),

|9n(2) — gm(2)] <

wiem

Montrons que pour tout z € K, et met n > N on a

(1)

|gm () — gn(z)| <

wim

Il existe z € D,, tel que z € V,, ,. Alors on peut écrire, d’apres la définition de Vp,,
et inégalité (1) '

|9m () — gn(2)] <lgm (@) — gm(2)] + gm(2) — gn(2)] + gn(2) — gn(2)]
' <e.

Ainsi || gm —gn ||< €. D

La clé de la démontration du théoreme de Montel est le lemme suivant :
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LEMME 8.7. — Un ensemble borné A de fonctions holomorphes sur U est

équicontinu.

Démonstration. Soit zo € U, et D(zo,7) un disque dont la fermeture est
contenue dans U. Soit v le lacet paramétrant le cercle 9D dans le sens direct.

D’apres la formule intégrale de Cauchy, on a pour tout z € D(zo,7)

f(w)du

2n y U2

f(z) =

Cette formule entraine la majoration suivante pour |z — 20| < 5

£ - fle) < HLLIoRp, o)

Puisque A est borné, il existe un réel M > 0 tel que pour tout f € A on ait
| f ||5D< M. Alors, si € > 0 est donné, pour obtenir |f(z) — f(20)| < € pour tout

f € A, il suffit de de choisir |z — zo] < 21—1\—/[ Ceci prouve le lemme.- o

Exercice 8.11
Montrer que si A C €(K) est équicontinu, il en est de méme de son adhérence.

Fin de la démonstration.

Soit A un ensemble fermé et borné de 5#(U). Il s’agit de montrer que de toute
suite f,, de fonctions holomorphes de A on peut extraire une sous-suite convergente
pour la topologie 7. On va construire cette suite en faisant & nouveau usage d’un

procédé diagonal.

LEMME 8.8. — Soit K un compact de U. On peut extraire de la suite f, une

sous-suite qui converge uniformément sur K.

Démonstration. La famille des restrictions de fonctions holomorphes f|x est
équicontinue, d’apres le lemme ci-dessus, et il en est de méme de sa fermeture B
dans €(K) d’apres l'exercice 8.11 qui précede. Comme A est borné, il en est de
méme pour tout ¢ € K de A(z) et de B(z); ainsi, on peut appliquer le théoréme
d’Ascoli & B. o |
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Soit K,,, une suite exhaustive de compacts de U. D’aprés le lemme ci-dessus,
on peut construire une sous-suite n — fi, qui converge uniformément sur Kj.
De cette suite, on peut extraire une sous-suite qui converge uniformément sur K.
Plus généralement, on obtient par récurrence sur p une suite n — fp n, extraite de
n +— fp—1,, qui converge uniformément sur Kp. Alors la suite diagonale g, = fnn
est extraite de n — fp et donc converge uniformément sur K,. Il en résulte que
cette suite diagonale converge uniformément sur tout compact de U, et puisque A
est fermé, sa limite appartient & A. Ceci démontre le théoréme de Montel. o

Exercice 8.12
Montrer que Papplication 52 (U) — #(U) qui associe a une fonction holo-
morphe f sa dérivée f’ est continue. (Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour

calculer localement la dérivée f').






