Fonctions de Morse assocides & I’action d*un tore.

Joseph Le Potier

Introduction

On considére une variété symplectique (M,w) munie d’une action d’un tore T, d'algabre de
Lie t, laissant invariante la structure symplectique et d’une application moment #:M —— t* Opn
montre facilement que les points fixes de T constituent une sous-variété MT dont on désigne par
C, les composantes connexes.

Soit £ € t. A € est associée une fonction T—invariante Hg © M —— R dont I'ensemble des
points critiques coincide avec MT, pourvu que & soif générique. De plus, la fonction Lig est alors
une fonction de Morse non dégénérée au sens de Bott, ce qui signifie que le long de M7T je noyau
du Hessien de f est l'espace vectoriel tangent & C. A I'élément £ on sait alors associer pour chague
composante C, un indice 2d, : pour tout point z € C,, c’est la dimension maximale des sous-
espaces vectoriels de T, M sur lesquels le Hessien de tig est une forme quadratique négative non
dégénérée ; on vérifiera que cette dimension est effectivement paire.

Le but de P’exposé est de montrer le théoréme suivant ;

THEOREME 1. — {(Kirwan) On suppose que te n'a qu'un nombre fini de valeurs critigues, et
que pour tout m, le fermé de M défini par tel{x) < m est compact. Alors le polyndme de Poincaré
de M est donné par

P(M) =3 " #%p,(C,)

La théorie de Morse classique pour les fonctions de Morse non dégénérées au sens de
Bott fournit une inégalité P(M) < 37, t2%P,(C,) : ce sont les inégalités de Morse, que nous
démontrerons pour les fonctions #g ci-dessus. L'utilisation de 'action du tore et le fait que ces
fonctions de Morse soient parfaites en cohomologie équivariante permettent en fait d’obtenir
Pégalité. L'argument repose sur la suite spectrale de cohomologie T—équivariante de M.

Il sera commode d’introduire sur M une métrique riemannienne T—invariante; on pourra
de plus supposer que g est compatible avec la forme symplectique w, ce qui signifie que
I'endomorphisme antisymétrique ¢ de TX défini par

gliu,v) = w(u,v)

pour u et v vecteurs tangents en z € M est de carré —1; ainsi, l'opérateur ¢ définit une structure

presque complexe sur X,

1. Application moment

Soit G un groupe de Lie compact, d'élément neutre e, agissant sur M en préservant ces
structures, Pour x € M, on désigne par ¢, Papplication G +— M définie par g+ gz. Un élément
¢ € g fournit un champ de vecteurs sur M, qui sera noté £,, défini par &, {z} = Tep- (). Rappelons
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qu'une application moment est une application différentiable ¢ M x g —— R linéaire en la
deuxiéme variable et telle que si on pose pe(z) = p{x,£) pour & < t les deux conditions suivantes
soient satisfaites :

(1) Pour tout g € G, g*(t1¢) = pig-1¢4

(2) dpe = (6o

LEMME 2. — 8i M est simplement conneze, il existe toujours une application moment. Deuz
applications moment différent par un élément de ( g*)% |, cest-a-dire par un élément de g* invariant

sous 'action coadjointe.

Démonstration. On considére le complexe A*{M, g*)¥ des formes différentiefles équivariantes
& valeurs dans g*. L’inclusion de ce complexe dans le complexe A*(M, g*) identifie la cohomologie
H*(A*(M, g*)%) au sous-espace de H*(M, g") des classes de cohomologie invariantes sous 'action
de G. (En fait, si le groupe G est connexe, elles sont toutes G—invariantes par homotopie). On
voit donc que st M est simplement connexe, H'{A*(M, g")%) = 0. Ainsi, il suffit de vérifier que la
forme différentielle i(&, )w est fermée pour tout £ & g. Mais d’aprés la formule de Cartan

O (w) = [d, 2(&.)w
et puisque w est G—invariante, et que dw = 0, on voit que d{3(&,)w) = 0.
Exemple

On considére I'action de U(1) = S; sur S; x $; muni de la métrique riemannienne standard,
donnée par A.(u,v) = (Au,v). Désignons par d9 la forme volume sur S; et posons 8; = pri{#).
I’orientation définit une structure symplectique sur $; x 8y, donnée par w = d#, Adbfy et le groupe
U(1) préserve la structure symplectique et la métrigue. Soit = ;% € u(l). Alors i{€)w = 84, et ce

n’est pas une forme exacte. Donc il n'existe pas d’application moment.

On peut donner d’autres conditions qui assurent l'existence d’une application moment. C’est
par exemple le cas si G est un groupe compact semi-simple. Dans ce cas, lappplication moment

est unique.

2. Points critiques de f = y,

On suppose désormais données une action d’un tore T sur M qui préserve a la fois la structure
symplectique et la métrique riemannienne, et une application moment pour 'action de T. La
condition d'équivariance (1) signifie simplement que fe €st Invariante sous 'action de T.

Pour ur élément £ € t {(algébre de Lie de T) on considére la fonction

Hz) = pe{z).

Les points critiques de f sont les points = € M tels que w(€.(x),—) = 0 cest-a-dire tels que
§+{z) = 0. Ce sont donc les points fixes du groupe & un paramétre exp{RE). Si £ est générigue, ce
groupe est dense dans T, et donc les points fixes par ce groupe & un parametre sont exactement

les points fixes de T.




3. Nature des points critiques.

Soit M7 le fermé des points fixes de T, et MT = U, C, la décomposition de MT en composantes
connexes. On sait que T préserve la structure svmplectique et la structure riemannienne sur M.
Pour ¢ € C,, les éléments de T définissent des endomorphismes unitaires de I'espace tangent T,.

On a une décomposition en somme directe orthogonale de sous-espaces complexes
ToM = &aep, Vi,

olt P, est 'ensemble des caractéres A : T — U(1) qui apparaissent dans cette décomposition. Soit
z un point de C, ; application exponentielle permet de trouver un voisinage ouvert T—équivariant
U et un isomorphisme T-équivariant @ : (T,0) ~ (U,z). Un tel isomorphisme étant choisi, on
note x + v le point de U correspondant au vecteur v.

LEMME 3. — Dans cet isomorphisme, Vapplication f s'écrit, en posant v = 2.y dans lo

décomposition ci-dessus

Z (dA, Eleal? + termes d'ordre supérieur
ACE,

I

flz+v) = flz)+

Démonstration. Dans lisomorphisme équivariant ¢ : Ty ~ U défini par v 2+ v ci-dessus, g
et w deviennent des métriques g, et des formes symplectique w, qui varient avec le point v € Ty

ces métriques sont invariantes sous l'action du tore. Alors
1
flr+v) = f(r)+/ diy foudt
0
1
= flz)+ / wep (& (tv), v)dt
0

Considérons, pour v = ¥° aep, Ua € T le diagramme commutatif gui décrit 'action du tore

T sur 'espace tangent T, :

t a — IR
£ eXp(S)(v)l [n = exp(n)vy
TJ: ae V,\

Ce diagramme signifie que dans I'espace vectoriel T, on a exp(EH{v) = 3, exp({dA, £))vy. Cette
formule montre que dans T, le champ de vecteur §.{v) est donné par £.{v) = 3, (d), £)}vy. Compte-
tenu de la relation entre go et wy, on a wy(vy, ivy) = [vaf?. Il en résulte que le développement {imité

de vi— f(z + v) est & 'ordre 2
1 .
Fla+v) = fz)+ 5 3 Gd), ol + ()]
A

avec lim,_.pe(v) =0. o



4

DEFINITION 4. — Spit M une variété lisse. On dit qu’une fonction lisse F:M =R est une
Jonction de Morse non dégénérée au sens de Bott i
(1) lensemble T des points singuliers de f est une sous-variété lisse. Le Hessien de f définit alors
une forme gquadratique dont le noyau contient l'espace tangent § 5.

(2) En un point singulier, le noyau du Hessien est exactement | espace tangent 4 3.

ProposiTION 5. — $§ & est générigue, lu fonction F = e est une fonction de Morse non

dégénérée au sens de Bott.

Démonstration. On a déia vu qu’au voisinage d’un point = & M7, il existe un vaisinage ouvert
T—invariant U et yn T—difféomorphisme ¢ : T, — U. Il suffit donc détudier la variété des points
critiques dans T. Mais dans la décomposition T, = @, V3, les points T-invariants correspondent
au sous-espace Vy. Clest done une sous-variété de Ty, L’espace normal s’identifie & Ny = @azoVy.
En raison de I’hypothése de généricité, la proposition precédente montre que le Hessien est non

dégénéré dans cette direction. o

L’hypothése de généricité signifie que les deux conditions suivantes sont satisfaites

(1) ensemble des points fixes de exp(&) coincide avec MT;

(2) pour tout A € P, non nul, on a Ex = {idA, &) #£0.

La condition (2} signifie que l'on doit éviter dans g les hyperplans correspondant aux noyaux
des formes linéaires dA, pour A € P,,. Par exemple, si T = U(1), elle est satisfaite pour £ # {, La
condition (2) n'implique pas {1). Considérons par exemple I'action de T = U(1) sur M = C?, muni
de sa structure kihlérienne standard, donnée par A(z. y) = (A%z, Ay). Alors MT = {0} et si l'on
prend § = i7, la condition (2) est satisfaite. Pourtant, Pensemble des points fixes sous exp(ir) = -1
est C x {0}.

4. La stratification W,

On considére sur une variété M munie d’une action d’un tore une fonction de Morse non
dégénérée au sens de Bott et T-équivariante. Nous utiliserons la variante équivariante du lemme

de Morse :
LEMME 6. ~— Spit f : M —» B une Jonction de Morse non dégénérée au sens de Bott,
T—invariante. Soit C la variété critique, et N le fibré normal de C dans M. [l existe un voisinage

ouvert U de C qui soit T—invariant et un difféomorphisme T-équivariani & N — U laissant

fire C qu’on écrira (z,v) =~z + v, tel que pour ve N,
1
f(z +1) = f(2) + 3Hof(v)

o Hy f est le Hessien de I au point z.
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Ce lemme se démontre sans probléme par application du théoréme des fonetions implicites,
en calquant la démonstration du lemme de Morse classique.
Revenons & notre fonction de Morse f = u¢ sur la variété symplectique M.

On pose pour z € C,,,
NI = @agare»>0Va 5 NI =8 uang<oVa
On pose encore d, = dimg N : Pentier 2d, est I'indice de la variété critique C,,.

LEMME 7. — On peut trouver une métrique hermitienne T—équivariante sur M telle qu’au

voisinage de C le gradient de f soit donné dans isomorphisme ¢ du lemme de Morse par

grad ., f = Z §xva.

AgP,

Démonstration. Il suffit en effet d'utiliser le voisinage tubulaire ci-dessus. Soit 7 : N — C

la projection canonique ; on scinde la suite exacte équivariante

0 7N TN 7*(TC) — 0

On transporte alors par image réciproque, puis par I'isomorphisme ¢ la métrique hermitienne sur
le fibré normal et sur le fibré tangent & TC; on obtient ainsi une métrique hermitienne sur un
voisinage T—invariant de C. Il reste seulement en utiliser une partition de I'unité convenable pour
construire une métrique sur M qui coincide avec la précédente sur un voisinage convenable de C,

et a rendre la métrique ainsi obtenue équivariante. Alors la fonction f s’écrit pour v € N,

flz+v) =f($)+% Z Elual?

AEP,

olt &5 = {idA,£). Le champ de gradient est vertical relativement & la projection 7 : U — C, et

donné par la formule ci-dessus. o

On se fixe une telle métrique hermitienne dans la suite. On suppose désormais que pour tout

réel m, le fermé f(z) < m est compact.

Soit (£, z) — ¢:{z} le flot défini par le gradient de f. Au voisinage de la sous-variété critique

C, on a donc pour & € C, et v € N, dans I'isomorphisme ci-dessus :

Grlz+v)=z+ ) e,

AEP,

Si z est un point de M la fonction t — f(g.(z)) est croissante. Vue I'hypothése de propreté sur
f: il en résulte que t - ¢y{z) est définie sur | — 0o, 0] et ¢ =+ ¢(z) a une limite qui appartient &
Pun des C,. Par contre, il »’y a aucune raison que la trajectoire t »> ¢,(z) soit définie sur [0, col.
On désigne par W la sous-variété des points stables relatifs & C, : il s’agit des points z &€ M
tels que lim,_._ ¢:(x) € C, ; ¢’est une variété lisse localement fermée T—difféomorphe au fibré

normal N} & C,,. Ces sous-variétés lisses constituent une partition de M. De méme la variété des
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points instables W relative a la composante C,, est définie par les points tels que ¢ — ¢u(z)
soit définie sur [0, cof et tels que lime_,_ o ¢:(x) existe et appartienne a C,. Clest une variété
localement fermée qui est difféomorphe au fibré normal N v - Bien stir, il n’a aucune raison si M
n’est pas compacte pour que ces sous-variétés constituent une partition de M.

Soit f, la valeur de f sur C,. On définit une relation de préordre sur les compesantes de MT
de la maniére suivante : on décide que v < p si f, < fu

LEMME 8. — On g

W: < UVSL‘VV.L&“"

Démonstration. Soit z < Wj Ce point appartient & W’j avec p convenable. Toute la

trajectoire ¢;{z) pour ¢ > 0 est certainement contenue dans Wj et puisque f(z) > f, pour
tout z € W7 on a encore f{¢(z)) > f, et par suite = puisque appartient 3 Whonaf,>f. o

Soit ¢ une valeur critique; on pose Moo = U secWh et M, = Un ro<c Wi, Alors
Me- et M.. sont des ouverts de M, et U, s =W} est une sous-variété fermée dans M,y
dont les composantes connexes sont les sous-variétés Wi correspondant aux indices v tels que
fo = c. Soit N¢. le fibré normal de cette sous-variété dans M, , sur la composante connexe
correspondant & v; en restriction & C, il s'identifie & la variété instable W . Alors I’inclusion
(W), W\ Q) — (News New \ W) est une équivalence d’homotopie. 1l résulte du théordme
disomorphisime de Thom et du théorame d’excision que

HO (Mo M) = @7, HI2 (),
On obtient alors pour le polynéme de Poincaré

PeMeyt) SPMe) + Y £20Py(C,)

v f.=c

ce qui signifie que la différence entre le membre de droite et celut de gauche est un polynéme &
coefficients positifs. Si on suppose que f n’a qu'un nombre fini de valeurs critiques, on obtient en

particulier I'inégalité de Morse

Pi(M) < )¢ py(C,)

THEOREME 9. — (F. Kirwan) On suppose que pour tout réel m le fermé de M défini par
flz) <m est compact, et que f n'a qu'un nombre find de valeurs critiques. La fonction de Morse

[ est parfeite, autrement dit

Pi(M) = > " #2p,(C,).
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Cect signifie que pour tout v et le morphisme canonique (qu'on peut voir comme morphisme

de Gysin pour inclusion Uy, = W] — M, 1)
By, g, =cHIT2H(C,) — HUM,, 1)

est injectif. Dans le cas oil tous les C, sont réduits & un point, ou plus généralement si les C,, n'ont
que de fa cohomologie paire, la suite exacte de cohomologie relative se scinde parce que M, .. n'a
que de la cohomologie paire. Le résultat est donc évident dans ce cas; mals il est vral en toute

généralité, comme nous allons le voir.

Exemple

Considérons |'espace projectif P muni de l'action de U(1) définie par o.[u,v,w] = [u, v, Q]

pour & € U(1}. Alors la variété des points fixes a deux composantes connexes, qui sout donnés par
w = 0, ce qui donne la droite & l'infini, et par l'origine [0,0,1]. Le plan projectif est simplement
connexe ; il existe donc pour cette action une application moment ; & une constante prés, elle donnée

pour z = (u,v,w) € 85 < C? par

pelli. v, w]) = Sefuf?

pour £ € u(l) = iR. En effet, soit w la forme symplectique standard sur Py, et & la forme
symplectique standard sur C3. Considérons I'application moment I sur €3 associée & Uaction

de U(1) sur C* donnée par o.(u,v,w) = (w,v,aw). On a

fig(@) = Sefu?

La structure symplectique sur Py est définie de la manidre suivante : considérons P; comme quotient
de la sphere 85 C €2 Pour z € S;, 'espace vectoriel tangent T.:S; est orthogonal (z'.:c)l:
pour & du vecteur iz. L'espace tangent au point {z] € Py s'identifie au quotient (i:c)l:/ix, et
la forme symplectique en {z] est la forme symplectique induite sur ce quotient. On a donc pour v
et w € (iz) @
7T {wi{v, w) = &(v, w)

Il s'agit de vérifier que dpe = i{£.)w. Par image réciproque, il suffit de vérifier que I'égalité
djie = (&) est vraie en restrition & S5. Mais ceci résulte de la définition du fait que [ est
une application moment.

On sait alors que si € # 0, Papplication f = ug est une fonction de Morse non dégénérée
w[?. Le long de la droite de I'infini,

au sens de Bott. Prenons par exemple £ = —24, alors f =
l'indice est évidemment 0, puisque f est minimum le long de cette droite de l'infini. Au voisinage
de 0 = [0,0,1], c’est maximum et donc 'indice est 4; on peut. d’ailleurs pour le confirmer utiliser
la carte locale définie par (u,v) € C? — fu, v, 1] pour calculer I'expression locale de ite : dans cette

carte

= = 1= ulf = o2
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ce qui montre bien que I'indice est 4. D’aprés le théoréme 9, on a done
Pi(IP2) = Py(By) + t*P, ({0}

et par suite Pe{Ps) = 1 + ¢? + ¢4,

On aurait pu bien entendu considérer 'action de T = U 1) x U{1) sur Py donnée par
(o, B, v, w] = [au, Bu,w).

On obtient dans ce cas pour £ € t générique que He a trois points singuliers isolés non dégénérés
d’indices respectifs (0,2, 4); c’est le caleul standard des nombres de Betti de Ps.

5. Démonstration du thdoréme de Kirwan

Tout ce que qui a été dit pour la cohomologic ordinaire peut se dire en cohomologie

équivariante.

5.1. Cohomologie équivariante

Soit G un groupe topologique. Soit B un espace topeologique. Un recouvrement ouvert U de B
est admissible s’il existe une partition de 1’'unité subordonnée & U. Un G- fibré principal de base
B est la donnée d’un espace topologique X et d’une action propre et libre (& droite) de G sur X,
et d’un morphisme équivariant f : X —— B satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) le morphisme f: X — B induit un isomorphisme X/G ~ B;

(2) il existe un recouvrement ouvert admissible U = (U} tel que f ait une section lacale sur
Us.

Il existe un fibré principal EG —— BG satisfaisant & la propriété suivante : pour tout G—fibré
principal X — B il existe un morphisme, unique 4 homotopie prés,

v:B — BG

tel que I'image réciproque de EG —— BG par u soit isomorphe & X —— B. Le fibré principal
EG — BG s'appelle un classifiant de G. L’espace total EG est alors contractile. Réciproquement,
un G--fibré principal X —— B dont I'espace total X est contractile est un classifiant pour G.

Supposons que G opére contintiment (& gauche) sur un espace topologigue X. Alors G opére
librement & gauche sur Pespace topologique EG x X par la formule gle,z) = (eg™ !, gx) pour g € G
et (e,z) € EG x X. On considére le quotient Xg = EG xg X et la projection Xg — BG : c'est
le fibré de base BG de fibre X associé  Paction de G sur X.

DEFINITION 10. — On appelle cohomologie G—équivariante de X et on note H5(X) la
cohomologie H*(Xq).

DEFINITION 11. — Si E est un fibré vectoriel compleze équivariant sur X, les classes de
Chern dans Hg(X) du fibré vectoriel Eg = EG xg E — Xg s’appellent les classes de Chern

dguivariantes de E.



Exemples
1. 5i G opére proprement et librement sur X, on a H;(X) = H*{X/G). En effet, le morphistne
canonique Xg — X/G est une fibration dont la fibre est EG, donc contractile.

2. Supposons que G opere trivialement sur X. Alors EQ = BG x X, et donc H5(X) =
H*{BG x X). En particulier si X est un point, c’est la cohomologie de BG.

3. 8i G = U(1), on construit le classifiant & partir de l'espace projectif P(H) des SOUs-espaces
vectoriels fermés de codimension 1 dune espace de IHilbert complexe H séparable. Soit S{H) la
sphére des vecteurs de norme 1 dans H. Cette sphére est contractile. et I'action de U(1) sur cette
sphére est propre et libre. La projection S(H) — P(H) qui associe 3 ¢ ¢ H \ {0} Phyperplan
d’équation (a,z) = 0 est un fibré classifiant. Soit u — c1(U) la classe de Chern du fibré vectoriel U

de rang un associé. On a un isomorphisme d’algébres
Zlu] = HY(BU(1)).

4. Supposons maintenant que ¢ soit un tore T = U(l) x ... x U{1}. Alors

vl

~
r fois

BT = BU(1) x ... x BU{1) .;
TE;ES

et par conséquent d’aprés la formule de Kiinneth
Zlus, ... uy] ~ H(BT)
ol u; est 'image réciproque pri(u) de u par la i—idme projection.

LEMME 12. — Soit T un tore. L homomorphisme Honﬁ{T,U(l)‘) — H*(BT) qui associe

un caractére A lo classe de Chern du fibré vectoriel compleze de rang 1
ET x7C ——~ BT
associé 4 lo représentation définie par ) est un isomorphisme.

Démonstration. Clest évidemment un homomorphisme de groupes. D’aprés la description de
H*(BT) il envoie la base de Hom(T, U(1)) associée & une décompesition T = U{1} x ... x U{1) sur

]

r fois

une base de H*(BG). o

5.2. Le morphisme de Gysin équivariant

Revenons & notre situation. On a un isomorphisme en cohomologie T-équivariante :

HT(Me M. -} = ﬂ9f-»=cH?r_2d” {C.).

d’ott il résulte un morphisme de Gysin en cohomologie équivariante

S, r, =CH%‘“2dU (Co) — HL(M. ;)

ProrosiTioN 13, — En cohomologie équivariante, le morphisme de Gysin est injectif.
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Démonstration. 1l suffit de prouver que le morphisme obtenu aprés restriction & C,
HFF'M"(C,,) ——+ HA(C,) est injectif. Ce morphisme est le cup-produit par la classe de Chern
équivariante ¢4 (N7 ).

On désigne par P les poids A € P, tels que (id\,£) soit négatif: ce sont les poids
- qui interviennent dans la décomposition de N . Le tore T agit trivialement sur C,. Par suite
Cur =BT x C, et H7(C,) = H*(BT) @ H*(C, ). Considérons la décomposition en somme directe
du fibré équivariant N = @rep- Na 0ol Ny, est le sous-fibré correspondant au poids A. On a donc

dans H3.(C,)
ci,(N;) = ] e ()

AEP]
ou 7, est le rang du fibré Ny, de sorte qu'il suffit de prouver que ¢, (Ny) n’est pas diviseur de zéro

pour A € P, Considérons un point z € C, et le morphisme T—équivariant
* —
défini par ce point. On obtient ainsi un morphisme image réciproque
H7(Cy) —— Hi{s) = H(BT)

dont le noyau est I'idéal des classes qui s'écrivent 20 x G, ol oy € HY(BT) et 3; € H*(C,),
et a; sans terme de degré 0. It suffit alors de démontrer que la classe de Chern équivariante du
fibré inversible sur BT associé & la représentation N, , n’est pas diviseur de 0 dans H(BT). Cette
représentation est égale A7y py, olt py : U{1) — C* est la représentation définie par le caractére A,
et la classe de Chern équivariante de degré maximal du fibré vectoriel associé est égale & ¢ (La}™,
ol Ly est le fibré vectoriel inversible EG xpg C associé au caractére A. Puisque A n’est pas trivial,
d’apres ie lemme 12 sa classe de Chern équivariante est non nulle dans H%(BT). L’algébre H*(BT)

est une algebre intégre, cette classe n’est pas diviseur de zéro. o

Remarquons que si T est de rang r la série de Poincaré de BT = BU( 1) est

1

Py(BT) = ey

COROLLAIRE 14. — Soit PT(M) la série de Poincaré équivariante de M. On a

PEM) =) e**PF(C,)

1

= w}—;(ztgd"f’t(cy))

I74

5.3. La fonction de Morse f est parfaite.

Le classifiant BT est simplement connexe. Considérons la suite spectrale de cohomolo-
gie équivariante : c’est la suite spectrale de Cartan-Serre de la fibration localement triviale

Mg —— BG, de fibre M. Cette suite spectrale a son terme Eo donné par

ERY = HP(BT, HY(M))
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et pour aboutissement H’é(M) en degré p+ g = k. Le théoreme des coefficients universels en
cohomologie {¢f. Spanier, page 246, théoréme 10} ne pose pas de problémes, par exemple parce que
la cohomologie de BT est nulle en degré impair). 1t fournit un isomorphisme

HP{BT} @ HY(M) ~ H?(BT, H7(M)).
On en déduit que P,(Mr) < P,(BT)P,(M). Compte-tenu du corollaire 14, ceci s'écrit

P.(BT)(Y % P4(C,)) < P{BT)P,(M).
L
En multipliant les inégalités de Morse classiques 3~ t%% P,{C,) > P,(M) par la fonction rationnelle
P:(BG) qui se développe en une série & termes positifs, on obtient I'inégalité er sens inverse, et

par suite 'égalité. Il en résuite en simplifiant que

D EUPC,) = Py(M).
Ceci achéve la démonstration.

6. Une variante

Visiblement c’est seulement pour montrer que la fonction f = j est non dégénérée au sens
de Bott qu'on a utilisé la structure symplectique. On peut donc adapter le théoréeme de Kirwan

ci-dessus dans un contexte un peu plus général :

THEOREME 15. — Soit M une variété munie d’'une action d'un tore T. On se donne sur M
une fonction de Morse non dégénérée au sens de Boft, satisfaisant auxr conditions suivantes :
() la variété critique de f coincide avec l'ensemble MT des points fizes de M sous Uaction du
tore T.
(i) pour tout m, le fermé f(x) < m est relativement compact.
(iit) la fonction f n'a qu'un nombre fini de valeurs critigues.

Alors la fonction f est parfaite.

Bien entendu, dans cette situation M n’a pas & priori de structure presque complexe ; cependant
on peut mettre une structure complexe sur le fibré normal de C,,. Dans le lemme 6, il faut seulement
chercher une métrique riemannienne dans laquelle le gradient de f ait une écriture simple, ce qui

est possible en raison du lemme de Morse équivariant.
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