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Chapitre 1

Variétés différentielles

Le but de ce chapitre est d’introduire les variétés différentielles : il s’agit
d’espaces topologiques sur lesquels on dispose de fonctions différentiables. En
raison de leur importance, nous commencons par rappeler les notions de base de
calcul différentiel sur lesquelles repose toute la géométrie différentielle : il s’agit du
théoréme d’inversion locale, du théoréme des fonctions implicites, et du théoreme
du rang constant. Comme illustration du théoreme des fonctions implicites, nous
donnons une démonstration du lemme de Morse, lemme qui a par ailleurs une
grande importance dans la description de la structure des variétés & partir des
points critiques des fonctions de Morse. En ce qui concerne les variétés, nous
commencerons par rappeler la définition des sous-variétés de l’espace affine R™,
avant d’introduire la notion générale d’atlas et de variété abstraite. D’apres un
théoreme da & Whitney, toute variété de classe C* est difféfomorphe & une sous-
variété de 1’espace affine ; cependant, souvent elles ne se présentent pas de fagon

naturelle comme sous-variété de ’espace affine.

Dans ce chapitre, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

1. Théoreme d’inversion locale

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension finie. Ces espaces
vectoriels seront munis de normes et des topologies associées ; on rappelle que les
normes dans un espace vectoriel de dimension finie sont toutes équivalentes. Dans

tout le chapitre, r est entier > 1.

1.1. Applications de classe C"

Soit f : U — F une application définie sur un ouvert U de E, et & valeurs dans

F. On dit que f est différentiable en un point a € U s'’il existe une application
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linéaire u : E — F telle que la différence f(a + h) — f(a) — u(h) définie pour h € E

assez petit, soit négligeable devant || h || quand h — 0; ceci signifie que
fla+h)=f(a)+u(h)+eh) || h

ol €(h) est une fonction & valeurs dans F, définie au voisinage de 0, et qui tend
vers 0 quand A — 0. L’application linéaire u est définie de maniere unique par
cette condition ; on la note d, f ou df(a); on 'appelle la différentielle de f en a.
On dit que f est de classe C! sur U si f est différentiable en tout point de U, et
si 'application df : a — d,f de U dans Pespace vectoriel L(E,F) des applications
linéaires de E dans F est continue. On définit par récurrence la notion d’application
de classe C" : on dit qu’une application est de classe C” si df est de classe C" 1.

Si f est de classe C” pour tout 7, on dit que f est de classe C*°.

Composition des applications de classe CT
Soient f : U — V une application de classe C” d'un ouvert U de E a valeurs
dans un ouvert V de F, et g : V — G une application de classe C" de V a valeurs

dans un espace vectoriel G. Alors g o f est de classe C", et on a

d(g o f)(z) = dg(f(z)) o df (z)

Différentielles partielles

Supposons données des sommes directes
E= @:’iz:lE'i et F = @1§j§ij.

La fonction f est donnée par k composantes f; : (z1,...,%n) — fi(Z1,...,Zn)
définies sur U et prenant leurs valeurs dans F;. On dit que f a une différentielle
partielle dans la direction E; au point z si la fonction, définie au voisinage de 0 dans
E; par t — f(z +t) est différentiable en t = 0; sa différentielle est notée 0; f(z).
On rappelle que pour r > 1 la fonction f est de classe C! sur U si est seulement si
pour tout ¢ =1,...,net j=1,...,m, la fonction f; a des différentielles partielles
9, f; en tout point de U, et si les applications J; f; : U — L(E;, F;) sont continues.

La matrice d’applications linéaires

((:£5) ()
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est alors la matrice de df(z) dans les sommes directes considérées. On dit que
c’est la matrice jacobienne de f dans les sommes directes ci-dessus. Si on veut
que application f soit de classe C7, il faut exiger que les différentielles partielles
x — 8;fj(z) € L(E;, F;) soient de classe C"'.

Quand les espaces vectoriels E et F sont de rapportés a des bases, (€i)i=1,....n €t
(€j)j=1,...,m respectivement, on peut prendre pour E; (resp.F;) la droite engendrée
par e; (resp. €;). La fonction f; & valeurs dans F; s’identifie & une fonction scalaire
g;- La différentielle partielle 8; f;(z) € L(E;, F;) est donnée par un nombre : c’est la
dérivée partielle de g; dans la direction e; au point z; autrement dit, si (T1,...,Zn)

sont les coordonnées dans la base e; on a

09
8ij(x)ez = 3"1,“1 ({E)Ej

de sorte que que la matrice jacobienne ci-dessus n’est autre, écrite dans les bases,

que la matrice jacobienne standard
9g;
(@)

Exercice 1.1

Soit E un espace vectoriel de dimension n, GL(E) Pouvert de L(E,E) des
applications linéaires inversibles. L’application ¢ : GL(E) — GL(E) définie par
u — u~ ! est différentiable, de classe C*. Trouver la différentielle de ¢ en un point
u € GL(E).

1.2. Difféomorphismes
Dans ce qui suit, r est un entier > 1, ou r = 00.
DEFINITION 1.1. — Soient U C E et V C F deux ouverts, et f : U — V une

application. On dit que f est un difféoméorphisme de classe C si f est inversible

et si f et f~1 sont de classe C".

PROPOSITION 1.2. — Soient U C E et V C F deux ouverts des espaces
vectoriels E et F, et f : U — V un difféomorphisme de classe C". Alors E et F

sont de méme dimension, et d,f est inversible en tout point de U.
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Démonstration. Soit b = f(a). D’aprés la régle de composition, on a
dfbf_l odof = idg, et dof odpf~' = idp. Donc d,f est inversible, d’inverse
dbf—l. o

Exemples
(1) Soit f : E — F une application de classe C" d’un ouvert U C E & valeurs
dans F. Alors Papplication ¢ : U x F — U x F définie par (z,y) — (z,y — f(z))

est un difféomorphisme.
Exercice 1.2
Ecrire la matrice des différentielles partielles de ¢.
(2) Considérons I’application ¢ :]0, co[x] — 7, 7[— R? — {(z,y),y = 0,z < 0}
définie par
(r,0) — (z =rcosh,y = rsinb)

C’est un difféomorphisme de classe C*; son inverse est donné par

Lz, y) = (V22 + 32, 2Arct Y
¢ (z,y) = (Va2 +y gm+x)

Méme si la différentielle d’une fonction f : U — F est inversible en tout point,
ceci n’entraine pas que f est injective : par exemple ’application R? — R?\ {0}
définie par (r,0) — (z = rcosf,y = rsinf) est de différentielle inversible en
tout point. Pourtant, cette application n’est pas injective. Le théoreme d’inversion
locale va nous dire que localement cette application est injective, pourvu que f

soit au moins de classe C!. Plus précisément :

THEOREME 1.3. —(Théoréme d’inversion locale) Soit v un entier > 1. Soit
f : U CE — F une application de classe C" et a un point de U. Si dof est
inversible, il existe un voisinage ouvert V.C U de a satisfaisant aux conditions
suvantes :
(i) Vimage W = f(V) est un ouvert de F ;

(ii) Vapplication fy : V — W induite par f est un difféomorphisme de classe C'.

Avant de démontrer cet énoncé, donnons quelques conséquences immeédiates.
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COROLLAIRE 1.4. — Soit f: U C E — F une application de classe C".

(i) Sila différentielle d, f est inversible en tout point de U, f est une application
ouverte.

(ii) Si en outre f est injective, f : U — V = f(U) est un difféomorphisme de

classe CT.

Exercice 1.3
Montrer que lapplication | — 1,1[xR —] — 1,1[xR définie par (¢,z) —

(t,z — sintz) est un difféomorphisme de classe C*°.

Exercice 1.4

On propose dans cet exercice une démonstration du théoreme de d’Alembert.
Soit f(z) un polyndéme complexe de degré n, et Z I’ensemble des zéros du polynéme
dérivé. Soit V= C\ f(Z) , et U 'ouvert f~1(V).

1) Démontrer que Papplication f : U — V induite par f est ouverte.

2) Démontrer qu’il existe des constantes C > 0 et R > 0 telles que pour
|z2| > R on ait |P(z)| > C|z|™. En déduire que f est propre, et par suite que
f : U — V est propre, donc fermée (cf. proposition 3.13).

3) En déduire que f est surjective. En particulier, f a au moins un zéro.

La démonstration du théoréme d’inversion locale repose sur le théoréme des

points fixes que nous commencons par rappeler.

THEOREME 1.5. — Soit X un espace métrique complet, ¢ : X — X une
application contractante de rapport A < 1, c’est-a-dire que pour tout x et y € X
on a d(P(x), d(y)) < Ad(z,y). Alors ¢ a un point fixe et un seul.

Démonstration.

Soit zo un point de X. Considérons la suite x, de points de X définie par
récurrence par i1 = @(Ty,). Alors d(zn, Tnt1) < A"d(zo, 1) et par conséquent la
série Y, d(Zn, Tnt1) st convergente. Alors d(2n, Tntp) < D cicnip1 AT Tit1)
et par conséquent la suite z, est de Cauchy. Puisque X est un espace métrique
complet, cette suite converge vers une limite . Puisque ¢ est continue, 1'égalité
¢(Zn) = Tn+1 donne par passage & la limite ¢(£) = £. Ceci montre P'existene d’un

point fixe. L’unicité est évidente. o

Démonstration du théoréme d’inversion locale
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Nous utiliserons sur 'espace L(E, F') des applications linéaires E — F la norme

définie par
| ull= sup [l u(z) |
lzll <1

En particulier, pour v € L(E,E), || ©* ||<|| u ||* de sorte que toute application
linéaire E — E de la forme idg + v, avec || v ||[< 1 est inversible.

a) On peut bien siir supposer, en faisant éventuellement des translations que
a =0, f(a) = 0. D’autre part, en remplagant f par (dof)~" o f, on peut supposer
que E =F et que d,f = idg.

b) On écrit dans ce cas
f(z) =z + u(z)

avec u(x) négligeable devant  quand & — 0. Bien siir u est encore de classe C", et
dou = 0. Montrons d’abord qu’on peut trouver un voisinage ouvert de 0 contenu
dans U sur lequel f est injective. Par continuité de la différentielle, on voit qu’il

existe une boule B(0,r) telle que pour z € B(0,r) on ait

[ SR

| deu ||<

11 résulte du théoréme des accroissements finis que pour 2’ et z”/ € B(0,) on

1
lu(z’) —u(=") 1< 5 [ "= 2" | (1.1)
Il en résulte que

1
I f(=) = f@") 1= 5 12" =" | (1.2)
ce qui prouve I'injectivité de f sur B(0,r).
¢) Montrons maintenant que f(B(0,7)) est un voisinage de 0. Ainsi, il s’agit
de montrer que si y est suffisamment voisin de 0, que I’équation
z+u(z)=y (1.3)

a une solution z € B(0, 7). Nous écrivons cette équation sous la forme

z =y —u(x)
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Remarquons que si || z |< L et ||y < 5, on a d’apres (L.1) || u(z) < 3 [l et

r

par conséquent || ¢(z) ||< § . Considérons 'application ¢ : B(0,%) — B(0, %)
définie par ¢(z) = y — u(z). L’application ¢ est contractante de rapport —%—
d’aprés (1.1), et le fermé B(0,%) est un espace métrique complet. Il en résulte
que Papplication ¢ a un point fixe, et donc que ’équation (1.3) a une solution
s €BO,r)si |y I< 5.

d) Soit V Pouvert défini par || z ||< 7, et || f(z) |[< Z- L’application induite

par f

fr:V—=BO,7)

est alors bijective. On va montrer que ¢ = (fv)™ ' est encore de classe C", ce
qui prouvera le théoréme. En vertu de I'inégalité (1.2), elle est Lipchitzienne de
rapport 2, et par suite continue. Donc, fy est un homéomorphisme. Montrons
maintenant que g est différentiable.

En tout point = € V, la différentielle d,f est donnée par d.f = idg + d,u.
La majoration || dyu ||< 1 montre que d.f est inversible pour tout z € V. On est

ramené & prouver le lemme suivant :

LEMME 1.6. — Soit f : U — V un homéomorphisme d’un ouvert U d’un
espace vectoriel E dans un ouvert V d’un espace vectoriel F. On suppose que [ est
de classe C" et que pour tout x € U, la différentielle d,f est inversible. Alors f

est un difféomorphisme de classe C”

Démonstration. a) Soit a € U. Montrons que g est différentiable au point
b = f(a). Comme dans la démontration ci-dessus, on peut supposer que a = b = 0,
et que do f = idg. On écrit comme ci-dessus, f(z) = = + u(z) ce qui s’écrit encore

pour y € V

9(y) =y —ulg(y))

avec u(r) négligeable devant | « || quand x — 0. Comme ci-dessus, g est
lipchitzienne de rapport 2 au voisinage de 0 et donc || g(y) ||< 2 || ¥ || au voisinage
de 0. Maintenant, € > 0 étant donné, il existe un voisinage ouvert V. C U de 0 sur
lequel on a || u(z) ||< € || z || . 1l existe alors un voisinage ouvert W de 0 tel que

pour y € W on ait

| w(g@) I<ellg(y) <2y |
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ce qui prouve que u(g(y)) est négligeable devant || y || quand y — 0. Ainsi,
Papplication g est différentiable en 0. "
b) Ceci montre que g est différentiable en tout point, et sa différentielle est

donnée par

dyg = (dacf)—l

Ainsi, dg s’obtient en composant df avec I’application u — u~!. Compte-tenu de
Pexercice 1.1 et du fait que df est de classe C"~1, on obtient que dg est de classe

Cr—1, et par suite que g est de classe C". Ceci achéve la démonstration. o

Exercice 1.5

On considere la fonction f: R — R définie par
2 . 1
f(z) =2+ 2x°sin e

Montrer que f est dérivable, et que f'(0) = 1. Vérifier qu’il n’existe pas de
voisinage de 0 sur lequel la fonction f est injective. Expliquer pourquoi ceci ne

contredit pas le théoréme s’inversion locale.

1.3. Théoréme des fonctions implicites

Grossierement parlant, le probleme des fonctions implicites est étant donnée
une équation f(z,y) = ¢ de pouvoir exprimer la variable y en fonctions de z. Les
données précises sont les suivantes : on se donne E et F deux espaces vectoriels, et
f : U — F une application de classe C" sur un ouvert U de ExF. On considére dans
U I’équation f(z,y) = Cte. A condition de faire une hypothese sur la différentielle
partielle 02 f dans la direction F, on va pouvoir exprimer y en fonction de z au

voisinage d’un point de U.

THEOREME 1.7. — Soit (a,b) un point de U, et f(a,b) = c. On suppose que
la différentielle partielle 85 f(a,b) dans la direction F est inversible. Alors il existe
un voisinage ouvert U’ de (a,b) tel que la trace dans U’ du fermé f(x,y) = c soit
le graphe d’une application u : V — F de classe C” sur un voisinage ouvert V de

a o valeurs dans F.
Autrement dit, on a I’équivalence

(z,y) €U, et f(z,y) =c<=z €V ety=u(z).
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Démonstration. Considérons P’application ¢ : U — E x F définie par

(z,y) = (=, f(=z,v))

L’application ¢ est de classe C7, et sa différentielle d(, )¢ au point (a,b), est

donnée par la matrice

(51}(22, b) 52]”?&, b) )

Puisque 03 f(a, b) est inversible, cette application linéaire est aussi inversible. Donc,
il existe un voisinage ouvert U’ de (a, b) tel que ¢ induise un difféomorphisme ¢y
de U’ sur un voisinage ouvert V' de (a,c). Soit ¥ : V! — U’ C E x F l'inverse
de ¢u-; cette application inverse est de la forme (X,Y) — (X, 9%(X,Y)), avec ¢ de
classe C". La trace G’ du fermé d’équation f(z,y) = ¢ sur U’ est "image par le
difféomorphisme ¥ du fermé de V' défini par les couples (X,Y) tels que Y = ¢. Soit
V Pensemble des = € E tels que (z,c) € V'. C’est un ouvert de E, et 'application
u : V — F définie par u(z) = ¥(z,c) a pour graphe G’. L’application u est de

classe C", ce qui termine donc la démonstration. o

Exemple

3

Considérons ’équation 22 — z + y? = 0. Au voisinage du point (1,0), cette

équation peut se résoudre sous la forme z = u(y), avec u de classe C.

2. Théoreme du rang

2.1. Le rang

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f : U — F une application de classe
C" d’un ouvert U de E & valeurs dans F. On appelle rang de f en a, et on note

rgof le rang de la différentielle d, f.
LEMME 2.1. — La fonction U — N définie par

zrrrg.f

est semi-continue inférieurement.
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Démonstration. Soit a € U et p le rang de d,f. Désignons par N le noyau
de d,f et par I son image. Considérons des supplémentaires S et T de N et I, de
sorte que Pon a des sommes directes E = N@®S et F = I & T. Alors f s’écrit
dans la derniére somme directe f = (f1, f2) et la différentielle partielle 0 f1(x)
est inversible au point = a, et de rang p. Par continuité, elle reste inversible au

voisinage de a, de sorte qu’au voisinage de a le rang de d f est > p. o

Exercice 2.1
Retrouver le résultat en choisissant des bases de E et F et en considérant les

mineurs de la matrice jacobienne de f au point a.

DEFINITION 2.2. — Soient U et U’ deux ouverts de E, et V et V' deuz ouverts
de F; enfin, soient f : U —V CF et f/: U C V' deux applications de classe C".

On dit que f et f sont CT—conjuguées s’il existe des difféomorphismes
¢p:U—-U ettp: V-V tels que

f'=pfo

LEMME 2.3. — Si f est conjuguée & une application g : U — V' induite par

une application linéaire, le rang de f est constant.

Démonstration. Soient comme ci-dessus des difféomorphismes ¢ et 9 tels
que g = pfp~ L. Soient a € E, b = f(a) et a’ = P(a) et V' = 1(b) les points
correspondants de U’ et V’. La différentielle de g en a’ € U’ est donnée par

derg = dptp o daf © daqs_l

Par suite, dy/g et dof on méme rang. Puisque g est induite par une application
linéaire, sa différentielle est constante. D’oti le lemme. o

Le but de la section est de montrer la réciproque; cependant, le résultat
ne sera vrai que localement, au voisinage d’un point : autrement dit, il faudra
éventuellement diminuer la taille des ouverts U et V. On commence par deux cas
particuliers, qui en fait seront suffisants pour la plupart des exemples. Le théoreme

du rang est une combinaison de ces deux cas particuliers.

2.2. Théoréme de submersion

Une application f: U — F de classe C" de différentielle d, f surjective en un
point a reste de rang maximum au voisinage de a. On dit que c’est une submersion

au voisinage de a.
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THEOREME 2.4. — Soit f : U — F une application de classe C" sur un
ouvert U de E et a un point de U. ' '

On suppose que la différentielle d, f est surjective.

Alors il existe un wvoisinage ouvert V.C U de a et un difféomorphisme
$:V— W CE de classe C" tel que Uapplication f o ¢~ soit induite par une

application linéaire E — F.

Démonstration. On pose b = f(a). Soit N = kerd, f, et S un supplémentaire
de N, de sorte que dans la somme directe E = N @ S la différentielle partielle
O2f(a) = dofl|s est, en raison de I’hypothese, un isomorphisme. On considere

Papplication ¢ : E — N @ F de classe C" définie par

¢(x,y) = (z, f(z,9))

La matrice jacobienne de f au point a dans les sommes. directes ci-dessus est

donnée par

idy 0
daf =
O1f(a) 0a2f(a)

Cette application lindaire est inversible. D’aprés le théoreme d’inversion locale, il
existe un voisinage ouvert V C U de a, un voisinage ouvert W de (0,b) tels que ¢

induise un difféomorphisme, noté encore ¢ : V— W. Le diagramme

v 4w
AN lpz

oll py est la seconde projection, est commutatif, de sorte que f o ¢ 1: W — Fest
induit par la seconde projection, qui est évidemment linéaire. Puisque E ~ N®F,

ceci conduit au résultat. o

DEFINITION 2.5. — Une application f : U — F de classe C” sur un ouvert U
de E est appelée une submersion si la différentielle do f est surjective en tout point
de U. '
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2.3. Théoréme d’immersion

Une application f : U — F de clagse C" sur un ouvert U d’un espace vectoriel
de dimension n dont la différentielle est injective en un point a reste de rang n au
voisinage de a. On dit que c’est une immersion au voisinage de a. Cette notion est

justifiée par le théoreme suivant :

THEOREME 2.6. — Soit f : U — F une application de classe C™ sur un ouvert
U de E. Soita € E et b= f(a). On suppose que la différentielle dof est injective.
Alors il existe un voisinage ouvert R C U de a, un voisinage ouvert V de b
tels que f(R) C 'V et un difféomorphisme ¢ : V.— W C F de classe C” tels que

Dapplication ¢ o flr soit induite par une application linéaire E — F.

Démonstration. Soit I I'image de d,f, et S un supplémentaire de 1. Con-
sidérons D’application ® : U x S — F définie sur 'ouvert U x Sde E®S =E xS
par

(z,9) = fz) +y

La différentielle de ¢ en (a,0) est la matrice
do® = (dof ids)

Puisque la différentielle d, f est injective, cette application linéaire est inversible.
Donc il existe un voisinage ouvert W C U x S de (a,0) et un voisinage ouvert V
de b tel que ® induise un difféomorphisme W — V. Soit ¢ l'inclusion E — E x S,
et R =:1(W). On a alors f(R) C W, et le diagramme

R

N
3

W — VvV

est commutatif. Considérons le difféomorphisme ¢ = ®~1: V — W. Alors ¢ o f|r

est induit par 'application linéaire ¢. o

DEFINITION 2.7. — Une application f : U — F de classe C" sur un ouvert U
de E est appelée une immersion si la différentielle d, f est injective en tout point
de U.

2.4. Subimmersion
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THEOREME 2.8. — (Théoréme du rang) Soit f : U — F une application de
classe C™ ; soit a un point de U, et b = f(a). On suppose que le rang de f est
constant au voisinage de a. Alors il existe des difféomorphismes ¢ et définies au

voisinage de a et b respectivement, de classe C", tels que l’application composée
g=tofog
soit, au voisinage de a, induite par une application linéaire.

Bien entendu, ’application composée ci-dessus n’a de sens qu’au voisinage de
a. Il s’agit uniquement d’un théoréme local. Ce théoréme va s’obtenir en combinant

le théoréme de submersion et le théoréme d’immersion.

Démonstration. Soit I 'image de d,f, et S un supplémentaire de I. Dans la
somme directe F = I ® S on écrit f = (f1, f2) de sorte que d,f1 est surjective.
D’apres le théoréme de submersion, il existe un difféomorphisme ¢ de classe C”
défini sur un voisinage ouvert de a tel que fi o ¢! soit, au voisinage de a, induite
par une application linéaire (obligatoirement surjective).

On peut donc supposer que E = N @1 et que f; est donné au voisinage de
a par la projection (z,y) — y; Uapplication f s’écrit, sur un voisinage ouvert de

a = (a’,a") qu'on peut supposer de la forme U’ x U” Cc U

(.CL‘, y) = (ya f2(x7 y))

On peut en outre supposer que U’ est connexe, et que le rang de f est constant
sur U’ x U”. La matrice jacobienne de f en (z,y) s’écrit dans les sommes directes
ci-dessus
0 idy
dof =
O1f(z,y) 02f(z,9)

L’hypothese sur le rang montre que 01 f(z, y) = 0 ce qui implique que I’application
f1 ne dépend pas de z. Posons pour y € U” C I, g(y) = f(a’,y). Alors g est de
classe CT. Sur Pouvert U’ x U”, I'application f est la composée de la projection

(z,y) — y et de 'application G : U” — F définie par

y— (y,9())
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D’apres le théoréme d’immersion, il existe un difféomorphisme 1 de classe C™ défini
au voisinage de b = G(a”) dans F tel que ¥ o G soit, au voisinage de a”, induit
par une application linéaire v. Il en résulte qu’au voisinage 1 o f est au voisinage
de a, induit par 1'application linéaire (z,y) — v(y). o

3. Sous-variétés de R

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Le concept de sous-variété de E
généralise celui de courbe ou de surface. Il s’agit de parties de E qu’on peut décrire

localement par de bonnes équations.
3.1. La notion de sous-variété

DEFINITION 3.1. — Une partie A C E s’appelle sous-espace affine de E si
elle est "image d’un sous-espace vectoriel F de E par une translation.

Soit A un sous-espace affine de E. Si a est un point de A, le sous-espace
vectoriel F est alors 'image réciproque de A par la translation £ — a + z. On
Pappelle espace vectoriel tangent a A. La dimension de cet espace tangent est par

définition la dimension de A.

Exemple

Soit G un autre espace vectoriel de dimension p. Soit f : E — G une
application linéaire, et b un point de G; alors 'ensemble A = f —1(b) est, s'il

n’est pas vide, un sous-espace affine de E d’espace tangent ker f.

DEFINITION 3.2. — Soit M une partie de E. On dit que M est une sous-
variété de classe C" de E si pour tout point a € M il existe un voisinage ouvert U
de a dans E et un difféomorphisme ¢ : U — U’ C E tel que p(M N U) soit la trace

sur U' d’un sous-espace affine A de E.




/

On peut bien siir, quitte & composer ¢ par une translation, supposer que A contient
0, ce qui signifie alors que A un sous-espace vectoriel de E. On peut alors trouver
une base (e;)i=1... m de A qu’on compléte pour obtenir une base (e;)i=1...,n de E.

On désigne par (¢;)i=1,....n les composantes dans cette base. Alors, dans I'ouvert

U de E, l'intersection M N U est définie par les équations

Remarquons que la différentielle de I’application (¢m41, ..., ¢n) est surjective en
tout point de a. On verra au paragraphe 3.3 que si M peut étre définie localement
par de telles équations, alors M est une sous-variété de E.

11 résulte de la définition une sous-variété de E est localement fermée dans E,
c’est-a-dire intersection d’un ouvert et d’un fermé. Les ouverts de E sont des cas

particuliers de sous-variétés de E.

Exemple
Considérons le graphe G C E x F d’une application f : U — F de classe C”
d’un ouvert U de E & valeurs dans un espace vectoriel F. Alors le difféomorphisme
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¢:UxF — U x F défini par

d(z,y) = (z,y — u(z))

transforme le graphe de u en U x {0}. C’est la trace sur U x F d’un sous-espace

vectoriel de E x F. Donc le graphe G est une sous-variété de E x F.
3.2. Espaces tangents

DEFINITION 3.3. — Soit M une partie de E, et a un point de M. Un vecteur
t € E est dit tangent & M en a s’il existe un chemin o :| — €, e[— E défini sur un
petit intervalle ouvert contenant 0, dérivable en 0, tel que
(i) image de o est contenu dans M

(ii) le vecteur vitesse o/(0) est égal a t.

On désigne par T,M l'ensemble des vecteurs tangents a M en a.

Exercice 3.1

Soit M C R? le fermé défini par les points (z,y) définis par I’équation zy = 0.
Déterminer I’ensemble ToM et vérifier que ce n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2.

Exercice 3.2
Soit ¢ = U — V un difféomorphisme de classe C! d’un ouvert U de E sur
un ouvert V de E. Soit M une sous-variété de E. Montrer que ¢(M N U) est une

sous-variété de E et que 'on a

da$(TaM) = Ty(a)(¢(M))-

PROPOSITION 3.4. — Soit M une sous-variété de classe C' de E. Alors

l’ensemble des vecteurs tangents T,M est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Au voisinage U de q, il existe un difféomorphisme ¢ : U — V
de classe C! tel que ¢(UNM) soit la trace sur V d’un sous-espace vectoriel F' C E.
En vertu de l’exercice 3.2 qui précéde, on est ramené a vérifier qu'en un point

quelconque de F on a TpF = F, ce qui est évident. o

DEFINITION 3.5. — Soit M une sous-variété de E. On appelle dimension de

M en a € M la dimension de ’espace tangent T M.
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Ainsi, la dimension d’une sous-variété est une fonction localement constante.
Si elle est constante, on dit que la sous-variété est équidimensionnelle; cette
constante est la dimension de M. Chacune des composantes connexes d’une sous-
variété est équidimensionnelle. Dans la pratique, on se limitera souvent aux sous-
variétés équidimensionnelles de dimension m : ceci revient a imposer que dans
la définition 3.2, le sous-espace affine A est de dimension m. Une sous-variété de
dimension 1 (resp. 2) s’appelle une courbe (resp. une surface) de E; une sous-
variété de dimension n — 1 s’appelle une hypersurface de E. Une sous-variété M
de E de dimension 0 de E est un ensemble discret, c’est-a-dire que la topologie

induite sur M est la topologie discrete.

Exercice 3.3

Soient M et N deux sous-variétés d’espaces vectoriels E et F respectivement.
Soit U un ouvert contenant M et f : U — F une application de classe C” telle que
f(M) c N. Démontrer que

daf(TaM) C Tf(a)N.

3.3. Sous-variétés définies par des équations

Soient E et F deux espaces vectoriels, et 2 C E un ouvert de E.

THEOREME 3.6. — Soit f : Q@ — F une application de classe C" et de rang
constant sur un ouvert  d’un espace vectoriel E .
Soit b € F un point de F. L’ensemble M = {z € Q, f(z) = b} est une sous-

variété de 1 de classe C", dont l’espace tangent en un point a € M est
T,M =kerd,f

Démonstration. Soit a € M. D’apres le théoreme du rang, on peut trouver
des voisinages U C et V de a et b respectivement, et des difféomorphismes
$:U—-Uetdh:V — V tels que f(U) C V et tels que g = 1o f o ¢t soit
induite par une application linéaire. Soit a’ = ¢(a), et b’ = 1(b). Considérons le

diagramme commutatif

o Loy
¢ Lw
g /

U — VvV
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On voit que z € MNU si et seulement si ' = ¢(z) satisfait & I’équation g(z’) = b'.
Puisque g est la restriction & U’ d’une application linéaire, (M NU) est la trace
sur U’ d’un sous-espace affine : ainsi, M est une sous-variété de classe C" de E.

L’espace tangent a ¢(M N U) en a’ est le noyau de dg. En vertu du diagramme

commutatif
dof
E — F
da¢l d J/ db’l»b
E 2 F
on obtient que T,M = kerd, f.
DEFINITION 3.7. — Soit f : U — F une application de classe C". Un point

a € U est appelé un point critique de f si
r1gqf < dimF
La valeur de f en un point critique s’appelle valeur critique.

COROLLAIRE 3.8. — Soit f : U — F une application de classe C". Si
b est un point de F qui nest pas valeur critique, le fermé de U défini par
M = {z € U, f(z) = b} est une sous-variété de E, dont l’espace tangent en un

point a € M est ker d, f.

Exercice 3.4

Soit f : R™ — R D’application définie par
(T1,...,Tn) — xS+ ...+ 22
Vérifier que la seule valeur critique de f est 0.

11 en résulte que I’équation

définit une hypersurface de R".
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Exercice 3.5

Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit End(E) lespace vectoriel des
endomorphismes de E. Pour 4 € End(E), on désigne par v* 1'adjointe de u. On
considere I’application f : End(E) — End(E)

fru—uu*

1) Vérifier que f est de rang constant sur Pouvert GL(E) des applications
linéaires inversibles.
2) En déduire que le groupe O(E) des applications orthogonales est une sous-

variété de End(E). Préciser la dimension et ’espace tangent en un point.

Exercice 3.6
1) Trouver les valeurs critiques de 'application f : R3 — R? définie par

x3+y3+z3
f(xay:z)_ <a:2+y2—|—22

Vérifier que ’ensemble des valeurs critiques est de mesure nulle.

2) En déduire que les équations

2’ +y° +2° =0

définissent une courbe compacte de R3.

Exercice 3.7

On considére deux espaces vectoriels E et F de dimensions respectives n et
m. Soit M C L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de rang p.

1) Soit u € M. On désigne par N le noyau de u et par I son image. On choisit
des supplémentaires S et T de N et I respectivement, de sorte que 'on dispose de

sommes directes E=N® S et F =1@ T. On écrit dans ces sommes directes, pour

v € End(E)
(2 0)

Démontrer que dans 'ouvert U défini par les v tels que b soit inversible, MNU est

défini par I’équation & valeurs dans L(N, T)

c—db ta=0
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2) En déduire que M est une sous-variété localement fermée de dimension
(n — p)(m — p) de P’espace vectoriel End(E), et que son espace tangent au point u

est Pespace vectoriel noyau de ’application linéaire canonique
End(E) — L(ker u, coker u)
définie par composition avec V'inclusion ker v — E et la projection F' — coker .

3.4. Sous-variétés définies par un paramétrage

On considere une application f : @ — F de classe C" définie sur un ouvert
Q dun espace vectoriel E. Alors qu’il n’y a pas de précaution particuliere, en
dehors de conditions portant sur le rang, pour vérifier que les fibres de f sont des
sous-variétés, il faut étre beaucoup plus prudent pour affirmer que I'image de f
une sous-variété. Par exemple, en général, méme si f est une immersion injective,

Pimage de f n’est pas toujours une sous-variété de F.

THEOREME 3.9. — Soit Q un ouvert de E, et f: Q — F une application de
classe C de rang constant. On suppose que lapplication induite f : Q1 — Im f est
ouverte. Alors

(i) I"image Im f est une sous-variété de F de classe CT;

(ii) pour a € Q, l'espace tangent & Im fau point b = f(a) est donné par
TbIm f =Im daf

L’hypothese f : Q — Im f est trés restrictive : elle impose que I'image de d f

est indépendante de a quand a parcourt la fibre f~1(b).

DEFINITION 3.10. — Soit Q un ouvert de E, et f : Q — F une application de
classe C". On dit que f est un plongement de classe C" si c’est une immersion et

si f:Q — f(Q) est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 3.11. — Soit f : Q — F un plongement de classe C". L’image

Im f est une sous-variété de F de classe C".

Vérifier qu’une application injective f : U — F est un homéomorphisme sur
son image revient 3 vérifier qu’elle induit une application fermée : U — Im f. Pour

ceci, il est souvent utile d’introduire la notion de propreté.
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DEFINITION 3.12. — Soient X et Y deux espaces topologiques localement
compacts ; une application continue f : X — Y est dite propre si l’image réciproque

d’un compact de Y est un compact.

Si f: X — Y est une application propre, les fibres de f sont évidemment

compactes.

PROPOSITION 3.13. — Soient X et Y deux espaces topologiques localement

compacts et f : X — Y une application propre. Alors f est fermée.

Démonstration. Soit F un fermé de X ; il s’agit de vérifier que f(F) est fermé.
Soit y € Y appartenant & I’adhérence de f(F). Considérons un voisinage compact
K de y. Alors f~!(K) est un compact, qui rencontre F. Pour tout voisinage compact
W C K le fermé FN f~1(W) est non vide ; ces parties sont fermées dans le compact

Fn f~1(K), et cette famille de fermés est stable par intersection finie. Il en résulte

que
Nwf Y (W)NF # 0

Si z est un point de cette intersection, le point f(x) appartient & tous les voisinages

W et par suite, puisque Y est séparé, f(z) = y. Donc y appartient & f(F). o

Exercice 3.8
Démontrer que P'application f : R — C définie par ¢ — e(1t)t et un

plongement.

Exercice 3.9
On considére I’application f : R%\ {0} — R*\ {0} définie par

flz,y) = (2%, 2%y, 29%,v%)

1) Montrer que f est une immersion propre.
2) Démontrer que f est ouverte sur son image. En déduire que I'image M de
f est une sous-variété de classe C*° de R*, de dimension 2.

3) Trouver des équations locales pour M au voisinage du point (1,0,0,0).
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Exercice 3.10
1) Montrer que l'application R — C définie par

f it etcos2t

est une immersion et que 'image n’est pas une sous-variété de C = R2.
2) Montrer que la restriction g de f & l'intervalle —]%, [ est une immersion

injective. Vérifier que I'image de g n’est pas une sous-variété de C = R2.

Exercice 3.11

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et N C End(E) I’ensemble des
endomorphismes nilpotents de degré exactement n. On considere ’action naturelle
de GL(E) sur End(E) par conjugaison.

1) Soit v € N. Démontrer qu'’il existe une base ey,...,e, de E telle que
v(e;) = e;p1 pour 1 <i<n—1etwv(e,) =0. En déduire que N est une orbite de
GL(E).

2) Soit v € N. Démontrer que lapplication ¢ : GL(E) — N définie par
#(g) = gug™?! est de classe C, et qu'elle a des sections locales continues. En
déduire que N est une sous-variété de End(E).

3) Préciser l'espace tangent en un point et la dimension de N.

Démonstration du théoréme 3.9.

Soit @ € Q et b = f(a). D’apres le théoréme du rang, on peut trouver des
voisinages ouverts U C Q et V de a et b respectivement, et des difféomorphismes
d:U—-Uett:V =V tels que f(U) C Vet tels que g = 1o f o¢™! soit
induite par une application linéaire. Soit o’ = ¢(a), et b’ = 1(b). Considérons le

diagramme commutatif
f

u — VvV
¢ Lw
Ul _g_> Vl

Par hypothese, f est ouverte sur son image : ainsi, il existe un ouvert W de F
tel que f(U) = Im f N'W. Remarquons que g(U’) C ¥(VNW). Quitte a remplacer
au besoin V par VN'W, et 9 par sa restriction : VN'W — (VN W), on peut
supposer que f(U) = Im f N V. L'image de Im f N'V par 1 est alors g(U’), e,
d’apres Pexercice 3.2, il s’agit de vérifier que g(U’) est une sous-variété de F.

T —
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On est donc ramené a vérifier que 'image d’un ouvert de E par une application
linéaire G : E — F est une sous-variété. Mais Im G est un sous-espace vectoriel, et
Papplication linéaire surjective G : E — Im G est ouverte. L’image d’un ouvert de
E est donc un ouvert d’un espace vectoriel.

Pour trouver ’espace tangent & Im f en b = f(a), il suffit de contempler le

diagramme commutatif
do f

E — F
dat | 1 avw
dg
E — F

et de remarquer que I'espace tangent & Im g en un point est I'image de dg. Ceci

acheve la démonstration. o

3.5. Le lemme de Morse

On suppose dans ce qui suit que r est un entier > 2. Soit f : U — R une
application de classe C" définie sur un ouvert U d’un espace vectoriel E. Les
points critiques de f sont les points a € U tels que d,f = 0. On sait que sia € U
n’est pas un point critique, une telle application est conjuguée & une application
linéaire E — R, modulo Paction d’un difféomorphisme défini au voisinage de a. On
se préoccupe dans cette section d’examiner ce qui se passe au voisinage des points
critiques raisonnables.

Rappelons que la différentielle seconde d2 f au point a € U est par définition la
forme bilinéaire sur E x E — R définie par d,(df) € L(E, L(E,R)); autrement dit,
pour u et v € E on a d2 f(u,v) = d,(df)(u)(v). Le lemme de Schwarz dit que cette
forme bilinéaire est symétrique. En termes de dérivées partielles, si (z1,...,2Zn)
sont les coordonnées dans une base e; on a

_ o
dif(ei’ej) - axjamz (a’)

On désigne encore par H, f la forme quadratique associée a cette forme bilinéaire

symétrique : c’est le Hessien de f en a. On a donc par définition pour z € E

Hof(z) = daf (=, @)

DEFINITION 3.14. — Soit a un point critique de f. On dit que f est un point

critique non dégénéré si le Hessien H, f est une forme quadratique non dégénérée.
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DEFINITION 3.15. — Un point critique non dégénéré a est dit d’indice p si

la forme quadratique Hy f est de signature (n — p, p).

Exercice 3.12
Soit ¢ : U — U’ un difféomorphisme et o’ = ¢(a). Démontrer que si a est un
point critique non dégénéré d’indice p pour f, le point a’ est un point critique non

dégénéré d’indice p pour la fonction f' = fo¢L.

Exercice 3.13
Démontrer que si f : U — R n’a que des points critiques non dégénérés,

I’ensemble des points critiques de f est un ensemble discret.

Au voisinage d’un point critique a € U la formule de Taylor & 'ordre 2 s’écrit

flath) = (@) + 5Haf(h) + e(b) | 1 |

ol e(h) est une fonction réelle définie au voisinage de 0 telle que limp_,¢ (h) = 0.
On va montrer que si a est un point critique non dénégénéré, il existe un
difféomorphisme qui transforme f en son développement de Taylor & 1'ordre 2 :

c’est le lemme de Morse.

LEMME 3.16. — (Lemme de Morse)

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans E et f : U — R une fonction de classe
C®. On suppose que a point critique non dégénéré pour f. Alors il existe un
difféomorphisme ¢ : V. — W défini sur voisinage ouvert de 0 satisfaisant auz
conditions suivantes :

(i) ¢(0) =0 et do¢ =idg ;

(ii) au voisinage de 0 on a

flat(a)) = £(a) + 5Ha (@)

Démonstration. Commencons par rappeler la petite formule de Taylor avec

reste sous forme intégrale pour une fonction ¢ : [0,1] — R de classe C2. On a

(1) = p(0) + ¢'(0) + /0 (1 — t)" (t)dt.
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Cette formule s’obtient de fagon évidente en calculant 'intégrale par intégration
par parties. Considérons une boule ouverte B(a,r) C U. On applique cette formule
a la fonction ¢ +— f(a + tx) pour || z ||< r. Du fait que a est un point critique, on
obtient

fla+2z) = f(a) —I—/O (1 — t)Hg s f(z)dt.

Considérons la forme quadratique ¢, = fol(l — t)Hgtto fdt. Du fait f est de
classe C*, il résulte que 'application définie sur B(0,7) et & valeurs dans l’espace
vectoriel des formes quadratiques x +— ¢, est de classe C*°. La formule ci-dessus

s’écrit
fla+z)= f(a) + ¢z (z)

pour z € B(0,r).

On munit E de la forme quadratique non dégénérée ¢y = %Ha f, et on désigne
par (u,v) — (u,v) la forme polaire de go. On désigne par Sym(E) C End(E)
P’espace vectoriel des applications linéaire E — E, symétriques pour cette forme
quadratique. On désigne d’autre part par S?E* l’espace vectoriel des formes
quadratiques sur E. L’application linéaire Sym(E) — S2E* qui associe & un

endomorphisme symétrique a la forme quadratique Q, définie par

Qq(z) = (a(2), )

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Tout endomorphisme o € End(E) définit & partir de go une nouvelle forme
quadratique o*(go) = ¢o © a. Considérons I’équation a valeurs dans l’espace

vectoriel des formes quadratiques S2E*
a’ (QO) =dz

ot & € Sym(E) est I'inconnue. L'application F : B(0,7) x Sym(E) — S?E* définie
par (z,a) — o*(go) — gx est de classe C*. La différentielle partielle 9;F(0, idg) est
donnée par a — 2Q,. Cette différentielle partielle est donc inversible. II résulte du
théoreme des fonctions implicites qu’il existe une application z — «(z) de classe
C®, définie au voisinage de 0 dans E et & valeurs dans Sym(E) telle que o(0) = idg

et telle que

OA(SL')* (QO) = Qg
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Cette égalité entraine en particulier ¢, (z) = go(a(z)z), et donc

fla+2) = f(a) + 3Haf (a(@)o).

Considérons I'application g :  — a(z)z, définie au voisinage de 0 dans E et
& valeurs dans E. Cette application est de classe C*, et sa différentielle en z = 0
est do3 = idg. Ainsi, § induit un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 sur
un voisinage ouvert de 0. Le difffomorphisme inverse ¢ satisfait aux conditions

demandées. o
On peut formuler le lemme de Morse de maniére plus concrete :

COROLLAIRE 3.17. — Soit f : U — R ayant en a un point critique non
dégénéré d’indice p. Il existe au voisinage de a des fonctions scalaires ui, ..., Un
de classe C*° s’annulant en a, telles que

(i) f(z) = f(a) + Z1gign_p ug — Zn—p<j§’n, u?
(ii) L’application  — (u1(x),...,un(x)) induit un difféomorphisme d’un voisi-

nage ouvert de a sur un voisinage ouvert de 0 dans R™.

Démonstration. Il suffit de choisir une base eq,...,e, orthogonale pour la
forme quadratique qo = %Haf et telle go(e;) =1si1 <i<n—petgle) =-1
sin—p+1 < i < n. Une telle base orthogonale existe d’apres le théoreme
de réduction des formes quadratiques réelles de signature (n — p,p). Si [ est
Papplication introduite dans la démonstration ci-dessus, on peut prendre pour

fonctions u; les composantes de application a + z — ((z) dans cette base. o

Exercice 3.14

Soit f : U — R une fonction de classe C* n’ayant qu'un nombre fini de
points critiques non dégénérés. On considére un point critique a d’indice p, et on
désigne par c la valeur critique correspondante. Etudier, au voisinage de a, I’allure
de 'hypersurface de niveau définie par I’équation f(z) = y quand y est voisin de

la valeur critique c.

4. Variétés abstraites

On ne définit ici que les variétés différentielles de dimension n de classe

C®°. On dira souvent plus rapidement variétés quand il n’y a pas de confusion
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possible. Le but est de mettre une structure de variété sur des objets qui ne se
présentent pas de facon naturelle comme des parties de R™, comme par exemple
’espace projectif (ensemble des droites vectorielles d’un espace vectoriel E donné)
ou plus généralement la grassmanienne Grass(d, E) des sous-espaces de dimension
d d’un espace vectoriel E, ou les variétés obtenues comme quotient d'une variété
donnée par l’action d'un groupe. Sur le méme principe, on peut définir les variétés

C—analytiques.

4.1. Cartes locales et atlas

Soit X un espace topologique. Une carte locale de dimension n pour X est
la donnée d’un homéomorphisme ¢ : U — U’ C E d’un ouvert U de X sur
un ouvert U’ d’un espace vectoriel E de dimension n. L’ouvert U s’appelle la
source de la carte locale, I'ouvert U’ s’appelle le but. On désignera souvent une
telle carte locale par (U, ). Etant données deux cartes locales ¢ : Uy — Uj et
@2 : Uy — Uj, on désigne par Uy lintersection Uy N Uz ; on appelle changement
de cartes locales I’homéomorphisme ¢4 2, défini sur Pouvert U’1,2 = ¢$1(Uy,2) et &

valeurs dans Pouvert Uj ; = ¢2(U,2) défini par

T oy ()
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On dit que les deux cartes o1 et @2 sont C>°—compatibles si ’homéomor-

phisme 7 3 : U] , — Uj ; est un difféomorphisme de classe C*°.

DEFINITION 4.1. — Soit X un espace topologique. On appelle atlas de classe
C® et de dimension n la donnée d’un ensemble de cartes locales & = {p;}ic1

deuz & deux C°—compatibles et dont les sources U; recouvrent X.
Les atlas (de classe C* et de dimension n) sur X sont ordonnés par inclusion.

DEFINITION 4.2. — Soit X un espace topologique. Une structure de variété
différentielle sur X de dimension n est la donnée d’un atlas de classe C™ et de

dimension n qui soit mazimal.

On définit de méme la notion d’atlas C—analytique de dimension n, en
demandant que les buts des cartes locales soient des ouverts d’espaces vectoriels
complexes de dimension 7, et que les changements de cartes soient C—analytiques.
Une variété C—analytique de dimension 7 est la donnée d’un espace topologique

X et d’un atlas C—analytique maximal.

PROPOSITION 4.3. — Soit X un espace topologique et &7 un atlas de classe
C®, de dimension n sur M. Il existe un plus grand atlas contenant &/ : c’est

I’ensemble des cartes locales sur X qui sont compatibles avec toutes les cartes locales
de <.

Ainsi, tout atlas & de classe C*, de dimension n définit une structure de
variété différentielle de classe C*°. Deux tels atlas définissent la méme structure
de variété si ils sont contenus dans un méme atlas.

Si U est un ouvert de X, et & = {p;}ie1 latlas maximal définissant la
structure de variété sur X. Alors les restrictions ¢;|u,nu : U:NU — ¢;(U; N U)
définissent un atlas maximal sur U. Ainsi, tout ouvert de X hérite d’une structure

de variété différentielle.

Exemple 1 : La sphere S,,.

Considérons la sphére S(E) d’un espace vectoriel euclidien E de dimension
n 4 1. Pour tout point a € S(E), on considére Pouvert U, C S(E) des points x tels
que {z,a) > 0. Alors Papplication ¢, : £ — z — (z,a) est un homéomorphisme
de U, sur la boule ouverte B(0,1) de centre 0 et de rayon 1 dans ’hyperplan H,
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des vecteurs orthogonaux & a. L'inverse est donné par P’application B(0,1) — U,

définie par

y—y+vVi-|yla

Remarquons que ¢, ! est induite par une application de classe C* : B(0,1) —
E. Pour b € S(E), le changement de cartes g5, défini sur 'ouvert U], , des vecteurs
y € B(0,1) tels que

(y++1- |y l?a,b) >0

est alors de classe C*® comme composée d’applications de classe C*°. Par suite,
Puisque ¢y, 4 est 'inverse de ¢, p, ces cartes sont deux a deux compatibles. Donc,
on obtient ainsi un atlas de classe C* et de dimension n sur la sphere S(E). Cette
structure de variété est souvent notée S,,.

Ainsi, la structure de variété différentielle sur la sphére So peut étre définie

par un atlas contenant 6 cartes locales.

Exercice 4.1
Trouver, sur la sphére S, un atlas & 2 éléments fournissant la méme structure

de variété différentielle que celle qu’on vient de définir.

Exemple 2 : Sous-variétés de ’espace affine.

Considérons une sous-variété M de dimension m, de classe C*°, d’un espace
vectoriel E de dimension n. Appelons carte locale de M un homémorphisme ¢;
défini sur ouvert V; de M & valeurs dans un ouvert V; d’un espace vectoriel F de
dimension m et satisfaisant a la propriété suivante :

L’ouvert V; est la trace sur M d’un ouvert U; de E sur lequel il existe un
difféomorphisme ¢; : U; — U, de classe C®, sur un ouvert U] de F @ R*™™ {tel

que dilv = @i
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Autrement dit, le diagramme

i l l ®i
Vi — U]

est commutatif. Les sources des cartes locales ainsi définies recouvrent M; de plus,
elles sont deux & deux compatibles, car si 1 et (¢, sont deux telles cartes locales,
le changement de cartes locales (,02901_1 est induit par 'application qbngl_l, qui est
de classe C*® sur un ouvert de F & R"~™. On a donc obtenu sur M un atlas de
classe C® et de dimension m, qui définit donc une structure de variété de classe

C*® et de dimension m sur M.

Exemple 3 : L’espace projectif P, (R)

Considérons un espace vectoriel E de dimension n + 1. L’ensemble des droites
vectorielles de E s’appelle ’espace projectif réel de dimension n, et est noté P(E),
ou P, (R).

Considérons maintenant une structure euclidienne sur E. Toute droite vec-
torielle rencontre la sphére en 2 points diamétralement opposés. Il en résulte
qu’en tant qu’ensemble, I’espace projectif P(E) est en bijection avec le quotient
S(E)/{+£1}. Cet ensemble sera lui ausi équipé de la topologie quotient : une partie
V C P(E) est ouverte si et seulement si son image réciproque dans S(E) par la

projection canonique S(E) — P(E) est un ouvert de S(E).
LEMME 4.4. — La projection 7 : S(E) — P(E) est ouverte.

C’est en fait un cas particulier d’un phénomene tout a fait général :

Exercice 4.2

Soit X un espace topologique et G un groupe d’homéomorphismes de X.
On munit ’espace des orbites X/G de la topologie quotient. Alors la projection
7 : X — X/G est ouverte. (Etudier le saturé d'un ouvert pour la relation

d’équivalence définie par G.)

Exercice 4.3
On désigne par Y = X/G Pespace topologique quotient d’un espace topolo-

gique X par un groupe G d’homéomorphismes.
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1) On consiere ’action naturelle de G x G sur X xX. Montrer que le morphisme
naturel (X x X/G x G — Y x Y, ou le premier membre est équipé de la topologie
quotient, est un homéomorphisme.

2) En déduire que si le graphe de la relation d’équivalence définie par G (c’est-
a-dire I'image de G x X — X x X par l'application (g,z) — (gz,z)) est fermée
dans X x X, 'espace topologique Y est séparé.

3) Utiliser ce résultat pour montrer que que P(E) = S(E)/£1 est un espace

topologique séparé. Montrer qu’en fait, la topologie de P(E) est métrisable.

On garde les notations de exemple 1, et on consideére 'atlas & = {©4 }aes(E)
de S(E) introduit ci-dessus. L’application u, = wly, : Uy — P(E) est un
homéomorphisme de U, sur un ouvert V, de P(E). De plus, vep = u; Lug est
de classe C*° sur Pouvert W, p = u,; 1(Vy); cet ouvert est le complémentaire, dans
U,, de ’hyperplan H,. Il a donc, si a # +b, 2 composantes connexes, séparées par
I'hyperplan Hp. On a v, 3(z) = £ suivant que x appartient & I'une ou & l'autre

des composantes connexes.

Considérons ’homéomorphisme ¢, = @, ou;! : V, — B(0,1) C H,, qu’on
prend pour carte locale. Le changement de cartes est défini sur un ouvert de B(0, 1)

& deux composantes connexes ; il est donné par la formule

bap = Poby - = Pruy ugp, "

et par suite, ce changement de cartes est de classe C* : il coincide avec le

1

changement de cartes ppp, ' sur une des composantes connexes, et est égal a
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—pipg sur autre. Puisque les cartes locales ainsi définies recouvrent P(E), on

obtient ainsi un atlas de classe C™ et de dimension n sur I’espace projectif P(E).

Exercice 4.4
On suppose que P(E) est équipé de la topologie quotient de E\ {0} par ’action
de R* Montrer que ce quotient est séparé, et que 1'application S(E) — P(E) est

fermée. En déduire que les deux topologies ainsi obtenues sur P(E) coincident.

Exercice 4.5

Démontrer que la structure de variété obtenue sur P(E) est indépendante du
choix de la métrique euclidienne.

Pour ceci, on va construire un atlas indépendamment de toute métrique. Pour
toute forme linéaire non nulle A sur E, on considére Pouvert Uy de P(E) défini par
les classes [z] telles que (A, z) # 0. Cet ouvert est homéomorphe au sous-espace

affine Ay de E défini par (A\,z) = 1 : un tel homéomorphisme est donné par

[x] — % On choisit un point a € Ay, et on désigne par Hy le noyau de A. On
T

considére ’homéomorphisme ¢y o : Uy — H défini par

z
Org 2] = o) —a.

Vérifier que ces homéomorphismes définissent un atlas sur P(E). Démontrer que
la structure de variété ainsi construite est la méme que celle qui a été construite

en utilisant un produit scalaire sur E.

Exemple 4 : La droite projective complexe P;(C).

Par droite projective complexe, on entend ’ensemble des droites vectorielles
complexes de C2. Cet ensemble est donc en bijection avec ’ensemble des orbites de
C* dans C?\ {0} pour I’action induite par la structure d’espace vectoriel de C2. On
munit ce quotient C2\ {0}/C* de la topologie quotient ; on le note P1 (C). La classe
d’un point (u,v) € C2\ {0} est notée [u : v]. Le point [0, 1] est habituellement noté
0; le point [1,0] est habituellement noté oo.

On va définir un atlas sur P;(C). Le complémentaire dans P;(C) du point

{oo} est un ouvert Uy homéomorphe a C; cet homéomorphisme est donné par

wo : [u,v] — % De méme, le complémentaire de {0} est homéomorphe & C,

v
I’homéomorphisme étant donné par [u,v] — —. Ces deux cartes recouvrent P;(C)
u
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et sont compatibles : le changement de cartes est 'application C \ {0} — C\ {0}
définie par '
1

Z =,
z

Ainsi, ce changement de cartes est de classe C*°. En fait, ce changement de cartes
est en fait un difféomorphisme C—analytique. On obtient ainsi une structure plus
fine que celle de variété différentielle de classe C* : c’est une variété C—analytique
de dimension 1.

On remarquera que la construction est identique a celle qui a été donnée dans

I’exercice ci-dessus pour I’espace projectif P, (R).

Exercice 4.6
Soient X et Y deux variétés. Montrer qu’il existe une structure naturelle de

variété sur I'espace topologique produit X x Y.

Exercice 4.7
Soit X une variété différentielle. Montrer que X est réunion dénombrable de
compacts si et seulement si on peut définir sa structure de variété par un atlas

dénombrable.

Exercice 4.8

Soit X une variété différentielle, définie par un atlas &/ = {¢;}ie1. On désigne
par Uj; la source de ¢;, par Uj le but de ¢;, et par U; ; I'ouvert ¢;(U; ;). Montrer
que X est séparée si et seulement si pour tout (i, j) € IxI, le graphe du changement

de cartes
L. UI — U/
Pij - Vi K

est fermé dans U; x U’

Exercice 4.9

Utiliser ce résultat pour montrer que P1(C) est une variété séparée. Montrer
que c’est une variété compacte.

4.2. Morphismes de variétés

Soient X et Y deux variétés différentielles de classe C*°, de dimension n et
m respectivement, équipées d’atlas maximaux & et . Soit f : X — Y une

application continue. Etant données deux cartes locales p € & et ¢ € % de
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sources respectives U C X et V C Y, on appelle expression de f dans les cartes

locales ¢ et 9 ’application définie par
fz—pfe(z)
sur Pouvert (U N f=1(V)).

DEFINITION 4.5. — On dit que f est différentiable de classe C*° si on peut
recouvrir X par des cartes locales (U;, ;) et Y par des cartes locales (V;,1;) telles
que l’expression de f dans les cartes p; et 1; soit différentiable de classe C°.

On dira souvent seulement « f est différentiable» pour «différentiable de classe
C» ou «f est un morphisme de variétés» quand il n’y a pas de risque de confusion.
Si f est différentiable, I’expression de f est alors différentiable de classe C* pour
tout carte (U, ¢) de X et toute carte (V,) de Y.

Composition des morphismes de variétés
Soient X, Y et Z trois variétés différentielles, et f: X - Y et g: Y — Z deux
applications différentiables de classe C™. Alors go f : X — Z est différentiables de

classe C*°,

DEFINITION 4.6. — Soient X et Y deuz variétés différentielles de classe C™.
Un difféomorphisme f : X — Y de classe C™ est une application inversible telle

que f et f~1 soient de classe C*°.

Exemple 1

Soit X une variété différentielle. Une carte locale ¢ : U — U’ C E de source
U C X est un difféomorphisme de la variété U sur la variété U’. (Bien str ceci
n’avait pas de sens au départ, quand X était seulement un espace topologique;

cela a maintenant un sens puisque U et U’ sont des variétés différentielles.)

Exemple 2

Soit M C E une sous-variété de classe C*° d’un espace vectoriel E.

PROPOSITION 4.7. —

(i) L’inclusion ¢ : M — E est de classe C*°.
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(ii) Une fonction f : M — R est de classe C™ si et seulement si pour chaque point
z € M on peut trouver un voisinage ouvert U de x dans E et une application
®: U — R de classe C*° telle que

®|mnu = flmnu.

Démonstration. (i) Soit a € M et ¢ : V — V' C F une carte locale de M
définie sur V = M N U, induite par un difféomorphisme ¢ : U — U’ C E d’ouverts
de 'espace ambiant E. Alors 'expression de ¢ dans les cartes ¢ de M et ¢ de E est
I’inclusion V/ < U’ qui est évidemment de classe C*°.

(ii) Soit f : M — R une application de classe C*° ; considérons au voisinage
d’un point @ € M dans E un difféomorphisme ¢ : U — U’ tel que $(M N U) soit la
trace sur U’ d’un sous-espace vectoriel F C E ; soit ¢ = ¢|unm la carte locale de M
associée. Alors g = f o ¢! est de classe C* sur U’ NF. Considérons la projection
7 : U/ — F associée au choix d’'un supplémentaire de F dans E. Au voisinage de
a’ = (a) Papplication gor est de classe C* et prolonge g. Par suite, ’application
de classe C® définie par ® = g o 7 o ¢ sur un voisinage ouvert convenable W de a
dans E, est de classe C*® ; de plus, ®|wnm et f coincident au voisinage de a dans
M.

Réciproquement, supposons qu’il existe, sur un voisinage ouvert de a dans E

une application @ : U — R de classe C* telle que

®|mnu = flmnu.

Cette égalité signifie que f|mnu est la composée de 'inclusion MNU — U, qui est
de classe C* d’apres (i) et de @ qui est aussi de classe C*°. Donc f est de classe
C*®. o

Exemple 3

Soit E un espace vectoriel euclidien. Considérons la projection canonique
7 : S(E) — P(E). Cette projection 7 est de classe C*°. En effet, avec les notations
déja employées, ’expression de 7 dans les cartes ¢, de S(E) et ¢, de P(E) est
I’identité de la boule B(0, 1) de ’hyperplan H,.

Exercice 4.10
Montrer que la surface de R® d’équation z* + y* + 2% = 1 est difféomorphe &

la sphere Ss.
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Exercice 4.11

La cubique de R? d’équation z3

— 2z 4+ y? = 0 a deux composantes connexes,

dont 1'une est difféomorphe au cercle Si, et ’autre a R.

Exercice 4.12
Le tore de R? d’équation

(Va2 +9y2 -2 +22=1
est difféomorphe & S; X S;.

Exercice 4.13

La droite projective P1(R) est difféomorphe au cercle S;.

Exercice 4.14
La droite projective P;(C) est difféomorphe a la sphére S,. La sphere S, étant
considérée comme sous-variété de C x R définie par les couples (z,t) satisfaisant &

I’équation |z|? + t? = 1, 'application P;(C) — Sy définie par

_ 2uw v = ul?
PR Jul2 4 Juf?

)

[, v] = (2

est un difféomorphisme.
Pour cette raison, la droite projective P;(C) est souvent appelée sphere de

Riemann.

4.3. Recollement de variétés

Soit X un ensemble. On se donne des parties U; de X qui recouvrent X et des
bijections ¢; : U; — Y; sur des variétés Y; de dimension n. Pour tout couple (i, 5)
on note U; ; I'intersection U; N Uy, et par Y; ; 'image qb,-(Ui,j).

THEOREME 4.8. — On suppose que

(1) les parties Y; ; sont des ouverts de Y;

(2) pour tout (i,j), Vapplication ¢;; : Y;; — Y, ; est un difféomorphisme de
classe C®°.
Il existe sur X une structure de variété de dimension n et une seule telle que
— les U; soient des ouverts de X

— les applications ¢; : U; — Y; soient des difféomorphismes.
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On dit que la variété X ainsi obtenue est le recollement des variétés Y; suivant

les difféomorphismes ¢; ;.

Démonstration.

Commengons par construire la topologie de X.

LEMME 4.9. — Il existe une et une seule topologie sur X, telle que les U;

soient des ouverts de X et les ¢; des homéomorphismes.

Démonstration. Unicité :

S’il existe une topologie sur X satisfaisant aux conditions du lemme, une partie
V de X est ouverte si et seulement si pour tout 2 € I 'image ¢(V N U;) est un
ouvert de Y;. D’ou 'unicité.

Existence :

Par transport, la bijection ¢; permet d’obtenir une structure d’espace
topologique sur U; : une partie V C U; est ouverte si et seulement si ¢;(V) est un
ouvert de U;. Ainsi, U, ; est ouvert dans U; et Uj, et donc les topologies induites
par U; et U; sur U; ; coincident. On obtient une topologie sur X telle que U; soit
ouvert dans X, en prenant comme ouverts de X les parties W C X telles que pour
tout ¢ 'intersection W N U; soit ouverte dans U;. Les applications ¢; : U; — Y;

sont alors des homéomorphismes. o

La méme méthode permet d’obtenir sur ouvert U; une structure de variété
telle que I’ application ¢; : U; — Y; soient des difféomorphismes : les cartes locales
sont construites & partir des cartes locales f : W — W' de Y; comme applications
composées f¢;, définies sur 'ouvert ¢, 1(VV) Les structures de variété induites

par U; et par U; coincident sur les intersections U; ; : en effet, le diagramme

commutatif
id
Uij — U
i ®;
| o | ¢

Yij — Y

montre que l'identité id : U; ; — U; ; est un difffomorphisme quand on munit la
source de la structure induite par U; et le but de la structure induite par U;. Ceci
signifie que les cartes locales de U; et celles de U; sont compatibles entre elles. On

obtient donc un atlas sur X qui définit la structure de variété attendue. o
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Ainsi, ’ensemble des bijections (¢;)iec1 joue le méme réle qu'un atlas. Bien

entendu, il n’y aucune raison qu’on obtienne de la sorte une variété séparée.

Exercice 4.15
Montrer que la variété X construite par recollement des Y; est séparée si et

seulement si les Y; sont des variétés séparées, et si le graphe des difféomorphismes
Giyj + Vi = Yy
est fermé dans Y; X Y.

Exercice 4.16
Montrer que si I est dénombrable et si pour tout ¢ la variété Y; est réunion

dénombrable de compacts, la variété X est réunion dénombrable de compacts.

Exercice 4.17
On considere le quotient X = R x {0,1}/R par la plus fine des relations
d’équivalence R qui identifient (z,0) avec (z,1) chaque fois que = # 0, et on note

[z, 1] la classe d’équivalence de (z,t). On considére les injections
P R—X

définies par ¢;(x) = |[z,i], dont on désigne par U; les images. Montrer que
les bijections ¢; = ;" ! satisfont aux hypotheéses du théoréme. Montrer que la

structure de variété ainsi obtenue n’est pas séparée.

Exercice 4.18

On considere le quotient X = R x {0,1}/R par la plus fine des relations
d’équivalence qui identifient (z,0) avec (%, 1) chaque fois que = # 0, et on procede
comme ci-dessus. Montrer que la variété X est alors une variété compacte de

dimension 1 difféomorphe au cercle S;.

Quotient d’une variété par un groupe de difféomorphismes
Soit X un espace topologique localement compact, et G un groupe d’homéo-

morphismes. Ce groupe sera muni de la topologie discréte. L’application graphe
c: XxG—=XxX

définie par (z,g) — (z, gz) est alors continue.
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DEFINITION 4.10. — On dit que Uaction de G sur X est propre si l’application
graphe 0 : X x G — X x X définie par ’

(z,9) — () 9)
est propre.

PROPOSITION 4.11. — L’action de G sur X et propre si et seulement si pour
tout compact K C X ’ensemble des g € G tels que KN g(K) # 0 est fini.

Démonstration. Montrons que si pour tout compact K C X I’ensemble des
g € G tels que K N g(K) # 0 est fini, 'application o est propre. Il suffit de vérifier
que image réciproque d’un compact L de X x X par o est compacte. Il suffit
évidemment de le faire pour un compact de la forme L = K x K, ou K est un
compact de X. Mais alors o~!(L) est I’ensemble des couples (z,9) € X x G tels
que = € K, et gz € K. Ainsi, I'hypothese entraine que o~ }(L) est contenu dans
K x F, ou F est un ensemble fini. Donc c’est un compact.

Réciproquement, supposons que ’action de G sur X soit propre. Soit K un
compact de X. Soit py la projection canonique X x G — G. L’ensemble des points
g € G tels que KN g 1K) # 0 n’est autre que po(c (K x K)) et par conséquent
c’est I'image d’un compact par une application continue. C’est donc un compact

de G, donc un ensemble fini. o

COROLLAIRE 4.12. — Si G est un groupe fini d’homéomorphismes de X,

Uaction de G sur X est propre.

PROPOSITION 4.13. — On suppose que X est localement compact. Soit G un
groupe de difféomorphismes de X. On suppose que action de G sur X est propre.

Alors lespace topologique quotient Y = X/G est séparé.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la diagonale de Y X Y est fermée.
D’apres I’exercice 4.3, ceci est équivalent au fait que I'image réciproque dans X x X
est un fermé. Mais cette image réciproque est exactement I'image de o. Puisque o

est propre, son image est fermée. o

DEFINITION 4.14. — On dit que l’action de G sur X est libre si le stabilisateur

de chaque point est réduit & l’identité.
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THEOREME 4.15. — Soit X une variété séparée, et G un groupe discret de
difféomorphismes agissant proprement et librement sur X. Alors il eziste sur X/G
une structure de variété et une seule telle que

(i) la projection X — X /G est de classe C*;
(ii) Pour toute variété Y et toute application f: X — Y de classe C*° constante

sur les orbites se factorise de maniére unique suivant le diagramme

X
] N
X/¢ 2y

ot g est de classe C*.

On a déja vu que I'espace topologique X/G est séparé. La propriété universelle
énoncée en (ii) caractérise la structure de variété ainsi obtenue sur X/G.

Démonstration. L’hypothése signifie que Papplication graphe o : X x G —
X x X est un homéomorphisme sur un sous-espace R fermé de X x X. L’image
de l'ouvert X x {idx} est un ouvert de R. En particulier, si z € X, il existe un
voisinage ouvert V de X tel que RN (V x V) soit contenu dans o(X x idx). Ceci
signifie que les orbites de G rencontrent V en au plus un point.

Ainsi, on peut recouvrir X par des ouverts V; tels que la restriction de la
projection canonique 7 : V; — X/G soit injective, et donc un homéomorphisme
sur un ouvert U; de X/G. Soit ¢; : U; — V; 'homéomorphisme inverse. L’ouvert
Vi; = ¢i(U;;) est I'ensemble des points z € V; tels que m(x) peut s’écrire
m(y), avec y € V;. Montrons que sur cet ouvert, I'application ¢;; définie par
T > $;p; ' (z) est de classe C. Soit € V; ;. On a 7(z) = 7(y), avec y = V; et
alors y = ¢; j(z). Il existe g € G tel que y = g(z), et alors, au voisinage de z, on a

¢i5(z") = g(z')

Par suite, ¢; ; est de classe C* au voisinage de z. (Remarquons que I'ouvert Uj ;
n’est pas forcément connexe, et que g peut changer en changeant de composantes,
comme on ’a vu dans ’exemple du quotient de la sphere S,, par {£1}.) On peut
maintenant appliquer le théoréme de recollement pour obtenir une structure de
variété sur X/G. Pour cette structure, les applications w : V; — U; sont des
difféomorphismes, et par suite 7 est de classe C*°. Supposons maintenant que

f : X — Y soit une application différentiable de classe C*° constante sur les




45

orbites, c’est-a-dire que f s’écrit de maniére unique f = gom, ot g: X/G — Y est
une application. Ceci entraine f¢; = gluy, et par conséquent 1'application g ainsi

obtenue obtenue est de classe C*°. o

Exercice 4.19

On considere 'involution de S; X R définie par (z,t) — (—z, —t). Montrer que
I’action de Zy sur S; x R ainsi définie est propre et libre.

La structure de variété obtenue sur M = (S; x R)/{+£1} s’appelle la bande de
Moebius.

Exercice 4.20
On considere le groupe SL(2, Z) agissant sur le demi-plan de Poincaré P défini

par les nombres complexes z € C de partie imaginaire > 0 de la maniere suivante :

. a b
31g=(c d),ona

az+b
cz+d

9(2) =

On désigne par T' le sous-groupe de SL(2,Z) des matrices g telles que
g = 1 mod 2. Montrer que le groupe I'/{%1} opére proprement et librement sur

P. Le quotient P/I" est une variété C—analytique de dimension 1.

Exercice 4.21

On considére I'involution de R? définie par (z,y) — —(z,y) pour (z,y) € R?;
on désigne par M I’espace topologique quotient.

(1) Montrer que I’application R? — R? définie par (z,y) — (z* — y?, 2zy)
induit un homéomorphisme R? /{+1} ~ R2.

(2) En déduire qu'’il existe sur M une structure naturelle de variété de classe
C* telle que la projection 7 : R2 — M soit de classe C*°, mais que cette structure
de variété ne satisfait pas a la propriété universelle des quotients.

(3) Montrer que M est en fait une variété C—analytique de dimension un
C—difféomorphe & C, et que la projection 7 : C = R? — M satisfait & la proprité

universelle des quotients dans la catégorie des variétés C—analytiques.

Exercice 4.22
On considere Pespace topologique quotient M de S; C R? par l'involution
z +— Z. Montrer qu’il n’existe pas de structure de variété sur M, méme seulement

topologique.
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4.4. Partitions de ’unité

Soit X une variété séparée et réunion dénombrable de compacts. Etant donné
une fonction continue y : X — R on appelle support de p la fermeture de ’ouvert

des points de X ou elle est non nulle.

THEOREME 4.16. — Soit % = (U;)se1 un recouvrement ouvert de X. Il existe
des fonctions p; : X — [0, 00| de classe C* satisfaisant aux propriétés suivantes
(i) le support de u; est contenu dans Us;

(ii) la famille des supports des fonctions u; est localement finie ;

(iii) on a Y,y m =1

La propriété (ii) signifie qu’étant donnée un compact K C X, il n’existe qu'un
nombre fini d’indices 4 tels que le support de u; rencontre K. En particulier, étant
donné z € X, il n’y a qu'un nombre fini de termes non nuls dans la famille p;(x)

ce qui donne un sens au membre de gauche dans la somme figurant dans (iii).

DEFINITION 4.17. — Une famille de fonctions p; satisfaisant aux conditions
(i), (ii) et (iii) s’appelle une partition de 'unité subordonnée au recouvrement % .

La démonstration de la proposition 4.16 demande plusieurs étapes.

LEMME 4.18. — FEtant donné un recouvrement owvert % = (U;);ec1, il existe

un recouvrement ouvert ¥ = (V;);jey de X plus fin que % et localement fini.

On dit que X est paracompact.

Démonstration. Pour toute partie K C X on désigne par K° l'intérieur de K.
Puisque X est localement compact et réunion dénombrable de compacts, on peut
trouver une suite de compacts K, tels que K,, C K7, ;, qui recouvrent X. On peut
recouvrir le compact Ky, +1 \ K par un nombre fini d’ouverts (V;),es, satisfaisant
aux conditions suivantes

— tout ouvert V; est contenu dans un des ouverts U;;

— l'ouvert V; ne rencontre pas le compact K, _1.

Soit J = UpJy,. La famille d’ouverts V; ainsi obtenue constitue un recouvre-

ment ouvert localement fini de X.
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Construction de la partition de l'unité :

On peut bien silir supposer qu’il existe une carte ¢; : W; — B(0,2) C E
prenant ses valeurs dans la boule de centre 1 et de rayon 2, dans un espace vectoriel
euclidien E de dimension n, telle que V; = </>j_1 (B(0,1)). On considere la fonction
w: B(0,1) — [0, 1] définie par

(@) = exp(~ =)

et on pose
pog;sur V;
Aj =
0 en dehors de V;
Cette fonction est de classe C* sur X, et > 0 sur V;.
On considére une fonction o : J — I telles que V; C Ug;y pour tout j € J.
La somme A = 3. ;

tout point a un voisinage sur lequel toutes les fonctions A;, sauf un nombre fini,

A; définit une fonction de classe C°°, partout > 0 puisque

s’annulent.
Posons, pour ¢ € 1
1
pi =7 Aj
]’a(J)ZZ
Exercice 4.23

Vérifier que la famille des supports des p; est localement finie.

On a bien stir ),y ui(z) = 1. On a donc obtenu une partition de 'unité

subordonnée au recouvrement % = (U;);e1. Ceci acheéve la construction. o

Exercice 4.24

Soit M une sous-variété fermée de classe C* d'un ouvert U d’un espace
vectoriel. Soit f : M — R une fonction de classe C*. Alors il existe une fonction
F =M — R de classe C*® telle que F|u = f.

Pour établir ce résultat, choisir un recouvrement ouvert % = (U;);c1 de U tel
qu’il existe une fonction F; : U; — R de classe C* qui prolonge f|mnu,. Soit p;

une partition de 'unité subordonnée au recouvrement ouvert % . Alors la fonction

F= ZMin’

icl

a un sens ; c’est une fonction de classe C* sur U qui prolonge f.
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4.5. Espace tangent en un point

Alors que la définition de ’espace vectoriel tangent est évidente pour les sous-
variétés d’un espace vectoriel E, il est plus délicat de définir la notion de vecteur
tangent pour les variétés abstraites.

Soit X une variété, définie par un atlas maximal 7, et a un point de X. On
considére I'ensemble %,(X) des chemins a : I — X définis sur un intervalle ouvert
I contenant 0, dérivables en 0, et tels que a(0) = a. On dit que deux tels chemins

a et 3 sont tangents en 0 s’il existe une carte locale ¢ dont la source contient a,
et telle que (¢ o a)’'(0) = (¢ o B)'(0).

Exercice 4.25
Vérifier que si « et 3 sont tangentes en 0, la propriété ci-dessus est vraie pour

toute autre carte locale ¥ dont la source contient a.

Exercice 4.26 _
Sur I'ensemble %,(X) la relation R définie par R si o et 3 sont tangentes

en 0 est une relation d’équivalence.

DEFINITION 4.19. — On appelle vecteur tangent en a une classe d’équivalence

pour la relation d’équivalence ainsi définie.

On désigne par T, X P’ensemble des vecteurs tangents & X au point a. Si ¢
est une carte locale dont la source contient a, et dont le but est un ouvert U’ d’un
espace vectoriel E, ’application ¢, : T,X — E qui associe & la classe de a € 6, (X)
la dérivée (poa)’(0) est une bijection. On transporte la structure d’espace vectoriel

de E & P’aide de cette bijection.

Exercice 4.27
Vérifier que la structure d’espace vectoriel ainsi obtenue sur ToX est

indépendante du choix de la carte ¢.

Soient X et Y deux variétés différentielles, et f : X — Y un morphisme de

variétés. Soit a € X, et b = f(a). Alors f induit une application
Colf) : €u(X) = (YY)

définie par a— = foa.
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PROPOSITION 4.20. — L’application ,f est compatible avec la relation
d’équivalence R, et lapplication induite : Tof : ToX — TyY est linéaire.

Démonstration. Si ¢ et 1 sont des cartes locales de X et Y dont la source
contient a et b respectivement, prenant leurs valeurs dans des ouverts d’espaces
vectoriels E et I respectivement, et g ’expression locale de f dans ces cartes, on

a B = g(p o a) au voisinage de 0, de sorte que

(% 0 8)(0) = dy(a)g(( © ) (0))

Il en résulte que I'application %, (f) est compatible avec la relation d’équivalence
et donc induit une application Ty f : ToX — TpY. D’autre part, le diagramme
suivant

Tof
T,X — TY

SD* l d l ¢*
@(a)
E — F

est commutatif. Par défintion de la structure d’espace vectoriel sur T, X et TpY

les bijections verticales sont linéaires. Donc T, f est linéaire. o

DEFINITION 4.21. — L’application linéaire Tof : To,X — TpY s’appelle

application tangente a f en a.

Exemple

Soit M une sous-variété d’un espace vectoriel E. L’application €,(M) — T,M
définie par @ — o'(0) passe au quotient et permet d’identifier canoniquement
’espace vectoriel €,(M)/R qu’on vient de définir avec I’espace tangent T,M défini

dans la section 3.2. On retrouve donc ’ancienne définition.

Exemple
Soit ¢ une carte pour X au voisinage de a. On a vu que ¢ est différentiable ;
Papplication linéaire ¢, n’est autre que application linéaire tangente Ty & ¢ au

point a.

Propriétés
1) Soient X, Y et Z trois variétés, a un point de X; on considere des

applications différentiables f: X — Y et g: Y — Z et on pose b = f(a). Alors

Ta(go f) =TegoTaf
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2) Soient f : X — Y un difféomorphisme, ¢ un point de X et b = f(a). Alors
T, f est inversible, et Tp(f 1) = (Tof) L.

3) Pour une fonction différentiable f : X — R & valeurs dans R I'application
linéaire tangente T, f : T X — R est plutét notée d, f, et appelée différentielle de
f au point a. Les fonctions différentiables sur X constituent une algébre C*°(X);
on a les regles habituelles de dérivation

— T'application C*®(X) — T#(X) définie par f + dof est linéaire;

— formule de Leibniz : si f et g € C®°(X), on a dans 'espace des formes

linéaires sur T, X

do(fg) = f(a)dag + g(a)da f

PROPOSITION 4.22. — Soit f : X — Y une application différentiable dont
Uapplication linéaire tangente est inversible en un point a. Alors il existe un
voisinage ouvert U de a tel que f(U) soit ouvert dansY et que Uapplication induite

f:U— f(U) soit un difféomorphisme.

Démonstration. Soient ¢ et 9 des cartes locales de X et Y au voisinage de a
et f(a) respectivement. Alors I'expression locale g de f dans les cartes ¢ et ¢ a
sa différentielle inversible en f(a). On peut lui appliquer le théoréme d’inversion

locale : puisque les cartes ¢ et 1 sont des difféomorphismes, il en résulte I’énoncé. o

Applications étales et revélements

DEFINITION 4.23. — Soient X et Y deuz variétés. Une application différen-
tiable f : X — Y est étale si son application linéaire tangente est inversible en
tout point.

DEFINITION 4.24. — Soient X — Y deuz variétés. Une application différen-

tiable f : X — Y est un revétement si f est surjective et si pour tout point y de
Y on peut trouver un voisinage ouvert V, une variété D de dimension 0, et un

difféomorphisme V x D =~ f=1(V) rendant commutatif le diagramme

VxD — f4V)

Pﬁ\ l b
v
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Dans ce diagramme pry désigne la premiere projection. Cet énoncé signifie que
I'ouvert f~1(V) est réunion disjointes d’ouverts U; tels que I’application induite
flu, : U; — V soit un difféfomorphisme. Si Y est connexe, le nombre de points
dans la fibre f~1(y) est constant : si ce nombre est fini, on dit que le revétement

est fini; ce nombre s’appelle le degré du revétement.

Exercice 4.28
Soit G un groupe discret opérant proprement et librement sur une variété X.

Alors la projection X — X /G est un revétement.

Exemples
— L’application R — S; définie par ¢ — e est un revétement.

— La projection canonique 7 : S,, — P, (R) est un revétement de degré 2.

PROPOSITION 4.25. — Soit X et Y des variétés séparées, et f : X — Y
une application étale et propre. On suppose que Y est connexe. Alors f est un

revétement fini.

Démonstration. Vérifions d’abord que f est surjective : en effet son image est
ouverte et fermée, donc par connexité, c’est Y. La fibre f~1(b) au-dessus d'un point
b est un espace topologique discret et compact, donc fini. Pour tout a € f~1(b),
il existe un ouvert U, tel que f|y, soit un difféomorphisme sur un ouvert f(U,)
de Y ; la propriété de séparation de X permet de supposer que les ouverts U, sont
disjoints, quitte au besoin & les diminuer. Considérons alors le fermé f(X\ UgU,).
Ce fermé ne contient pas b. Soit V un voisinage ouvert de b qui ne le rencontre

pas. Alors
F7HV) € UaUq

Posons W, = U, N f~1(V). Alors les ouverts W, recouvrent f~(V) et sont dis-
joints ; si, de plus, on choisit V contenu dans 'ouvert Nge s-1(3).f(Ua), I'application

f induit un difféomorphisme W, — V ce qui acheve la démonstration. o

Exercice 4.29
L’application C\ {0} — C\ {0} définie par z — 2" est un revétement fini de

degré n.
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Exercice 4.30

Si f est un polyndéme & coefficients complexes, de degré n > 2, et Z le fermé
des zéros du polynome dérivé f’.

1) L’application induite f : C\ Z — C est étale, mais ce n’est pas un
revétement.

2) Soit V complémentaire de f(Z) et U = f~(V). L’application induite

f:U — V est un revétement de degré n.

4.6. Sous-variétés d’une variété donnée

Toutes les variétés considérées dans la suite seront supposées séparées et
réunion dénombrables de compacts. L’objet de cette section est d’étendre les
résultats de la section 3. La définition d’une sous-variété est analogue a celle de

sous-variété d’un espace vectoriel.

DEFINITION 4.26. — Soit X une variété de classe C*° et de dimension n.
Une partie Y de X est une sous-variété de X de classe C*° et de dimension m si
pour tout point a € Y il existe une carte locale ¢ de X a valeurs dans un ouvert
U’ d’un espace vectoriel E dont la source U contient a et telle que (M NU) soit

une sous-variété de E de dimension m.

Evidemment, quitte au besoin & composer & nouveau par une carte locale de E,
on peut en fait supposer que ¢(MNU) est la trace sur U’ d’un sous-espace vectoriel
F de dimension m de E. On emploie souvent une terminologie un peu différente.
Un systéme de n fonctions réelles (ug,...,u,) définies sur un ouvert U de X est
appelé systéme de coordonnées sur U si 'application v = (u1,...,u,) : U — R™ est
une carte locale de X. Dire qu’'une partie Y C X est une sous-variété de X signifie
donc qu’il existe au voisinage U de tout point y € Y un systéeme de coordonnées
(u1,...,un) telles que UNY soit 'ensemble des points z de U satisfaisant aux

équations
Umt1(2) = ... = up(z) = 0.

Etant donnée une sous-variété Y de dimension m de X, on lui associe de facon
naturelle une structure de variété. En effet, considérons les cartes locales ¢; définies
sur un ouvert U; de X, & valeurs dans un ouvert U’ d’un esapce vectoriel E, et telles
que ¢;(Y NU;) soit une sous-variété Z; de E. Considérons les homéomorphismes
; : Uy N'Y — Z; restrictions des ;. Alors les conditions (1) et (2) du théoréme
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4.8 sont satisfaites. Il existe donc une structure de variété et une seule sur Y,
dont la topologie sous-jacente est la topologie induite, telle que les v; soient des

difféomorphismes.

Exercice 4.31

Si Y est une sous-variété d’une variété X, linclusion ¢ : Y — X est
différentiable, et l'application linéaire tangente T, : T, Y — T, X est une
application linéaire injective qui nous permet d’identifier T,Y & un sous-espace

vectoriel de X.

SiY est une sous-variété d’une variété X, I'espace vectoriel quotient Ny /x o =
T,X/T,Y s’appelle espace normal & Y au point a. Lorsque T, X est équipé d’une
métrique euclidienne, il est canoniquement isomorphe a ’orthogonal de T,Y dans
TX. Ceci arrive par exemple quand X est une sous-variété d’un espace vectoriel

euclidien E.
Rang d’un morphisme

DEFINITION 4.27. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés de classe
C®. On appelle rang de f en a € X, et on note rg(f) le rang de Uapplication

linéaire tangente T, f.

La fonction a +— rg o (f) est semi-continue inférieurement. Ceci résulte du fait
que le rang est localement le rang de Pexpression de f dans des cartes locales de
XetY.

L’énoncé suivant est ’analogue du théoreme 3.6.

THEOREME 4.28. — Soit X et Y deux variétés, et f : X — Y une application
différentiable. On suppose que le rang de f est constant. Alors la fibre X = f71(b)
de f au-dessus d’un point b € Y est une sous-variété de X, dont l’espace tangent

en un point a est donné par T, Xy = ker Ty f.

Démonstration. On considére une carte locale ¢ de X dont la source U contient
a € Xp, une carte locale 9 de Y dont la source V contient b, telles que f(U) C V.
On sait que le rang de 'expression locale g : U’ — V' de f dans ces cartes locales
est constant. Donc la fibre de g au-dessus de b’ = () est une sous-variété de U’
d’apres le théoréme 3.6. Mais on a p(X, NU) = U’ N (g7 (b)) ce qui montre que
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Xp est une sous-variété de X. D’autre part, par l'isomorphisme T,¢, 'image de
ker Ty f est ker dy(q) (g~ 1(v'). Donc I’espace tangent T,X, s’identifie & ker Ty f. ©

DEFINITION 4.29. — Un morphisme de variétés f : X — Y est une

submersion si son application linéaire tangente est surjective en tout point de X.

L’énoncé ci-dessus s’applique en particulier aux submersions ; il existe toute-
fois une version qui est souvent utile, avec des hypotheses plus faibles : il suffit,
pour vérifier la fibre X, = f~1(b) est une sous-variété de X, de vérifier que f n’a

pas de point critique le long de Xp :

DEFINITION 4.30. — On dit qu’un point a est un point critique pour f si

rg.(f) < dimY. Une valeur critique est ’image d’un point critique.

COROLLAIRE 4.31. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés etb € Y un
point qui n’est pas valeur critique de f. Alors la fibre Xy est une sous-variété de
X.

Le théoréme de Sard affirme que I’ensemble A des valeurs critiques est de
mesure nulle, ce qui signifie qu’on peut le recouvrir par des cartes (¢, U) telles que
»(A N U) soit de mesure nulle. Ceci implique que A n’a pas de point intérieur.

Exercice 4.32

Soient (a;)=o,... » une suite de réels > 0. On considére dans ’espace vectoriel
R"t! équipé de sa métrique euclidienne canonique, 'ellipsoide M d’équation
Z?:o a;x2 = 1. Déterminer les points critiques et les valeurs critiques de la fonction

M — R définie par z —| z ||2 .
Application aux actions de groupes de Lie

DEFINITION 4.32. — Un groupe de Lie G est un groupe muni d’une structure
de variété telle que la multiplication G x G — G définie par (z,y) — xy soit de

classe C®°.

Exercice 4.33

Soit G un groupe de Lie, d’élément neutre e.

1) Les translations ¢ — zy et y — zy sont des difféomorphismes de G.

2) Démontrer que l'application z — z~! est un difféomorphisme de G. (Ap-
pliquer au voisinage de (e, e) le théoreme des fonctions implicites pour I’équation

Ty = e, ou y est inconnue.)
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DEFINITION 4.33. — Une action d’un groupe de Lie G sur une variété X
est la donnée d’un morphisme de variétés G X X — X noté (g,z) — gz qui soit

ensemblistement une action du groupe G sur X.

Exercice 4.34

Soit X une variété, munie d’une action d’un groupe de Lie G. Soit z € X.

1) L’application G — X définie par g — gz est de rang constant.

2) Le stabilisateur de z, est un sous-groupe de Lie de G (c’est-a-dire que c’est
a la fois un sous-groupe et une sous-variété de G.)

3) Retrouver, en appliquant ce résultat, le fait que le groupe orthogonal O(E)

d’un espace vectoriel euclidien E est un sous-groupe de Lie de GL(E).

DEFINITION 4.34. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés, et Z une
sous-variété de Y. On dit que f est transverse 6 Z en un point a si ou bien f(a) ¢ Z,

ou bien f(a) € Z et lapplication linéaire composée
TeX = TY = Nz/vq

est surjective, autrement dit T,Y = Im T, f+ToZ. Si cette propriété est vraie pour

tout a € X, on dit que f est transverse ¢ Z.

COROLLAIRE 4.35. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés, transverse a
une sous-variété Z C Y. Alors 'image réciproque f~(Z) est une sous-variété de X;
son espace tangent en un point a est l'image réciproque de T ¢4)7Z par Uapplication

linéaire tangente T, f.

Démonstration. Soit a € X tel que f(a) € Z. Soit r la codimension de Z.
11 résulte de la définition d’une sous-variété que ’on peut trouver une application
g:V — R" de classe C* de rang r au voisinage V de f(a) telle que g~*(0) = ZNV.
Dans louvert f~1(V), le fermé f~1(Z) N f~1(V) est donc I'image réciproque de
0 par l'application composée g o f; cette application est de rang r le long de ce
fermé. Autrement dit, 0 n’est pas valeur critique de go f. Donc f~1(Z) est une sous-
variété, dont ’espace tangent est 1’espace vectoriel ker Ty(go f) : c’est exactement

I'image réciproque de Tf(4)Z par Papplication linéaire tangente T, f. o

Exercice 4.35
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Soient Y et Z deux sous-variétés d’une variété X ; on suppose que pour tout
ac€YNZona ‘

TeY +ToZ =T X.

Alors Y N'Z est une sous-variété de X dont P'espace tangent en un point a est
I'intersection T, Y N T,Z.

Exercice 4.36

Soit f : X — X un difféomorphisme d’une variété compacte. On suppose
que pour tout point fixe a de f, 1 n’est pas valeur propre de T,f. Montrer que
Papplication X — X x X définie par z — (z, f(z)) est transverse & la diagonale de

X x X. En déduire que f n’a qu'un nombre fini de points fixes.

THEOREME 4.36. — Soit X et Y deux variétés, et f : X — Y une application
différentiable. On suppose que le rang de f est constant, et que f est ouverte sur
son image. Alors 'image Im f est une sous-variété de Y, dont l'espace tangent en

un point f(a) est donné par ToIm f =ImT,f.

Démonstration. Cet énoncé se démontre comme le théoréme 3.9, en remar-
quant 1’expression g de f dans des cartes locales ¢ de X, de source U et ¢ de Y de
source V satisfait aux hypotheses de ce théoréme. L’application f étant ouverte sur
son image, on peut supposer que f(U) = VN f(X) : on voit alors que ¥ (VN f(X)),
qui n’est autre que g(p(U)) est une sous-variété du but de 1. L’assertion concer-
nant P’espace tangent résulte du fait que si on pose b = f(a) et ' = ¢(a), on

a

Te(Im Ty f) = Imdyg.

DEFINITION 4.37. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés. On dit que

f est une immersion si application linéaire tangente est injective en tout point.

DEFINITION 4.38. — On dit qu’un morphisme f : X — Y est un plongement
si f(X) est une sous-variété de Y et si f: X — f(X) est un difféomorphisme de

variétés.

Ainsi, vérifier que f soit un plongement, revient & vérifier que f est un

homéomorphisme sur son image, et que f est une immersion.
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Exercice 4.37
Soit f : Sy — R* P’application définie par

Yy
yz
2T

2?2 — g2

(z,y,2) —

est une immersion dont 'image est une sous-variété de R* difféomorphe au plan
projectif Py(R).

Exercice 4.38

1) Soit G un groupe de Lie compact opérant sur une variété X. Démontrer
que les orbites de G sont des sous-variétés de X.

2) Vérifier que ce résultat n’est plus vrai si le groupe G n’est plus compact.

On pourra considérer I’action de R dans 'action sur X = S; x S; définie par
(t, (w,v)) = (eu, %)
et montrer que o n’est pas rationnel, les orbites sont partout denses.

Exercice 4.39

1) Soient Y une sous-variété d’une variété X, et Z une sous-variété de Y.
Montrer que Z est une sous-variété de X.

2) Soient Y et Z deux sous-variétés d’une variété X, telles que Y C Z.

Démontrer que X est une sous-variété de Y.

Exercice 4.40 _

Soient E un espace vectoriel de dimension m + 1, et f : E — R un polynéme
homogene de degré n.

1) Vérifier que nf(z) = d, f.x.

2) On suppose que la différentielle d, f est non nulle en tout point = # 0. Soit
V I'hypersurface de E\ {0} définie par I’équation f = 0. On se propose de montrer
que I'image W de V par la projection 7 : E\ {0} — P(E) est une sous-variété de
codimension 1 de P(E).

On considere pour ceci une métrique euclidienne sur E. Montrer que > =
V N S(E) est une sous-variété compacte de codimension 2 de E. Vérifier que
son image dans P(E) par l’application naturelle S(E) — P(E) est W, et que
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I’application induite : X — W est une ouverte. En déduire que W est une sous-

variété de P(E) de codimension 1.

Ces sous-variétés de P(E) s’appellent hypersurfaces algébriques de degré n.
Pour n = 1, les hypersurfaces ainsi obtenues s’appellent des hyperplans projectifs ;
elles sont difféomorphes & P,,_1(R). Pour n = 2, il s’agit des hyperquadriques : la
condition sur la différentielle signifie que la forme quadratique f est non dégénérée.

Elles sont non vides si la signature est différente de (m + 1,0) ou (0, m + 1).

Exercice 4.41

Si v € R3\ {0}, on désigne par [v] sa classe dans le plan projectif P2(R). On
considere le plongement R? «— Py(R) = (R®\ {0})/R* défini par (z,y) — [z,y, 1].
L’image de R? est le complémentaire d’une droite projective, dite droite de 1'infini.

1) L’adhérence de ’hyperbole équilatere de R? d’équation z? — y? = 1 est
la conique définie par I'équation homogene X? — Y2 — T2 = 0. Cette conique est
difféomorphe au cercle S;.

2) L’adhérence C de la cubique d’équation y?> = z(z? — 1) dans P3(R) a 2

composantes connexes, chacune difféomorphe au cercle S;.

On verra en fait au chapitre suivant que toute variété connexe de dimension 1

est difféomorphe au cercle S; si elle est compacte, et a R si elle n’est pas compacte.

Exercice 4.42

Soit E un espace vectoriel de dimension n+1. Soient Py, ..., Py, des polynémes
homogenes tels que les différentielles d,P; soient indépendantes pour tout point
z € E non nul.

1) Vérifier que les équations P; = ... = P, = 0 définissent une sous-variété
X de codimension m de P(E).

2) Pour tout point p € X, on écrit p = [a]. Soit A une forme linéaire sur E telle
que (\,a) = 1, et Hy le noyau de A\. Montrer que T,X s’identifie au sous-espace

vectoriel de E défini par les vecteurs v € H), satisfaisant aux équations
d,P1(v) =0,...,dsPm(v) =0.

3) On suppose choisie une forme linéaire A comme dans la question 2, de sorte

que ’espace tangent T, X s’identifie & un sous-espace vectoriel de E. Soit Tan,X
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le sous-espace projectif de P(E) défini par les équations

doP1=0,...,dgPm = 0.

Montrer que ’application T,X — Tan,X définie par v — [a + v] est une injection
qui identifie I’espace vectoriel tangent T,X au complémentaire de I’hyperplan
P(TpX) dans Tan,X. Montrer que cette inclusion dépend du choix de A.
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Chapitre 2

Champs de vecteurs

Les champs de vecteurs sur une variété M et les équations différentielles
qui leur sont associées fournissent, au moins dans le cas des champs de vecteurs
complets, une famille & un parameétre de difféomorphismes : cette famille est définie
par une application R x M — M de classe C*° qui peut étre vue comme une action
du groupe additif R sur M. Cette famille permet d’interpréter géométriquement le

crochet de deux champs de vecteurs, introduit ici & partir de la dérivée de Lie; elle

conduit & la généralisation & tous les groupes de Lie de I’application exponentielle,
et & la démonstration du théoréme de trivialité locale des submersions propres, di
4 Ereshman ; cet énoncé généralise le théoreme 4.25 qui affirme qu'un morphisme

étale et propre est un revétement.

Toutes les variétés considérées sont de classe C™°, afin d’éviter les pertes
de différentiabilité; elles sont supposées séparées et réunions dénombrables de

compacts. Les morphismes de variétés seront de classe C°.

5. Fibré tangent

5.1. Fibré tangent 4 une sous-variété de R"

On considére une sous-variété M C E = R™ de dimension m d’un espace
vectoriel E de dimension n. On désigne par T(M) Pensemble des couples (z,t) €
M x E, tels que t € T;M, et par 7 : T(M) — M la projection (z,t) + z. Enfin,

pour tout ouvert U de M, on pose souvent
TM|y = 7~ 1(U).

PROPOSITION 5.1. —
(i) L’ensemble T(M) est une sous-variété de M x E.
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(i) Pour tout point © € M, il eziste un voisinage ouvert U de z dans M et un

difféomorphisme ¢ : 771 (U) = U x R™ rendant commulatif le diagramme

7~} (U) ~ UxR™
77\ l pr,
U

ou pry désigne la premiere projection.

La variété TM ainsi définie, munie de la projection m, s’appelle le fibré tangent
3 M. La fibre de la projection m au-dessus du point a € M s’identifie a 'espace
vectoriel tangent T,M.

Démonstration. La question est locale. Soit @ € M. On peut trouver une
submersion f : V — F, définie sur un voisinage ouvert V de a dans E et a valeurs
dans F = R*™ telle que M NV soit définie dans V par I’équation f = 0 & valeurs
dans F. Alors TMN(V x E) est défini dans I'ouvert V x E de M x E par les couples

(z,t) satisfaisant aux équations

[ J=e
dof(£) = 0

1l suffit donc de vérifier que V'application ¢ : V x E — F x F définie par
(z,t) — (f(z),dsf(t)) est une submersion. Mais la différentielle de ¢ en (z,t)
est I’application linéaire E @ E — F @ F définie dans ces sommes directes par la

matrice

d.f 0

d%f (ta _) dmf
Ainsi, ¢ est une submersion. Par suite, TM est une sous-variété de E x E, contenue
dans M x E. Tl résulte de V'exercice 4.39 que c’est une sous-variété de M x E. Ceci
démontre assertion (i).
Considérons maintenant une carte locale ¢ : U — U’ C R™ pour la variété
M. L’application 6 : TM|y — U x R™ définie par

(z,) = (2, Top(t))

est de classe C™ car ¢ est induite par un difféomorphisme 1 d’un ouvert VdeEa
valeurs dans un ouvert de E, et cette application 6 est induite par UxE—UXxE
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définie par (z,t) — (z,d,1(t)) qui est évidemment de classe C*°. L’application 6

est inversible : son inverse est donné par

(z,u) > (2, (Tz) " (u)

et induite par I'application de C* sur V x E définie par (z,u) — (u, (dz¢) " (u));

elle est donc de classe C*. Par suite 8 est un difffomorphisme. o

5.2. Fibré tangent & une variété abstraite.

Soit maintenant M une variété quelconque de dimension m. On considere
la réunion (disjointe) des espaces tangents : il s’agit donc de I’ensemble TM des
couples (z,t), ouz € M, et t € T;M. Cet ensemble est encore muni de la projection
7 : TM — M définie par (z,t) — z : la fibre au-dessus du point z s’identifie a
’espace vectoriel tangent T,M. Si U est un ouvert de M, on note souvent T™M|u
Pimage réciproque de U par la projection .

On se propose de munir comme ci-dessus cet ensemble TM d’une structure
naturelle de variété. Pour ceci, on considére pour toute carte locale ¢; de M de

source U; prenant ses valeurs dans un ouvert de R™, application
Qi HU;) — U; x R™

définie par (z,t) — (z,T,p(t)). Cette application est bijective, et linéaire sur

chaque fibre.

PROPOSITION 5.2. — Il existe une structure de variété et une seule sur TM
satisfaisant oux conditions suivantes
(i) la projection m: TM — M est de classe C*
(ii) les bijections ;. sont des difféomorphismes. Cette variété est séparée et

réunion dénombrable de compacts.

Démonstration. Existence :

On va construire cette variété en utilisant le théoreme de recollement 4.8.
Considérons une deuxieme carte locale ¢; pour M et désignons par ¢;; le
changement de cartes. L’application ¢, .(@;«)" : Usj x R™ — Uj; x R™ est
définie sur un ouvert de U; xR™ ; elle est est donnée par (z,t) — (x, do, (z) (¢i,5)(t))

et par suite, c’est un difféomorphisme de classe C*. Il existe donc une structure
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de variété pour laquelle les 7~1(U;) sont des ouverts, et les bijections ¢; des

difféomorphismes. Evidemment, il résulte du diagramme commutatif

W—I(Ui) ~ U; xR™

7"\ l pr,
U

que la projection 7 est de classe C*°.

Unicité :- }

Pour toute structure de variété satisfaisant aux conditions (i) et (ii) d
’énoncé, la projection 7 est en particulier continue, et les parties 7~1(U;) sont
donc des ouverts de TM. Donc d’apres le théoréme 4.8 il n’y a qu’une structure
de variété satisfaisant aux conditions (i) et (ii).

Vérifions la séparation. Soient (z,t) et (z',t") deux points distincts de TM. Si
z # x' on peut séparer les points = et 2’ par des ouverts disjoints Uet U, et les
ouverts 7~ 1(U) et 71 (U’) sont alors des voisnages ouverts disjooints de (z,t) et
(z',t') respectivement. Si z = 2/, alors t # t'. Si (U, ¢) est une carte locale dont
la source U contient z, Pouvert 7~1(U) est homéomorphe & U X R™ donc séparé.
On peut donc séparer les point (z,t) et (z,t') par deux ouverts disjoints.

Vérifions enfin que TM est réunion dénombrable de compacts, ou ce qui revient
au méme que l'on peut recouvrir TM par un ensemble dénombrable de cartes
locales. Mais c’est le cas pour M : on peut définir M par un ensemble dénombrable
de cartes locales (U;, ¢;)ien. Alors TM est la réunion des ouverts 7~ 1(U;), dont

chacun est réunion dénombrable de compacts. Il en est de méme de TM.

5.3. Fibrés vectoriels

11 s’agit de donner un sens & la notion de famille d’espaces vectoriels.

DEFINITION 5.3. — Soit M une variété. Une fibration vectorielle (réelle) au-
dessus de M est la donnée d’une variété E, d’un morphisme surjectif de variétés
7 :E — M et pour chaque © € M d’une structure d’espace vectoriel réel sur la
fibre 7= 1(z).

La variété M s’appelle la base de la fibration ; la variété E s’appelle 'espace
total de la fibration. La fibre #~!(z) au-dessus du point z sera notée E;. Pour

tout ouvert U C M la projection 7~ (U) — U est encore une fibration vectorielle,
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souvent notée E|y. Le plus simple exemple de fibration est la fibration triviale
prl . M X RT — M.

DEFINITION 5.4. — Soient E — M et F — M deuz fibrations vectorielles
de méme base M. Un morphisme de variétés f : E — F est un morphisme de
fibrations vectorielles si

(i) le diagramme

g L F
N

M

est commutatif, (ce qui signifie que I’image de la fibre By au-dessus du point = est
contenue dans la fibre Fy)
(i) L’application fy : By — Fy induite par f est linéaire.

Un tel morphisme f de fibrations est un isomorphisme si f est inversible, et

si f~1 est encore de classe C*°.

DEFINITION 5.5. — Une fibration m : E — M est un fibré vectoriel de rang v
si la condition suivante est satisfaite :
Pour tout point a € M, il existe un voisinage ouvert U de z, et un isomor-

phisme de fibrations au-dessus de U :

1 (U) 2 UxR
N\ l pr,
U

Un tel isomorphisme ¢ s’appelle une trivialisation locale pour le fibré E — M.
L’exemple le plus simple de fibré vectoriel de rang r est le produit M x R",
muni de la projection pry : M x R” — M. C’est ce qu’on appelle le fibré trivial de
rang r sur M; il sera souvent noté Rf;. Un isomorphisme de fibrés vectoriels est

un isomorphisme des fibrations sous-jacentes.

Exercice 5.1
Soient E = M x R™ et F = M x R® deux fibrés vectoriels triviaux M et

f : E — F un morphisme de fibré vectoriels. Montrer qu’un tel morphisme est de
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la forme

(z,t) = (z,9(2)t)

ot g : M — L(R",R®) est une application de classe C*>®. En déduire que le
morphisme f est un isomorphisme si et seulement si pour tout = € M, Papplication

linéaire g(x) est inversible.

Tl résulte de cet exercice que si ¢; : E|ly, — U; x R" et ¢; : E|ly; — U; x R"
sont deux trivialisations pour le fibré vectoriel E — M, lapplication ¢; ; = ¢; cpz-“l,
définie sur U; ; X R est de la forme (z,t) — (2, g;,;()t), ot 9i,5 : Uiy — GL(r,R)
est une application de classe C*. Les fonctions matricielles g; ; s’appellent des

fonctions de transition pour le fibré E.

Exercice 5.2
Un morphisme bijectif de fibrés vectoriels est un isomorphisme.

PROPOSITION 5.6. — Un morphisme f : E — F de fibrés vectoriels sur M
qui est un un isomorphisme au-dessus d’un point a € M est un isomorphisme

au-dessus d’un voisinage U de ce point.

Démonstration. Ceci se voit en écrivant Pexpression locale (z,t) — (z,g(z)t
de f dans des trivialisations de E et F au voisinage de a. L'hypothése signifie
que g(a) est inversible; le fait que GL(r,R) est un ouvert dans I’espace vectoriel
End(R") montre que g(z) est inversible au-dessus d’un voisinage ouvert de a, ce

qui permet de construire au-dessus de ce voisinage un inverse pour f. o

 Exemples de fibrés vectoriels
Par construction, le fibré tangent TM — M & une variété M de dimension n

est un fibré vectoriel de rang n.

Exercice 5.3
La bande de Moebius E = Sy x R/{=£1} est un fibré vectoriel sur S;/{£1} ~
S1. »

Exercice 5.4
Soit ‘G un groupe discret agissant librement et proprement sur une variété

X; on désigne par Y = X/G la variété quotient. Soit p : G — GL(r,R) une
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représentation linéaire de G. On considére Paction de G sur X x R" définie par
(9, (z,1)) — (92,7(9)?)

1) Montrer que cette action est encore propre et libre. Soit E, la variété
quotient, et 7 : E, — Y le morphisme obtenu par passage au quotient.

2) Trouver une structure naturelle d’espace vectoriel sur les fibres de m: E —

Y et montrer que 7 : E — Y est un fibré vectoriel.

Exercice 5.5

Considérons ’espace projectif P(V) des droites d’un espace vectoriel V de
~ dimension n + 1. Soit H C P(V) x V Pensemble des couples (h,v) tels que v € V.
1) Vérifier que H est une sous-variété de P(V) x V.

2) Montrer que le projection 7 : H — P(V) est un fibré vectoriel de rang 1.

Ce fibré vectoriel s’appelle le fibré de Hopf.

Exercice 5.6

Soit M une sous-variété de dimension m d’un espace vectoriel euclidien de
dimension n. Montrer que ’ensemble N des couples (z,t) €M x E tels que t soit
orthogonal & T;M est une sous-variété de M x E, et que la projection pry : N - M
définie par (z,t) — =z fait de N un fibré vectoriel de rang 7 = n — m sur M. Ce

fibré vectoriel s’appelle le fibré normal & M.

Fibrés associés a un fibré donné.

Nous prendrons I'exemple du fibré dual. Soit E — M un fibré vectoriel de
rang r. Il s’agit de construire un fibré E* dont la fibre au-dessus d’un point z est
I’espace vectoriel dual EX. On considére donc I'ensemble E* des couples (z,u), avec
u € EX, muni de la projection 7 : E* — M définie par (z,u) — z.

Soit V un espace vectoriel de dimension r. Considérons une trivialisation locale
de E

gDiZEIUi _’Uz XV
au-dessus d’un ouvert U;; désignons par ;. la restriction de ¢ a la fibre E,
pour z € U;. Considérons la bijection 1; : E*|ly, — U; x V* définie par
(z,u) = (.} ¢; 1(u)) pour u € E;. Ces bijections sont évidemment compatibles

avec la projection sur M et linéaires sur chaque fibre.

PROPOSITION 5.7. — Il existe une et une seule structure de variété sur E*
telle que la projection m soit de classe C™ et que les bijections ; soient des

difféomorphismes.




68

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 4.8. Considérons une autre
trivialisation ¢;, et la bijection 9; associée. Soit g; ; : U ; — GL(V) les fonctions

de transitions associées. Alors I'application U; ; x V* — U; ; x V* définie par
_ _ —1
Vi = ¥,
s’écrit
-1
(z,u) = (=, gi,j ()" (u)

et par conséquent, c’est un difféomorphisme. On obtient donc une structure de
variété sur E*, qui satisfait aux conditions de I’énoncé, et c’est la seule qui

satisfait & ces conditions. Les difféomorphismes ¢; sont alors des isomorphismes

de fibrations, et donc on a une structure de fibré vectoriel sur le dual de E. o

Exercice 5.7
Soit Quad(E,) lespace vectoriel des formes quadratiques sur E,. Montrer
que Quad(E) = [, <y Quad(E;) peut étre muni d’une structure naturelle de fibré

vectoriel au-dessus de M.

Exercice 5.8
Soient E — M et F — M deux fibrés vectoriels sur la méme base M. Montrer

que

EoF = [] (B ©F.)
zeM

L(E,F) = [[ L(Es,Fa)
zeM

peuvent étre munis d’une structure naturelle de fibré vectoriel au-dessus de M.
Sous-fibrés vectoriels

DEFINITION 5.8. — Soit E — M un fibré vectoriel. Considéons une sous-
variété F — E munie de la projection wlp : F — M. On dit que F — M est un
sous-fibré vectoriel de rang m de E si

(i) chaque fibre F, est un sous-espace vectoriel de dimension m de Eg;

(ii) la fibration vectorielle wlg : F — M est localement triviale.
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Un sous-fibré vectoriel est en particulier un fibré vectoriel. Le fibré de Hopf
H, sur I’espace projectif P(V) est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel trivial
P(V) x V. Si M est une sous-variété de R", le fibré tangent TM — M est un
sous-fibré du fibré trivial M x R™.

Un autre exemple est fourni par la proposition suivante, souvent utile :

PROPOSITION 5.9. — Soit f : E — F un morphisme surjectif de fibrés
vectoriels, et ker f l’ensemble des vecteurs e € E tels que f(e) = 0. Alors ker f est

un sous-fibré vectoriel de E.

Démonstration. La question est locale sur M. On peut donc supposer que E
est le fibré trivial M x R”. Soit a € E. Considérons le noyau V = ker f, = {e €
R", f,(t) = 0}, et un sous-espace vectoriel W supplémentaire de V. Dans la somme

directe
Elu =Vy e Wy

le morphisme f s’écrit f = (g h), et le morphisme h : Wy — F est un isomorphisme
de fibrés vectoriels au voisinage U’ de a. Alors le noyau ker f est donné au-
dessus de U’ par les triplets (z, (u,v)) € U’ x (V® W) tels que v = —h~g(u).
Alors Iapplication U’ x V — El|ys définie par (z,u) — (z, (u,—h™'g(u)) est un
plongement dont I’image ker f|ys est une sous-variété ; de plus le difféomorphisme
U’ x V — ker f|lyr ainsi obtenu est compatible avec la projection sur U’ et
linéaire sur chaque fibre ; ainsi, ceci fournit une trivialisation locale de la fibration

vectorielle ker f|y/. Il en résulte que ker f est un sous-fibré vectoriel de E. o

Exercice 5.9
Soit f : E — F un morphisme de fibrés vectoriels. On suppose que le rang
de f; est constant. Démontrer que ker f = {e € E, f(e) = 0} est un sous-fibré

vectoriel de E.

Sections d’un fibré vectoriel

DEFINITION 5.10. — Soit m: E — M un ﬁbfé vectoriel de rang r sur M. On

appelle section de E un morphisme de variétés s : M — E tel que s = idy.

iy
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L’ensemble I'(E) de toutes les sections de E est muni d’une structure de
C°(M)~module en posant pour s et t € I'(E) et f € C*(M)

(s +t)(z) = s(z) +t(z) ; fs(z) = f(z)s(z)

Si E le fibré trivial RY;, le module des sections s’identifie au module libre C*°(M)".
Si ¢ : E — F est un morphisme de fibré vectoriels sur M, on en déduit un
morphisme de C*(M)—modules qui associe & une section s la section ¢(s) définie
par z — @(s(z)).

Exercice 5.10

Soient E et F deux fibrés vectoriels au-dessus de M. Montrer que 1’ensemble
Hom(E,F) des morphismes de fibrés vectoriels E — F peut étre muni d’une
structure naturelle de module sur C*°(M), et que l'application ci-dessus fournit

un isomorphisme de C*°(M)—modules

Hom(Ea F) — Homgeo (M) (F(E)7 F(F))

Exercice 5.11
Montrer que le fibré normal N — S(E) & la sphere S(E) d’un espace vectoriel

euclidien E de dimension n + 1 est un fibré trivial de rang 1.

Exercice 5.12

Soient G un groupe discret agissant proprement et librement sur une variété X,
et Y la variété quotient X/G. Le groupe G opére sur l'algebre C*°(X), et 'algebre
des fonctions invariantes est C®(Y). Soit E, le fibré vectoriel sur Y associé (cf.
exercice 5.4) & une représentation linéaire p : G — GL(r,R) de G. Montrer que
T'(E,) est isomorphe au C*°(Y)—module des morphismes X — R" satisfaisant a la

condition suivante, pour tout z € X :
s(9(z)) = p(g)(s(z))

Exercice 5.13
Montrer que la bande de Moebius M = S x R/{£1} — S; définit un fibré

vectoriel de rang 1 qui n’est pas trivial.

Exercice 5.14
Soit G un groupe de Lie. Montrer que le fibré tangent & G est un fibré trivial.

En déduire que le fibré tangent & S; et & Sz est un fibré trivial.
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Exercice 5.15 ‘

Le but de I’exercice est de montrer que le fibré tangent de la sphere S7 est
trivial. La méthode est semblable a celle de I’exercice précédent, et consiste a
identifier la sphére S; avec 'ensemble des octaves de Cayley de norme 1, bien que
ce ne soit pas un groupe.

Soit W un espace vectoriel complexe hermitien de dimension 2. On désigne
pour u € End(W) par u* 'adjointe de u. On considere ’ensemble des endomor-

phismes u : W — W satisfaisant & la condition
uwux = detu idw

1. Montrer que la matrice de u une base orthonormale est de la forme

(%)
b @
oll a et b € C. En déduire que H en une sous-alggbre réelle (non commutative) de
dimension 4 de I'algébre des endomorphismes de W, invariante par la conjugaison
u +— u*. Vérifier que tout élément non nul de H est inversible. On munit H de
la métrique euclidienne définie par |u|? = detu = tr (uu*). Le produit scalaire
associé est donc (u,v) = tRetr (uv*).

L’algebre H s’appelle 'algébre des quaternions. On note 1 1’élément unité idw.

2. On considere 1’espace vectoriel K = H?, équipé de la métrique euclidienne-

|z|2 = |z|? + |y|? pour z = (z,y) € K. Les éléments de K s’appellent des octaves
de Cayley. Le conjugué d’un octave de Cayley w = (u,v) est l'octave de Cayley

, — ).
On consideére 'application R-linéaire g,, : K — K définie par

w = (u*

gw(2) = (zu — v*y, vz + yu*)

pour z = (z,y) € K. Vérifier que pour tout w et 2 € K, on a gz 0 gu = |w|?idk et
9w (2)|? = |w|?|2|?. En déduire que si |w|? = 1, Papplication linéaire g,, appartient
a SO(K).

3. Soit Sy la sphére des octaves de Cayley w € K tels que |w|? = 1.
a) On pose e = (1,0) ; vérifier que si w € Sy et t € TSz, gu(t) € TySy.
b) On considére 'application ¢ : S x T.S7 — TSy définie par

(w,t) = (w, g (2))-
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Montrer que ¢ : est un isomorphisme de fibrés vectoriels.

Image réciproque d’un fibré vectoriel

Soit f : X — Y un morphisme de variétés et 7 : F — Y un fibré vectoriel
sur Y. Considérons 'ensemble E = X xy F des couples (z,t) € X x F tels que
f(z) = n(t), muni de la projection E — X induite par la premiére projection pr.
Au-dessus d'un point z € X, la fibre E; de cette projection s’identifie a la fibre

Fy(z) et est donc munie d’une structure d’espace vectoriel.

PROPOSITION 5.11. —
(i) L’ensemble E est une sous-variété fermée de X x F.
(i) La fibration vectorielle w est un fibré vectoriel localement trivial.
(iii) L’espace wvectoriel des sections T'(E) est l’espace vectoriel Mor;(X,F) des

applications s : X — F de classe C* telles que f =mos.

DEFINITION 5.12. — Le fibré E — X ainsi construit s’appelle le fibré image

réciproque de F par le morphisme f.

Démonstration.

(i) Considérons lapplication (f, 7) : XXF — Y. Puisque 7 est une submersion,
cette application est tranverse & la diagonale de Y. Donc I'image réciproque E de
cette diagonale est une sous-variété de X x F.

(ii) Soit V un ouvert de Y au-dessus duquel F' est trivial, et soit £ — (m(t), g(t))

une trivialisation
Flv — VxR™

au-dessus de V. Alors, au-dessus de 'ouvert U = f~(V), I'application Ely —
U x R™ définie par (z,t) — (z,g(t)) est une trivialisation de E.

(iii) Soit pry : E — F le morphisme induit par la seconde projection. Soit s
une section de E. Alors s’ = pry o s est un morphisme X — F tel que mo s’ = f.

On a ainsi obtenu une application linéaire
I'(E) — Mor (X, F).

On en construit un inverse de la maniére suivante : soit s’ : X — F un morphisme
tel que m o 8’ = f. Alors 'application s : X — X x F définie par z — (z,s'(z))
prend ses valeurs dans E et définit une section de E. L’application s’ + s est bien

I'inverse attendu. o
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6. Champs de vecteurs

6.1. Champs de vecteurs et difféomorphismes

Soit M une variété de dimension n. On désigne par C*°(M) Dlalgebre des

fonctions de classe C* sur M.

DEFINITION 6.1. — On appelle champ de vecteurs sur M une section du fibré

tangent.

Comme pour tout fibré vectoriel, 'ensemble ©(M) = I'(TM) des champs
de vecteurs sur M est équipé d’une structure naturelle de module sur Ialgebre
C*®(M). Quand M est une sous-variété d’un espace vectoriel E, un champ de
vecteurs correspond & un morphisme £ : M — E tel que pour tout z € M, on ait
é(z) € T,M.

Considérons maintenant un champ de vecteurs & sur une variété X, et un
difféomorphisme de variétés ¢ : M — N. On va construire a partir du champ de
vecteurs £ sur M un champ de vecteurs sur N. On considére application M — TN
définie par z — Tp(£(x)). Cette application est évidemment un morphisme de

1

variétés. En composant avec ¢~ !, on obtient un champ de vecteurs sur N :

DEFINITION 6.2. —
On appelle image de & par ¢ le champ de vecteurs n € ©(N) défini poury € N

par (y) = TP~ (y)).

On note 7 = ¢.(§) le champ de vecteurs ainsi obtenu.

Exercice 6.1

1) L’application £ — ¢, (§) est R—linéaire.

2) Pour toute fonction f € C®(N), on pose ©*(f) = f o . Vérifier que
Px (0™ (£)E) = Fopu(8).

6.2. Dérivée de Lie

Etant donné un champ de & sur M, et une fonction f € C°°(M) la fonction
T +— dg f.£(x); est encore de classe C*°. On la note 6¢(f). On obtient ainsi une
application R—linéaire 6 : C*°(M) — C*(M) qui satisfait a la formule de Leibniz :
pour fe Aetge A

¢ (fg) = 0:(f)g + f0e(9)-
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DEFINITION 6.3. — Soit A une R—algébre. Une application R—linéaire
D: A — A qui satisfait & la condition D(uv) = (Du)v + u(Dv) pour u et v € A

s’appelle une dérivation de A.

Ainsi, f¢ est une dérivation de Palgebre A = C°(M).

Exercice 6.2
Soit E un espace vectoriel. On muni I’espace vectoriel End(E) des endomor-
phismes de E du crochet [u,v] = wv — vu. Vérifier que [u,v] = —[v,u] et que I'on

a Pidentité de Jacobi : pour tout u,v,w € End(E) on a
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0.

L’espace vectoriel Endg(E), muni de I'opération crochet, s’appelle l'algebre

de Lie des endomorphismes de E.

Exercice 6.3
Soient D; et Dy deux dérivations d’une algebre A. Alors le crochet [Dy, Do)

est encore une dérivation.

1l en résulte que ’ensemble des dérivations de A constitue une sous-algebre
Der(A) de Palgebre de Lie des endomorphismes de A. De plus, c’est aussi un
module sur A :sia € A, et D € Der(A), I'application aD définie par u — a(Du)
est encore une dérivation. Cependant, les deux opérations ne sont pas compatibles

entre elles : application D; +— [D1, D] n’est pas A—linéaire.

Exercice 6.4
Vérifier que f € A, on a

[D1, fD2] = D1(f)D2 + f[D1, Dq]

THEOREME 6.4. — Soit M une variété de dimension n.
(i) L’application ©(M) — Der(C>*(M)) définie par

£ 0

est un isomorphisme de C*(M)—modules.
(ii) Cette application est compatible auz restrictions aux ouverts de M et aux

difféomorphismes.
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La démonstration de ce théoréeme va occuper tout le reste de la section. Il
convient de préciser d’abord I’assertion (ii), et ce qu’on entend par restriction d’'une
dérivation & un ouvert U de M, ainsi que 'image d’une dérivation de C*>°(M) par

un difféomorphisme ¢ : M — N.
Restriction d’une dérivation & un ouvert U de M

LEMME 6.5. — Soit D une dérivation de C*°(M), et f € C®°(M). Si f

s’annule sur un ouvert U, il en est de méme de Df.

Cet énoncé entraine en particulier que la valeur de Df ne dépend que de la
restriction f|y. On dit que 'opérateur D est un opérateur local.

Démonstration. Soit a € U. 1l existe une fonction g de classe C*° sur M qui
vaut 1 au voisinage de a, et dont le support est contenu dans U. Alors gf = 0, et
par la propriété de Leibniz D(fg) = f(Dg)+ (Df)g. Si on prend la valeur au point
a, obtient Df(a) = 0. D’ou le résultat. o '

PROPOSITION 6.6. — Soit D wune dérivation de C®(M). Il existe une
dérivation et une seule Dy € Der(C*®(U)) telle que pour tout f € C*(M), on

ait la formule

Duy(flu) =Dflu.

Démonstration. Soit D une dérivation de C*(M), et f € C°°(U). Pour tout
point a € U, il existe une fonction g € C*®(M) qui coincide avec f sur voisinage
ouvert V de a. Il résulte du lemme 6.5 ci-dessus que Dgly ne dépend pas du
choix de g. On pose Dy f(a) = Dg(a). L’application a — Dy f(a) est une fonction
Dyf € C=(U).

Exercice 6.5
Vérifier que Dy : f +— Dyf est une dérivation de C*°(U).

On obtient ainsi pour chaque ouvert U de M une dérivation Dy ; cette
dérivation est appelée la restriction de D & Pouvert U. La propriété fondamer_ltale

est la compatiblité aux restrictions : pour tout f € C*®°(M), on a la formule

Dy(flu) = Dflu.

Montrons que Dy est la seule dérivation qui satisfait a cette condition. Soit Dy

une autre telle dérivation. Soit f € C*®(U), et a un point de U; choisissons
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une fonction g € .C°°(M) qui coincide avec f sur un voisinage ouvert V de
a. Alors Dy(f)(a) = Duy(g)(a) d’aprés le lemme 6.5 appliqué 3 Dy, et alors
Dy(f)(a) = Dg(a), ce qui montre que Dy(f) et Dyf coincident en tout point

a. o

LEMME 6.7. — Le diagramme

©(M) — Der(C*(M))

l !

O(U) — Der(C*(U))
dans lequel les fleches verticales sont les morphismes de restriction est commutatif.

Démonstration. Soit £ € O(M). Il s’agit de comparer les dérivations ¢, et
(6¢)u de lalgebre C*°(U). D’apreés la proposition ci-dessus, P’égalité entre ces deux
dérivations signifie que pour tout f € C*°(M) on a ¢, (flu) = O¢(f)|u- Ceci est
vrai trivialement d’aprés la définition de la dérivation de Lie associée au champ

de vecteurs £.

Transport par difféomorphisme

Soit 9 : A — B un isomorphisme de R—algebres. On en déduit une application
R—linéaire 1, : Der(A) — Der(B) et compatible avec le crochet, qui associe a une
dérivation D de A la dérivation 9, (D) définie par 1.(D) = oDoy™?

Considérons maintenant un difféomorphisme de variétés ¢ : M — N, auquel
correspond un isomorphisme d’algébres ¢, : C*(M) — C*(N) qui associe a
f € C*(M) la fonction f o ¢~!. On en déduit un isomorphisme noté encore

@, : Der(C*®°(M)) — Der(C*(N)).
On peut maintenant énoncer la propriété de compatibilité aux difféomorphismes :

LEMME 6.8. — Pour tout champ de vecteurs & sur M, on a 0, ) = p«(0¢)-

En d’autres mots, le diagramme

O(M) —  Der(C®(M))

wl ) lso*

O(N) —  Der(C*(N)))

est commutatif.
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Démonstration. 1l s’agit de vérifier que pour g € C*°(N), on a

Op. (¢)(9) = @« (0e(g 0 ¥)).

Soient z € M, et y = ¢(x). On a alors

(O ()9)(y) =dyg.0x(§)(y)
=dyg o Tp(¢(z))
=dz(g 0 ¢)(§(2))
=0 (g 0 p)(2)
=4 (0e(9 0 9))(y)

ce qui entraine I’énoncé. o

Démontration du théoréme 6.4

1l reste seulement & vérifier I’assertion (i).

LEMME 6.9. — Soit % = (U;)ic1 un recovvrement ouvert de M, et D €
Der(C*®(M)) une dérivation telle que Dy, = 0. Alors D = 0.

Démonstration. Soit f € C*°(M). Alors Df|uy, = Dy, (flu,) =0, et par suite
Df=0. o

Cet énoncé implique que deux dérivations de C*° (M) coincident si et seulement
si leur restriction & chaque ouvert du recouvrement coincident. Si on prend un
recouvrement ouvert de M par des cartes locales, on est ramené & vérifier (i) pour
les sources des cartes locales. Apreés transport par difféomorphisme, on est ramené
a vérifier (i) pour un ouvert U d’un espace vectoriel E de dimension n. On peut

supposer, si cela arrange, que cet ouvert est convexe.

Cas d’un ouvert d’un espace vectoriel
Soit (ey,...,e,) une base de E, a laquelle correspond un systeme de coor-
données (z1,...,z,) sur louvert U. Un champ de vecteurs est identifié & une
2 bl

application £ : U — E de classe C®°. On Pécrit

£=) Ge
i=1
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Soit D une dérivation de C*°(U). L’équation 8¢ = D est équivalente a

& =Df

pour tout f € C*(U). Elle a au plus une solution, donnée par §; = Duz;.
Réciproquement, considérons le champ de vecteurs donné par £ = Y ., (Dz;)e; .
Montrons que pour tout f € C*(U), on a ¢ f = Df. Cette condition est satisfaite
pour les fonctions coordonnées x;. Il suffit donc de vérifier le lemme suivant :

LEMME 6.10. — Soit D € Der(C>*°(U)) une dérivation qui s’annule sur les

fonctions coordonnées. Alors D = 0.

Démonstration. On peut supposer que U est convexe. Evidemment, D
s’annule sur les fonctions constantes. Soit f € C®°(M) et a € U, de coordonnées

a;. Soit a € U. On va montrer que Df(a) = 0. On peut écrire

f(@) = f(a) + gz(z — a)

ol g, est une forme linéaire dépendant de fagon C* de z : on a

1
9z :/0 d(l-—t)a—f—tmfdt

et le fait que 'application z — g, soit de classe C™ s’obtient par dérivation sous

le signe intégrale. Ceci s’écrit encore
n
fl@) = @)+ gi(@)(zi — ai).
i=1

ot les fonctions g; sont de classe C*° sur U. Du fait que Dz; = 0, on obtient en
utilisant la formule de Leibniz Df = Y . Dg;(z; — a;) et donc Df(a) = 0. Par

suite Df = 0. Ceci acheve la démontration. o

DEFINITION 6.11. — Soit U un ouvert de R™ et (z1,...,2Zn) les coordonnées
dans la base canonique. Le champ de vecteurs correspondant & la dérivation

0

est noté 5%_, ‘ou plus rapidement 0;.
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Sur un tel ouvert U, tout champ de vecteur £ s’écrit de fagon unique

£=) &b,
i=1

Autrement dit, le module des champs de vecteurs ©(U) est un module libre de
base ;. Si ¢ : U — U’ C R™ est une carte locale, il arrive souvent que 1’on désigne
encore par 0; le champ de vecteurs sur 'ouvert U obtenu par transport par le
difféomorphisme 1. Si f € C®(U) et si f est I'expression de f dans la carte ¢,

la formule de compatibilité entre 6 et le difféomorphisme ¢ se lit :

y
0a.(1) = 4" (50

Crochet de deux champs de vecteurs
On rappelle que le crochet de deux dérivations est encore une dérivation. Par
transport de structure par isomorphisme 6, on obtient la notion de crochet de

deux champs de vecteurs.

DEFINITION 6.12. — Soit M une variété, et € et n deux champs de vecteurs
sur M. Le crochets [£,n)] est défini par

9[5,71] = [‘95’ 977]'

Evidemment, on [¢,7n] = —[n,{] et le crochet satisfait & I'identité de Jacobi :
on a ainsi obtenu une structure d’algebre de Lie sur ’espace vectoriel des champs

de vecteurs.

Exercice 6.6
Vérifier que pour tout ouvert U C M, on a [£,7]|u = [£|u, n]u]

Exercice 6.7
Soit ¢ : M — N un difffomorphisme de variétés. Vérifier que 'application

s : O(M) — O(N) est compatible avec le crochet.

Expression locale du crochet.
En vertu des deux exercices ci-dessus, il suffit pour calculer ’expression locale
du crochet [£,7] de deux champs de vecteurs sur une variété M de calculer le

crochet pour deux champs de vecteurs sur un ouvert de R™.
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PROPOSITION 6.13. — Considérons deux champs de vecteurs et n sur un

ouvert U de R", rapporté auzx coordonnées (z1,...,Ln). On écrit

€= &0 ; 1=y _mb;
i=1 =1

Alors

z N9 0%,
[g, 77} = Z(& 3:1731 ;i ijz )8_7

4,J

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les deux membres a la fonction z;, et

d’utiliser la définition du crochet.

Exercice 6.8

Soient & et 77 deux champs de vecteurs sur M, et f € C* (M). Vérifier que

&, fn) = 0 (f)m + FI€ ).

Exercice 6.9
Soit G un groupe de Lie agissant & gauche sur une variété M. On désigne par
©(M)€ le sous-espace des champs de vecteurs invariants par G. Montrer que ce

sous-espace est stable par le crochet. Ceci définit donc une structure d’algebre de
Lie sur ©(M)°.

Exercice 6.10

Soit G un groupe de Lie, d’élément neutre e. On considere I’action de G sur
lui-méme par les translations h — gh. Démontrer que I'application 0(G)¢ - T.G
définie par & — £&(e) est un isomorphisme d’espace vectoriel. En déduire une

structure naturelle d’algébre de Lie sur T.G.
Cette structure d’algebre de Lie sur g = T.G s’appelle l'algébre de Lie du
groupe de Lie G.

Exercice 6.11

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Le but de exercice est d’expliciter

cette structure d’algebre de Lie dans le cas du groupe G = GL(E).
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1. Soit v € End(E), et &, : GL(E) — End(E) le champ de vecteurs invariant
&4 gauche associé, défini par lapplication &,(z) = zu pour z € GL(E). Soit
f € C°°(GL(V)). Montrer que pour u et v € End(E) et z € GL(E) on a

B¢, 0¢, (f)(z) = d2f (zu, zv) + de f (zUV).

2. En déduire que [£,, &) = Euv—vu, €t donc que la structure d’algebre de Lie

sur Tjq GL(E) = End(E) est donnée par le crochet habituel [u, v] = uv — vu.

Exercice 6.12

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n + 1, et O(E) le groupe
orthogonal.

1) Déterminer les champs de vecteurs O(E)—invariantsvsur la sphere S,,.

2) Démontrer que I'algebre des champs de vecteurs sur 'espace projectif P(E)
g’identifie & I'algébre de Lie des champs de vecteurs sur la sphére S(E), invariants

par l'involution z + —x.

Exercice 6.13 \,
Soit ¢ : M — N un morphisme de variétés. Soient £ € O(M) et 7 € O(N)
deux champs de vecteurs. On dit que £ et 7 sont p—liés si pour tout z € M on a

1(F (@) = Te((a)).

1. Montrer que 1 et & sont -lis, si et seulement si pour tout g € C*°(N)
0 (0*(9)) = ¢*(6n(9))-

2. Vérifier que la relation de ¢-—liaison ainsi définie entre les champs de
vecteurs sur M et les champs de vecteurs sur N est compatible avec la structure
d’algébre de Lie. De maniére précise, soient £ et £ € ©(M) deux champs de
vecteurs sur M, 7 et € ©(N) deux champs de vecteurs sur N tels que & et 7,
d’une part, et & et 7 d’autre part, soient p—liés. Vérifier que les crochets [£,£’]

et [n,n'] sont p—liés.

Exercice 6.14

Soient M une sous-variété d’une variété N, £ et n € ©(N) deux champs de
vecteurs sur N tels les restrictions que &y et n|m soient des champs de vecteurs
tangents a M.

1. Démontrer que pour f € C*(N) on a

Ote.m (P = Opeinemhaa) (FIv0)
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2. En déduire que la restriction [£,n]|m est un champ de vecteurs tangent a

M et que Pon a

(& nllv = €, mlml-

Exercice 6.15

Soient G et K deux groupes de Lie, d’algebres de Lie g et €. Soit ¢ : G—K
un morphisme de groupes de Lie.

1) Soit v € g, et w = Teip(v), et £ € O(G) et 7 € O(K) les champs de vecteurs
invariants & gauche déterminés par v et w. Montrer que £ et 7 sont p—liés.

2) En déduire que P'application linéaire Tep : g — € est compatible avec le

crochet, c’est-3-dire que c’est un morphisme d’algébres de Lie.

7. Equations différentielles

Soit M une variété. Pour toute application u = I — M de classe C* sur un
intervalle I de R, on considére I'application linéaire tangente Tyu : R — TynM;
on désigne par u'(t) € Ty )M Vimage de 1 par cette application linéaire tahgente :
si on pense que le parametre ¢ est le temps, et u(t) représente le mouvement d’un
point matériel qui se déplace sur M, ce vecteur représente le vecteur vitesse a
Pinstant .

Soit £ € ©(M) un champ de vecteurs. Par solution de ’équation différentielle

u = €(u) (7.1)

on entend une application u : I — M dérivable sur un intervalle I € M telle que
pour tout t € I on ait u/() = £(u(t)). On s’interroge sur I'existence et Punicité des
solutions de Péquation différentielle satisfaisant & la condition initiale u(0) = x, et

3 leur dépendance par rapport & la condition initiale z.

7.1. Existence et unicité locales des solutions
On commence par l’existence et 1'unicité des solutions locales. Le théoreme

fondamental qu’il s’agit de prouver est le suivant :

THEOREME 7.1. — Soit & un champ de vecteurs sur une variété M. Pour

tout a € M, il existe un voisinage ouvert V de a et un intervalle | — 6, 6] tel que
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(i) pour x € V Uéquation différentielle
u' = ¢(u)

a une solution et une seule t — u(t,z) sur Uintervalle | — 6,6[ satisfaisant &
la condition initiale u(0, z) = z;
(i) Uapplication (t,x) — u(t,z) est de classe C* sur ] —§,5[xV.

L application (t, z) + v(t, z) sera appelée le flot (local) du champ de vecteurs
n. On commencera par résoudre ce probléme en classe C : on obtiendra un
voisinage de a, et pour tout v un intervalle I =] — 6, §[ sur lequel on a une unique
solution ¢ — u(t,z) satisfaisant & la condition initiale u(0,z) = = et telle que le
flot (t,z) — u(t,z) soit de classe C” sur I x V. La méthode choisie fait intervenir
pour construire I’intervalle I de nouvelles équations différentielles pour montrer
que u est de classe C¥ ce qui nous oblige & diminuer probablement Pintervalle 1
quand v augmente. Ce n’est que dans la section suivante qu’on obtiendra que u
est de classe C*.

Pour résoudre ce probléme, on choisit une carte locale ¢ : U — U’ C R”
dont la source contient a, et on transporte le champ de vecteurs |y par ce
difféomorphisme. On obtient un champ de vecteurs n = >, 7;0; sur U’, auquel

est associé une équation différentielle

v' =mn(v) (7.2)

dont les solutions s’obtiennent 3 partir des solutions u de (7.1) en considérant

les applications ¢ — (u(t)); réciproquement, 3 toute solution v de I’équation

différentielle (7.2) correspond une solution u(t) = ¢ '(v(t)) de I’équation

différentielle (7.1). Ainsi, on est ramené & étudier les fonctions v de classe C¥

sur un intervalle I de R et & valeurs dans U’ solutions de 1’équation différentielle
" = n(v), solutions auxquelles on impose une condition initiale.

On va donc se placer dans le cas ot M est un ouvert V de R™. L’espace
vectoriel R™ est supposé muni d’une métrique euclidienne. Le champ de vecteurs
7 est assimilé & une application de classe C*° de V — R™; par conséquent on peut
considérer la différentielle dn : V. — L(R™,R™).

THEOREME 7.2. — Soit V = B(a, 2r) la boule ouverte de centre a et de rayon

27 dans R™, et n un champ de vecteurs de classe C* sur V. Soit M un nombre
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réel > 0 tel que
[nfl<Met ||dn|<M.
T

=)
M’2M”
(i) Pour ||z —a ||< r, I’équation différentielle

Soit 0 < § < Min(

v =n(u) (7.3)

a, sur Uintervalle I =] — 6, 8] une solution et une seule t — u(t,z) satisfaisant
a la condition initiale u(0,x) = .
(ii) Le flot (t,z) — u(t,x), défini sur]—4, §[xB(a,r) et a valeurs dans V, est une

application continue.

Démonstration. Soit I =] — 6,8[. Dire qu'une u : I — V est une solution de
1’6quation différentielle (7.3) satisfaisant & la condition initiale u(0) = z équivaut

4 dire que u est continue et satisfait & 'équation intégrale

u(t) = -I-/O n(u(s))ds. (7.4)

Soit C(I,R™) P’espace de Banach des applications continues et bornées v )| —6,6[—

R™ , muni de la norme

I v ll=sup [| v(®) || -

Soit & la boule fermée définie par | v — z ||< 7. On considére I'application

F:% — C(I,R™) qui associe a v I'application w définie par

w(t) =z +/0 n(v(s))ds.

Pour || z—a ||< r,onal| v(s)—a |[< 2r, et I'intégration est possible ; cette formule a
donc bien un sens. Par définition, on a || 77 ||[< M ; on déduit de Phypothese M6 < 7
que F(#B) C 4.

LEMME 7.3. — L’application F : & — % définie par v — F(v) est

contractante de rapport %.
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Démonstration. D’apres le théoréme des accroissements finis, on a pour tout

sel

I n(v(s)) —n(w(s)) <] dn ||| v(s) — wis) |

et par suite || F(v) — F(w) ||< M§ || v —w || . Puisque par hypothése Mé§ < 1 ceci

démontre le lemme. o

Ceci entraine que 1’application F a un point fixe et un seul u, ce qui fournit
existence d’une solution ¢ ~ u(t,z) de 1’équation différentielle (7.3) satisfaisant

4 la condition initiale u(0,z) = x, et son unicité. Ceci démontre (i).

Dépendance des conditions initiales

11 suffit d’incorporer les conditions initiales dans la démonstration ci-dessus.
Considérons pour ceci ’espace de Banach C(I x B(a,r), R™) des fonctions continues
et bornées sur IxB(a, ). On considére dans cet espace le point défini par la fonction
(t,z) — z et la boule fermée centrée en z, de rayon r, notée encore %, définie par
les fonctions v : I x B(a,r) — R™ telles que || v —z ||< r. L’application qui associe

3 v € & lapplication w définie par

w(t,z) =z —I—/O n(v(s,x))ds

définit encore une application contractante F : & — % de rapport —%— Elle a un
point fixe u; Papplication ¢ — u(t,z) n’est autre que la solution de I’équation

différentielle (7.3) qui satisfait & la condition initiale u(0,z) = z. o

Le probleme de voir que le flot (¢,z) — u(t, z) est de classe C” releve du méme
principe ; on pourrait travailler dans un espace de Banach de fonctions de classe C¥
et appliquer le théoréme des points fixes sur un fermé convenable mais ceci impose
pour obtenir une application contractante des majorations un peu compliquées,
faisant intervenir les différentielles d’ordre < v + 1 de 1 (¢f. exercice 7.1). On va

préférer appliquer le résultat ci-dessus & un autre champ de vecteurs.

THEOREME 7.4. — Soit V = B(a, 2r) la boule de centre a et de rayon 2r dans
R"™, et n un champ de vecteurs de classe C* sur V = B(a,2r); on suppose que ¢
et toutes les différentielles d*n sont bornées sur V. Pour tout entier v, il existe un

réel § > 0 satisfaisant auzr conditions suivantes :
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(i) Pour || z —a ||< r, I’équation différentielle

u'(t) = n(u(?)) (7.5)

a, sur Uintervalle 1 =] — 6, 6 une solution et une seule t — u(t, x) satisfaisant
& la condition initiale u(0,z) = .
(ii) Le flot (t,z) v~ u(t,z), défini sur | —6,6[xB(a,r) et & valeurs dans V, est de

classe CV.

L’hypothese sur le champ de vecteurs est satisfaite par exemple si le champ
de vecteurs 7 s’étend & un voisinage ouvert V de la boule fermée B(a,2r).

Démonstration. Evidemment, I'assertion (i) résulte de 1’énoncé 7.2 ci-dessus,
mais dans ce paragraphe, on va obtenir seulement que le flot u est de classe C¥
sur un ouvert | — 8, §[xV probablement plus petit que celui qui est proposé dans
I’énoncé 7.2. Dans un premier temps, on va montrer que le flot u est de classe Ct
sur I x B(a,r). On considere le champ de vecteurs ¢ sur V X L(R™,R™) défini par

(z,w) — (n(x), dn(z) o w) auquel est associé 'équation différentielle

{ = 1)

w' = dn(v)ow

Cette équation différentielle a d’aprés ce qui précéde pour || z — a ||< r une
unique solution t — (v(t,z), w(t,z)) satisfaisant & la condition initiale v(0, z)) =
z, w(0,z) = idg~ sur un intervalle ] — p, p[, olt p est un nombre réel > 0 qui peut
se calculer en termes des normes || 7 |||l dn ||, || d®n || . Cette solution s’obtient
par itération comme limite uniforme de la suite (Un, wp) définie par récurrence par

vo(t, ) = z,wo(t, ) = idrn et

{ vppi(t,z) =z + f(f n(vn(s,z))ds
Wnt1(t,x)) = idrn + fg’ dn(vn(s,z)) o wn(s,x)ds

Alors v, est de classe C®, et on a w, = Oav,. Ceci se voit par récurrence sur
n, en calculant la différentielle partielle Jgvny1 par différentiation sous le signe
somme dans la premiére équation. On a d’autre part, d’apres le théoréme des

accroissements finis,

I %0~ 2 < (o) = n0) |

ot ot
<l dnllit vn = |l
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Ainsi, la suite v, converge dans la topologie de la convergence C! uniforme sur
] — p; p[xB(a,r). Il en résulte que la limite v est de classe Cl, et que l'on a la

relation 8;v = w. Donc v est de classe C*.

Montrons maintenant par récurrence que pour tout champ de vecteur n comme

ci-dessus, le flot v est de classe C” sur | — 6,6{xB(a, 5), ot § > 0 est un nombre
convenable. On applique 'hypothese de récurrence & I'équation différentielle ci-
dessus, associée au champ de vecteurs ( : il existe donc un nombre ¢ > 0 tel que
la solution (v, w) trouvée ci-dessus soit de classe C*~* sur | — 6,8[xB(a,r). Les

équations

S

impliquent que la différentielle dv = (v',w) est de classe C¥~1, ce qui signifie
exactement que le flot v du champ de vecteur 7 est de classe C” sur 'ouvert
] —6,6[xB(a,r). o

REMARQUE 7.5. — Une estimation de p dans la démontration ci-dessus fait
intervenir || 7 ||, || dn || et || d°n || . Dans la premiere étape, pour obtenir que w
est aussi de classe C!, on doit appliquer ce résultat au champ de vecteurs ¢, ce
qui impose éventuellement de remplacer le nombre p par un nombre ¢ dont une
estimation pourra s’obtenir en faisant intervenir la différentielle d?¢, et donc la
différentielle d®n. Ainsi, chaque fois qu'on veut un résultat en classe supérieure, il

peut é&tre nécessaire de diminuer U'intervalle sur lequel on travaille.

Exercice 7.1
Soit &€ un champ de vecteurs sur la boule ouverte B(a,2r). On suppose qu’il

existe un réel M > 0 tel que pour ¢ =0,1,2
ld'n |I<M
On considére lespace vectoriel C1(I x B(a,r),R™) des fonctions v : I X

B(a,r) — R™ de classe C', telles que v et dv soient bornées sur cet ouvert. Clest

un espace de Banach quand on 1’équipe de la norme

o ll=sup(ll v |, || dv ).




88

On désigne par & le fermé de C*(I x B(a,r), R™) défini par les fonctioné v telles

que v(0, ) = z et satisfaisant aux inégalités suivantes :
ov .
lo—zl|<r; || 2 IS M; || G20 — idge [|< M.

Considérons ’application

F: % — CYI x B(a,r),R™)

définie v — w = F(v), ol w est définie par

w(t,z) = w—i—/o n(v(s,z))ds

Cette application a bien un sens, et w(0,z) = z.
1) Calculer 95(F(v)). Vérifier que si § est assez petit, on a F(#)C .
2) Vérifier que

| O ) _ H(Ew)
ot ot

)} <l nw) - n(w) |
< (M2 4+ M) [ v —w s

(Appliquer le théoréme des accroissements finis 3 la fonction s — 7n(v(t,x)) —
n(w(t,))). | |

3) Vérifier que || 02(F(v)) — 02(F(w)) {|< (M2 +M)6 || v —w |l:. En déduire
que si § est assez petit, ’application F est contractante de rapport % En déduire

une autre démonstration du théoréme 7.4 ci-dessus, dans le cas v = 1.

7.2. Le flot global d’un champ de vecteurs

Soit £ un champ de vecteurs sur une variété M. Considérons 1’ensemble .
des couples (I,u) formé d’un intervalle I C R et d’une solution u de I’équation

différentielle
u' = &(u) (7.1)

sur lintervalle I. Cet ensemble est ordonné par la relation d’ordre définie par
(I,u) < (J,v) siI C J et v1 = u. Un élément maximal de cet ensemble s’appelle
une solution maximale. Etant donnée une solution maximale u : I— M, pour tout
to € R, la solution ¢ — u(to +t), définie sur l'intervalle translaté —to +-I est encore

_maximale.
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LEMME 7.6. — Si deux solutions u et v de l’équation différentielle (7.1) sur

un intervalle I coincident en un point, elles coincident sur 1.

Démonstration. L’ensemble des point t € I tels que u(t) = v(t) est un fermé.
(est aussi un ouvert de I : en effet, si v et v coincident en tp, les solutions
t — u(to +1) et t — v(to +t) coincident au voisinage de 0 d’apres l'unicité dans le

théoreme 7.1. Doncu =wvsur l. o

LEMME 7.7. — Etant donné un point x € M, il existe une solution mazimale

et une seule u: I — M définie sur un intervalle contenant 0 et telle que u(0) = .

Démonstration. Considérons les solutions u, : I — M définies sur un
intervalle ouvert I, contenant O et telles que uq(0) = z. Alors u, et ug coincident
sur Dintersection I, N Ig, et donc il existe une solution v : I — M définie
sur intervalle ouvert Uyl telle que ulr, = uq. Cette solution est évidemment
maximale. Si v : J — M est une solution sur un intervalle J contenant ’origine,
telle que v(0) = , on a w = v sur INJ et donc, par maximalité, J C I. En

particulier, si v : J — M est aussi maximale, elle coincide avec u: I — M. o

THEOREME 7.8. —
(i) Une solution mazimale est définie sur un intervalle ouvert I de R.
(i) Soit u:1— M une solution mazimale, telle que I # R. Soit a € 9. Alors

e, M =0

La deuxiéme assertion signifie que pour tout compact K € M, il existe un
voisinage V de a dans R tel que pour ¢t € VNI on ait u(t) ¢ K.

Démonstration. Considérons une solution maximale (I,u). On peut supposer,
par translation, que I contient O : si on pose u(0) = z alors u est la seule solution
maximale telle que u(0) = z, elle est donc définie sur un intervalle ouvert d’apres
le lemme qui précede.

Montrons la deuxiéme assertion. Si cette condition n’était pas satisfaite, on
pourrait trouver un compact K C M et une suite tn de points de 1 telle que
lim, o0 tn = @ et u(t,) € K. Alors la suite u(t,) aurait une valeur d’adhérence
b. D’apres le théoreme d’existence 7.1 on peut trouver un réel 6 et un voisinage
ouvert V de b telle que pour z € V, I’équation différentielle (7.1) a une solution

t — v(t,z) :] — 6,8[— M telle que v(0) = z. Choisissons n assez grand pour
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que [t, —a| < $ et u(tn) € V. Les solutions t ~— u(t) et t — V(t = tn, u(tn))
coincident pour ¢ = t,, et donc sur I'intersection des intervalles sur lesquelles ces
deux solutions sont définies. Elles définissent alors une solution sur un intervalle

strictement plus grand que I. Ceci contredit la maximalité de la solution u. o

COROLLAIRE 7.9. — Si M est une variété compacte, les solutions mazimales

sont définies sur R.

DEFINITION 7.10. — On dit qu’un champ de vecteurs est complet si les

solutions mazimales de Uéquation différenticlle associée sont définies sur R.

Exercice 7.2
On considére sur R le champ de vecteur défini par z — &(z) = z2. La solution
maximale de I'équation différentielle u' = £(u) satisfaisant & la condition initiale

u(0,2) = z est

u(t,z) = T siz >0, sur | — oo, 1]
u(t,0) = 0 sur R
u(t,x) = T si 2 <0, sur |3, 00]

Exercice 7.3
Montrer que u : I — M est une solution maximale si et seulement si

I’application I — R x M définie par t — (t,u(t)) est propre.

Exercice 7.4
Soit ¢ un champ de vecteurs borné sur R™. Montrer que ¢ est complet.

Exercice 7.5
Soit & un champ de vecteurs & support compact sur une variété M; montrer

que £ est complet.

Exercice 7.6
Soit  +— &(x) un champ de vecteurs linéaire sur R™. Montrer que £ est

complet.

PROPOSITION 7.11. — Soit & un champ de vecteurs sur une variété M .
Alors il existe une fonction strictement positive f : M — R telle que le champ de

vecteurs f& soit complet.
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Ceci repose sur le lemme suivant :
LEMME 7.12. — Il existe une fonction g : M — [0, co[ de classe C*° et propre.

Démonstration. On considére un recouvrement dénombrable (U, )ncz de M
par des ouverts relativement compactes, et une partition de I'unité u,, subordonnée

3 ce recouvrement (cf. §4.4). On considére la la fonction

9= nun

neN

(’est une fonction de classe C*®, et en dehors de UpU...UU, on a g(x) > n. Par

suite g est propre. o

Démonstration de la proposition 7.11

On considére le champ de vecteurs n = e~% (9)25. Considérons une solution
maximale de 1’équation différentielle v’ = n(u), telles que u(0) = . Supposons
qu’une telle solution soit définie sur un intervalle I # R. Soit a € J1. Considérons

la fonction définie sur I par t — g(u(t)) pour dérivée au point ¢

dg(u(t))-w (t) =dg(u(t))n(u(t)) = b,(9)(u(t))
=0 (g)e %" (u(t))

Il en résulte que t — g(u(t)) a sa dérivée bornée par 1. Par suite, la fonction
t — g(u(t)) reste bornée quand t — a; puisque g : M — [0, 00| est propre, u(t)
devrait rester dans un compact quand ¢ — a, ce qui contredit le fait que u est une

solution maximale. o

Le flot d’un champ de vecteurs complet

Soit £ un champ de vecteurs complet sur la variété M. On note u(t, ) I'unique
solution de I’équation différentielle qui vaut z & I'instant ¢ = 0. On obtient ainsi une
application u : R x M — M qu’on appelle le flot (global) du champ de vecteur &. Le
théoreéme d’existence local nous dit qu'’il existe un voisinage ouvert U (dépendant
de v) de {0} x M sur lequel le flot est de classe C”.

On pose pour tout t € R

ue(x) = ult, ).
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(’est une famille d’applications M — M dépendant du temps.
Voici le complément attendu pour terminer la démonstration du théoréme 7.1

(dans le cas d'un champ de vecteurs complet) :

THEOREME 7.13. —  Soit & un champ de vecteurs complet sur M, et
u: R xM— M le flot associé.
(i) On a pour toutt ett’' € R

Upppr = Uty (76)

(ii) Le flot u: R x M — M est de classe C*.

Il en résulte que u; est un difféomorphisme de classe C* de M, que
lapplication (¢,z) ~ u(t,z) définit une action du groupe de Lie R sur la variété
M. On pourra donc adopter le langage usuel utilisé dans le cadre des variétés muni
d’une action de groupe. Ainsi, 'image de ¢ — u(t,z) est souvent appelée orbite,
ou trajectoire du champ de vecteurs. L’application ¢ — u; est un homomorphisme
de groupes de R dans le groupe Diff(M) des difféomorphismes de M qu’on appelle

le groupe & un parametre associé au champ de vecteurs §.

Démonstration. (i) La relation (7.6) s’écrit aussi
u(t +t, ) = u(t,u(t’, z))

Pour la vériﬁe’r, on considere chacun des deux membres comme des fonctions de ¢,
3 valeurs dans M. Ce sont deux solutions de 1’équation différentielle v’ = £(u) qui
prennent la méme valeur u(t’,z) pour ¢t = 0, donc elles coincident pour tout ¢.

(ii) Soit v un entier. Il s’agit de montrer que u est de classe C” sur R x M.
Soit (tg, o) € R x M ; il s’agit de vérifier que le flot u est de classe C* au voisinage
de (to,z0). On sait déja d’apres le théoreme 7.4 que le flot u est de classe cv
au voisinage de (0,2¢). La relation u(to,ut — to,z)) = u(t,z) nous ramene a
démontrer que z +— uy, () est de classe C¥.

Le théoreme7.4 dit en fait qu’il existe un voisinage ouvert U de {0} x M
sur lequel u est de classe C¥. Ceci entraine en particulier que pour tout compact
K C M, il existe un nombre § > 0 et un voisinage ouvert V de K tel que u soit
de classe C¥ sur | — 6, 6[xV. On applique ceci & I'image K de Pintervalle compact
de R d’extrémités O et to par Papplication continue ¢t — u(t,2o) : ceci détermine

un nombre § > 0, et un voisinage ouvert V de K, tels que u soit de classe CY sur
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t
] — 6,8[x V. On choisit un entier n assez grand pour que Jnil < 6. De (i), il résulte

que
) n

Il résulte du choix de n que us est de classe CV au voisinage de ux (%o). La

U, = (u

3|8

relation

U (k+1)tg — Ut Ukty
n ” n

montre. par récurrence sur k que pour k < n, 'application ux:, est de classe C
3 — ) 2o
™

au voisinage de zo. Ceci vaut en particulier pour k = n, ce qui signifie que uy, est
de classe C” au voisinage de zg.
On a donc démontré que pour tout v, le flot u est de classe C¥. Alinsi, il est

de classe C*°. o

Exercice 7.7

Soit {u;} un groupe de difféomorphismes & un parametre de M : on entend par
14 que — u; est un homomorphisme de groupes, et que I'application R x M —-M
définie par (t,z) — u(t,z) est de classe C°°. On considere le champ de vecteurs &
sur M défini par £(z) = v/ (0, ) .

1) Montrer que le champ de vecteur § est complet.

2) Soit Mor(R, Diff(M)) I'ensemble des sous-groupes a un parametre de M.
Montrer que ’application Mor(R, Diff(M)) — ©(M)

{Ut} — £

définie ci-dessus est une application injective qui a pour image I’ensemble des

champs de vecteurs complets.

Exercice 7.8

Soient g : M — M un difféomorphisme, et £ un champ de vecteurs complet
sur M. Soit {u;} le groupe & un parametre associé a &.

1) Montrer que le champ de vecteurs 1 = g (€) est complet et que le groupe
3 un parametre associé a n est vy = gquig L.

2) En déduire que £ est invariant par g si et seulement si pour tout ¢ € R, on

LA goUt =U 04g.
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Cas d’un champ de vecteurs quelconque

Considérons un ehamp de vecteurs £ quelconque sur M. Pour z € M désignons
par (t +— u(t, z)) la solution maximale qui passe par z, définie sur un intervalle 1.
On désigne par © 'ensemble des points (t,z) € R x M tels que ¢ € I. On verra
quve c’est un ouvert. Le flot (t,2) — u(t,z) est défini sur Q. Le point essentiel est
de démontrer que ce flot est encore de classe C*°. Une méthode possible, bien que
délicate, est de vérifier que toutes les relations écrites dans la preuvé ci-dessus, qui

reposent sur I’égalité
u(t +t',z) = u(t’,u(t, z))

sont encore vraies dés que 'un des membres a un sens : plus précisément, ceci
signifie que si (t,z) € Q, alors (¢, u(t,z)) € Q si et seulement si (¢ + t',z) € Qet
alors 1’égalité est vraie. Nous préférons une méthode plus instructive, qui va dire
que se ramener & un champ de vecteurs complet revient & changer d’horloge, le
réglage de ’horloge variant en fonction de la position initiale. Nous commencons

par ’étude d’une équation différentielle sur R dépendant d’un parametre, pour

- laquelle on peut en principe faire tous les calculs.

LEMME 7.14. — Soit (s,z) — g(s,x) une fonction de classe C*° sur R x M
strictement positive. Soitt — s(t,z) la solution mazimale, définie sur un intervalle

I, de l’équation différentielle
s’ = g(s,z) | (7.6)

qui satisfait a la condition initiale s(0) = 0.
(i) L’ensemble des couples (t,z) € R x M tels que t € I est un ouvert Q.
(i) L’application (t,z) — (s(t,z),z) est un défféomorphisme de classe C* de )
sur R x M.

Démonstration. Par intégration de 'équation différentielle, on trouve que la

solution maximale ¢ — s(t,z) de I'équation (7.6) satisfait a I'’équation

s(t,z) du
=t 7.7).
/o g9(u, ) (1)

Considérons I'application définie sur R x M et & valeurs dans R x M par

)= ([ s )
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Il est clair que cette application est injective, et que son application linéaire
tangente est inversible. Son image est un ouvert U de R x M qui contient {0} x M;

considérons V’application inverse-(¢,z) — (r(t,z),z). On a r(0,2) =z, et

/r(t,w) du
=1
0 g(u, ZE)

o
ce qui montre par dérivation que 5;:(’5’ z) = g(r(t,z),z) pour (t,z) € U. Ainsi,

t +— 7(t,z) est solution de I’équation différentielle (7.6), et cette solution est
clairement maximale, car elle tend vers linfini aux bornes de lintervalle de

définition. I en résulte que 2 = U et que s(t,z) = r(¢, ) est de classe C*. o

Exercice 7.9
Soit z un nombre réel. On considere la fonction g(s,z) = 1 + s? + z2
Montrer que la solution maximale ci-dessus est définie sur 'ouvert de R? des

couples (t, z) satisfaisant & I'inégalité |¢| < s et donnée par la formule

s(t,z) = V1+ a:ztg(t\/l + z2).

PROPOSITION 7.15. — Soit 7 un champ de vecteurs sur M. Le flot global v

de n est défini sur un ouvert de R x M, et de classe C* sur cet ouvert.

Démonstration. D’apres la proposition 7.11 on peut trouver un champ de
vecteurs complet £ et une fonction de classe C* partout positive f tels que n = f¢.
Considérons le flot u de &, et la fonction g(t,x) = f(u(t, z)) ; elle est de classe C*°
sur R x M et strictement positive. Considérons la solution (¢,z) — s(t,z) de -
I’équation différentielle associée au champ de vecteurs sur R défini par g, fournie
par le lemme 7.14 ci-dessus. Ce champ de vecteurs dépend du paramétre z. Cette
solution est définie sur un ouvert {2 de R x M et de classe C*°. Nous affirmons
que le flot du champ de vecteurs 7 est défini sur 'ouvert 2 par l'application
(t,z) — v(t,z) = u(s(t,z),z). En effet, on a bien v(0,z) = z, et de plus, en

prenant la dérivée partielle par rapport & ¢, on obtient

V' (t,x) =u'(s(t, ), z)s (¢, )
=£(u(s(t, z), ) f(u(s(t, z)))
277(”(75, $))




96

ce qui montre que t — v(t,z) est bien solution de 'équation différentielle associée
a 7. Il reste & montrer que pour z € M, fixé, cette solution est bien la solution
maximale qui vaut z pour ¢ = 0. Soit I, Vintervalle sur lequel est défini t — s(t, z),
et supposons que I, # R. Soit a € 0l,. Supposons par exemple a > 0. Il s’agit de
démontrer que limy_.q v(t, ) = co. Sinon on pourrait, comme dans le le théoréme
7.8, prolonger la solution ¢ +— v(t,z) sur un intervalle contenant [0,a] et par
conséquent, 'image de [0, a[ par cette application serait relativement compacte.
Alors lintégrale fo v(t,z))dt serait finie pour chaque z. Or, par définition
s'(t,z) = f(v(t,z)); on obtient donc

/0 f(v(8,z))do = s(t, )

D’apres la définition de s (cf. lemme 7.14 ci-dessus), on a limy_,, s(t,z) = +oo.
Il en résulte que l'intégrale foa f(v(t,z))dt n’est pas finie, ce qui fournit une
contradiction. On laisse au lecteur le soin de faire les modifications qui s’imposent
quand a < 0.

Ainsi, 'application v qu’on a obtenue est bien le flot du champ de vecteurs
n. Il est défini sur Pouvert 2, et de classe C*® comme composé d’applications de

classe C°.

7.3. Variétés de dimension 1

On se propose de démontrer dans ce paragraphe I’énoncé suivant :

THEOREME 7.16. — Soit M une variété connexe de dimension 1. Alors M

est difféomorphe o R ou au cercle S1.

Soit M une variété connexe de dimension 1. Supposons construit un champ de
vecteurs ¢ partout non nul sur M. D’apres la proposition 7.11 ci-dessus, on peut
‘supposer que ce champ de vecteurs est complet. Le flot © : RxM — M de ce champ
de vecteurs définit alors une action de R sur M, et pour tout z € M, P'application '
t — u(t, ac) est un difféomorphisme local ; ainsi les orbites sont ouvertes, donc
fermées. Puisque M est connexe, il n’y a donc qu’une orbite. Le stabilisateur d’un
point z est alors un sous-groupe discret de R, et donc la forme Zw avec w > 0. Si
w = 0 Papplication t — u(t,z) est un difféomorphisme R — M. Si w # 0, cette

application se factorise en un difféomorphisme

v:R/Zw — M.
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La variété quotient R/Zw est difféomorphe au cercle S;. Puisque 153 stabilisateur
est indépendant de z, le nombre w ainsi déterminé est indépendant de x : c’est la
période du champ de vecteur w le long de M.

Toute la difficulté est donc de construire un champ de vecteurs partout non

nul sur M.

Exercice 7.10

Considérons la cubique C C R? définie par y? = z(1 — z?). Cette cubique est
une variété de dimension 1 qui a deux composantes connexes, dont P'une C’ est
compacte, et Pautre C” ne P'est pas. Sur cette cubique, considérons le champ de

vecteurs partout non nul défini par
£: (z,y) > (29,1 - 32%)

Soit u; le groupe & un parameétre associé.

1. Soit ¢ : C — C linvolution (z,y) — (z, —y). Montrer que 0. (§) = —¢.

2. Soit le groupe & un parametre associé au champ de vecteurs &|c/. Montrer
que o o u; © 0 = u_; pour tout t € R.

3. Soit w la période de £ sur la composante C’. Montrer que

4. Démontrer que le champ de vecteurs £|c~ n’est pas complet, et que la
solution maximale v telle que v(0) = (—1,0) est définie sur Vintervalle | — 7,7 o

T est donné par

[

5. Soit C l’adhérence de C dans le plan projectif Po(R). Montrer que C est
une variété de dimension 1, et que le champ de vecteurs £ s’étend a C en un champ

de vecteurs n dont la période sur C” est 27.
Structures euclidiennes

DEFINITION 7.17. — Soit E — M un fibré vectoriel sur une variété M. Une
métrique euclidienne sur E est une section ¢ : M — Quad(E) du fibré des formes
quadratiques sur M, telle que pour tout z € M, la forme quadratique g(z) : E; — R

soit positive mon dégénérée.
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Un fibré équipé d’une métrique euclidienne g sera dit euclidien. On dispose
alors dans chaque fibre E; d’un produit scalaire (, ), et d’une norme appelée norme
euclidienne, souvent notée | |. Localement, & une trivialisation de E sur un ouvert
U, définie par des sections locales (ey,. .., e,) définissant en chaque point z de M

un repere local de E, les coefficients de la matrice de la forme quadratique ¢
4i,5(z) = (€, €5)
sont de classe C*°.

DEFINITION 7.18. — Soit M une variété. La donnée d’une métrique euclidi-

enne sur le fibré tangent TM — M définit une structure riemannienne sur M.

PROPOSITION 7.19. — Soit E — M un fibré vectoriel sur M. Alors il existe

une métrique euclidienne sur E.

Démonstration. Si E est le fibré trivial M x R™ — M, une structure euclidienne
sur R” définit une structure euclidienne sur E. Dans le cas général, localement, on
peut trivialiser E et obtenir ainsi un recouvrement de M par des ouverts U; sur
lesquels on dispose pour E|y, d’une métrique euclidienne g;. Soit u; un partition
de 'unité subordonnée au recouvrement ouvert 2 = (U;). On consideére la section
de Quad(E) — M définie par

q= Zﬂiqz'
1

Cette formule définit évidemment une section de classe C*, et en chaque point
z € M, la forme quadratique g(z) est positive non dégénérée, puisque c’est une
somme finie de formes quadratiques positives, dont I'une au moins est positive non

dégénérée.

PROPOSITION 7.20. — Soit w : E — M un fibré vectoriel de rang v, équipé
d’une métrique euclidienne q. L’ensemble des vecteurs e € E tels que q(e) =1 est
une sous-variété S(E) de E, et la projection m : S(E) — M est un fibré en sphéres

de dimension v — 1 localement trivial.

La dernitre assertion signifie qu’il existe recouvrement ouvert % = (U;) et

“pour chaque i € I un difféomorphisme ¢; : U; X S,—1 — S(E)|u rendant commutatif
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le diagramme

UZ'XST_l —* S(E)|U

pry\ l n
U;
LEMME 7.21. — Localement, il existe un repére orthonormal de E.

Démonstration. La démonstration est calquée sur la construction habituelle
d’un repere orthonormal pour une forme quadratique positive non dégénérée.
On procede par récurrence sur r. Soit z € M, et e; une section locale de

E sur un voisinage ouvert U de z, partout non nulle. En considérant = on

el
obtient une section de norme 1. Ceci termine la démonstration pour 'r| L_ 1.
Supposons maintenant r > 1, et considérons I’application 77 H(U) — U xR définie
par f — (z,{f,e1)). Ce morphisme de fibrés vectoriels est surjectif et 'image
réciproque F de 0 par ce morphisme est d’apres le lemme ci-dessus est un sous-
fibré vectoriel de Ely de rang r — 1; il sera équipé de la métrique euclidienne
induit par ¢. Il existe par hypothése de récurrence un repere orthonormal local
es,...,en pour F sur un voisinage ouvert V C U de z. Alors (e1,...,er) est un

repére orthonormal pour glv.

Exercice 7.11

Soit z — g(z) une famille de classe C* de formes quadratiques positives
non dégénérées sur R”, définissant une structure euclidienne sur le fibré trivial
M x R". Retrouver le résultat ci-dessus en utilisant le procédé de diagonalisation
de Schmidt.

Démonstration de la proposition 7.20

Soit (e1,...,e,) un repére orthonormal local pour E au-dessus de U. Dans la
trivialisation E|y ~ U x R" associée, S(E) correspond aux couples (z,t) tels que
|t|2 =1, ol |t|?> désigne la métrique euclidienne standard sur R,. Ainsi, I'image de

S(E)|u est exactement le produit U x S,_;. D’oli I'énoncé. o

Application aux variétés de dimension un

Considérons sur une variété M de dimension 1, une structure riemannienne.
D’apres la proposition ci-dessus, le fibré en spheres S < TM est un revétement .
de degré 2 de M : c’est en particulier une variété de dimension 1, et le morphisme

'S — M est propre. En particulier, S est compacte si et seulement si M est compacte.
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Pour chaque point e € S d’image z = n(e), la projection T : TeS — Tz M est
un isomorphisme, et le morphisme canonique S — TM permet de définir sur S un

champ de vecteurs & partout non nul tel que pour tout e € S on ait

Tr(£(e)) = e.

On déduit du préambule que les composantes connexes de S sont difféomorphes
4 S; ou R suivant que M est compacte ou non. On va montrer que S a toujours
deux composantes connexes, et que la restriction de m a I'une de ces composantes
est un difféomorphisme, ce qui achévera la démonstration. Nous allons utiliser le

lemme suivant :

LEMME 7.22. — Soit C = S; ou R. Un difféomorphisme f : C — C qui

renverse l’orientation a obligatoirement un point fize.

Démonstration. Dans le cas C = R, Phypothése signifie que f est une fonction

de classe O & dérivée < 0. Le théoreéme des valeurs intermédiaire conduit au

- résultat.

Précisons ce que signifie ’énoncé dans le cas olt C = S;. Choisir une orientation
dans un espace vectorien réel V de dimension 1 est par définition choisir une des
composantes connexes de V \ {0}. On dispose ici d’un champ de vecteurs partout
non nul 7 sur Sy, donné par I'application z +— iz € C. Dans chaque espace tangent
ce champ de vecteurs définit donc une orientation. Ainsi, I’hypothese signifie que

pour tout z € Sy on a T, f(n(2)) = win(f(z)) avec p réel < 0. On va relever fen
un difféomorphisme de R qui renverse l'orientation, ce qui donnera le résultat.

LEMME 7.23. — Soit ¢ : R — Sy une application de classe C*; il existe une
application 1 de classe C* : R — R telle que

e2i7r’z/) = o.
Deuz tels relévement 1 différents par une constante entiere.

Démonstration. Considérons un réel ¥ tel que e2™%° = ¢(0). On considére

I’équation différentielle
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Cette équation différentielle a une solution unique sur R satisfaisant & la condition

initiale 1(0) = 1o, donnée par

t
¢'(s)
B(t) = o + / ds
o #(s)
On vérifie sans difficulté que cette application v satisfait aux conditions atten-

dues. o

On considere alors Papplication ¢ : R — S; définie par ¢(t) = f(e?*"). 11
est clair que lapplication 9 construite est un difféomorphisme de R qui renverse

Porientation, donc a un point fixe. Alors f a aussi un point fixe.
Fin de la démonstration
LEMME 7.24. — La variété S a deux composantes conneres.

Démonstration. Soit C une composante connexe de S. Alors C rencontre toute
fibre de m : S — M. En effet, C est & la fois un ouvert et un fermé de C et son image
7(C) est aussi un ouvert et un fermé de M. Puisque M est connexe, 7(C) = M.
On voit alors que S a au plus deux composantes connexes. Supposons que S soit
connexe. Alors Iinvolution o : S — S donnée par o(e) = —e renverse l'orientation :
en effet, l'identité mo = 7 et la définition de ¢ montre que To(€(e)) = —€(—e).

Mais cette involution n’a pas de point fixe : ceci contradit le lemme 7.22.

Donc S a deux composantes connexes. Si C est I'une de ces composantes
connexes, la projection m : C — M est alors bijective, c’est un diffomorphisme
local : donc c’est un difféomorphisme. D’otu le théoréme. o

7.4. Interprétation géométrique du crochet

Soit ¢ un champ de vecteurs sur une variété M; on suppose pour simplifier,
que £ est complet et on désigne par u : R x M — M le flot associé, et par {u} le

groupe & un paramétre de difféomorphismes associé.

LEMME 7.25. — Pour f € C®°(M) , on a dans C*(M)

d, . _
Ei("%.f)lt:o = ef(f)-




102

Démonstration. Cette égalité signifie que
tim 2} £ — ) = 6e(/)
o A\ = v

au sens de la convergence uniforme C*® sur les compacts de M. La fonction
(t,z) — g(t,x) = uj f(z) , définie sur R x M est de classe C® puisqu’elle coincide
avec u*f . Ainsi, la limite ci-dessus existe et n’est autre que la dérivée partielle
9 N e -
T — 5%(0, ). Mais puisque g(t,z) = f(u(t,z)) cette dérivée partielle est donnée
en (0,z) par 0¢(f)(x). D’ou I'énoncé. o '

PROPOSITION 7.26. — Soient £ un champ de vecteurs complet sur M, {u;}
le groupe & un paramétre associé, et n un autre champ de vecteurs sur M. On a

au sens de la topologie de la convergence uniforme C* sur les compacts de M

d

pra (M t=0 = —[& 1]

Autrement dit
1
lim — (use () — 1) = ~[¢,71)-

Avant de démontrer cet énoncé, on doit étendre le lemme 7.259.27 précédent au

cas d’'une famille g; de fonctions de C*°(M).

LEMME 7.27. — Soit g : R x M — R une fonction de classe C=. On pose
gi(z) = g(t,z). Alors

2 (w5 (9 lem0 = =5 (60)lmo + (a0

Démonstration. La fonction (¢, ) — ulgs(z) = g(t,u(t,z)) est de classe C*
sur R x M. 11 s’agit de calculer sa dérivée partielle par rapport A t au point (0, z).

Le résultat est donc évident. o

Démonstration de la proposition 7.26
Si D € Der(C*(M)) lapplication C*°(M) — C>(M) définie par f — D f est
continue, pour la topologie de la convergence uniforme C* sur les compacts de

M. On munit U'espace vectoriel Der(C*(M)) de la topologie suivante. Pour tout
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voisinage W de 0 dans C>®(M) et f € C°(M) on considere les parties ¥4,y de
Der(C®(M)) formées des dérivations D telles que Df € W ; ces parties constituent
un base de voisinages de 0 d’une topologie invariante par translation. Pour cette
topologie I'isomorphisme ©(M) — Der(C*(M)) est un homéomorphisme. Il suffit
alors de montrer que pour tout f € C®(M) la fonction t — 8, (n)(f) est dérivable
pour t = 0, et a pour dérivée —0 ,(f). On sait que la dérivation associée au
champ de vecteurs s, () est donnée par f — upbpu;i(f). Considérons la famille

de fonctions C* sur M définie par

gt = On(ug ()

a laquelle on applique le lemme ci-dessus. On obtient, compte-tenu du lemme
7.259.27

& (st ()0 =0n0e() — 0c0n ()
= — O, (f)

D’ou la proposition. o

COROLLAIRE 7.28. — Soient & et n deux champs de vecteurs complets, et
{us} et {vs} les groupes & un parameétre associés. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) le crochet [€,n] est nul;

(i) Pour toutt et s € R, on a ugvs = vsuy.

Démonstration. On a uzip = Uy © Up, et par suite la dérivée de ¢ — ug (n) &
l’instant ¢ est —ug ([€,7)]). Il en résulte que [£,7] = 0 si et seulement si t — uy. (1)
est constant. Or, d’aprés I’exercice 7.8, le groupe & un parametre associé a ce champ
de vecteurs est s — uv U, ! Ainsi, la condition (i) est équivalente & uzvsu; =y,

pour tout set t €R. o

Exercice 7.12

Soient £ et n deux champs de vecteurs complets sur R", de groupes & un
paramétre associés {u;} et {vs}. Soit z un point de R™. On considére 'application
F : R2 — R" définie par

F(s,t) = v_su_vsus(x)

1. Montrer que %1;(3,0) = (£ —v_s:(§))(x).
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2. En déduire que
F(s,t) = z + st[g, n](z) + (s, t)(s* + 1)
ol €(s,t) tend vers 0 quand (s,t) — (0,0).

Exercice 7.13

Soient M une variété de dimension n, et £ un champ de vecteurs sur M non
nul en un point a € M.

1. Soit Z une petite sous-variété de X de codimension 1, passant par a et
transverse & la trajectoire de & passant par a. Soit u(t, ) le flot local au voisinage
de a. Montrer que (t,z) — u(t,z) est un difféomorphisme local au voisinage de
(0,a)

2. Soient (z1,...,Z5) les coordonnées dans R"™. Montrer qu’il existe un
difféomorphisme ¢ : U — R™ au voisinage U de a tel que

0
eu(élu) = 5:3_1

Exercice 7.14

Soit M une variété de dimension n, et £ et  deux champs de vecteurs sur M
-~ tels que [€,n] = 0. On suppose que ces champs de vecteurs sont indépendants en
un point a. Soient (x1,...,Zn) les coordonnées dans R™. Montrer qu’il existe un
difféomorphisme ¢ : U — R™ au voisinage U de a tel que

pu(El0) = 5 pulil) = -

7.5. Application exponentielle

Soit G un groupe de Lie, d’élément neutre e, d’algebre de Lie g = TCGF. Les
champs de vecteurs invariants & gauche constituent une sous-algebre de Lie 0(G)¢
de ©(G), et P'application O(G)® — g définie par £ — &(e) est, par définition de
la structure d’algebre de Lie sur g un isomorphisme : un vecteur v € g = T.G
définit un champ de vecteurs invariant & gauche £ de la maniére suivant : soit 7y

la translation x — gx ; on pose

£(g) = Tevg(v)

Plus rapidement, on notera g.v = Tevg(v).
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Exercice 7.15

Démontrer que g — £(g) = g.v est de classe C*.

PROPOSITION 7.29. — Tout champ de vecteurs invariant @ gauche sur G est

complet.

Démonstration. Soit t +— u(t,z) la solution maximale telle que u(0,z) = z,
définie sur un intervalle I, contenant origine. Alors t — g~ 'u(t, gz) coincide avec
cette solution maximale : ainsi I,z =1; le flot de £ est défini sur I x G, ou I = L.
Chaque fois que t et t' €1, on a t + ¢ € I et la relation u(t',u(t,z)) = u(t +t', z)
est alors vraie. Ceci implique que I doit étre stable par addition, et donc I = R.

DEFINITION 7.30. — Soit (t,z) — u(t, z) le flot associé€ au champ de vecteurs

invariant & gauche g — g.v défini par le vecteur v € g. On pose, pour
exp(v) = u(l,e)

Exemple
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Considérons sur le groupe de Lie

G = GL(E), le champ de vecteurs invariant & gauche £ associé & v € End(E)
est donné par g — gv € End(E). La solution maximale qui passe par ¢ = idg a

Pinstant ¢ = 0 est donnée par

u(t,e) = Z t"—v—i

n!
n>0

et par conséquent, on a

,U'n
exp(v) = S
n>0

Propriétés de ’application exponentielle

1. On a pour tout s € R, exp(sv) = u(s,e) En effet, le champ de vecteurs

associé & sv est s€. Alors le flot associé est t — u(ts, z). D’ou le résultat en faisant

t=1.

2. Le flot associé au champ de vecteurs £ est donné par

“u(t, z) = zexp(tv).
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“En effet, puisque ¢ est invariant par translation & gauche, on a pour le ﬂot associé
z~ u(t, zy) = u(t,y) pour tout z € G et y € G. On obtient le résultat en faisant

dans cette égalité y = e.

3. L’application ¢ — exp(tv) est un homomorphisme de groupes R — G. En
effet, d’apres la propriété 2, u(t + ', ) = u(t,u(t’,e)) = u(t’, e)u(t, e).

4, L’application g — G définie par v +— exp(v) est de classe C°, et sa
différentielle en 0 est idg. '

Cet énoncé résulterait d’un énoncé général portant sur les équations différen-
tielles dépendant d’un parameétre. On le montre ici directement : considérons sur
la, variété produit G x T.G le champ de vecteurs (g,v) — (g.v,0). Ce champ
de vecteurs a pour flot (¢, (g,v)) +— (gexp(tv),v); il est donc complet de classe
C°°. T1 en résulte en particulier que v — exp(v) est de classe C*°. Pour trouver

I’pplication linéaire tangente en O de cette application, il suffit de calculer la dérivée
de ¢t ~ exp(tv) : on obtient que dpexp.v est la vitesse 3 linstant ¢ = 0 de la

trajectoire t — exp(tv), c’est-a-dire v.

5. Fonctorialité : si f : G — G’ est un homomorphisme de groupes de Lie,

d’algebres de Lie g et g' le diagramme

Tef '
g — 8
exp l l exp
G —f—> G’

est commutatif. En effet, pour tout ¢ € G on a f(g9).Tef(v) = T, f(gv).
I’application R — G définie par t — f(exp(tv)) vaut e pour ¢ = 0 et a pour

dérivée a 'instant ¢
Toxp(v) (€xp(tv)v) = f(exp(tv)).Teg(v)

et par suite f(exp(tv)) = exp(tTef.v).

Exercice 7.16

Soit F un espace vectoriel. Soient v et w € End(E), de champs de vecteurs
invariants & gauche associés £ et 7. Soit us(x) = z exp(tv).

1. Montrer que u (1)(z) = T exp(—tv)w exp(tv).

2. Déduire de la proposition 7.26 que le crochet sur l'algébre de Lie End(E)
de GL(E) est le crochet habituel [v, w] = vw — ww.
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PROPOSITION 7.31. — Soit G un groupe de Lie conneze. Alors G est abélien

si et seulement si lalgébre de Lie g de G est de crochet nul.

Démonstration. Soient & et 1 deux champs de vecteurs invariants a gauche,
de groupes & 1 paramétre associés {u; = exp(tv)} et vs. D’aprés la propriété 2

ci-dessus, on
u(t,v(s,z)) = zv(s, e)ult, e)

pour tout z € G et tout s et t € R. Si G est abélien, ces deux groupes a un
paramétre commutent. Il résulte du corollaire 7.28 que le crochet [€,7] est nul.
Réciproquement, supposons que le crochet soit nul. Alors, pour v et w € g on
a d’apres le corollaire 7.28 exp(tv) exp(tw) = exp(tw) exp(tv) pour tout ¢ € R, et v
et w € g. Puisque dy exp = idg, d’apres le théoreme d’inversion locale, I’application
exponentielle exp : g — G induit un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans g
sur un voisinage V de e. Pour z et y € V, on a donc zy = yz. Considérons, pour
z € G, l'automorphisme intérieur défini par ¢ : G — G défini par y — yxy L.
Pour z € V, on a ¢, coincide avec 'identité sur V. Mais I'ensemble des points
y € G tels que ¢, (y) = y est un sous-groupe de G, qui contient V. Ce sous-groupe
est alors & la fois ouvert et fermé, et donc, en raison de la connexité de G, c’est
G. Mais alors le noyau de ’homomorphisme z — ¢, est aussi un sous-groupe a la
fois ouvert et fermé. Donc ¢, = idg pour tout z € G. Ceci signifie que G est un

groupe abélien. o

Exercice 7.17

1. Soit G un groupe de Lie abélien, d’algebre de Lie g. Montrer que
’application exp : g — G a pour image la composante connexe GO de I’élément
neutre. Montrer que exp : g — G est un revétement.

2. Démontrer que la composante connexe de ’élément neutre de GL(2, R) est
le groupe GL*(2,R) des endomorphismes de R? de déterminant > 0.

-1 0

0 _2) € GL*(2,R) n’appartient pas &

3. Montrer que la matrice B = (

I'image de I'application exponentielle.

7.6. Le théoréme d’Ereshmann

On a déja démontré dans la section 4 qu’une application étale et propre est un
revétement. Le théoreme d’Ereshman étend ce résultat & toutes les submersions

‘propres. On va définir la notion de fibré localement trivial.
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DEFINITION 7.32. — Un morphisme de variétés f : X — B est appelé un fibré
localement trivial si f est surjective, et si pour tout b € B il existe un voisinage
ouvert V de b dans B, une variété F et un difféomorphisme f~*(V) - V x F

rendant commutatif le diagramme

FY(vV) — VxF
AN Lo
B

Soit f : X — B est un fibré localement trivial, et F la fibre au-dessus d’un
point fixé by € B. Si B est connexe, les autres fibres f~!(b) sont difféomorphes &
F.

THEOREME 7.33. — Une submersion propre f : X — B est un fibré

localement trivial sur B.

Démonstration.

Relévement des champs de vecteurs

On munit la variété X d’une structure riemanienne. Considérons I'image
réciproque X x TB du fibré tangent & B : rappelons que 'espace total de ce
fibré vectoriel est la sous-variété X xg TB des couples (z,t) € X x TB tels que
f(z) = m(t). On a un morphisme surjectif de fibrés vectoriels Tf : TX — X xg TB
défini par (z,t) — (z, T f(t)) dont le noyau N, restreint & une fibre de f, s’identifie
au fibré tangent & cette fibre. Considérons le sous-fibré orthogonal S = ker Tf :
c’est bien un sous-fibré d’aprés la proposition 5.9 parce que c’est le noyau du
morphisme surjectif TX — N* qui associe & un vecteur tangent ¢t € T;X la forme

linéaire sur N, définie
u— (t,u)

pour u € Ny. De plus, la restriction T f|g : S — X xpTB est alors un isomorphisme
de fibrés vectoriels.
Considérons un champ de vecteurs 7 sur B. Alors il existe un unique champ

de vecteurs £ sur X tel que £(x) € S; pour tout z € X et tel que

Tof(&(x)) = n(f(2))-

En effet, le champ de vecteurs i fournit une section 5 o f du fibré X xg TB et

- donc, via l'isomorphisme ci-dessus une section £ de S qui est le champ de vecteurs
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attendu. C’est bien entendu le seul qui satisfait aux conditions imposées. On dit

que £ est le relevement du champ de vecteurs 7.

LEMME 7.34. — Soit n un champ de vecteurs complet sur B, et v R x B le
flot associé. Soit £ le relévement du champ de vecteurs n. Alors le flot u de £ est

complet et on a pour tout (t,z) e R x X

f(u(t,2)) = o(t, f(2)).

Démonstration. Considérons le flot u de . L’application t — f(u(t,z)) vaut

f(z) pour t =0 et a pour dérivée & I'instant ¢

Tof(€(u(t, z)) = n(f(u(t,z)).

Soit I, lintervalle sur laquelle est définie ¢ — u(t,z), et supposons I, # R.
Soit a € Ol;. Alors lims,,u(t,z) = oo; puisque f est propre on a aussi
lim¢ .o f(u(t,z)) = oco. Ainsi, ¢ — f(u(¢t,z)) est bien la solution maximale
t C v(t, f(z)) de Péquation différentielle associée au champ de vecteurs 7. Ceci

contredit ’hypothése que ce champ de vecteur est complet. Donc I, = R. o

Fin de la démonstration.

La question est locale sur B ; on peut donc supposer que B = R™. On désigne
par e; la base de R", et les coordonnées par (z1,..., %, ). Considérons les champs
de vecteurs 7; = 0; sur R™. Ces champs de vecteurs sont complets : le flot associé
& 0; est (t,z) — x + te;. Considérons les relevements &5, ...,&,, de ces champ de
vecteurs. Ces champs de vecteurs sont encore complets ; désignons par uq, ... ,um)
les flots associés ; et u;+ les groupes & un parametre associés. Soit F la fibre de f

au-dessus de 0. On considere 'application ¢ : R™ x F — X définie par

(t1, . s tm) = (Umpt,, © ... 0 UL 4 (T)).
On a d’apres le lemme précédent f(p(t,z)) = t, ce qui signifie que le diagramme

R™xF — X

pr\, |7
B
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est commutatif. D’autre part, ¢ est un difféomorphisme : si on désigne par
t; = fi(z) les composantes de f, l'inverse de ¢ est donnée par I'application
X — R™ x F définie par '

T (f(m)aul,—fl(a:) Ot O Uy —f,, (x) (m))

Ceci achéve la démonstration. o

Hypersurfaces de niveau, et fonctions de Morse

Considérons sur une variété compacte M de dimension n une fonction f :
M — R de classe C*°. On rappelle que si ¢ € R n’est pas une valeur critique de
f, la fibre M, = f~!(c) est une sous-variété de M appelée hypersurface de niveau.
Le fermé de M défini par 'inégalité f < c est une variété & bord (cf. §9.2).

PROPOSITION 7.35. — Considérons deuz nombres réels ¢ < c’; on suppose
que f n’a pas de valeurs critiques entre ¢ et ¢'. Alors les hypersurfaces de niveau
M, et My sont difféomorphes.

Démonstration. L’ensemble des valeurs critiques est un fermé. Soit I un
intervalle de R ne contenant pas de valeurs critiques et contenant c¢ et ¢’. Soit
U P’image réciproque de I. Alors f : U — I est une submersion propre. Donc les
fibres f~1(c) et f71(c) sont difféomorphes. o

Exercice 7.18
Montrer, sur un exemple, que le type topologique des hypersurfaces de niveau

change au passage des valeurs critiques.

DEFINITION 7.36. — Soit une métrique riemannienne sur M, et f une
fonction de classe C° sur M. Le champ de gradient grad f sur M est défini
par limage réciproque de la section df par lUisomorphisme de fibrés vectoriels
TM — T*M associé & la structure riemannienne; autrement dit, pour tout
t e T, M,

(grad o, t) = duf.t.
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Exercice 7.19 ._
Soit ?% le champ de vecteurs canonique sur R. Montrer que le champ de

vecteurs

_grad.f
o) = lgrad ;. f|?

est le relevement de % sur le complémentaire du fermé des points critiques de f.

Exercice 7.20

On suppose que f : M — R n’a pas de valeurs critiques entre c et ¢'.

1. Soit I un intervalle ouvert contenant [c,c’] et ne contenant pas de valeurs
critiques. Trouver un champ de vecteurs complet sur M qui coincide avec 7 sur
[c, c], et qui soit nul en dehors de 1.

2. En déduire qu’il existe un groupe & un parametre de difféomorphismes
¢ : M —> Mtel que pour tout 0 <t < —¢

¢:({z €M, f(z) <c}) ={z e M, f(z) < c+t},

et ¢(Mc) = Mc+t'

Passage des valeurs critiques

Rappelons que le Hessien d’une fonction f : M — R a un sens en un point
critique a de f. En effet, soit g I'expression locale de f dans une carte locale -
¢ : U— U’ C R™ au voisinage de a. Soit ¢(a) = b; la forme quadratique HygoT,¢
est indépendante du choix de la carte locale : en effet, si v :] — €¢,e[— M est un

chemin dérivable tel que v(0) = a et 7v/(0) = v on a

2
FO) = f(a) + S Hug(Tap(v) +(t)}

avec lim;_,q €(t) = 0. Le premier membre ne dépendant pas de ¢, il en est de méme
du second membre. Le Hessien de f au point critique a est par définition la forme

quadratique T,M — R

H,f =Hpgo Ty
Si cette forme quadratique est non dégénérée, on dit que a est point critique non
dégénéré. Un point critique a non dégénéré est dit d’indice p si H, f est de signature
(n—p, p) Il revient au méme de dire que b = y(a) est un point critique non dégénéré

pour I'expresion g de f dans la carte ¢.
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DEFINITION 7.37. — Soit M une variété compacte. Une fonction de Morse
sur M est une fonction qui n’a que des points critiques non dégénérés, et qui prend

des valeurs différentes aux points critiques.

Si f est une fonction de Morse sur M, elle a un nombre fini de valeurs critiques.

On peut démontrer qu’il existe toujours des fonctions de Morse.

Exercice 7.21

Soit M une variété compacte de dimension n, et f une fonction de Morse sur
M. On suppose que c est valeur critique, et que le point critique a correspondant
est d’indice p. Soit z — ¢(z) = (x1,...,2Zn) une carte locale sur un voisinage
ouvert U de a, telle que ¢(a) =0 et

f(a:)=c—x%——...—$§+w§+1+...+wi

Un telle carte locale existe d’apres le lemme de Morse. On pose £ = z3+. . .+22
et n = z2,; + ... + 2%, de sorte que sur U, on a f = ¢ — £ + 1. On choisit un
réel € > 0 assez petit pour que c soit la seule valeur critique de f dans l'intervalle
[c —€,¢+ €| et pour que I'image de U par ¢ contienne la boule fermée définie par
¢ +n < 2e. Choisissons une fonction g : R — R de classe C* telle que

a) p(0) > €;

b) ~1 < p'(t) <05

c) p(t) = 0 pour £ > 2e.

2e




113
On pose sur U

F=f—p+2n)

La fonction F coincide avec f en dehors de Pellipsoide £ + 21 < 2¢ et par suite elle

se prolonge en une fonction de classe C*° sur M, notée encore F.

Attachement d’une anse, dans les coordonnées de Morse
1. Démontrer que a est le seul point critique de F dans U. La valeur critique
deFenaest Fla)=c—p(0) <c—e.
2. En déduire qu’il existe un groupe & un parametre de difféomorphismes (¢;)
de M tel que pour 0 <t <1

dt({F <c—¢€}) ={F <c+ (2t — 1)}
Montrer que pour t = 1 le membre de droite est aussi la variété & bord My =
{f <c+e}.

3. Vérifier que la variété a bord {F < c— ¢} est la réunion de la variété & bord
M_ = {f < c— €} et de la région A C U définie par

—e< —E+n<p(E+2m) —e
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Soit B la boule de dimension p définie par {£ < ¢,1 = 0}. Démontrer qu’il existe
une application continue h : [0, 1] x M — M, satisfaisant aux conditions suivantes
a) Pour tout z € My, h(l,z) ==z '
b) Pour tout t € [0,1] et z € M_ UB, h(t,z) = z.

On dit que h est une rétraction par déformation de M sur M_ UB. L’espace
topologique M_ UB est obtenu a partir de M_ en attachant une boule de dimension

p suivant la sphére de dimension p — 1 définie par les équations

526’7720'

On dit que lon a attaché & M_ une cellule de dimension p. La variété a bord
F < ¢ — € est obtenue & partir de M_ en attachant le fermé A qui est appelé anse
d’indice p. Dans le cas particulier p = 0, la variété & bord F < c. est un disque
compact de dimension m, disjoint de M_. Dans le cas olt p = n, cette variété a
bord s’obtient en attachant & M_ un disque compact le long de la sphére S,

ci-dessus.

Attachement d’une anse d’indice 1

On peut ainsi, en procédant point critique apres point critique, reconstruire la
variété M & homotopie pres; par exemple, il suffit de se donner, pour reconstruire
M, & homotopie prés & partir de M_, l'application Sp—1 — M_ qui permet
d’attacher la cellule B de dimension p & M_. Soit C(f) I’ensemble des points
critiques de f, et I(f,a) P'indice du point critique a € C(f). Un peu de topologie
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algébrique permet de déduire facilement de 1a (cf. [3],chapitre 13, ou [7]) que la
somme

Z (-1)iFHa)

aeC(f)

est un invariant qui ne dépend pas de la fonction de Morse choisie. C’est en fait
un invariant topologique appelé caractéristique d’Euler-Poincaré x(M) dont nous

verrons la définition au chapitre 3.
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Chapitre 3
Le fibré cotangent

On aborde ici ’étude des formes différentielles extérieures, et du complexe de
de Rham. Il permet d’associer & une variété M des invariants topologiques, appelés
nombres de Betti. La formule de Stokes sera démontrée pour les variétés & bord ; il
existe des versions voisines, qui découlent de celle qui est présentée ici. Elles font
intervenir I'intégration sur des simplexes différentiables, qui généralise I’intégration
sur les chemins pour les formes différentielles de degré 1. Comme application, nous
introduisons le degré des morphismes de variétés compactes connexes orientées de
méme dimension, et nous démontrons le théoréme de Poincaré-Hopf reliant I'indice
des zéros des champs'de vecteurs a la caractéristique d’Euler-Poincaré, en nous
servant du résultat concernant I’existence des fonctions de Morse, et du calcul de la
caractéristique d’Euler-Poincaré en fonction de I'indice des points critiques d’une
telle fonction de Morse. Les applications de la formule de Stokes abondent dans la
littérature. Celle qui est présentée ici, inspirée de [6] peut &tre considérée comme
" une introduction & la théorie des classes caractéristiques. Nous commencons par

introduire 1’algebre extérieure associée & un espace vectoriel.

8. Formes différentielles

8.1. Algebre extérieure

Puissance extérieure

DEFINITION 8.1. — Soit E un espdce vectoriel réel de dimension n. On appelle
puissance extérieure p—iéme de E un couple (APE, ¢) formé d’un espace vectoriel
APE et d’une application p—linéaire alternée ¢ : E x ... x E — APE, satisfaisant
a la propriété universelle suivante : pour toute application p—linéaire alternée
fiEx...xE — F il existe une application linéaire et une seule g : APE — F
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rendant commutatif le diagramme

Ex...xE
6] N
APE 2 F

Construction :

On considere I'espace vectoriel F = RE”) des applications EP — R nulles en
dehors d’un nombre fini de points. On a une injection EP — RE®) qui associe &
un point z € EP application §, nulle en dehors de z et qui vaut 1 a au point
z. On identifie EP & son image dans F, de sorte que EP est une base de I'espace
vectoriel F = R(E®), On note [z] 'image de z € EP par §. Le groupe &, opere sur
EP par permutation des facteurs. Soit J le sous-espace vectoriel de F engendré par

les éléments
[)‘u’ + po, Z] - )‘[u) Z] - /"’[Ua Z]

ol \ et u sont des scalaires, u et ve E et z € EP~1, et par les éléments et
[r2] + [z]

oll T est une transposition, et  un point de EP. Soit APE P’espace vectoriel quotient
F/J. L’inclusion E? — F fournit une application multilinéaire ¢ : E X ... X E —
F/J = APE.

Exercice 8.1

1) Vérifier que le couple (APE,¢) ainsi construit satisfait a la propriété
universelle attendue.

2) En utilisant la propriété universelle, montrer qu'un tel couple est unique a

isomorphisme pres.

L’application p—linéaire alternée ¢ sera notée (1, - . ., Tp) > T1A. .. ATy pour
z; € E. Cet espace vectoriel s’appelle la puissance extérieure p—ieme de E, et ses
éléments s’appellent les p—vecteurs. On dispose d’un accouplement APE x A9E —
APIE, noté (o, 8) — « A 3 satisfaisant & la propriété d’anticommutativité

suivante :

aAB=(-1)PIBAa.

0
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Par convention, on pose A°E = R. La somme directe AE = ®penNAPE, est
alors munie naturellement d’une structure d’algébre unitaire qu’on appelle algébre

extérieure de E.

Propriétés
(i) Si (e1,...,en) est un systéme de générateurs de E alors les p—vecteurs

ei; N...Neg,, ou iy <...< i, engendrent APE. Si (ey,...,ep) est une base de E,

ces p—vecteurs constituent une base de APE.

(ii) Il existe une application linéaire
& : APE* — (APE)*

caractérisée par la propriété suivante : ®(fiA... A fp)(z1 A .. Azp) = det(fi(z;)).
Le membre de droite n’est autre que I’espace vectoriel #? des formes p—linéaires
alternées sur E. Cet isomorphisme permet de munir de maniére naturelle la somme

directe
j == @peng

d’une structure d’algebre unitaire anticommutative.
(iii) Si u : E — E’ est une application linéaire, on lui associe une application
linéaire
APy : APE — APE/

caractérisée par la propriété suivante APu(zy A ... A Tp) =u(z1) A ... Au(zp).
Si u est un endomorphisme de E, A™u est ’homothétie de rapport det u.

Exercice 8.2
Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, muni d’une métrique euclienne
et orienté. Montrer qu’il existe dans A”E un élément canonique ) associé & ces

données.

Exercice 8.3
Soit E un espace vectoriel de dimension 4. On considére la grassmannienne
G = Grass(2,E) des sous-espaces vectoriels h de dimension 2 de E.

1. Démontrer que 'application

¢ : Grass(2,E) — P(A’E)
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qui associe & h la droite vectorielle A2h de A2E est un morphisme de variétés
de rang constant. Montrer qu’en fait ¢ est un plongement. Montfer que Pimage
réciproque de G par la projection A’E — P(A?E) correspond au cbne des 2-
vecteurs non nuls décomposables.

2. Soit ¢ : A’E — R la forme quadratique définie par aAa = g(a)Q2. Trouver le
rang et la signature de cette forme quadratique. Montrer que I'image de ¢ coincide
avec I’hypersurface de P(A?E) définie par 1’équation ¢ = 0.

3. Démontrer que la grassmannienne G = Grass(2,E) est difféomorphe la
variété quotient de Sy x Sy par l'involution (£,7) — (—§,—n). En déduire que
G est un fibré localement trivial de fibre Ss au-dessus du plan projectif P3(R)
(Utiliser par exemple le théoréeme d’Ereshman).

4. Cette question utilise les exercices 9.2 et 9.3. Montrer que G est une variété
orientable (cf. définition 9.5). En déduire que le fibré ci-dessus n’est pas un fibré
trivial.

5. Démontrer que la grassmannienne G, = Grass, (2, E) des plans orientés de

E est difféomorphe a Sy X So.

Exercice 8.4

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, et Q0 € A™E I’élément
canonique associé, défini par e; A ... Aey, ol e1,..., ey, est une base orthonormée
directe.

1. Montrer qu’il existe une application linéaire et une seule * : APE — A"7PE

caractérisée par la propriété suivante
a0 = {a, )

pour o et B € APE, ou (a,() désigne le produit scalaire associé sur APE.
L’application * est appelée opérateur de Hodge.

Vérifier que #* = (—1)P(*Plid \»g

2. Soit A +— h* lapplication Grass(p,E) — Grass(n — p,E) qui associe a
un sous-espace vectoriel h son orthogonal. Montrer que l'on a un diagramme

commutatif
Grass(p,E) —  Grass(n—p,E)

e | | e

P(A’PE) —  P(A"PE)

&
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dans lequel les fleches verticales sont les plongements qui généralisent le plonge-

ment de 'exercice 8.3.

8.2. Formes différentielles de degré un.
Fibré cotangent

Soit M une variété de classe C*. On désigne par A(M), ou simplement A,
Palgebre C°°(M) des fonctions C* sur M. Rappelons que si E — M est un fibré
vectoriel de rang r sur M, I’ensemble I'(E) des sections de classe C* de E est muni

d’une structure de A—module en posant pour set t e I'(E), et f € A

(s +1)(z) = s(z) + t(z) ; (fs)(z) = f(z)s(z)

Exercice 8.5

Soit E un fibré vectoriel de rang r sur une variété compacte M.

1. Démontrer qu’il existe un morphisme surjectif de fibrés vectoriels R} — E.

2. En déduire que le A-module I'(E) est un A—module de type fini. (Cette
propriété est vraie en fait sans hypothése de compacité, mais la démonstration est
alors beaucoup plus délicate).

3. Montrer que I'(E) est un A—module libre si et seulement si E est un fibré
trivial (Utiliser 'exercice 5.10).

4. Démontrer que I'(E) est un A—module projectif (i.e. facteur direct d’un
module libre) de type fini. |

5. Réciproquement, soit I' un A—module projectif de type fini. Démontrer
qu’il existe un fibré vectoriel sur M dont le A—module des sections est isomorphe
a I'. (Par définition, I est facteur direct d’un module libre A™. Soit f : A™ — A™
un projecteur d’image I'. Démontrer que f définit un morphisme de fibrés vectoriel

R™ — R™ de rang constant. Utiliser alors 'exercice 5.9.

Considérons maintenant le fibré cotangent T*M — M : rappelons que c’est un
fibré vectoriel dont la fibre au-dessus d’un point z s’identifie & ’espace vectoriel
des formes linéaires sur 'espace tangent T,M. L’espace total T*M est défini par
Uzem{z} x T:M, et la projection sur M est donnée par (z, ) — z pour ¢ € TEM.
La structure de variété qui définit ce fibré vectoriel se décrit par recollement de

la manieére suivante : considérons un systéme de coordonnées locales (z1,...,Zy,)
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sur un ouvert U de M ; les différentielles dz1,...,dz, définissent un systeme de
n sections au-dessus de Pouvert U, qui sont indépendantes en tout point. Ces n

sections induisent une bijection
T*M|y ~ U x R",

compatible avec la projection sur U, et linéaire sur chaque fibre. Ces bijections
définissent par recollement une structure de variété sur T*M , et font de ™M — M

un fibré vectoriel de rang r (cf. section 5).

DEFINITION 8.2. — On appelle forme différentielle de degré 1 sur M la donnée

d’une section de classe C® du fibré cotangent T*M — M.

Les formes différentielles de degré 1 sur M constituent un module A (M) sur A.
Siw € A'(M), sur un ouvert U oi1 on dispose de coordonnées locales (z1,...,Zn),

la restriction w|y s’écrit de maniere unique

n
wly = E w;dz;
i=1

oit les w; sont des fonctions de classe C* sur U. Autrement dit, AY(U) est un
A(U)—module libre de base dzi,...,dZn.

Ezxemple :
Si f est une fonction de classe C*, la différentielle df : z — d f définit une

forme différentielle de degré 1 sur M. Dans I'ouvert U, les coefficients w; sont les

de f considérée comme fonction de (z1,...,Zn)-

dérivées partielles

5$i

Relation entre champs de vecteurs et formes différentielles
Etant donnée une forme différentielle w et un champ de vecteur &, sur M, la

fontion z — (w(x),&(z)), notée (w,§), est de classe C*° sur M.

PROPOSITION 8.3. — Soient ©(M) le A-module des champs de vecteurs sur
M, et AY(M) le A—module des formes différentielles de degré 1. La forme bilinéaire
AL(M) x ©(M) — A définie par (w,&) — (w, &) fait d’un de ces A—modules le dual

de Uautre.
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Ceci signifie que

(1) Papplication linéaire
A'(M) — Homp (©(M), A)

qui associe & la forme différentielle w la forme linéaire £ — (w, &) est bijective ;

" (2) Papplication linéaire
©(M) — Homp (AY(M), A)

qui associe au champ de vecteurs & 1'application linéaire w +— (w, ) est bijective.

Démonstration. Démontrons par exemple (1); la démonstration de (2) est
tout & fait identique. Etant donnée une forme linéaire u : ©(M) — A, on peut
construire une forme différentielle w de la maniére suivante : soit e un vecteur
tangent en z € M; il existe un champ de vecteurs § tel que {(z) = e. Alors u(§)(z)
ne dépend que de e, et non de £. Ceci définit une forme linéaire sur I’espace tangent
en z ; en faisant maintenant varier x, on obtient une section du fibré cotangent. Il
est facile de vérifier que cette section est C*° et donc définit une forme différentielle
w telle que (w(x), &(x)) = u(&)(x) pour tout champ de vecteurs et tout point € M.
Ainsi (w, &) = u(€). Ceci démontre la surjectivité.

Voyons maintenant I'injectivité : supposons que 'image de w soit nulle. Soit
z € M, e € T;M, et £ un champ de vecteurs sur M tel que &(z) = e. Alors
(w,&) =0 et donc (w(z),e) = 0. Par suite, pour tout z € M, on a w(x) = 0. Ainsi

w=0.no

Exercice 8.6
Retrouver ce résultat en utilisant 'exercice 5.10.

Exercice 8.7
Démontrer que le A—module A(M) est engendré par les formes différentielles
w = df, avec f € A. (On pourra utiliser le théoréeme de Whitney : toute variété se

plonge dans R?7+1)

Exercice 8.8

1. Démontrer que les A—modules ©(M) et A(M) sont projectifs de type fini.

2. On prend M = S,. Démontrer que le A—~module A'(S,) n’est pas libre.
(Utiliser le fait qu’un champ de vecteurs sur la sphére Sy s’annule.) Montrer que
Al(S2) ® C>°(S3) est un C*(Sy)—module libre.
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8.3. Les p-formes différentielles

Considérons un fibré vectoriel E — M de rang r au-dessus de M. A un tel

fibré vectoriel, on peut associer le fibré vectoriel
APE — M

dont la fibre au-dessus du point z € M s’identifie & APE,. En effet, considérons
I’ensemble APE = Ugem{z} x APE,, muni de sa projection canonique sur M. Si U

est un ouvert de M au-dessus duquel on a une trivialisation
¢:Ely~UxR",

on obtient au-dessus de ce méme ouvert une bijection
APE|y =~ U x APR"

compatible avec la projection sur U, linéaire sur chaque fibre, donnée par (x,v) +—
(z, AP¢,(v)). Ceci définit par recollement une structure de variété sur APE qui
fournit la structure de fibré vectoriel attendue. Ce fibré vectoriel est de rang C¥.

On peut appliquer ceci au fibré cotangent ™M — M.

DEFINITION 8.4. — On appelle forme différentielle de degré p sur M (ou
p—forme différentielle) une section du fibré vectoriel APT*M — M.

Pour p = 0, il s’agit simplement des fonctions de classe C*° sur M. L’espace
des formes différentielles de degré p constituent alors un A-module noté AP(M).
On définit le produit extérieur o A 8 de deux formes différentielles o et 3 de degré

p et g respectivement en posant pour tout x € M
a A B(z) = a(z) A B(z).
On a alors a A B = (—1)P98 A a. Sur la somme directe
o (M) = BpenA?(M)

la multiplication extérieure définit une structure d’algébre graduée anticommu-

tative et unitaire. Si (z1,...,Zn) est un systéme de coordonnées locales, ’espace
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AP(U) des p—formes différentielles au-dessus de U est un module libre sur I'algebre

A(U) des fonctions C* sur 'ouvert U, qui a pour base les p—formes différentielles
dzi;, A.. . ANdzi,, 1 <1 <...<ip<n

La proposition suivante est ’analogue, pour les formes différentielles de degré
p, de la proposition 8.3. Soient £1,...,§, des champs de vecteurs sur M. Siw est
une forme différentielle de degré p sur M, en chaque point z de M, la valeur w(x)
peut &tre vue comme une p—forme linéaire alternée sur l'espace vectoriel tangent
T,M. On obtient alors une fonction w(y,...,&) : ¢ — w(x)(&(z),...,&(2)) et

I'application

g:(51,---,€§)F—>W(§1,---,€p)EA

est une forme p—linéaire et alternée sur O(M) x ... x O(M).

PROPOSITION 8.5. — Soit #P(M) le A—module des p-formes A—linéaires

alternées sur @(M). L’application A—linéaire
AP(M) — FP(M)
définie par w — w est bijective.

Exercice 8.9

Démontrer cette proposition.

Exercice 8.10 .

Etant donné un A—module E (sur n’importe quel anneau commutatif et
unitaire A) on peut définir la puissance extérieure ARE : c’est un A—module,
muni d’une application p—linéaire alternée E x ... x E — A, satisfaisant a la
propriété universelle que tout le monde attend, analogue & celle qui a été écrite
dans le cas des espaces vectoriels.

1. Donner une construction de cette puissance extérieure.

2. Etablir un isomorphisme de A—modules
FP(M) ~ Homa (AL (©(M)), A).

3. Montrer qu’il existe des fonctions fi,... fm € A telles que le A—module

AP(M) soit engendré par les formes différentielles

dfi, A ... Ndf,
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avec 1 <41 <...<1ip <M.
4. Comparer les A—modules AR A'(M) et AP(M).

Images réciproques des formes différentielles

On se donne un morphisme de variétés f : M — N. En chaque point z € M
on dispose de I’application linéaire tangente Tof : T;M — T #(@)N et par suite,

par transposition, de 'application linéaire cotangente
Tof : TN — TZM,
dont on peut prendre la puissance extérieure p—ieme NPT I

DEFINITION 8.6. — Soit w une forme différentielle de degré p sur N. L’image
réciproque f*(w) de w par f est la forme différentielle sur M définie pour x € M

fr(w)(@) = T f(w(f(2))

Exercice 8.11

1. Etablir la propriété suivante : pour @ € AP(N) et § € A%(N), on a
f*(anB)=f*(e) A F*(B)-

2. Vérifier que si g € A(N), on a f*(dg) = df*(g).

3. Montrer que f*(w) définit une section de classe C*° du fibré vectoriel
APT*M — M.

Ainsi, f* est un homomorphisme d’algebres unitaires f”; : & (N) — & (M),

compatible avec la graduation.

9. Le complexe de de Rham

9.1. Dérivation extérieure

Soit M une variété de classe C®, &7/ (M) = ®penAP(M) Palgebre graduée des
formes différentielles sur M. On note A ou A(M) l'algébre des fonctions de classe
Cee.
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THEOREME 9.1. — Il existe une application R—linéaire et une seule d :
& (M) — o/ (M) satisfaisant auz conditions suivantes
(i) lopérateur d est une dérivation de degré 1, c’est-a-dire que ’on a dAP(M) C
APTL(M) et que d satisfait ¢ la condition de Leibniz, pour a € AP(M)

dlaAf)=daAB+ (-1)Pa AdB;

(i) Si f est une fonction de classe C*® sur M, df € A1(M) est la différentielle au
sens habituel de f.
(iii) d2? = 0.

DEFINITION 9.2. — L’opérateur d ainsi défini s’appelle dérivation extérieure.

Le compleze d’espaces vectoriels o/ (M)
d d d
0—A°M) — AY(M) — ... — A"(M) =0
s’appelle le complexe de de Rham de M.

Démonstration.

Unicité

On sait (¢f. exercice 8.10) que AP(M) est engendré, comme espace vectoriel,
par les formes différentielles fodfi A ...dfp, ol les f; sont des fonctions globales.
Ainsi, il suffit de vérifier que si f € A, les conditions (i), (ii) et (iii) ci-dessus
permettent de calculer d(fodfi A ... A dfp). De la propriété (iii), on obtient
d(d(f;) = 0. Il résulte alors de (i) et (ii)

d(fodfi A ... Ndfp) =dfo Ndft AL Ndfy

ce qui démontre I'unicité.

Existence
Considérons d’abord un ouvert U de M dans lequel on dispose de coordonnées

Z1,...,Zn ; une forme différentielle w € AP(U) s’écrit de maniere unique

W = E wil,...,iz,dmil AN dl‘z'p
$1<...<ip<n
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ol les coefficients wj, ... ;, sont des fonctions C* sur U. On pose alors

dw = z dwil,,_,,ip A d.’L‘il AN d.’l,’ip.

31 <...<ip<n
On obtient ainsi une forme différentielle dw € APT(U).

Exercice 9.1

1. Vérifier que opérateur d : &/ (U) — =/ (U) satisfait aux conditions (i), (ii)
et (iii) du théoréme 9.1. En particulier, en vertu de P'unicité, il ne dépend pas du
choix des coordonnées locales dans U.

2. Si V C U, l'opérateur d est défini pour I'ouvert U et pour 'ouvert V. Si
w € AP(U), on a d(w|v) = dwlv.

Recouvrons maintenant M par des cartes locales U;. Posons U; ; = U;NUj. Si
w € AP(M), la forme différentielle d(wlu,) € AP*1(U;) a un sens. De plus, d’apres
Us ;e On peut donc trouver une unique

Pexercice 9.1, on a d(wlu,)|u;; = d(wlu;)
forme différentielle dw € APT1(M) caractérisée par

dw|U1l = d(w‘Ui)

L’opérateur w — dw est celui qui convient : pour vérifier les conditions (i), (ii), et
(iii), il suffit en effet de restreindre les égalités voulues aux ouverts U;. Le résultat

est alors une conséquence de ’exercice 9.1. o

Fonctorialite.

PROPOSITION 9.3. — Soit f : M — N un morphisme de variété. Pour
w € AP(N) on a df*(w) = f*d(w).

Démonstration. La formule a déja été vue pour les fonctions (cf. exercice 8.11).
Il suffit, d’apres Pexercice 8.10, de vérifier la formule pour une forme différentielle
w = godgi A ...dgp, ou les g; sont des fonctions sur N. Mais on a alors d’apres
Pexercice 8.11, f*(w) = f*(go) A f*(dg1)A.. . Af*(dgp). L'égalité f*(dg:) = df*(gi)
entraine df*(dg;) = 0. |

df* (w) =f*(dgo) A f*(dg) .. A f*(dgp)
=f*dw
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D’ot la proposition. o

Gradient, rotationnel et divergence
On considre une variété riemannienne de dimension n. Alors la métrique
induit un isomorphisme de fibrés vectoriels TM ~ T*M, et par conséquent un

isomorphisme de A—modules

B:O(M) =~ AY(M)

DEFINITION 9.4. — Soit f € A. On appelle gradient de f le champ de vecteurs
défini par

Blgradf) = df.

Autrement dit, en chaque point z € M, le vecteur gradf(x) est caractérisé

par la condition

(grad f(z),u) = df (z)(w)

pour tout u € T, M.

DEFINITION 9.5. — Une variété M de dimension n est orientable s’il existe

une forme différentielle de degré n partout non nulle.

Une telle forme différentielle définit en chaque point une orientation pour .
I'espace tangent T, M. Deux telles formes différentielles w et w’ définissent la méme

orientation s'il existe une fonction A > 0 telle que w’ = Aw. -

Exercice 9.2
Montrer que M est une variété orientable si et seulement si on peut trouver
un atlas o7 contenu dans Patlas maximal définissant la structure de variété de M

et tel que les changements de cartes ¢; ; soit de jacobien > 0 en tout point.

On rappelle que la bande de Moebius est le quotient de E = S; x R par
Iinvolution ¢ définie par (z,v) — (—z, —v). C’est espace total d’un fibré vectoriel
F — S; au-dessus de S;. On considere le cercle Sy plongé dans F par la section
nulle.

1. Montrer que le fibré vectoriel A2T(M)|g, est isomorphe & F.

2. En déduire que F n’est pas une variété orientable (Utiliser I'exercice 5.13).
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Exercice 9.3

1. Montret que le plan projectif Po(R) n’est pas orientable. Plusigénéralement,
I'espace projectif réel est orientable si et seulement si sa dimension est impaire.

2. Démontrer qu’une quadrique non singuliere de P, (R) est orientable si n est

impair.

DEFINITION 9.6. — Soit M une variété riemannienne orientée. L’unique

forme différentielle canonique §2 de degré n donnée au-dessus de x € M par
QUz)=e' A...NeED

ou (el,...,e™) est une base orthonormée de TEM compatible avec lorientation,

s’appelle la forme volume.

Sur une variété riemannienne, on dispose d’un produit scalaire sur chaque
espace vectoriel APT;M. Si M est en outre orientée, on dispose en outre des
opérateurs de Hodge sur le fibré tangent et le fibré cotangent : ces opérateurs
fournissent un diagramme commutatif dans lequel toutes les fleches sont des

isomorphismes :
APT 5  A"PT

l l

APT* D ARPT*

Dans ce diagramme les fleches verticales sont induites par P'isomorphisme
T — T* associé & la métrique. Bien entendu, ces isomorphismes induisent des
isomorphismes A—linéaires sur les espaces de sections globales. Par exemple, on

obtient un opérateur de Hodge sur les espaces de formes différentielles,
%1 AP(M) ~ A" "P(M)
caractérisé par la propriété suivante : pour o et 8 € AP (M) on a
a8 = {a,B)

olt {a, B) désigne la fonction z — (a(z), B(z))
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Cas ot M est de dimension 2

Si M est une variété riemannienne orientée de dimension 2, I'opérateur de
Hodge # : T — T satisfait & x> = —1 : c’est la rotation d’angle +m/2. Ceci
définit une structure d’espace vectoriel complexe de dimension 1 sur chaque espace
vectoriel tangent. En fait, on peut démontrer qu’il existe une structure de variété
analytique complexe de dimension 1 sur M pour laquelle 'opérateur * est la
multiplication par <. ;

On a vu que l'on a un isomorphisme de A—modules ©(M) ~ A'(M), et que
le module des formes différentielles de degré 2 s’identifie & A = A%(M). Ainsi, on

a un diagramme commutatif

d d
0— A°M) — A'M) — A*(M)—0
2 z z
l grad l div l
0— A°M) — OMm) — A°M)—0
qui définit Popérateur divergence div : ©(M) — A%(M). L’égalite d* = 0 se traduit
par l'identité, pour f € A

div(grad(f)) =0.

Cas ou M est de dimension 3

Considérons le complexe de de Rham d’une variété riemannienne orientée de
dimension 3. Les A-modules A'(M) et A%(M) s’identifient donc au A-module des

champ de vecteurs ©(M). Ainsi, le complexe de de Rham devient

0 AOM) 5 ANM) 5 AM) S AB(M) =0

| ] 0] . |
o a0 e ™ oean I oacan o

Ce diagramme définit sur une telle variété le rotationnel d'un champ de vecteurs,
et la divergence d’un champ de vecteurs. L'identité d* = 0 se lit, pour f € A°(M)
et & € O(M)

rot(gradf) =0 ; div(rot(§)) =0
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La formule de Cartan.

DEFINITION 9.7. — Soit &/ = ®penAP une R—algébre graduée. Une
dérivation V de degré d de o/ dans o/ est une application R—linéaire V : A — o
telle que

(i) V(AP) C Aptd
(i) poura € AP et B €AY, ona

V(aB) = V() + (-1)PaVB.

Exemple
La dérivation extérieure d : &/ (M) — &/ (M) est une dérivation de degre 1.

Exercice 9.4
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et AE* 'algebre extérieure de E.
Si u € E, application linéaire i(v) : APE — AP~1E définie sur les covecteurs

décomposables par

i) (vi AL AYp) = Z {(u,v)v1 AL AV AL A
1<i<p

ot le symbole v”; signifie que l'on enléve v;, est une dérivation de degré —1. Cette

dérivation s’appelle produit intérieur par v.

Exercice 9.5
Soit & est un champ de vecteurs sur M. Définir, suivant le méme principe, une
dérivation i(£) de degré -1 sur lalgebre o/ (M), produit intérieur par £. Vérifier

que Papplication & — i(£) est A—linéaire.

Exercice 9.6
Si V; et V5 sont deux dérivations de degrés respectifs d; et do d’une algebre

graduée &, le crochet
V1, V2] =V V3 — (~1)1%V,V,
est une dérivation de degré d; + do de &.

Le théoréeme suivant est une variante du théoreme 9.1.
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THEOREME 9.8. — Soit D : A°(M) — A%(M) une application R—linéaire
satisfaisant & la condition de Leibniz, pour f et g € A°(M) :

D(fg) = fDg +gDf

Alors il existe une dérivation de degré d et une seule V : /(M) — /(M)
satisfaisant aux conditions sutvantes :

(i) [V,d] =0

(ii) 8i f e A°(M), V(f) =Df{.

Exercice 9.7

Démontrer ce théoréme.

Ezxemple
On considére un champ de vecteurs & sur M. L’opérateur de dérivée de Lie

suivant le champ de vecteur &
0 : A°(M) — A°(M)

satisfait & la condition de Leibniz. Par conséquent, cet opérateur s’étend en une

dérivation de degré 0, appelé encore dérivée de Lie, et notée 0;.

PROPOSITION 9.9. — (Formule de Cartan)
Soit i(£) la dérivation de &/ (M) donnée par le produit intérieur par &, et d la

dérivation extérieure. Alors
0c = [i(£), d]

Démonstration. Les deux membres sont deux dérivations de degré 0; ces
dérivations commutent avec d et coincident sur les fonctions. Donc elles coincident

d’apres le théoreme 9.1. o

Interprétation géométrique de la dérivée de Lie
Supposons pour simplifier que M soit une variété compacte. Considérons le
flot w : R x M — M défini par £, et le groupe & un parametre u; associé &.
Pour w € AP(M) la forme différentielle wy = ujw est induite par une forme

différentielle la forme différentielle u*(w) sur R x M. Il en résulte que pour chaque
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point z € M le covecteur uj (w)(z) € APT*M dépend différentiablement de t. On

peut en particulier calculer sa dérivée & l'instant ¢ = 0.

Exercice 9.8

d
Vérifier que la dérivée — (u}w)|s—o définit une p—forme différentielle de classe

dt
C® sur M.

ProPOSITION 9.10. — On a
d, .
B¢ (w) = E(U’tw)‘tzo

Démonstration. Posons pour w € AP(M),

d. .
L(w) = Zﬁ(utw)‘tzo-
Alors P’application L est une dérivation de degré 0 de &/ (M). Pour vérifier la
condition [L,d] = 0, il suffit d’appliquer cet opérateur 3 une forme différentielle
godgi ... Adgp. On est ramené & vérifier cette condition pour des fonctions. Pour

une fonction g : M — R de classe C*° on a

Lg)(z) = 5(g0)(0,)

Mais si v : R x M — R est une fonction de classe C? , on a d’aprés Videntité de

Schwarz

0 0
—v = —dMV

ot ot

Dans cette formule, dy désigne, pour éviter toute confusion, la différentielle
partielle le long de M. Cette formule entraine l'identité [d,L] = 0. D’autre part,

il est évident que coincide avec ¢ sur les fonctions. _L’unicité du théoreme 9.8

dm

entraine alors le résultat.

Formule de Maurer-Cartan

On a vu que toute forme différentielle pouvait g’exprimer comme forme
p—linéaire alternée sur ©(M) x...xO(M). L’objet de la formule de Maurer -Cartan
est d’exprimer la différentielle extérieure dw d’une forme différentielle w € AP(M)

en tant que forme p + 1—linaire alternée.
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PROPOSITION 9.11. — (Formule de Maurer-Cartan) Soient (&o,...&p) des
champs de vecteurs, et w € AP(M). Alors

dw(bo, ..., &) =Y (—1)"0c, (@(&o,-- 1€ 0+ &p))

7

+ Z(—i)i+jw([€i76j]7 s 7£vi) e 7£vj7 v 7§p)

i<j

Ezxemple _
Si £ et 1 sont deux champs de vecteurs et w € Al(M), la formule de Maurer-

Cartan prend la forme suivante :

dw(£777) = 05((“‘)’ 77)) - 977(<w,§>) - (w, [59”])

Exercice 9.9

Soient & et 17 deux champs de vecteurs sur M, et f € A.

1. Vérifier que [f€,n] = f[§,n] — O (f)n-

2. En déduire que le second membre de la formule de Maurer-Cartan en une

forme p + 1— linéaire alternée en (&, ...,&p) sur 'algebre A.

Démonstration de la proposition 9.11

On peut se contenter de vérifier localement la formule de Maurer-Cartan.
On peut donc supposer que M est difféomorphe & un ouvert de R”, et que l'on
dispose de coordonnées 1, ..., Z,. Les A—modules ©(M) et AP(M) sont alors des
modules libres sur A, et il suffit de vérifier la formule pour la forme différentielle
w= fdxy A... Ndzp, ot f € A. On a alors

dw = (-1)P ) gf dz1 A ... Adzy Adz;.

- T
i>p

: ils constituent une base pour

0
63:,-

" On considére les champs-de vecteurs & =

O(M). Pour i1 < ... < ipy1, on a alors

I

| 8
dw(iys - ipys) {(“1)” 4f st (41,...,0p) = (1,...,D)

sinon
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Le crochet [£;,&;] étant nul, il est clair que le second membre appliqué a
(&iy»- - +&i,y,) donne le méme résultat. On applique P'exercice 9.9 pour obtenir

le résultat pour des champs de vecteurs (o, .. .,&p) quelconques. o '

Exercice 9.10

Soit G un groupe de Lie de dimension n. Soit g = Lie(G) l'algebre de Lie de
G, et A = A%(G) 'algebre des fonctions C* sur G.

1. Montrer que AP(G) est un A-module libre isomorphe a Homg(APg, A).
Décrire une base de AP(G).

2. Soit AP(G)® C AP(G) le sous-espace vectoriel des formes différentielles sur
G-invariantes par le groupe des translations & gauche. Montrer que AP(G)€ est un
espace vectoriel de dimension finie isomorphe & APg*. Montrer que d(AP(G)€) C

APT1(G)C et vérifier que I'application linéaire induite
d: AP(G)S — APYH(G)C

se calcule en termes de l'application linéaire A?g — g associée & la structure
d’algebre de Lie de g.

9.2. Homotopies

Soit M une variété de classe C*.

Cohomologie de de Rham

DEFINITION 9.12. — Une forme différentielle w de degré p sur M est dite
fermée si dw = 0. Une p-forme différentielle est dite exacte s’il existe une forme
différentielle ¢ € AP~H(M) telle que w = dé.

Les formes différentielles de degré p exactes forment un sous-espace vectoriel
BP(M) de D’espace vectoriel ZP(M) des formes différentielles fermées de degré p.
Deux formes différentielles fermées de degré p sont dites cohomologues si leur

différence est exacte :
DEFINITION 9.13. — L’espace vectoriel quotient
HYr (M) = ZP(M)/BP(M)

s’appelle le p—iéme espace vectoriel de cohomologie de de Rham de M.

o

R e s T s o L s Lo s

s

s
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Exemple .
I.’espace vectoriel HYp (M) est 'espace des fonctions localement constantes sur
M. 1l est de dimension finie si M n’a qu’un nombre fini de composantes connexes,

en particulier si M est une variété compacte.

Si f : M — N est un morphisme de variétés, I'aplication f induit un
morphisme des complexes de de Rham f* : &/ (N) — &/ (M) i.e. df* = f*d. Il en
résulte que 'image réciproque par f d’une forme fermée est une forme fermée, et
I'image réciproque d’une forme exacte est exacte. Ainsi, f induit une application
linéaire

f* + Hpp (N) — Hpp (M)

Evidement, si f : My — Mj et g : My — M3 sont des morphismes de variétés, on
a (go f)* = f* og* en cohomologie de de Rham, parce que cette formule est déja

vraie pour les formes différentielles.

Variétés a bord

Les variétés & bord ne sont pas des variétés au sens qui a été vu jusqu’ici.
Par exemple, la boule fermée définie par les (z1,...,%n) € R™ tels que >, z2 <1

constituera une variété & bord ; ce n'est évidemment pas une variété.

DEFINITION 9.14. — Soit U un ouvert du demi-espace [0,c0[xR*™1. Une
fonction f: U — R est dite de classe C* si f s’étend en une fonction f1 de classe

C®® sur un ouvert Uy de R".

~ En tout point a de {0} x R™"! la différentielle d, fi; ne dépend pas du choix
du prolongement, mais seulement de f.

Par variété & bord M (de classe C°°) on entend la donnée d'un atlas maximal
dont les cartes, définies sur des parties U; C M prennent leurs valeurs dans un
ouvert de [0,00[xR™™!; on demande bien siir que les cartes soient deux a deux
O —compatibles, et donnent & M une structure d’espace topologique séparé et
dénombrable 3 l'infini. Si M est une variété & bord, U'intérieur de M est défini
par ensemble des points qui ont un voisinage homéomorphe & une boule de R™;
le complémentaire OM s’appelle le bord. C’est une variété de classe C*° au sens

habituel.

Ezxemples
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(i) Soient X une variété de classe C* (sans bord) et f : X — R une
fonction de classe C® n’ayant pas 0 pour valeur critique. Alors, si f s’annule,
M = {z € X, f(z) > 0} est une variété & bord, dont le bord est la sous-variété
donnée par 'équation f = 0.

(ii) Si M est une variété de classe C*, le produit [0,1] x M est une variété a
bord, dont le bord est {0,1} x M.

Sur une variété i bord, Pespace vectoriel tangent a un sens en tout point,
y compris les points du bord ; 'espace des p—formes différentielles globales a lui

aussi un sens, ainsi que le complexe de de Rham.

DEFINITION 9.15. — Soient f et g : M — N deuz morphismes de variétés
(avec ou sans bord). On dit que f et g sont différentiablement homotopes s’existe
une application différentiable h : [0,1] x M — N telle que pour tout T € M on ait

h(0,z) = f(z) et h(1,z) = g(x).
Une telle application h s’appelle une homotopie différentiable entre f et g.

THEOREME 9.16. — Si f et g : M — N sont différentiablement homotopes,

les application linéaires f* et g* induites en cohomologie de de Rham
Hpr(N) — Hpr(M)
sont égales.

DEFINITION 9.17. — Une variété M est dite (différentiablement) contractile

si idy est homotope & une application constante.

FEzemple
Un ouvert convexe de R™ est différentiablement contractile.

COROLLAIRE 9.18. — (Poincaré) Si une variété M est contractile, pour p > 0,

toute p—forme différentielle fermée est exacte.
En effet, la cohomologie de de Rham est alors celle d’un point.

DEFINITION 9.19. — Soit M C N une sous-variété de N et j : M — N
Pinclusion canonique ; on dit que M est rétracte de N par déformation s’il existe
une application r : N — M de classe C° telle que

(i) 'r|M - idM

(ii) j o r est différentiablement homotope ¢ idy.
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COROLLAIRE 9.20. — Si M C N est une sous-variété de N rétracte par

déformation, l'application canonique
j* : Hpr(N) — Hpg (M)
est un isomorphisme.

Exemple
L’inclusion S, — R"*! — {0} induit un isomorphisme sur les groupes de

cohomologie de de Rham.

On peut en fait démontrer que si deux applications différentiables f et
g : M — N sont homotopes c’est-a-dire qu’il existe une application continue
h : [0,1] x M — N telle que h(0,2) = f(z) et h(l,z) = g(z), elles sont
différentiablement homotopes. De plus, toute application continue : f : M —
N est homotope & une application différentiable; ces résultats se démontrent
par des théorémes d’approximation [3]. Ceci entraine par exemple que si f :
M — N est une équivalence d’homotopie (au sens topologique) elle induit un
isomorphisme HP (M) ~ HP(N). Ainsi, on peut oublier le mot «différentiable »dans
les énoncés ci-dessus. En particulier, deux variétés différentiables qui ont méme
espace topologique sous-jacent ont méme espace vectoriel de cohomologie.

On peut également démontrer que si M est une variété compacte, les espaces
vectoriels HP(M) sont de dimension finie : une démonstration possible, dans
P’esprit de ce cours, serait d’utiliser ’existence de fonctions de Morse. Le nombre
b, = dimHP(M) s’appelle le p—i¢me nombre de Betti; il ne dépend que de
I’espace topologique sous-jacent & M (théoréme de de Rham). Le nombre x(M) =
Zp(——l)pbp s’appelle la caractéristique d’Euler-Poincaré.

La formule d’homotopie

On pose I = [0, 1].

PROPOSITION 9.21. — (Formule d’homotopie) Soit j; : M — I x M
Vinclusion x — (t,x). Pour tout entier p > 0, il existe une application linéaire
H: AP(I x M) — AP~1(M) satisfaisant & la propriété suivante : pour toute forme

p—forme différentielle ¢ surI x M on a

J1(8) — 4o (@) = dH(¢) + Hd(¢).




140

Démonstration. Considérons le champ de vecteurs horizontal £ = e Une
forme différentielle ¢ € AP(I x M) s’écrit de maniére unique ¢ = dt Ao+ ol o et
3 sont des formes différentielles de degrés respectifs p— 1 et p sur I x M telles que

i(€)a =0 et i(£)B = 0. Si U étant un ouvert de M ot 'on dispose de coordonnées

Z1,...,Ty, ces formes différentielles s’écrivent localement,
CYIIXU = E ail,,_‘,ip__ldl',,;l AN d$ip_1
1< .. <lp—1

ﬂ[IXU = Z ﬂil,_,.,ipdazil AN d:l:ip

7;1<...<ip

ol ,,....ip—1 €6 Bis,...,i, SONE des fonctions de classes C*® sur I x U : autrement dit,
les formes différentielles o et B peuvent &tre vues comme formes différentielles sur
M dépendant différentiablement du parametre ¢ € I. Remarquons que 3(t) = j; (¢).

Il en résulte que

<k * K - 1 8ﬂ
N5 (#) — Jo (¢) = o Et—dt

On a ¢ (@) = dt A () + 0:(B) et 6:(8) = %—’f Par application de la formule de

Cartan, il en résulte
E(t) = Jj; (0e9)
= j; 1(§)de + dj;i(§)¢
Posons, pour 9 € AP(I x M)

H) = [ dsi(epwt.

Le théoréme de dérivation d'une intégrale dépendant de parameétres montre que
f‘ol djri(€)(p)dt = dH(¢). Ceci conduit & la formule attendue. o

COROLLAIRE 9.22. — Les applications linéaires j§ et ji induites en coho-

mologie de de Rham :
HE R (I x M) — HP R (M)

sont égales.
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En effet, si ¢ est une p—forme différentielle fermée sur I x M,
Ji(¢) = Jo (¢) = dH(¢)

et par conséquent les formes différentielles ji(¢) et ji(¢4) sont cohomologues, et

donc définissent la méme classe en cohomologie de de Rham.

Démonstration du théoréme 9.16
Soit A : I x M — N une homotopie différentiable entre f et g. Considérons
Papplication h; = ho j; : M — N. En cohomologie de de Rham on a h} = jf o h*

et par suite hj = hi. D’ou I'énoncé. o

9.3. Formule de Stokes

Intégration

Soit M une variété de classe C*, avec ou sans bord, orientable et orientée, de
dimension n. On consideére Pespace vectoriel A7?(M) des formes différentielles de
degré n & support compact. On se propose de définir, pour w € A7 (M) I'intégrale
Juw-

Supposons d’abord que le support de w est contenu dans un ouvert U ou on
dispose de coordonnées x — (z1,...,Z,) = $(x); on suppose que ces coordonnées
sont compatibles avec orientation de M, c’est-a-dire qu’en chaque point de U, les

a2

champs de vecteurs z-,..., a—‘z— définissent une base directe. Alors
n

wlu = f(z1,...,2p)dz1 A... ANdzy

o f(x1,...,%,) est une fonction de classe C* & support compacte dans R™. On

pose

/wz f(z1,...,zp)dz1 ... dz,
M Rn

Pour voir que ceci a un sens, on doit constater qu’on trouve le méme résultat
quand on change de coordonnées. Si (y1,...Yn) = ¥(z) est un autre systeme de
coordonnées compatible avec I'orientation, les changement de cartes v = Pyt
(z1,...,%n) = V(Y1,.-.,Yn) est de classe C* sur (U). Soit Jv le jacobien de v.

D’apres la formule du changement de variables dans les intégrales, on a

fz1,. ., Zp)der .. . doy = A Fov(yr, ...y Iv(yr, .-, yn)ldyr . . . dyn
R™ n
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Dans les coordonnées ¥i,...,Yn O &

wlv = FOW1,- - Y)W, - - Yn)dyr A A dyn.

Puisque les deux systeémes de coordonnées sont compatibles avec I'orientation, on a
Jv > 0, ce qui montre que la formule calculée en utilisant les coordonnées y1, ..., Yn
est la méme.

Si le support de U n’est pas contenu dans une carte locale, on utilise une

partition de 1'unité. Soit en effet un recouvrement U; par des cartes locales;

considérons une partition de P'unité (u;) subordonnée au recouvrement Us. On

-5

Remarquons que le membre de droite a bien un sens, puisque la forme différentielle

pose

piw est & support compact contenu dans la carte locale U;, et qu’il n’existe qu'un

nombre fini d’indices i tels que le support de ,u,l rencontre le support de w.

Exercice 9.11

Montrer que le membre de droite est indépendant du choix du recouvrement

U; et de la partition de l'unité.

Exercice 9.12

Considérons la variété orientée M obtenue & partir de M en changeant

l’orientation. Vérifier que [w = — [yyw

Exercice 9.13
Soit f : M — M un difféomorphisme de M conservant Vorientation. Montrer

/FM=/w
M M
Exercice 9.14

On suppose M connexe. Soit f : M — N un revétement fini de degré d.

que pour w € A?(M) on a

Montrer que pour w € A?(M) on a

‘&ﬁWFﬂﬂAw

le signe dépendant du fait que f change ou non Porientation.
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Formule de Stokes

Soit M une variété a bord, orientée. On va commencer par montrer comment

on peut orienter de maniere naturelle le bord oM.

Exercice 9.15

Soient U et U’ deux ouverts de [0, 00[xR™"! et ¢ : U — U’ un difféomor-
phisme.

a) Démontrer que ¢(0U) C oU’ .

b)- Démontrer que la matrice jacobienne dy¢ en un point a € OU laisse

0
invariant le sous-espace vectoriel {0} x R"™! et que ?;ﬂ(a) > 0.
1

Soit M une variété & bord, orientée, de dimension n. Si a € M, la notion
de vecteur sortant en a a un sens : étant donné une carte locale ¢ : U — Uy C
[0, co[xR™1, le vecteur u € T,M est dit sortant si la premiere composante de
dod(u) est < 0. Il résulte de Pexercice 9.15 que c’est le cas pour toute autre carte.
Pour orienter M, il suffit, pour tout point a € M, d’orienter espace vectoriel (dit
normal) N, = T,M/T,0M. Mais les vecteurs sortant définissent une orientation
de cet espace vectoriel de dimension 1. Ainsi, une base (eg, .. .,e,) de Tq(OM) est
directe si pour e; vecteur sortant en a, la base (e1, €z, .. ., e,) est une base directe
de T,M.

THEOREME 9.23. — (Théoréme de Stokes) Soit M une variété a bord,
orientée, de dimension n. On suppose que le bord OM est orienté comme ci-dessus.

Soit w € A""Y(M) une forme différentielle de degré n & support compact. On a

/de/ w|3M.
M oM

La forme différentielle w|sy désigne ici 'image réciproque de w par I'inclusion
OM — M.

" COROLLAIRE 9.24. — Soit M wune variété sans bord. Pour toute forme

différentielle w de degré n — 1 & support compact dans M on a

/deO
M

Ezxemple
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Soit M une variété riemannienne de dimension 2, & bord et orientée ; soit {2 la
2-forme canonique (dite élément d’aire) sur M. Considérons un chainp de vecteur
¢ sur M, auquel correspond une forme différentielle w de degré 1. La circulation
de ¢ le long de &M est par définition I'intégrale Cam(§) = Jongwlon- On a alors

/ div(€) © = Con(€)
M

C’est le théoreme de Stokes usuel.

Ezemple

Soit M une variété riemannienne de dimension 3, & bord et orientée ; soit {2 la
forme volume. Si £ est un champ de vecteurs sur M, le flux de { & travers OM est
défini par intégrale ®on(€) =[5, wlom, ot w est la forme différentielle de degré

2 associée & £. La formule de Stokes prend la forme suivante :

Bon(€) = /M dive Q.

(est le théoreme d’Ostrogradski habituel.

Démonstration du théoreme 9.23

A Paide d’une partition de I'unité, on se ramene au cas ou M = [0, co[xR™ 1.
La forme différentielle w est une forme & support compact de degré n — 1. Il suffit

de faire le calcul pour la forme différentielle
w= f(T1,...,Tp)dz1 A ... Adz;" A ... Ndzp

Onadw= (—1)i_1?idx1 A...Adz,. On a alors par définition

81177;

. 8f
dw = (1)1 dzri...dz,

Pour i = 1 on obtient en appliquant le théoréme de Fubini

/dw:—/ f0,z2,...,2,)dzs ... dTy
M Rn—1
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Compte-tenu du fait que (zg,...,z,) donne lorientation opposée sur oM le
membre. de droite est bien faMw|3M' Pour i > 1, on a w|gm = 0 et il suffit de
0
constater que fRn 8_3{_de ...dz, = 0, ce qui est évident d’apres le théoréme de
i

Fubini. a
Réciproquement, on démontrera dans la section 10.1 le résultat suivant :

THEOREME 9.25. — Soit M une variété sans bord, de dimension n et

w € A%(M) une forme différentielle & support compact telle que

/w=0
M

Alors il existe une forme différentielle ¢ de degré n—1, & support compact, sur M
telle que w = ddo.

9.4. Cohomologie de de Rham des G—variétés

Soit M une variété sur laquelle agit un groupe de Lie G compact. Le groupe
G agit alors sur I’espace vectoriel des p—formes différentielles, ainsi que sur la
cohomologie de de Rham de M. On peut considérer le sous-complexe 2/ (M)© du
complexe de de Rham, formé des formes différentielles invariantes par I'action de

G.
THREOREME 9.26. — Linclusion /- (M)® — &-(M) induit un morphisme
injectif
HP (27" (M)®) — Hpp (M)
sur les espaces vectoriels de cohomologie ; son image est le sous-espace H]ﬁ:’)R(M)G
des classes de cohomologie invariantes par G.
COROLLAIRE 9.27. — On suppose en outre G connexe. Alors les applications
linéaires
HP (o (M)®) — Hpg (M)

sont des isomorphismes.
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Exercice 9.16

Considérons sur la sphere S, I'action de G = SO(n+1). Montrer que &P(S,)¢
est nul, sauf pour p = 0 et p = n. Pour p = 0 cet espace vectoriel est réduit aux
fonctions constantes. Pour p = n cet espace vectoriel est de dimension 1, avec pour

générateur la forme volume. Il en résulte que tous les nombres de Betti de S, sont

nuls, sauf pour by = b, = 1.

Exercice 9.17
On prend G = {#1} agissant sur la sphére S,. Montrer que le complexe
o/-(M)%) s'identifie au complexe de de Rham des formes différentielles sur 'espace

projectif P, (R). En déduire les nombres de Betti de Vespace projectif réel.

Exercice 9.18
1. Soit G un groupe de Lie compact et connexe. Montrer que la cohomologie

de de Rham HZ (G) peut se calculer en termes de 'algebre de Lie g de G. (Utiliser

’exercice 9.10).
2. Décrire la cohomologie de de Rham de T = S7, et trouver ses nombres de

Betti.

Exercice 9.19
On considére le groupe de Lie G = SL(2,R).
a) Montrer que G est une variété de dimension 3 difféomorphe a S; X R2.

Calculer les nombres de Betti de G.
b) Calculer la cohomologie HP (2 (G)®) du complexe de de Rham des formes

différentielles invariantes a gauche.

c) Montrer que P'application linéaire canonique
H'(#/(G)%) — Hpr(G)

n’est pas surjective.

Ainsi, le corollaire ci-dessus ne s’étend pas aux actions des groupes de Lie non

compacts. Les exercices 9.20 et 9.21 qui suivent fournissent la démonstration du

théoreme 9.26. Elle repose sur un procédé de moyenne.
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Mesure de Haar

Considérons sur le groupe de Lie G le fibré tangent. On sait que ce fibré est
trivial, et on peut le trivialiser en utilisant les translations & gauche de G. La variété
G est orientable; on se fixe une telle orientation, ce qui revient & se donner une
orientation de I'espace tangent en I’élément neutre. Si m = dim G, il existe dans
A™(G) une forme volume canonique {2, invariante par translation a gauche, et telle
que Q satisfasse la condition de normalisation [, Q = 1. On peut alors intégrer les
fonctions continues f sur G, en considérant la forme linéaire f — pu(f) = [5 fQ.
Cette mesure ne dépend pas du choix de I'orientation de G et s’appelle la mesure
de Haar sur G; elle est invariante par translation & gauche. Si G est un groupe
fini, cette mesure est donnée par u(f) = #—G- > gec (g), out #G désigne le nombre
d’éléments de G : c’est donc la moyenne des valeurs de f.

Soit w € AP(M). En chaque point z € M, la fonction G — APT;M définie par

g — g*(w)(z) est de classe C*°. On peut donc I'intégrer sur G : on pose

(w)(z) = pu(g" (w)(z))

Exercice 9.20

1. Montrer que I(w) définit une forme différentielle invariante par l'action de
G. Vérifier que dl(w) = Id(w).

2. Montrer que si w est G—invariante, I(w) = w. En déduire que la fléche

canonique
HP (27" (M)) — Hpp (M)
est injective.

Reste & montrer que l'image est constituée des classes de cohomologie

G—invariantes.

Exercice 9.21

Soit w une p—forme différentielle fermée sur M dont la classe de cohomologie
est G—invariante.

1. Montrer que pour tout g € G, la forme différentielle w — g*(w) est exacte.

2. Montrer qu’il existe un recouvrement ouvert U; et une famille de formes
différentielles (oy)geu, de degré p—1, dépendant différentiablement de g telle que
pour g € U; on ait

w—g"(w) = doy
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(Utiliser la formule d’homotopie). f
3. En déduire qu'il existe une famille (8y)gec de formes différentielles

dépendant différentiablement de g telle que
w = g"(w) = dBy

(Introduire une partition de I'unité y; subordonnée au recouvrement Us. La forme
différentielle 8, = Y, 1 1i(9) 0y convient.)
4. Soit B(z) = ngG By(z)S). Vérifier que § est une forme de classe C*° et que

I’on a la formule
w — (w) = dB.

Ceci achéve la démonstration du théoreme 9.26. Il existe d’autres moyens
pour calculer la cohomologie de la sphere : par exemple, on peut recouvrir la
sphere par deux ouverts Up et Ug, contractiles; il suffit de prendre pour Ug le
complémentaire du pdle sud, et pour Uy le complémentaire du pdle nord. On
est ramené a décrire la cohomologie de la variété en termes de la cohomologie
de ces ouverts qui est évidente), et de la cohomologie de l'intersection; cette
intersection a méme cohomologie que S,,_1. La suite exacte de Mayer-Vietoris (cf.
par exemple C. Godbillon, Eléments de topologie algébrique, Hermann) permet de
 relier ces cohomologies et de raisonner par récurrence sur la dimension. L’avantage

de 1a, méthode exposée ici est qu’elle permet trouver facilement le générateur de
B (Sn)-

Exercice 9.22
Montrer que R” n’est pas difféomorphe & R™\ {0}.

Exercice 9.23

On se propose de donner une démonstration du théoréme de d’Alembert
reposant sur les propriétés de Papplication exponentielle. Soit A une R-algebre
commutative et unitaire, de dimension finie. On équipe A d’une norme telle que
pour tout a € A et b€ A onait || ab||<||allll bl -

1. Montrer que Papplication = +— expz de A dans le groupe A* des éléments
inversibles de A est un homomorphisme de groupes.

2. Vérifier que Papplication = — expz est un revétement de la composante
connexe de ’élément neutre de A*.

3. On suppose que A est une extension algébrique de degré d de R. Montrer

que d < 2. On suppose pour ceci d > 3, et on procede de la maniere suivante :
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a) Remarquer que si d > 3, A* serait simplement connexe.

b) Montrer que si ¢ : [0,1] — A* est un lacet de classe C! l'intégrale & valeurs

dans A
L ()
[ 2w

appartient a ker exp. En déduire que cette intégrale ne dépend que de la classe

d’homotopie de . Déduire de a) que cette intégrale est en fait nulle.
c) En déduire que exp : A — A* serait un difféomorphisme. Conclure en

utilisant I’exercice précédent.

10. Le degré

10.1. L’espace vectoriel H? (M)

On considére une variété connexe M de classe C®°, sans bord, orientée, de
dimension n. Soit «7;(M) le complexe de de Rham des formes différentielles sur M
& support compact. On désigne par H2(M) les espaces vectoriels de cohomologie

de ce complexe. On considere le morphisme d’intégration, sur A7 (M)

wb—»/w
M

D’apres le théoreme de Stokes, cette application se factorise en une application

linéaire
1:HMM) — R.
THEOREME 10.1. — L’application linéaire ci-dessus
1:HMM) — R

est un isomorphisme.

Démonstration. 11 est clair que cette application est surjective, puisque
Pintégration d’une forme différentielle f(2, ot f est une fonction de classe C*

positive et & support compact et 2 une forme différentielle de degré n compatible
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avec Dorientation fournit un nombre > 0. Le probléme est de montrer I'injectivité.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

1) Le théoreme est évidemment vrai pour la sphére S, : 'espace vectoriel
de cohomologie HY g (S,) est, comme il a été vu dans la section précédente, de

dimension 1 ; donc I est un isomorphisme.

2) Démontrons I’énoncé pour R™. Soit w € AZ(R™) & support dans une boule
B(r) de centre 0 et de rayon r, et telle que wa = (. Puisque R" est contractile,

on sait qu'il existe une forme différentielle ¢ de degré n — 1 telle que dy) = w. Le

probleme est que 1 n’est pas obligatoirement a support compact. On va mofifier

1) de facon a obtenir une forme différentielle & support compact.

Considérons le cylindre C, des points z € R™ tels que
r <] z|< 3r

La sphére S = 9B(2r) de rayon 2r est rétracte par déformation de C,, donc le
morphisme d’inclusion S < C, induit un isomorphisme en cohomologie de de
Rham. Sur C, on a dy = 0. Pour connaitre la classe de cohomologie définie par 9
dans HER'(C,) il suffit de calculer I'intégrale Js . D’aprés la formule de Stokes,

cette intégrale est aussi fB(zr) w et cette intégrale est nulle par hypothese. On peut

donc trouver une forme différentielle n € A”~2(C,) telle que dn = 1. Considérons
une forme différentielle ¢ de degré n—2, & support compact dans le cylindre G, et
qui coincide avec 7 au voisinage de la sphére S. Alors ¥ — d( s’annule au voisinage

de cette sphere. Alors la forme différentielle ¢ définie par

_ ¢—dC pour | z|<2r
?={ 0 pour |zl>2r

Cette forme différentielle est de classe C*, & support compact, et telle que d¢ = w.
Ainsi, le théoréme est démontré pour une variété difféomorphe a R™.

3) Considérons un recouvrement de M par deux ouverts U; et Uy de M, qui

se rencontrent, et posons Uy = Uy NUs.

Exercice 10.1
1. Montrer que l’on a une suite exacte de complexes

0— A,(Up2) > A (U) @ A (Uz) = A, (M) — 0
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(Utiliser une partition de Punité).

2. En déduire que que 'on a une suite exacte

®
He (U1,2) — Hg(Uy) @ HY(Uz) — HZ(M) — 0

Supposons le théoreme démontré pour U; et Us; le diagramme commutatif

Hy(Uiz) —  HZ(Uy)

N L1
R

montre que 'application linéaire (1) est forcément non nulle. Il en résulte que
dim H? (M) < 1 et par suite I : H?(M) — R est un isomorphisme.

4) Soit a € M. Pour tout € M on peut par connexité trouver un nombre un
nombre fini d’ouverts Uy, ..., U,, difféomorphes & R", tels que U; NU; ;1 soit non
vide pour i = 1,...,m — 1, et tels que U, contienne z. Puisque I’énoncé est vrai
pour chaque U; on voit en appliquant successivement ce qui a été vu en 3) que
Pon peut trouver un ouvert U contenant a et z pour lequel ’énoncé est vrai. Si
K est un compact de M, on peut alors recouvrir K par un nombre fini d’ouverts
contenant a pour lequel le théoréme est vrai. Donc le théoréme est vrai pour un

ouvert contenant K. Ceci entraine évidemment le résultat. o

Exercice 10.2

Soit M une variété connexe de dimension n qui n’est pas orientable. On se
propose de montrer que H?(M) = 0.

1. Montrer qu’il existe un revétement 7 : M — M par une variété orientable et
connexe M. Montrer que 'involution canonique o : M — M renverse Porientation.

2. On suppose M compacte. Montrer que le complexe de de Rham &7~ (M)
s’identifie au complexe des invariants &7 (M)®. Déduire du théoréme 9.26 que l'on
a HY(M) = 0.

3. Etudier le cas o M n’est plus compacte.

10.2. Le degré de Brouwer

Soient M et N deux applications de classe C* compactes, connexes, orientées
de dimension n et f : M — N une application de classe C*°, propre. On consideére

le morphisme

frHY(N) — H* (M)
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induit par I'image réciproque des formes différentielles & support compact. On
rappelle que f* ne dépend que de la classe d’homotopie de f. On sait que les

espaces vectoriels H*(M) et H*(N) sont de dimension 1.

THEOREME 10.2. — Le morphisme f* est la multiplication par un nombre

entier deg(f).
DEFINITION 10.3. — L’entier deg(f) est appelé le degré de f.

Qi P est une autre variété de dimension n, compacte connexe et orientée, et
g : N — P est une application de classe C*, on a deg(g o f) = deg(f) deg(g)- En
particulier, si f est un difféomorphisme, on a d(f) = %1; le signe dépend du fait

que f conserve ou renverse l'orientation.
La démonstration qu'on va donner utilise le théoréme de Sard, et donne une

interprétation du degré. Rappelons d’abord le théoreéme de Sard :

THEOREME 10.4. — Soit f : M — N une application de classe C*°. Alors

Vensemble des valeurs critiques de f est de mesure nulle.

Soit ¢ un point de N qui n’est pas valeur critique. Alors f~Y(c) est une sous-
variété de dimension 0, donc réduite & un nombre fini de points. Pour z € f~(c),
posons

+1 si T, f conserve lorientation

signe(f, z) = { —1 si T, f renverse l'orientation

Le théoreme 10.2 est une conséquence de ’énoncé suivant :

THEOREME 10.5. — Soit ¢ € N un point qui n’est pas valeur critique. Alors

deg(f) = Z signe(f, z)
zef=1(c)

Remarquons que cet énoncé entraine que le membre de droite, qui compte
algébriquement le nombre de points dans une fibre de f ne dépend pas du choix de
c. On peut également donner un énoncé analogue pour un morphisme de variétés
connexes orientées de dimension n, & condition de supposer que le morphisme f
est propre; dans ce cas, le membre de droite g’interpréte comme le morphisme

H?(N) — H?(M) induit par f sur la cohomologie des formes différentielles a

support compact.

S

2
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Démonstration. Si c n’est pas valeur critique, il existe un voisinage ouvert
V de ¢ tel que le morphisme induit par f : f~1(V) — V soit un revétement.
On peut supposer que V est connexe, et f~1(V) est réunion disjointe d’ouverts
(Uy)i = 1,...,k difféomorphes par f & V. Soit w une forme différentielle de degré

n & support compact dans V et telle que fvw = 1. On a alors

Aﬁ@=§4ﬁ@

D’aprés les exercices 9.12 et 9.13, on a fUi [*(w) = %1, ou le signe est +1 si
flu, conserve l’orientation et —1 sinon. Ce signe est aussi signe(f,z) au point
z € U; N f71(c). On a donc obtenu

/N =Y signe(f,a)

zef~1(c)

d’oi1 découle le résultat. o

Exemple
Soit f : S; — S; une application de classe C*°. Alors il existe un relevement
F:R — R de classe C*® tel que pour § € R

SAF0) — f(ew).

L’application 6 — s=F(# + 2m) — F(6) est une constante entitre classiquement

appelé le degré de f : elle mesure la variation de argument de f(¢*’) quand 6
augemente de 2. Nous allons montrer que cet entier est deg(f).
Soient 7 : R — S; lapplication exponentielle § — e et w = xdy — ydz la

forme volume sur S*. Alors [y w = 27 et 7*(w) = dfl. On a alors

%Lf@=%4mfww>

5= [, =Fen-F0)
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Exemple ,

‘Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n, et S(E) la sphere de
E. Soit f € O(E) une transformation orthogonale et f : S(E) — S(E) I'application
induite. Alors deg(f) = det f.

En effet, puisque O(E) est engendré par les symétries orthogonales par rapport
4 des hyperplans, il suffit de vérifier que pour une telle symétrie s on a deg(s) = —1.
Mais une telle symétrie renverse une orientation de E, et transforme vecteur sortant

en vecteur sortant. Par suite, elle renverse I'orientation de la sphere.

10.3. Le théoréme de Poincaré-Hopf

Soit € : R® — R™ un champ de vecteurs ne s’annulant qu'a DPorigine. Soit
B(r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7. On désigne par F¢ 'application
0B(r) — S,—1 définie par

3
Fe(z) = —.
ST el
DEFINITION 10.6. — On appelle indice du champ de.vecteurs £en0, et on

note 1(€,0) le nombre deg(Fe).

Exercice 10.3
Montrer, en utilisant la propriété d’invariance du degré par homotopie, que

I(¢,0) ne dépend pas du choix de 7.

PROPOSITION 10.7. — Soit ¢ : R® — R™ un difféomorphisme de jacobien
> 0 tel que ©(0) = 0. Soit & un champ de vecteurs sur R™ ne s’annulant qu’a

Uorigine Alors

I(¢,0) = L(¢«(£),0)

On démontrera plus tard cette proposition. Considérons maintenant un champ
de vecteurs £ sur une variété orientée M de dimension n. Soit a € M un zéro isolé
de £. Choisissons une carte locale ¢ : U — R™ de M au voisinage de a telle que
¢(a) = 0, compatible avec l'orientation de M; on suppose que a est le seul zéro
de ¢ dans Pouvert U. Alors Iindice I(¢.(£),0) ne dépend pas du choix de la carte

locale ¢ d’aprés la proposition ci-dessus.
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DEFINITION 10.8. — L’indice de & en a est défini par

I(¢, a) = I(.(£), 0)-

THEOREME 10.9. — (Poincaré-Hopf) Soit M une variété compacte orientée,
x(M) sa caractéristique d’Euler-Poincaré, et & un champ de vecteurs n'ayant que

des zéros isolés. Soit Z(€) l'ensemble des zéros de §.

> 1, a) = x(M).

a€Z(§)

Cet énoncé montre en particulier que le membre de gauche est un invariant

topologique.

Exemple

Considérons la sphére S,,. On a x(S,) = 0 si n est impair et x(S,) = 2 si
n est pair. Ainsi, tout champ de vecteurs sur une sphére de dimension paire doit
s’annuler. Par contre, si n est pair, il existe sur S,, un champ de vecteurs qui ne

s’annule pas.

Exemple

Soit M une variété compacte orientée de dimension, et f une fonction de Morse
sur M. On équipe M d’une métrique riemannienne adaptée & f au sens suivant :
au voisinage de chaque point critique, il existe une carte locale ¢ = (z1,...,%5) :
U — R" telle que p(a) = 0, compatible avec la métrique euclidienne standard sur

R™ et telle que la fonction f s’écrive sur U sous la forme de Morse
flx)=c+ Zeix?,
i

avec €; = +1. De telle métriques adpatées a f peuvent étre construite facilement
en utiisant des partitions de 'unité.
Dans ces conditions, les zéros du gradient de f au voisinage du point critique

a sont les points critiques de f; de plus,

0
grad (f) = 2; ezmzéz
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L’application S,,_1 — Sp—1 qui permet de calculer le degré est définie dans la base
standard e; de R™ par 2 — 3, €;z;e;. Soit C(f) 'ensemble des points critiques de
f, et I(f,a) l'indice du point critique a. Alors

I(gra'd f, a) = HEZ' = (_1)I(f,a,)

Le théoreme de Poincaré-Hopf fournit la formule

Yo (=D = x ().

a€C(f)

Cette formule peut se vérifier directement & partir de la théorie de Morse, quand
on dispose de quelques rudiments de topologie algébrique (cf. 3], [5], [7].) Cest &

partir d’elle qu'on va établir le théoréme de Poincaré-Hopf dans le cas général.

Démonstration de la proposition 10.7

Soit ¢ un champ de vecteurs sur R™. Considérons une famille ¢; de difféo-
morphismes R” — R™ tels que ¢;(0) = 0 dépendant différentiablement de t,
cest-a-dire que ¢ : (£,z) — (t,p:(z) est un difféomorphisme de classe C*° de
[0,1] x R™ sur lui-méme. On dit que ¢ est une isotopie entre g et 1. La fonction
t 1 I(¢p4 (£),0) a un sens, et est constante : en effet, si B(r) est la boule de centre
O et de rayon r, Papplication associée Fy,, (¢) : O0B(r) — S,_1 est induite par une
homotopie différentiable, donc le degré de F, (¢) reste constant.

Remarquons que toute application linéaire inversible de déterminant positif
¢ : R* — R™ est isotope & I'identité, puisque le groupe GLT(R™) des matrices
inversibles a déterminant positif est connexe. On est donc ramené & montrer le

lemme suivant :

LEMME 10.10. — Soit ¢ : R® — R™ un difféomorphisme. Alors ¢ est isotope
a dOQO

Démonstration.
On pose
To(te)sit>0
h(t,z) =
dop sit=20
Alors & est de classe C° : en effet, on peut écrire p(z) = Y_i_; 7ig:(z) avec
g; de classe C®. On a alors h(t,z) = S, zigi(tz) et donc est de classe Ce-.
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Alors (t,z) — (t,h(t,z)) réalise une isotopie entre dop et ¢, ce qui acheve la

démonstration. o

Dans la démonstration du théoréme de Poincaré-Hopf, on aura besoin
d’étendre la notion de degré & une application f : M — N de classe C* dans
la situation suivante : les variétés M et N sont compactes, orientées; N est con-
nexe, mais ot M ne lest plus forcément. Dans ce cas, le degré est par définition
la somme des degrés de la restriction de f & chacune des composantes. C’est bien

slir encore un invariant homotopique.

LEMME 10.11. — Soit N une variété a bord de dimension n plongée dans
R"™ et & un champ de vecteurs sur N, non nul en tout point du bord, et n‘ayant que

des zéros isolés. Soit g : ON — S,,_1 Uapplication de Gauss

)
1) = Te@) |

Alors
> 1(¢,a) = deg(g)-

a€Z(&)

Démonstration. Choisissons pour chaque zéro a de £ une carte locale ¢ :
U — R™ dont la source contient a et telle que ¢(a) = 0; considérons une petite
boule ouverte B(a) C N autour de chaque zéro a de &, qui évite le bord de ON;

considérons la variété a bord
N = Ne \ Uaez(g)B(a)

obtenue en enlevant ces boules. Sur ./ le champ de vecteurs £ ne s’annule pas.

On désigne par G : A4 — S,,_1 Papplication définie par

@)
@) =Te@ T

Soit w une forme différentielle de degré maximum sur S, _; et d’intégrale fSn_1 w=
1. Alors la forme différentielle G*(w) sur A4 est évidemment fermée. D’apres la

formule de Stokes, on a

[ aw)= /JV 4G (w) = 0
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Cette égalité se lit encore

Y 1(¢,a) = degg.
a€Z(&)

Démonstration du théoréme de Poincaré-Hopf
On utilise le résultat obtenu & partir de ’existence des fonctions de Morse : le
théoreme est vrai pour le champ de gradient associé a une métrique adaptée a une

fonction de Morse sur M. Il s’agit de montrer donc de démontrer 1’énoncé suivant :

THEOREME 10.12. — Soit € un champ de vecteurs n'ayant que des z€ros

is0lés sur M. La somme

> I¢a)

a€Z(&)
ne dépend pas de &.
On va commencer par prouver ceci pour les champs de vecteurs £ transverses
3 la section nulle.

Exercice 10.4
Soit & un champ de vecteurs sur M, et a un zéro de £. Soit (€;)i=1,..n UN

repere local de TM au voisinage U de a. On écrit
o= &ei
i

au voisinage de a. Vérifier que P’application linéaire T,M — T,M définie par
n
Daé' = Z daé €i
i=1

est indépendante du repére choisi.

DEFINITION 10.13. — On dit que & est transverse d la section nulle si pour

tout zéro a de &, la différentielle D € est inversible.

Ceci signifie aussi que P'application § : M — TM est transverse a la sous-

variété de TM définie par la section nulle, au sens du chapitre 1.

Exercice 10.5
Soit £ un champ de vecteurs sur M transverse & la section nulle. Montrer que

les zéros de £ sont isolés.
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Exercice 10.6 f
Soit ¢ : M — N un difféomorphisme. Montrer que si { est un champ de
vecteurs sur M transverse & la section nulle, il en est de méme du champ de

vecteurs

Démonstration du théoréme 10.12

On utilise les deux résultats élémentaires suivants :

— Toute variété compacte M de dimension n est difféomorphe & une sous-
variété d’un espace vectoriel E de dimension m. On suppose E munit d’une
métrique euclidienne.

— Existence de voisinage tubulaire (cf. exercice 10.9) : soit N le fibré normal
de M dans E, qu’on identifie & la variété des couples (z,v) € M X E tels que v
soit orthogonal & T,M. L'application ¢ : (z,v) — E définie par (z,v) — = + v est
un difféomorphisme d’un voisinage V de la section nulle dans N sur un voisinage
ouvert W de M dans E. A la projection canonique 7 : N — M correspond une

rétraction 7 : W — M de classe C*®. Le vecteur z — r(z) est orthogonal & T ;) M.

Exercice 10.7
- Vérifier le point r(z) est le seul point de M qui réalise le minimum de la

fonction y || z — y ||? sur M.

Exercice 10.8

Vérifier que le gradient de la fonction f : W — [0, co[ définie par

z f@) =] & —r(z) |

est le champ de vecteurs z +— 2(z — r(z)) En déduire que la seule valeur critique

de la fonction f est 0.

Considérons pour € > 0 assez petit la variété & bord W, définie pour € assez
petit par || z — 7(z) ||?< €. Soit £ un champ de vecteurs n’ayant que des zéros

isolés sur M. On considere le champ de vecteurs sur W

n(z) =z —r(z) +{(r(z))
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Sur M, ce champ de vecteurs coincide avec £. On a (n(z),z —r(z)) =|| z —r(z) ||?
donc ce champ de vecteurs a les mémes zéros que £ et c’est un champ de vecteurs

sortant sur le bord 8W,. Considérons Papplication de Gauss
g: OW, — Spm—1

_ =)
() I

définie par g(x) D’apres le lemme 10.11 appliqué au champ de vecteurs

n, on a
3" I(n,a) = deg(y)-
a€Z(n)

Remarquons que 1’application g est homotope & 'application 7y : T -i—(m —r(z))
donnée en chaque point du bord par le vecteur sortant normal de norme 1. En
effet, une homotopie (différentiable) entre ce champ de vecteurs normaux sur OW.,
et g est donnée par

z —7r(z) + t&(x)
|z —r(z) +t&(z) |

Tl en résulte son degré est aussi le degré de Papplication de 7, donc indépendant

(t,z) —

de &. D’autre part, on a vu que les zéros de £ et m sont les mémes. Il nous reste
3 identifier les indices I(€,a) et I(n, a). C’est facile si £ est transverse a la section

nulle.

LEMME 10.14. — On suppose que £ est transverse a la section nulle. Soit a
un zéro de €. On a 1(£,a) =1(n,a).

Démonstration. Soit & un champ de vecteurs sur M, transverse a la section
nulle. Pour tout a € Z(£), choisissons une carte locale ¢ : U — R™ telle que a
soit le seul zéro de & dans U, et telle que ¢(a) = 0. On écrit dans les coordonnées
0. (&)(z) = (z,v(z)), ot v est un champ de vecteurs sur R™ qui ne s’annule qu'en
0 et tel que dov soit inversible. Par définition I(p,a) est le degré de I'application

Sp_1 — S,_1 définie par

. v(x)
| v(z) |l

et cette application est homotope & 'application induite par Papplication linéaire

dov. Par suite,

I(¢,a) = signe det(Dy§).
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Considérons maintenant le champ de vecteurs 7. Visiblement det(D,§) =

detv(Dan). Par suite ce champ de vecteurs est aussi transverse a la section nulle, et
I(¢,a) =1(n,a). o

Ceci acheve la démonstration du théoréme de Poincaré-Hopf pour un champ
de vecteurs transverse 3 la section nulle. Dans le cas général, on ne sait pas que
¢ est transverse & la section nulle. Pour obtenir le théoréme de Poincaré-Hopf, il
suffit de montrer qu’étant donné un champ de vecteurs &, n’ayant que des zéros

isolés, il existe un champ de vecteurs { transverse a la section nulle tel que

Z I(&aa): Z I(C’a)'

a€Z(£) T a€Z(C)

En choisissant une carte locale au voisinage d’un zéro, on est ramené 3 vérifier le

lemme suivant :

LEMME 10.15. — Soit € un champ de vecteurs sur R™ qui a 0 pour seul zéro.
Alors il existe un champ de vecteurs ¢ sur R™ transverse d la section nulle qui

coincide avec & en dehors d’un compact et tel que

> U< a) =1(£,0).

a€Z(¢{)

Démonstration. Soit p: R™ — [0, 0o[ une fonction > 0 de classe C°°, qui vaut
1 sur la boule B(0, 1), nulle en dehors de la boule B(0,2). Soit w € R™ un vecteur.

On considere le champ de vecteurs sur R"

Soit § = infi<|z|<2 || &(x) || . Si on choisit w de sorte que || w ||< &, les zéros
de ¢ appartiennent 3 la boule B(0,1), et en un tel zéro a, on a §{(a) = w . Si on
choisit || w ||< 8, et non valeur critique pour &, ce qui est possible par le théoreme
de Sard, on voit que le champ de vecteur ( ainsi construit transverse a la section

nulle. D’aprés le lemme 10.11, la somme ZaEZ(C) I(¢,a) est encore le degré de

{(z)

I’application o +— m sur la variété & bord B(0, 2) ; par définition, c’est aussi
x

I(¢,0) ce qui acheve la démonstration. o
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Exercice 10.9 ‘

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et M une éous—variété de
E de codimension 7. On dit qu’un vecteur v € E est normal & M au point de M
g’il est orthogonal & l’espace tangent T M. On désigne par N Cc M x E Pensemble

des couples (z,v) ol v est un vecteur normal &4 M en z € M.

1. Démontrer que N est une sous-variété de E x E de dimension 7.
On pourra commencer par le cas ol la variété M est définie comme image
réciproque de 0 par une submersion f: U — R", ol1 U est un ouvert de E. Etudier

I’application
MxR —MxE

définie par (z,v) — (z, (daf)* (v)) olt (def)* désigne I'application linéaire adjointe
de la différentielle dyf au point z, et vérifier que cette application est une

immersion injective et propre.

9. On consideére I'application g : N — E définie par g(x,v) =  + v. Montrer

que g est un difféomorphisme local au voisinage de M x {0}.

3. On suppose M compacte. Soit € un réel > 0; on désigne N, ensemble des
points (z,v) € N tels que || v [|< €. Soit S, 'ensemble des couples ((z,v), (y,w)) €
N, x N  telsque z +v =y +w, et T # y.

a) Montrer que si € est assez petit, S. est un fermé de N, x Ne.

b) On pose

o= inf T — .
((z,v),(y,w)) €S | vl

«
Montrer que o > 0. Vérifier que si p est un réel > 0 tel que p < eet p < 3 la

restriction de g & N, est injective.
¢) En déduire qu'il existe un voisinage ouvert W de M x {0} dans N tel que

g |w soit un difféfomorphisme sur un voisinage ouvert de M.
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