RATIONALITE DE CERTAINS ESPACES DE MODULES

DE FIBRES STABLES SUR PP,

J. Le Potier

1. Introduction

Soit M = M(r,cy,c,) 1'espace de modules des fibrés vectoriels
stables de rang r , de classes de Chern c; et c, sur P, ; c'est un espace
de modules grossier pour le foncteur ® qui associe a la variété algébrique
S 1'ensemble &(S) des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels

F > SxP, de rang r, tels que pour tout s e S, F(s) soit stable de

classes de Chern c¢; et c, . Cette variété de modules a les propriétés
suivantes :
(1) la variété M est quasi-projective, 1isse , irréductible de

dimension 2rc, - (r-1) c12 -r 4+
(2) T1'application naturelle ®(.) > M est bijective .

(3) i1 n'y a pas en général de fibré universel . On peut cepen-
dant trouver une variété algébrique lisse S et F e &(S) tel que le
morphisme fF : S > Massocié a F soit le passace au quotient de S
par 1'action propre et 1ibre d'un groupe réductif .

On examine ici la question de la rationalité de M . Le résultat
n'est pas connu en général ; on sait cependant que M est rationnnelle

dans les cas suivants :
2
-~ r=2,4, -c; #0mod 8 : Hulek ( cas c; impair )
Strgmme ( cas c; pair ) (cf. théorémes 1 et 2 ) .

~ ¢1=0,c¢c,=r,pour r=2,3,4; ceci est une consé-

quence d'un résultat de Formanek .



Nous donnerons ici la démonstration de la rationalité de M(2,0,c,)
si c,=4,10.I1 semble que la rationalité ait été obtenue pour M(2,0,2n)
pour tout n par Maeda . Nous commencons par expliquer les résultats

de Hulek et Strgmme .

2. Stratification de Shatz

Soit C une courbe propre et lisse , E - C un fibré vectoriel

sur C . Un tel fibré a une filtration par des sous-fibrés

0cF, © cm---cF£ = E

telle que gr, = F./F._ , soit semi-stable et telle que 11(97‘1-) > 11(97‘1-+1)-
Cette filtration est unique et s'appelle la filtration de Harder-Narasimhan.

Soit E -+ SxC wune famille de fibrés vectoriels paramétrée par une
variété lisse S , complete, c'est-a-dire satisfaisant a la eondition suivante:
pour tout s € S , 1e morphisme de déformation infinitésimal de Kodaira et

Spencer

TS - Ext!(E(s).E(s))

est surjectif . Alors 1'ensemble des pointsse S tels que 1la filtration

de Harder-Narasimhan de E(s) soit de longueur & et telle que
plaro(E(s)) = w

est une sous-variété localement fermée lisse de codimension ( s'il n'est

pas vide )
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Corollaire(2.1).Soit E = S x ]P1 une famille compléte de fibrés

vectoriels de rang r , de pente -1 <y <0 . Alors E(s) est rigide

pour tout s e S , sauf si s appartient a un fermé de codimension

22 si cp # O
21 si ¢, =10

De plus, si ¢;=0 , h1(E(s)) = 0 en dehors d'un fermé de codimen-

sion > 3 .

Corollaire(2.2). Soit E > S x P, une famille complete de fibrés

vectoriels stables de rang r, de pente -1 <uc<0, et P1 le pinceau

des droites passant par un point fixé a . Alors 1'ouvert U de S défini par

les conditions

hO(E(s)(-1)[d)= 0 pour tout d e P1 (sauf pour un

nombre fini de d dans le cas Cq = 0)

h1(E(s)|d) = 0 pour tout d e IP1

est non vide .

Démonstration. On utilise le fait que si F est un fibré stable

sur: By Extz(F,F(-1)) = 0, d'ou il découle que le morphisme

canonique , pour toute droite d c P,
Ext'(F,F) - Ext)(F|, , F|.)
? d'd * " d

est surjectif . Il en résulte que la famille F|S x d est complete .



On considere alors le diagramme

Ic MxP, L Y P,

pr1 L
M

ou I est le fermé des couples (s,d) tels que E(s)|d ne soit pas rigide.
Supposons Cy #0 . D'aprés le corollaire (2.1),I est de codimension 2 2 ;
par la projection pry » son image est de codimension 2 1 . Si cq = 0,
codim Z 2 1 , et Ta fibre de £ -+ M est finie au-dessus d'un ouvert

non vide . On fait de méme pour la seconde condition

3. Description d'un fibré stable général

On se fixe un point a e P,, et on désigne par P1 le pinceau
des droites passant par a, par D 1la surface réglée éclatée du point a,

de sorte que 1'on a un diagramme, dit standard

La surface D est aussi le fibré en droite projective P(V) associé
au fibré vectoriel V = Qp 8 qp (1) , et le fibré quotient canonique
1 1
00(1) s'identifie au fibré p*(qP (1)) . Le groupe de Picard Pic(D)
2

est isomorphe a HZ(D,ZZ) = Z 8Z ; on prendra pour générateurs

kK = c1(q*((9p1(1))) s h= o er(G (D))

On note ((m,n) 1le fibré q*(Cp (m)) @ p*( (n)) . Le fibre
1 2



associé au diviseur exceptionnel e est donc O(-1,1) .

Lemme (3.1). Soient Y = D “p D ; 1le faisceau structural
Lehme L 1 gL 2L

de D , considéré comme sous-espace de Y par 1'application diagonale,

est donné par la suite exacte

0 +C%(1,-1) = C%(U,-1) > 0; - C% - 0 (1)

En effet, on a un morphisme canonique q*(v)+66(0,1) , qui fournit
un morphisme
a*(V e vx) > (-1,1) ®(0,1)
A 1'identité de V correspond une section canonique du fibré inversible
F(-1,1) m U(0,1) dont le schéma des zéros coTnéide exactement avec la

diagonale de Y . D'ou le Temme .

Considérons le diagramme cartésien

y Blz.
Pr) l q
i s P,

Soit E un fibré vectoriel stable sur P, suffisamment général,
de pente -1 < u 20 , c'est-a-dire satisfaisant aux conditions suivantes :
hO(E{-1)h )=0 pour tout d e P, ( sauf pour un nombre fini de d dans le
cas p=0) , et h1(E|d ) =0 pour tout d e P, . On pose Ej = p*(E).
On a alors

au(E(-1)p) =0, Rlgu(Ey =0



Par application des foncteurs . 8 pra*(ED) » puis pro, 2 la

suite exacte du Temme (3.1) , on obtient, compte-tenu du théoreme de

changement de base , la suite exacte

0+ a*(qu(E))) + Ey » Rlgu(E(-1)p) 8 G-e) 0 (2)
1
D'aprés le théoréme de semi-continuité, le faisceau q*(ED) est évidem-
ment localement Tlibre ; i1 en est de méme de R1q*(E('1)D) dans le cas
ol C4 # 0 . Le rang et le degré de ces faisceaux se calculent facilement,

par exemple la formule de Riemann-Roch donne le degré :

au(Ep) R1qu(E(-1)p)
rang CyHr -c,
degré x(-1) ¢y = x(-1)
~ = ci(ci+1) PP 1 .
ou x(-1) = —gnl = est la caractéristique d'Euler-Poincaré

du fibré E(-1) .

4, Le résultat de Hulek

Théoréeme 1. L'espace de modules M(2,-1,c,) est une variété

rationnelle .

On a en effet obtenu une suite exacte de fibrés sur D , pourvu

que E soit suffisamment général



0 +f%(-cz,[]) + By » lc#2,-1) > 0

Comme E est stable , i1 n'a pas d'autre endomorphisme que les homothéties,
et i1 en est de méme de ED . Désignons par U 1'ouvert de M défini par
les conditions hD(E(-i)]dJ =0 et h1(E|d) = 0 pour tout d e P, . On

a ainsi obtenu une application
o: U > P(Ext!(B(c,42,-1), (¢, ,0))

La construction donnée passe aux familles, ce qui permet de vérifier que ¢
est réguliére en utilisant par exemple la description de M comme quotient
(cf. introduction) . L'espace vectoriel Ext! ci-dessus s'identifie encore
a H1(V ﬁ%& (-2c,-2)) , et par suite est de dimension 4c, - 3 . I1 est
clair que 1]app11cation ¢ est injective , car si les extensions définies
par les fibrés E et E' sont proportionnelles , les fibrés ED et ED‘ sont
isomorphes, et, par suite, E et E' le sont aussi . L'image de ¢ est alors
un ouvert , qu'on peut d'ailleurs facilement décrire : si Fe désigne le

1

fibré sur D associé a 1'extension 6 e Ext ,0 # 0, les conditions

F est trivial , et p*(Fe) est un fibré stable

o le
définissent un ouvert de 1'espace projectif P(Ext1) » qui est exactement

1'image de ¢ . Ainsi , ¢ est birationnelle (*) .

(*) Soit f : X + Y un morphisme quasi-projectif de variétés algébriques
Tisses de méme dimension ; si f est injectif, c'est un isomorphisme de X

sur un ouvert de Y .



5. Le théoréme de Strgmme

Théoréme 2. L'espace de modules M= M(2,0,2n+1) est une variété

rationnelle .

On sait que E est un fibré stable suffisamment général de classes

de Chern ¢; =0, c, , le fibré q*(ED) est de rang 2 , et de degré -c,.

Lemme (5.1) . Soit U 1'ouvert de M défini par les fibrés E

tels que h°(E(-1)|d) =0 pour tout d e P, , sauf pour un nombre fini ,

et h'(E[;) = 0. Dans U, Ta condition
q*(ED) = 0("“) 8 0('“'1)

(avec c, = 2n+1) définikun ouvert dont le complémentaire est de codi-

mension 2.

Démonstration. I1 suffit de voir que si F - SxP, est une famille

compléte telle que pour tout s e S , F(s) définisse un point de U, la
famille de fibrés sur P, . définie par (q*(F(s)))s ¢ s est encore compléte.

Mais ceci résulte du fait que le morphisme composé

TS > Ext!(F(s),F(s)) ® Ext!(F(s)puF(s)p) 3 Ext!(a,(F(s)),a,(F(s)))

dans laquelle la fléeche (*) est associée a la suite exacte (2) , s'identi-
fie au morphisme de déformation infinitésimal de Kodaira et Spencer . La
fleche (*) est évidemment surjective ; le corollaire (2.1) conduit alors a

1'énoncé .



Désignons par U' 1'ouvert défini par le lemme (5.1) . Si E est un
fibré sur P, définissant un point de U', on a un morphisme non identi-
quement nul sur D o:0(-n,0) - ED , qui ne s'annule qu'en codimension 2:
en effet, s'il existait un morphisme non identiquement nul ((a,B) - Ep »
par restriction a une fibre générale de q on obtient 8 £ 0 ; si g =0,
on obtient par image directe sur P1 un morphisme non identiquement nul
Lﬁp1(a) - q*(ED) , et par suite , o - n . Le conoyau du morphisme &
est un faisceau sans torsion de rang un, dont le nombre de points singuliers
est donné par ce(ED(n,U)) =C, . On a donc une suite exacte sur D

0 +UD(-n,0) g E + J,(n,0) > 0 (3)

D
ou f]z est 1'idéal d'un sous-espace ponctuel de D de longueur c, .
Désignons par Hi1b2(D) 1le schéma de Hilbert des sous-espaces de D

de dimension 0 , de longueur c, , et par zZc Hi1b%2(D) x D le sous-
schéma universel , d'idéal J, . Le faisceau sur Hi1b%2(D) défini par

z

- 1 K
£ = Ext rl( JE’ prz*(CB( 2n,0)))
est , d'aprés le théoréeme de semi-continuité , un faisceau localement
1ibre de rang 2c, - 2 . La section o étant unique a homothétie pres,
la suite exacte ci-dessus fournit un morphisme

¢ U > P.(E)

qui est évidemment injectif . Les variétés U' et P.(E) ayant méme dimen-
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sion, 1'image de ¢ est un ouvert , et ¢ est un isomorphisme de U’
sur cet ouvert . Le schéma de Hilbert Hi1b%2(D) étant rationnel ,

il en est de méme de M ; d'ol le théoréme .

2
6. Lecasr =2, 4c,-c; = O.EEE' 8
L'espace de modules M(2,0,2) s'identifie a 1'espace des coniques
lisses de Py d'apres Barth , en associant a chaque fibré la conique de
ses droites de saut . On examine ici le cas r=2, c;=0, ¢, = i(i+3) ,
avec i 2 1. Pour un tel fibré, on a alors x(E(i)) = 2 , et x(E(j))

< 0 pour 0 5j <i.

Lemme (6.1). §j E est un fibré stable de rang 2 , de classes de

Chern (0,i(i+3)) suffisamment général, on a

(1) hO(E())
(2)  h°(E(i))
(3) le déterminant du morphisme d'évaluation ev : HO(E(i))R0~ E(i)

0 si J «i

2 et h'(E(i)) = 0

est non nul et définit une courbe lisse C de degré 2i .

Pour un tel fibré, le conoyau L = coker ev est un fibré inversible
2
sur l1a courbe C , de degré 2i - 3i = g-1 , g désignant le genre de C,
satisfaisant aux conditions suivantes

L) =h'(L) =0

autrement dit, L n'est pas spécial . La suite exacte



1
0 > HP(E(i)) 8¢ - E(i) = L =0

fournit une application linéaire injective HO(E(i))* > Ext1(L,L?) :
On a Ext1(L,W) = HO(L*(21)) par suite , on obtient sur la courbe C

2
un pinceau de diviseurs de degré 2i + 3i = g-1 + 6i

Réciproquement, considérons sur une courbe lisse plane de degré 2i, C ,
un fibré inversible de degré 2i° + 3i » et |W|e|L'| un pinceau de diviseurs.
On pose L =L'* (2i) , et on suppose que L n'est pas spécial . Le pinceau
définit un sous-espace vectoriel de dimension 2 W c Ext‘(L,C@ , et par

suite un élément o € Ext1(L, W* 80 ) . D'oll une suite exacte

0 »W*RC > F > L - 0 ' (4)
Lemme (6.2). a) Le faisceau F est sans torsion dé classes de
Chern c¢c1 =21, ca = 272437 .

b) Le faisceau F est localement libre si et seulement si le

pinceau |W| n'a pas de point de base . Dans ce cas, il est stable .

Démonstration du lemme (6.1) : On peut choisir le fibré L' ci-dessus

de sorte que les fibrés L et L'(-3) soient non spéciaux ; alors, pour tout
point pe C , H1(L'(-p)) =0 , ce qui prouve que L' est engendré par ses
sections . On peut alors trouver un pinceau |W|c|L'| sans point de base.
Le Temme (6.2) fournit alors un fibré E = F(-i) stable de rang 2 , de
classes de Chern (0,i(i+3)) satisfaisant aux conditions demandées dans le

lemme (6.1) .
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Démonstration du lemme (6.2). Pour voir que le faisceau F est

sans torsion , 11 suffit de vérifier que Ext2(F,0) = 0 et que le fais-
ceau 5531(F,9) est nul en dehors d'un nombre fini de points . Mais la

suite exacte (4) fournit la suite exacte

Wey ~ Ext'(L,¢) ~ Ext'(F,0) > 0

Ik
LY = L*(21)

et Ext?(F,(’) = 0 . Pour calculer la classe de Chern, on remarque que

1'on a une suite exacte de modules sur P,
0 = H(-2) > K(-1) > L > 0

ou H = H1(L(-1)) et K = HO(L(1)) sont des espaces vectoriels de dimen-
sion 2i . Alors
(L) = (35 =1+ 2ih + (2i2431) b2
ol h =cy(¢(1)) . Bien entendu, F a les mémes classes de Chern que L .
Si [W| n'a pas de point de base , on a EEEF(F,GO =0 , ce qui prouve
que F est Tocalement 1ibre ; la stabilité s'obtient en remarquant que 1'on

a d'apres la suite exacte (4) , h°(F(-1)) =0, et a fortiori h°(F(-i))

0 .D'ou 1le 1lemme .

Désignons par B 1'ouvert des courbes planes lisses de degré 2i , par

C -~ B 1la courbe universelle , par Hi]bd(C/B) le schéma de Hilbert relatif
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des diviseurs effectifs de degré d sur les fibres de C + B , par

Picd(C/B) la variété de Picard relative des fibrés inversibles de degré

d sur les fibres de C -~ B . On a un morphisme canonique
Y| < d
Hilb~(C/B) - Pic (C/B)

dont Tes fibres sont des espaces projectifs de dimension 2 d-g . Au
dessus de 1'ouvert Picd’o(C/B) des fibrés L' tels que h1(L') =0,
ce morphisme est Tisse de dimension relative d-g . Désignons par Hi]bd’O(C/B)

1'image réciproque de cet ouvert, et par

N, 4 = grass, (Hi1b(c/B)/Pic?+0(c/B))

la grassmannienne relative des pinceaux de diviseurs .

Proposition (6.3) . La variété de modules M(2,0,i(i+3)) =M est

birationnellemnt équivalente a Ni,212+3i :

Démonstration.  On considere 1'ouvert U de M correspondant aux

fibrés stables E de rang 2 , de classes de Chern (0,i(i+3)) tels que

hO(E(i)) = 2 , et tels que le morphisme det (ev) associé a E définisse
une courbe Tisse . La construction précédente associe 3 E la courbe C,
et sur C un pinceau de diviseurs de degré 2i2 + 3i . Elle passe aux 2

familles , ce qui permet d'obtenir un morphisme

w5l By oy
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qui est évidemment injectif ; on a dim N1’212+31 = 4i2+1 + 2(6i-2) =

4c, - 3 =dim U . Par suite, ¢ est un isomorphisme sur un ouvert de

N D'aprés la construction du fibré stable associé a un pinceau

1,2i243i °
de diviseurs, on constate d'ailleurs que 1'image de ¢ est 1'ouvert des
pinceaux |W|e |L'| sans point de base et tels que L = L'*(2i) soit non

spécial

Rationalité de Pic9~1(c/B) 2

Pour i=1, on a pour tout d Picd(C/B) =B, ce qui donne trivia-
lement Tla rationalité .

Soient H et K deux espaces vectoriels de qimension 2i, Q 1'ouvert
de 1'espace vectoriel Hom(H(-2),K(-1)) des morphismes o : H(-1) -~ K(-1)
sur P, tels que det o e T((f2i)) soit non nul et définisse une courbe
lisse Co, de degré 2i . Sur Q , le groupe G = GL(H)xGL(K) / C* opere
librement et proprement ; de plus tout point o« € Q est stable pour 1'action

de SL(H) x SL(K) , c'est-a-dire que le morphisme

SL(H) x SL(K) ~ Hom(H(-2) ,K(-1))
-1

(gsh) r h o g
est propre . Il en résulte que le quotient Q/G peut étre muni d'une
tructure de variété quasi-projective lisse

Désignons, pour o €  , par La le conoyau du morphisme a ; c'est

un faisceau inversible de degré g-1 sur la courbe Ca , et non spécial .



Proposition (6.4). Le morphisme o » La induit un isomorphisme

a/6 = Pic9 1*%c/B)

Corollaire (6.5). Soit M(2i) 1'espace vectoriel des matrices

carrées d'ordre 21 . La variété de Picard relative Picg'1(C/B) est

birationnellement équivalente a la variété affine quotient de M(21) x M(21)

par 1'action de GL(2i) définie par

(g, a1s a2) » (g 319_19 g a29-1)

Corollaire (6.6). Pour i=2, Pic2(C/B) est une variété rationnelle.

Ceci résulte d'un énoncé de Formanek . Pour i > 2, on ignore si la
variété Picg'1(C/B) est encore rationnelle . On peut démontrer facilement,
en utilisant la description donnée dans la proposition (6.4) que cette
variété est birationnellement équivalente a la variété de modules M(r,0,r)

( r=2i) relative au plan projectif dual

Rationalité de N1’212+31 ?

On pose d = 2i2+3i . Si 1'onsaitque Picg'1(C/B) est rationnelle,
i1 suffit pour répondre a la question de vérifier la locale trivialité d'un
ouvert N' = N, , au-dessus de Picd7T(c/B) = Picd(c/B) . Désignons par

H et K Tles fibrés triviaux de fibres H et K sur 1'ouvert @ , et par

u: H ®mJ(-2) -~ Kmo(-1)
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le morphisme universel ; son déterminant définit une courbe relative

CQ cqQx P, ; le faisceau conoyau £ s'identifie a un module inversible
sur CQ de degré relatif g-1 , avec g-1 = 2i2+3i . On désigne par £ le
module sur Q

E = (c,c?)

EEE;rl
D'aprés le théoréme de semi-continuité, c'est un module localement Tibre
de rang 6i sur @ . Le groupe GL(H) x GL(K) opére sur £ , et par suite
sur E ; cette action induit une action propre et libre de G sur la grass-
mannienne relative grass,(g) des 2-plans de E ; en plongeant la variété
grass, (E) comme sous-variété fermée de P(A%2 E) , G-invariante, on vérifie

que le quotient grass,(E)/G est encore une variété algébrique.

Lemme (6.7). Le morphisme canonique

grass,(g) /G -~ N'i,212+31

est un isomorphisme .

Démonstration. Comme ci-dessus, on pose d = 2i2+43i . On a un

isomorphisme

grass, (E) + Q x N.
? picd(c/s) 1+d

En effet , se donner un morphisme S - grass,(E) revient a se donner

un morphisme f : S > Q , et un sous-fibré W de rang 2 de 1'image réciproque
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Es de E sur S . On a aussi

E = pri,(c*(2i)) 8 det K @(det H)™'

11 revient donc au méme de se donner f et un sous-espace de dimension et
degré relatifs un |W|c P(prl*(ﬁ*(Zi)))S , C'est-a-dire f et un morphisme
gs:sS> Ni,d tels que les images de f et g dans 1'ensemble des morphismes
de S dans Pic%(C/B) coTncident .

Cet isomorphisme est compatible avec 1'action du groupe G , et 1'action
de G est triviale sur le second facteur , de sorte que, compte-tenu de la

proposition (6.4) , on obtient un isomorphisme grass,(E) /G = N 4 -

Lemme (6.8) . Soit a e 2 . Il existe un voisinage ouvert U

affine et G-invariant sur lequel le fibré E est GL(H)x GL(K)-isomorphe

au fibré {1 x H*3

Démonstration. En effet, par 1'action de GL(H) x GL(K), le stabili-

sateur de o est C* , et les représentations de C* induites par ces deux
GL(H) x GL(K)-fibrés vectoriels sont.conjuguées . Donc ils sont GL(H)x GL(K)
isomorphes sur 1'orbite de o . Le groupe GL(H) x GL(K)étant réductif, cet

isomorphisme se propage a un voisinage ouvert affine G -invariant U .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme annoncé :

Théoréme 3. La variété de modules M(2,0,c,) est rationnelle pour

c, =4 etc,=10.
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Pour c, = 4, ce théoréme a aussi été prouvé, par des méthodes
différentes, par Naruki. Pour i=1, il s'agit de prouver que N1,7 est
une variété rationnelle ; il suffit donc de trouver un ouvert N'c N1’7
localement trivial au-dessus de Pic?(C/B) = B . D'aprés le lemme (6.8),
la grassmannienne grass,(E) contient un ouvert G-invariant G-isomorphe
a lixgrass,(H*®) , ob Ulc Q est un ouvert affine G-invariant . Cet
ouvert contient U x L(H*,H*2) , et , par suite , grass,(g)/G = N1’?

contient un ouvert isomorphe a
i1 x L(H*,H*2) / G

Or, 11 x L(H*,H*2) est un G-fibré vectoriel , donc le quotient ci-
dessus est aussi un fibré vectoriel sur 1/G c B , donc localement tri-

vial . Ceci démontre la rationalité de M(2,0,4).
Le cas M(2,0,10) .

On a vu que la variété de Picard Pic2(C/B) est rationnelle si i=2.
Je ne sais pas prouver la locale trivialité d'un ouvert de N2,14 sur
P1c14(C/B) = Picz(C/B) " Cependant-l'argument utilisé pour i=1 permet
de remarquer qu'il existe un ouvert de N2,14 qui est un fibré vectoriel
de rang 16 au-dessus d'un ouvert de N2,6 . I1 suffit donc pour obtenir

la rationalité de N2 14 de démontrer celle de N2,6 -

Soit Q le fibré universel quotient de rang 2 sur P, . On considére

deux espaces vectoriels H' et K' de dimension 2 , et, dans 1'espace vecto-
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riel des morphismes sur P,

a: H' @ A2Q* » K'@Q*

1'ouvert Q'des morphismes pour lesquels le conoyau coker a est un fibré
stable de rang 2 , de classes de Chern (0,2) . Le groupe G'= GL(H') xGL(K')/C*
opére librement et proprement sur Q' , et chaque point a € Q' est stable
sous 1'action de SL(H') x SL(K') . Ainsi , le quotient Q'/G' est muni d'une
structure de variété algébrique de dimension 5 . Sur @'xP, , on a un mor-
phisme universel dont le conoyau ¥ définit une famille de fibrés stables

de rang 2 de classes de Chern (0,2) ; cette famille induit un isomorphisme
Q' /6" = M(2,0,2)

Considérons, sur Q' , le faisceau pri,(F(2)) . D'aprés le théoreme
de semi-continuité, c'est un fibré vectoriel de rang 10 sur lequel agit le
le groupe GL(H') x GL(K') . Ce groupe agit encore sur la grassmannienne

relative grass,(pri, (F(2))) , et le quotient

P = grass,(pri.(¥(2)))/6!
est encore une variété algébrique lisse, de dimension 21. Si F -+ Sx P,
est une famille de fibrés stables de rang 2 , de classes de Chern (0,2) ,
paramétrée par la variété algébrique S , un sous-fibré de rang 2

W < pri.(F(2)) définit canoniquement un morphisme S-+P .

Lemme (6.9). La variété P ainsi définie est rationnelle.
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Démonstration. Comme dans le lemmme (6.8) , on voit que tout

point a € Q' a un voisinage affine G' -invariant ® sur lequel pr;,(F(2)) est
GL(H') x GL(K') -isomorphe @ © x K'S . Par conséquent, la variété P
quotient est birationnellement équivalente a Q' xgrass,(K'®)/G'

Mais cette variété contient un ouvert qui est un fibré vectoriel de rang

16 sur Q'/G' = M(2,0,2) . D'ou le lemme .

Lemme (6.10). La variété P est birationnellement équivalente

a2 Nyg

Démonstration. Un point de N2 6 définit une courbe lisse de degré 4,

sur cette courbe un fibré inversible de degré 2 , L , et un sous-espace
vectoriel de dimension 2 , W < Exqg (L,0(-2)) = HO(L*(2)) . A ces
2

données, on associe une suite exacte de faisceaux sur P,
0 - Wx(-2) - F - L > 0 (5)

Comme dans la démonstration du lemme (6.1) , si W est suffisamment général,
i1 définit un pinceau de diviseurs sans point de base , d'ol i1 résulte que
le faisceau F est alors un fibré stable de rang 2 , de classes de Chern
(0,2) . En outre, le fibré F(2) est muni d'un sous-espace W*c HO(F(2)) ;

on obtient ainsi, sur un ouvert non vide N"c N2 g une application
3
w . Nu > P

dont on vérifie qu'elle est réguliére en construisant une suite exacte
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"universelle" sur U xP, , ot U est un ouvert convenable de 1a

grassmannienne relative,sur Q , grassz(Ext1 (£, 0(-2))), induisant au-
—Pi

dessus de chaque point de U une suite exacte du type (5) . Cette applica-

tion y est évidemment injective, et dim N2 §= 21 = dim P . Par suite

le morphisme est un isomorphisme de N" sur un ouvert de P , ce qui

démontre le lemme .

IT résulte des lemmes (2.9) et (2.10) que la variété N, ¢ est
rationnelle , et par suite M(2,0,10) 1'est aussi . Remarguons que 1'on

évite le recours au résultat de Formanek .
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