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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contenu de la these

Cette these contient des contributions a la théorie des hypergraphes et a la
théorie des modeles finis. La notion d’hypergraphe généralise celle de graphe
dans le sens ou les sommets d’un hypergraphe sont reliés par des hyperarétes
de taille quelconque au lieu d’arétes de taille 2. Un hypergraphe peut étre
vu simplement comme un ensemble fini (les sommets) et une collection de
ses sous-ensembles (les hyperarétes) mais le vocable “hypergraphe” signifie
qu’on s’intéresse a la généralisation de concepts essentiellement propres aux
graphes : chemin, connexité, acyclicité, méthodes de décomposition... L’étude
structurelle des hypergraphes se préte particulierement bien a celle des struc-
tures relationnelles finies et donc par extension a la théorie des modeles finis.
Ce domaine de la logique, ancré dans I'informatique théorique, a pour objet
d’exhiber des liens entre l'interprétation de langages formels sur des struc-
tures finies (logiques du premier et second ordre et leurs restrictions, logiques
de point fixe...) et des propriétés sémantiques diverses (complexité algorith-
mique, préservation par des opérations, lois 0-1...). On peut par exemple
citer le théoreme de Fagin qui établit qu'une propriété est exprimable par

un énoncé existentiel du second ordre si et seulement si elle est décidable



en temps non déterministe polynomial (cf. [Fag74]) ou le récent théoréme
de Rossman qui dit que les énoncés du premier ordre définis par un énoncé
existentiel positif sont précisément ceux préservés par homomorphisme (cf.
[Ros08]). Il existe plusieurs ouvrages sur la théorie des modeles finis. On peut
citer [Imm98|, [EF99], [Lib04] et [GKLT07].

Une des notions les plus naturelles définies sur les graphes que 'on sou-
haiterait pouvoir étudier sur les hypergraphes est l'acyclicité, c’est-a-dire
le fait de ne pas contenir de cycle. Dans le cas des hypergraphes, les hy-
perarétes peuvent relier un nombre quelconque de sommets et il existe alors
une certaine latitude dans le choix de ce qu’on pourrait identifier a un cycle.
C’est, d’ailleurs pour cette raison que différentes définitions non équivalentes
de T'acyclicité des hypergraphes ont vu le jour. On peut citer par ordre
strictement croissant de généralité : la Berge-acyclicité, la y-acyclicité, la
[-acyclicité et a-acyclicité (cf. [Fag83]). Dans cette these, on s’intéresse
plus particulierement a la v et la F-acyclicité. Dans un premier temps, on
considere ces notions d’un point de vue structurel et combinatoire a tra-
vers des résultats de caractérisation. On se penche ensuite sur des questions
de complexité et définissabilité inspirées de caractérisations a base de regles
itérées. La derniere partie aborde les hypergraphes acycliques sous un angle

modele-théorique.

Dans le chapitre 2, on procede a une étude structurelle des notions d’acy-
clicité des hypergraphes. Apres avoir présenté un état de I’art de ces notions,
on essaie de comprendre plus précisément les conditions qui font qu'un hy-
pergraphe a-acyclique (c’est-a-dire ayant un arbre de jointure) est aussi 7y
ou (-acyclique. Au passage, on définit une nouvelle notion d’acyclicité : celle
d’arbre de jointure a branches disjointes. On montre les propositions sui-

vantes :

> Un hypergraphe est y-acyclique si et seulement si il est a-acyclique et
ne contient pas de y-cycle de taille 3.

> Un hypergraphe est ~vy-acyclique si et seulement si il a un arbre de



jointure a branches disjointes pour tout choix de racine.
> Avoir un arbre de jointure a branches disjointes est une notion située

strictement entre la v et la F-acyclicité.

Dans le méme style que le systeme de regles de Graham, Yu et Ozsoyoglu
permettant de décider I'a-acyclicité (cf. [Gra79] et [YOT79]), on introduit de

nouvelles regles pour la v et la F-acyclicité.

> Un hypergraphe est y-acyclique si et seulement si retirer successivement
des éléments e satisfaisant une des trois conditions suivantes donne
I’hypergraphe vide :
1. e est un sommet appartenant a au plus une hyperaréte.
2. e est une hyperaréte telle que, pour toute hyperaréte F', on a
eCFouenF =40.

3. Il existe une autre hyperaréte ayant les mémes éléments que e.

> Un hypergraphe est S-acyclique si et seulement si retirer successivement
des éléments e satisfaisant une des deux conditions suivantes donne
I’hypergraphe vide :
1. L’ensemble des hyperarétes contenant e forme une chaine pour
I'inclusion.

2. e est une hyperaréte vide.

Le chapitre 3 concerne les propriétés définies en termes de regles vues
sous un angle descriptif. Les conditions précédentes satisfaites par 1’élément
e retiré a chaque étape peuvent s’exprimer au premier ordre. Cela nous donne
I'idée de regarder de maniere plus générale quelles propriétés des struc-
tures finies peuvent étre exprimées en termes de regles du premier ordre
appliquées jusqu’a obtenir la structure vide. On retire donc successivement
des éléments vérifiant ¢(e) avec ¢(x) une formule du premier ordre & une
variable libre. Plus généralement, on peut décider de retirer des éléments
1, ..., € satisfaisant une condition exprimée par une formule a k variables

libres. Définir une propriété en termes de regles revient alors a donner une



formule ¢(x1,...,x;). Notre étude consiste a évaluer U'influence de la forme
syntaxique de ¢(z1,...,xx) sur la complexité algorithmique de la propriété
ainsi définie. En fonction du nombre k& de variables libres et du fragment de
la logique du premier ordre auquel appartient la condition ¢(xq,...,x), on
obtient une classification complete concernant la complexité de la propriété

ainsi définie :

Peut définir des propriétés Définit toujours des propriétés
NP-completes : dans PTIME :
VFO, k=1 FFO, k=1
VaFO, k=1 V'FO, k=1

dFO, k=2 FO sans quantificateur, k = 2
VFO, k=2
FO sans quantificateur, £ = 3

On étudie aussi succintement un systeme de regles ou I’'on ne peut retirer un
élément que s’il est le seul a satisfaire une formule.

Le chapitre 4 a pour objet les théoremes de préservation en théorie des
modeles finis. On recense d’abord les principaux résultats connus dans ce
domaine, puis on présente plus particulierement le théoreme de préservation
par extension pour certaines classes de structures finies acycliques. Une classe
de structures satisfait le théoreme de préservation par extension si, sur cette
classe, les énoncés du premier ordre préservés par extension sont exacte-
ment ceux définissables par un énoncé existentiel. Atserias, Dawar et Grohe
ont montré que ce théoreme est satisfait pour des classes de structures fi-
nies d’arité au plus 2 et acycliques au sens des graphes (cf. [ADGO0§]). On
évalue de facon précise a quel point ce théoreme peut étre généralisé pour des
arités quelconques et les notions d’acyclicité des hypergraphes. On prouve les

résultats suivants.
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> Le théoreme de préservation par extension est satisfait sur toute classe
de structures finies a k-quotient ~y-acyclique qui est close par sous-
structure et union disjointe. Ce cas inclut en particulier celui des struc-
tures finies v-acycliques et des structures finies a k-quotient acyclique.
> Le théoreme de préservation par extension n’est pas satisfait pour
n’importe quelle classe de structures finies F-acycliques close par sous-
structure et union disjointe. Cependant, il est tout de méme vérifié par

la classe de toutes les structures finies f-acycliques.

1.2 Rappels et notations

1.2.1 Logique

Dans cette these, on se place dans le cadre de la logique du premier ordre

sur des structures relationnelles finies.

Structure

Une signature relationnelle o = {Ry, ..., Ry} est la donnée d'un ensemble
fini de symboles de relation Ry, ..., R ayant chacun une arité, c’est-a-dire
un nombre d’arguments. Dans cette these, on appelle arité d’une signature
le maximum des arités de ses éléments.

Une o-structure finie (ou plus simplement structure finie quand il n’y a
pas d’ambigiiité sur la signature considérée) est un couple A = (A, {R* | R €
o}) ott A est un ensemble fini, appelé le domaine de A, et chaque RA
est un ensemble d’uplets (éléments de A" ou r est l'arité de R), appelé
Vinterprétation de R sur A. La taille d’une structure A, notée |A|, est la
somme des tailles de son domaine et de ses uplets interprétant les relations

de o, c.-a-d.

(Al = A+ Xpe, R
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Un isomorphisme entre deux o-structures A et B est une bijection f de
A vers B telle que, pour tout R € o et tout uplet (ay,...,a,) € A", on
a (ai,...,a,) € RA si et seulement si (f(ay),..., f(a,)) € RB. En quelque
sorte, f exhibe le fait que A et B sont les mémes structures a nommage
des éléments pres. On dit alors que A et B sont isomorphes ou que A est
isomorphe a B. Une classe C est un ensemble de structures finies clos par
isomorphisme, c¢’est-a-dire que si A est dans C alors toute structure isomorphe
a A est aussi dans C. Une sous-structure B d’une structure A est une structure
engendrée par un certain sous-ensemble B de A. Le domaine de B est B et,
pour tout R dans o, R® = RA N B” o1 r est l'arité de R. Remarquons que
dans la littérature on utilise souvent le terme “sous-structure engendrée”
pour désigner ce qu’on appelle ici “sous-structure”, laissant le terme “sous-
structure” aux structures telles qu'on a juste R® C RA. Une extension d’une
structure A est une structure £ telle que A est une sous-structure de £. Une
classe de structures finies C est close par sous-structure (resp. extension) si,
pour toute structure A € C et toute sous-structure (resp. extension) B de
A, B est également dans C. L'union disjointe de deux structures A et B est
une structure de domaine 'union disjointe de A et B (disons par exemple
Ax{0}UBx{1}) et telle que chaque relation R est interprétée par I'union de
{((a1,0), ..., (a,,0)) | (ay, ...,a,) € R4} et de {((by, 1), ..., (b, 1)) | (b1, ..., b,) €
RP}. Une classe C est close par union disjointe si toute union disjointe de

deux structures dans C est aussi dans C.

Formule du premier ordre

La logique du premier ordre ou FO (pour first-order) désigne a la fois
I’ensemble des formules du premier ordre et la fagon de les interpréter sur
des structures (ici finies et relationnelles). Les formules du premier ordre
(ou simplement formules) sur une signature o sont définies par induction.
Elles sont formées a partir des symboles de o, des symboles de négation,

conjonction et disjonction —, A et V, des symboles de quantification uni-
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verselle et existentielle V¥ et 3, des parentheses ouvrante et fermante et des
variables du premier ordre (a priori n'importe quel symbole ne rentrant pas en
conflit avec les symboles précédents, mais typiquement des symboles comme
x, 1y, z ou les versions avec indice x1, ..., x,, qui sont communément utilisés
en mathématiques). Les formules atomiques (c’est-a-dire celles de la forme
Rzy...z, ou R appartient a o et est d’arité r et ou xy, ..., x, sont des variables)
sont des formules du premier ordre ayant pour variables libres x1, ..., x, et
sans variable liée. Si ¢ est une formule du premier ordre, alors —¢ est une
formule du premier ordre ayant les mémes variables libres et liées que ¢. Si
¢ et 1 sont des formules du premier ordre, alors (¢ A ) et (¢ V 1) sont
aussi des formules du premier ordre et ont pour variables libres (resp. liées)
I'union des variables libres (resp.liées) de ¢ et de . Si ¢ est une formule du
premier ordre et si x n’est pas une variable liée de ¢, alors Vx¢ et dx¢ sont
des formules du premier ordre ayant pour variables libres celles de ¢ aux-
quelles on a retiré x et pour variables liées celles de ¢ auxquelles on a ajouté
x. Si ¢ est une formule dont les variables libres sont zy, ..., x,, on désigne ¢
par ¢(xq, ..., x,). Un énoncé du premier ordre (ou énoncé) est une formule
sans variable libre. On décrit maintenant par induction l'interprétation des
formules sur une structure A, c’est-a-dire qu’on donne un sens a ’expression
“A satisfait la formule ¢(ay, ..., a,)”, notée A = ¢(aq, ...a,) ot ay, ..., a, sont

des éléments de A. Cette interprétation est en fait assez intuitive. On a :

- AE Ray...a, si (ay, ..., a,) € RA.

- AE —é(ay,...,a,) si A ne satisfait pas ¢(aq, ..., a,).

- AEod(ar, .. an) ANY(by, ... b)) st A = dla, ..., an) et A = (b, ..., by).
- AEo(ar, ..., an)V(by, ..., b)) st A = @(ay, ..., a,) ou A |= (by, ..., byy).
- AEVrg(x,ay,...,a,) si, pour tout a dans A, A = ¢(a,ay, ..., a,).

- AE Jzo(x,aq, ..., a,) s'il existe un a dans A tel que A = ¢(a, ay, ..., ay).

Si ¢ est un énoncé et A = ¢, alors on dit aussi que A est un modéle de
¢. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, les parentheses peuvent étre omises pour

alléger I'écriture. Par exemple, si (¢) est une formule, on la désigne plutot

13



par ¢. On utilise aussi les connecteurs = et < avec leur sens habituel. C’est-
a~dire que ¢ = 1 désigne —¢ V 1) et ¢ < 1) désigne (¢ = V) A (Y = ¢).
Soit @1, ..., @, des quantificateurs (symboles V ou J). Le fragment de
la logique du premier ordre Q);...Q0,,FO consiste en les formules de la forme
Q171...Qn 1) ol 1 est sans quantificateur. L’utilisation d’un symbole % apres
un quantificateur signifie qu’il peut étre répété n’importe quel nombre fini de
fois. Plus précisément, pour tout ¢, );...Q7...QQ,FO est I'union des fragments
Q:...QL...QF...Q,FO pour k > 0 o, pour tout [, Q} = Q;. On appelle respec-
tivement formules universelles et formules existentielles les formules de V*FO
et 3*FO. Les formules existentielles positives sont les formules existentielles

ne contenant pas de symbole de négation.

Rang de quantification

On définit maintenant le rang de quantification d’'une formule, noté rq.
Cela correspond a la hauteur de ’arbre de la formule mais ot 'on ne compte
que les noeuds indicés par un quantificateur. Plus précisément, on donne un
définition par induction.

- rq(¢) := 0 si ¢ est atomique,

- rg(~6) == ra(9),

- rq(¢ a ) := max(rq(4), rq(¢))) si a est un connecteur logique binaire

A ouV,
- rq(¥og) =1+ (@) ot
- rq(Jz¢) := 1+ rq(¢) pour toute variable x.
Pour toutes structures 4 et B et tout entier ¢, on note A =, B le fait que
A et B satisfont les mémes énoncés de rang de quantification au plus q.
Par commodité, on dira alors que les structures A et B sont g-équivalentes.
La relation =, est une relation d’équivalence et toute classe d’équivalence
pour =, est appelée un g-type. Etant donné qu’il y a, a équivalence pres, un
nombre fini d’énoncés de rang de quantification au plus ¢ (deux énoncés sont

équivalents s’ils ont les mémes modeles), il y a également un nombre fini de
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g-types.

Il existe un moyen pratique de déterminer si deux structures sont g¢-
équivalentes : le jeu d’Ehrenfeucht-Fraissé (cf. [Ehr61] et [Frab4]), dit aussi
jeu EF. Soit A et B deux structures. Le jeu FF a ¢ coups entre A et B fait
intervenir deux joueurs (I et II). Au i-itme coup (1 < ¢ < g), I choisit un
élément a; € A puis II choisit un élément b; € B, ou bien I choisit un élément
b; € B puis II choisit un élément a; € A. On dit que II gagne ce jeu si, quels
que soient les choix faits par I, il existe une suite de choix pour II telle que
(a,...,aq) — (b1, ..., b,;) soit un isomorphisme partiel, c.-a-d. la fonction qui
a a; associe b; est un isomorphisme entre la sous-structure de A engendrée par
{a1,...,a,} et la sous-structure de B engendrée par {by,...,b,}. Le théoréme
d’Ehrenfeucht nous dit que deux structures A et B sont g-équivalentes si et
seulement si le joueur II a une stratégie gagnante dans le jeu EF a ¢ coups
entre A et B.

Propriété

Une propriété sur une classe C est une sous-classe de C (c.-a-d. une classe
incluse dans C). En général, on parle de propriété plutot que de sous-classe
lorsqu’on veut parler de sous-classe définie par un énoncé d’'une certaine lo-
gique. Une propriété P est définie (ou exprimée) par un énoncé ¢ si P est
I’ensemble des structures de C satisfaisant ¢. Si on ne fait pas référence a
une classe C particuliere, on sous-entendra qu’on parle de propriété sur la
classe de toutes les structures finies. Une propriété P est préservée par sous-
structure (resp. par extension) si toute sous-structure (resp. extension) d’une
structure de P est aussi dans P. On utilise le terme “préservée” plutot que
“close” pour étre cohérent avec le terme “théoreme de préservation”. On uti-
lise les notations PS et PE pour désigner respectivement 1’ensemble des pro-
priétés préservées par sous-structure et I’ensemble des propriétés préservées
par extension. Il est important de souligner que les notations PS et PE ne

sont pas standard. On les introduit ici par commodité.
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Pour plus de détails concernant la logique du premier ordre et la théorie
des modeles, on pourra par exemple consulter [EFT94], [CL03a] et [CLO3b].

1.2.2 Complexité

D’un point de vue général, la complexité d’un probleme est ’ensemble
des ressources nécessaires a une machine (temps ou espace) pour le résoudre.
Cette mesure de complexité est fonction de la taille de 'entrée (ou parametre)
du probleme. Dans cette these, quand on s’intéressera a la complexité d’un
probleme, on considérera le temps d’exécution, c’est-a-dire l'ordre de gran-
deur du nombre d’étapes de calcul effectuées par la machine avant de don-
ner une réponse. De plus, un probleme désignera toujours un probleme de
décision, c’est-a-dire pour lequel la réponse attendue est “oui” ou “non”. On
parle alors respectivement d’instances positives et négatives du probleme. Le
terme “machine” fait référence a n’importe quel systeme formel capturant
le pouvoir de calcul des fonctions récursives : machine de Turing, machine
RAM... Ces formalismes sont équivalents dans le sens ou ils permettent de
décider les mémes problemes et que les principales classes de complexité (en
particulier celles citées dans cette these) sont les mémes. Pour énoncer les
définitions de cette section, on choisit de considérer les machines de Turing. Il
est communément admis que tout calcul réalisable par un procédé mécanique
peut étre effectué par une machine de Turing. C’est ce qu’on appelle la these
de Church.

Pour les définitions de machines formelles et de classes de complexité et

de nombreux développements, on pourra se référer a [Pap94] et [AB09].

Un probleme est dit décidable (ou récursif) s’il existe une machine de
Turing qui, pour toute entrée, donne une réponse en un nombre fini d’étapes.
Un probleme est récursivement énumérable si une machine de Turing peut

générer exactement toutes les instances positives de ce probleme (éventuelle-
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ment en temps infini mais chaque élément est généré en temps fini) et elle est
co-récursivement énumérable si ce sont les instances négatives qui peuvent

étre énumérées.

Les classes de complexité figurant dans cette these sont parmi les plus
communes : PTIME et NP. Ce sont les classes de problemes décidables en
temps polynomial respectivement déterministe et non déterministe. C’est-a-
dire que PTIME est I’ensemble des problemes P pour lesquels il existe une
machine de Turing déterministe décidant P en temps O(|w|*) pour un cer-
tain entier k£ qui est le méme pour toute entrée w. Le terme “déterministe”
désigne le fait qu’il existe une seule exécution possible de la machine de Tu-
ring pour chaque entrée. La classe NP est la version non déterministe. Sans
entrer dans les détails, cela correspond aux machines de Turing ou a chaque
étape un choix adéquat est fait parmi plusieurs transitions possibles et, si
w est une instance positive du probleme, cette suite de choix mene a une
réponse positive en O(|w|¥) étapes de calcul. Méme si cela reste un célebre
probleme ouvert, on peut penser que la possibilité de deviner des transitions
menant a un calcul acceptant permet de décider davantage de problemes. Il
est donc souvent supposé que PTIME C NP. On considere parfois d'un
point de vue théorique que les problemes dans PTIME sont “facilement”
décidables tandis que ceux dans NP ne le sont pas. En particulier, le fait que
les problemes de NP n’aient pas tous d’algorithme efficace connu pour les

29

décider fournit un critere assez convaincant de “difficulté” algorithmique :
la NP-difficulté. On dit qu'un probleme est NP-difficile si le fait de sa-
voir le décider permet aussi de décider tous les problemes dans NP. Plus
précisément, un probleme P est NP-difficile si, quelque soit Q dans NP, il
existe une procédure f (appelée many-one reduction ou juste réduction de Q
a P) qui a toute entrée w associe, en temps polynomial, une entrée f(w) pour
le probleme P telle que w est une instance positive de Q si et seulement si
f(w) est une instance positive de P. Si de plus P est lui-méme dans NP, on

dit que P est NP-complet. D’un point de vue pratique, pour montrer qu'un
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probleme est NP-complet, on n’est pas obligé de donner une réduction pour
chaque probleme dans NP. Si on connait déja un probleme NP-complet N,
alors il est clair que P est NP-complet s’il est dans NP et qu’il existe une
réduction de N a P. Il existe d’ailleurs un nombre considérable de problemes
NP-complets : SAT, X3C, 3-COLORABILITE, CIRCUITHAMILTONIEN... Les
définitions de ces problemes et de nombreux autres ainsi que des preuves de
NP-complétude sont réunies dans [GJ79]. On rappelle ici la définition du
probleme SAT (cf. [CooT71]).

SAT
Entrée : une formule propositionnelle sous forme normale conjonctive
J = Niepin] Viepng Bij (ou chaque B;; est une variable propositionnelle
A, ; ou sa négation -4, ;).
Sortie : existe-t-il une assignation de valeurs de vérité 0 ou 1 pour

les variables A; ; telle que f soit satisfaite ?

Dans la suite, on s’intéresse en particulier a des questions de décidabilité
et de complexité pour des propriétés P sur les structures finies. Dans ce cas,
le probleme considéré est celui de I'appartenance a P : étant donnée une

représentation w(.A) d’une structure finie A, a-t-on A € P 7

1.2.3 Graphes et hypergraphes

Un graphe G = (V,€) est la donnée d'un ensemble fini V' (ses sommets)
et d'un ensemble & (ses arétes). Une aréte est une paire de sommets {u, v}
(u # v). Si V' C V, le sous-graphe de G engendré par V' est le graphe
G = (V' {ec &|eCV'}). Le degré d'un sommet est le nombre d’arétes
auxquelles il appartient. Le degré maximal d'un graphe est le maximum des
degrés de ses sommets. Un chemin dans un graphe est une suite d’arétes
distinctes ({w1,v1}, .. {tn, v }) (avec n > 1) telles que, pour tout i < n,

v; = u;41. Le nombre n est appelé la longueur du chemin. Un chemin de
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u a v est un chemin tel que vy = uw et v, = v. La distance entre u et
v est la longueur du plus court chemin de u a v. Un graphe est conneze
si, pour tous sommets u et v distincts, il existe un chemin de u a v. Une
composante connexre est un sous-ensemble C' de V' de taille maximale tel
que, pour tous éléments distincts v et v dans C), il existe un chemin de
a v. Une composante connexe peut également désigner le sous-graphe de G
engendré par C'. Un graphe est donc connexe si et seulement si il a une seule

composante connexe.

Un cycle est un chemin de taille supérieure ou égale a 3 tel que v,, = uy.
Un graphe est acyclique s’il ne contient pas de cycle. Un arbre est un graphe
acyclique connexe. Tout sommet de degré 1 dans un arbre s’appelle une
feuille. Un arbre dans lequel on distingue un certain sommet r est un arbre
enraciné et sa racine est r. Enraciner un arbre permet de parler de branches.
Une branche est un chemin de taille maximale de r & un autre sommet. On
peut facilement voir que cet autre sommet est nécessairement une feuille.
Dans un graphe orienté, les arétes (ou arcs) ont une orientation, c¢’est-a-dire
que les arétes sont des couples (u,v) qui peuvent éventuellement étre des
boucles (lorsque u = v). Un graphe peut donc étre vu comme un graphe non

orienté (c.-a~-d. pour tout arc (u,v), (v,u) est aussi un arc) sans boucle.

Il y a de nombreux ouvrages de référence sur la théorie des graphes, par
exemple [Bol02] et [Die05].

Un hypergraphe est un couple H = (V,€) ou V est un ensemble fini et
& est un sous-ensemble de P(V) \ {0} (ensemble des sous-ensembles non
vides de V). Les éléments de V' sont les sommets de H et les éléments de
E sont ses hyperarétes. La notion d’hypergraphe est une généralisation de
la notion de graphe. En effet, un graphe est un hypergraphe dont toutes les
hyperarétes sont de taille 2. L’arité d’une hyperaréte est sa taille. L’arité d’un
hypergraphe est le maximum des arités de ses hyperarétes. L’hypergraphe

vide est 'hypergraphe sans sommet et sans hyperaréte, c’est-a-dire le couple
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(0,0). Un sous-hypergraphe d'un hypergraphe H = (V, ) est un hypergraphe
H = (V&) tel que V! C V, & C EetUE C V. SiUU C V, le sous-
hypergraphe de H induit par V est (U, {UNE | E € £} \ {0}). On peut
remarquer que les hyperarétes d’un sous-hypergraphe induit de H ne sont pas
nécessairement des hyperarétes de H. En particulier, un sous-hypergraphe
induit n’est pas forcément un sous-hypergraphe.

Un hypergraphe peut également étre représenté par un graphe orienté
symbolisant la relation d’appartenance €. Plus précisément, le graphe d’ap-
partenance (ou graphe d’incidence) de H est un graphe orienté dont 1'en-
semble des sommets est V' U E et tel que (a,b) est une aréte si et seulement

si a est un sommet de H, b est une hyperaréte de ‘H et a appartient a b.

A toute structure relationnelle finie A, on peut associer un certain graphe
(son graphe de Gaifman) et un certain hypergraphe. Cela nous permet-
tra en particulier d’utiliser pour des structures finies du vocabulaire propre
aux graphes ou aux hypergraphes : degré d’un élément, distance entre deux
éléments, structures acycliques, structure vide... Le graphe de Gaifman d’une
structure A est le graphe dont I'ensemble des sommets est A et dont les arétes
sont toutes les paires {a, b} (a # b) telles qu’il existe un R dans o et un uplet

u dans RA tels que a et b apparaissent dans u. L’hypergraphe associé & A est

HA) = (A {{a1,...,a,} | IR € 0 A= Ra;...a,}).

L’hypergraphe H(A) correspond en quelque sorte a la structure A dans la-

quelle on oublie 'ordre induit par les uplets.
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Chapitre 2

Notions d’acyclicité pour les

hypergraphes

2.1 Berge, v, § et a-acyclicité

Pour un graphe, étre acyclique signifie ne pas avoir de cycle. Il existe une
seule maniere de définir un cycle et elle correspond tres bien a l'intuition : un
cycle est un chemin fermé, un “parcours qui revient a son point de départ”.
Décrire ce que doit étre un cycle pour un hypergraphe est plus arbitraire.
Il est cependant raisonnable d’exiger que la définition d’acyclicité pour un
hypergraphe concorde avec celle pour les graphes des lors que I'hypergraphe
considéré est un graphe. C’est le cas dans toutes les définitions que 1'on
donne ici. On présente quatre notions non équivalentes. Cependant, elles
sont comparables entre elles. Ce sont, par ordre strictement croissant de
généralité : la Berge-acyclicité, la y-acyclicité, la S-acyclicité et ’a-acyclicité
(cf. [Fag83]). Les exemples d’hypergraphes donnés au fil de cette section
témoignent du fait que ces inclusions sont bien strictes : I’hypergraphe donné
en exemple dans la partie sur la y-acyclicité n’est pas Berge-acyclique, etc.

La Berge-acyclicité est due a Berge (cf. [Ber76]). La S-acyclicité provient
de la théorie des hypergraphes et de la combinatoire. Un hypergraphe (-
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acyclique est aussi appelé super-balanced hypergraph (cf. [BK80]) ou totally
balanced hypergraph (cf. [Leh85]). L’a-acyclicité et la y-acyclicité sont issues
de la théorie des bases de données (cf. [BFM*81] et [Fag83]).

Berge-acyclicité

Si on veut donner a un cycle dans un hypergraphe le sens de chemin fermé
ol un chemin serait une suite d’éléments incidents distincts, on obtient la
notion de Berge-cycle. Un Berge-cycle dans un hypergraphe H = (V, &) est
donc une suite (E1, x1, ..., By, z,) avec n > 2 telle que :

e les F; sont des hyperarétes distinctes,

e les x; sont des sommets distincts et

e pour tout ¢, x; appartient a E; et F; .
Quand on parlera de cycle pour les hypergraphes, les indices seront toujours
interprétés de fagon a ce que F, i corresponde a £;. En particulier, on a
donc que z,, appartient a E,, et & E; (ce qui correspond au fait que le chemin
est fermé). Un hypergraphe Berge-acyclique est un hypergraphe sans Berge-
cycle. Si on pose G := (VUE, {{a,b} | a € b}) la version non orientée du
graphe d’appartenance de H, alors il est clair que H est Berge-acyclique si
et seulement si G est acyclique.

Un exemple d’hypergraphe Berge-acyclique est représenté sur la figure
2.1.

G W 20

F1a. 2.1 — Un hypergraphe Berge-acyclique. Les points représentent les sommets
et les ellipses les hyperarétes. Chaque ellipse correspond a 'hyperaréte contenant
les sommets qu’elle entoure.

22



B-acyclicité

Dans un Berge-cycle, un sommet x; appartient a E; et E;,; et peut
éventuellement appartenir a d’autres hyperarétes du cycle, c’est-a-dire en
quelque sorte qu'un Berge-cycle peut contenir des “cordes” ou “raccourcis”.
Un Berge-cycle interdisant cette possibilité est un g-cycle. Un (-cycle est
donc une suite (Ey, x1, ..., E,, x,) (n > 3) telle que les E; sont des hyperarétes,
les z; sont des sommets et, pour tout i, x; appartient a E; et F;,1 et a aucun

autre I;. Un exemple d’hypergraphe 3-acyclique est donné par la figure 2.2.

@ & b o

F1G. 2.2 — Un hypergraphe -acyclique. On pourra vérifier que (4, a, B,b,C,¢)
est un 7y-cycle (voir plus loin pour la définition).

a-acyclicité

Une autre facon d’aborder la question est de dire qu'un hypergraphe est
acyclique s’il est possible “d’organiser ses hyperarétes a la fagcon d’un graphe
acyclique”. Ceci est formalisé par la notion d’arbre de jointure. Un arbre de
jointure d’un hypergraphe H = (V,&) est, s’il existe, un arbre T' dont les
sommets sont les hyperarétes de H et tel que, pour tout sommet v de H, le
sous-graphe de T" engendré par ’ensemble des sommets de 7' qui contiennent
v est connexe. Sans la condition de connexité, cette notion devient triviale.
Cette condition permet en quelque sorte de rendre compte de la “topologie”
de 'H en obligeant les chemins de T" entre deux hyperarétes de 'H contenant
un méme sommet s a ne contenir que des hyperarétes contenant également s.
Un hypergraphe est a-acyclique s’il a un arbre de jointure. Il existe aussi une
caractérisation assez pratique de I'a-acyclicité en termes de regles appliquées

successivement. Elle s’appelle la réduction GYO pour Graham-Yu-Ozsoyoglu
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(cf. [GraT79] et [YOT9]). Un hypergraphe est a-acyclique si et seulement si
on obtient I’hypergraphe vide en appliquant successivement les regles de la
figure 2.3.

1. Siun sommet est isolé (c.-a-d. s’il appartient a au plus une hyperaréte),
alors on retire ce sommet de V' et de ’éventuelle hyperaréte a laquelle
il appartient.

2. Si une hyperaréte F est incluse dans une autre hyperaréte, alors on
retire £ de &.

Fi1a. 2.3 — Regles de Graham, Yu et Ozsoyoglu pour décider I'a-acyclicité.

Remarque : d'une maniere générale, lorsqu’on applique successivement
un tel systeme de regles a un hypergraphe, il arrive par moment que H
ne soit plus un hypergraphe parce que deux hyperarétes se trouvent avoir
les mémes éléments; c’est pourquoi on considere dans ce cas £ comme un
multi-ensemble. On pourra par exemple vérifier qu’en appliquant ces regles
a I'hypergraphe de la figure 2.4 on obtient I'’hypergraphe vide. Il est donc

a-acyclique.

Fic. 2.4 — Un hypergraphe a-acyclique. Il contient des (-cycles, par exemple
(A a,B,b,C,c,D,d).
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~y-acyclicité

Une autre option (un peu plus élaborée) pour définir I'acyclicité d’un
hypergraphe est de regarder les régions que I'on peut former en intersectant
ses hyperarétes et de chercher un cycle dans le “graphe d’inclusion” de ces
régions, que 'on appelle le diagramme de Bachman (cf. [Lie82] et [Yan81]).
Le diagramme de Bachman d’un hypergraphe H = (V,€) est un graphe
B = (I, J). Ses sommets sont les intersections non vides d’hyperarétes de H,
c-a-d. I = {NF | F C £} \ {0}. Deux sommets U et V de B sont reliés par
une arete si U C V et qu'il n'existe pas de Z dans [ tel que U C Z C V. Un
hypergraphe est y-acyclique si son diagramme de Bachman est acyclique.
Il existe également un systeme de regles d’élimination dans le style de la
réduction GYO qui permet de caractériser la y-acyclicité. Celui-ci est du
a D’Atri et Moscarini (cf. [DM82]). Un hypergraphe est y-acyclique si et
seulement si on obtient I’hypergraphe vide en appliquant successivement les

regles de la figure 2.5.

1. Si un sommet est isolé, alors on le retire de V et de 1'éventuelle hy-
peraréte le contenant.

2. Si une hyperaréte a un ou zéro élément, alors on la retire de €.

3. Si deux hyperarétes contiennent exactement les mémes sommets, alors
on retire une de ces hyperarétes de €.

4. Si deux sommets appartiennent exactement aux meémes hyperarétes,
alors on retire un de ces sommets de V' et de toute hyperaréte le conte-
nant.

F1a. 2.5 — Regles de D’Atri et Moscarini pour décider la y-acyclicité.

De maniere équivalente, un hypergraphe est y-acyclique s’il ne contient
pas de y-cycle, un y-cycle étant une suite (Ey, x1, ..., £, x,) (n > 3) vérifiant

quasiment les mémes conditions qu'un S-cycle. Les FE; sont donc des hy-
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perarétes et les x; des sommets. Pour tout ¢ < m, on a x; € E; N E;4q et
x; € E; sij est différent de ¢ et ¢ + 1. On a aussi z,, € E, N E; mais z,
peut également appartenir a d’autres F;. Le sommet x, peut en quelque

sorte avoir un role de “raccourci”. La figure 2.6 représente un hypergraphe

RS

F1G. 2.6 — Un hypergraphe y-acyclique. La suite (A, a, B,b) est un Berge-cycle.

~y-acyclique.

Notons que si z, appartient a Ej;, alors la suite (E;,xj, ..., E,, ,) est
également un ~-cycle. En poursuivant ce raisonnement, on obtient qu'un
hypergraphe contient un y-cycle si et seulement si il contient un S-cycle ou
un vy-cycle de taille 3 (voir [Fag83]). On montre ici un résultat un peu plus

général.

Proposition 2.1. Un hypergraphe est v-acyclique si et seulement si il est

a-acyclique et ne contient pas de y-cycle de taille 3.

Démonstration. Comme un hypergraphe ~-acyclique est aussi a-acyclique,
I'un des sens de ’équivalence est clair.

Soit maintenant H = (V, &) un hypergraphe a-acyclique sans ~y-cycle de
taille 3. Comme étre y-acyclique revient a étre [-acyclique sans 7y-cycle de
taille 3, on a juste a prouver que H n’a pas de [-cycle. On suppose que H
contient un f-cycle (Fy, xq, ..., E,, x,) et on va trouver une contradiction. On
a nécessairement n > 4 car sinon (Fy, 1, ..., E,, x,) serait un y-cycle de taille

3. Comme H est a-acyclique, il a un arbre de jointure 7.

Fait 2.2. Pour touti € [1,n—2|, E;, E;y1 et E; 1o ne peuvent pas appartenir

a un meéme chemin de T
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Démonstration du fait. Pour toutes hyperarétes E et F', on appelle [E, F] le
chemin de E a F' dans T'. Pour tout x € V/, soit T, le sous-graphe connexe de
T formé des hyperarétes de H contenant z. On a [E;, E; 1] C T, parce que
E; et E;yq sont dans T}, et T, est connexe. D’ou, comme x; € E; o, Ei1o &
[E;, E;y1]. Pour les mémes raisons, E; € [E;,1, Fi,2]. Supposons maintenant
que E;yy € [E;, Eii2]. On appelle U1 I'union des composantes connexes de
T\ {F;+1} qui ne contiennent pas F;. En particulier, E;, 5 € U;;1. Donc E; 3
(ou Fj si i =n — 2) appartient aussi a U;,;. En effet, on a déja montré que
Ei;i1 ne peut pas appartenir a [E;.o, F;3]. Ainsi, par induction, on obtient
que F; appartient a U;;; pour tout j différent de ¢ et ¢ + 1. En particulier,
E; 1 (ou E, sii= 1) appartient a U; ;. Cela signifie que E;.; € [E;_1, Ey,

ce qui est impossible comme on vient de le voir. O

En d’autres termes, E;, F; 11 et F; 5 sont les feuilles d'un sous-arbre de
T ayant un seul sommet de degré 3 que l'on fixe comme racine du sous-
arbre et que 'on note R;. Puisque [E;, Eij1] C Ty, [Eip1, Eivo) C Ty, et

Ri c [EZ, Ei-l—l] N [Ei—l—lu EZ‘+2], €T; et Tit1 appartiennent a Rz
On pose ]Ru Ei+2] = [Ei+17 EZ‘+2] \ [Ei+17 Rz] On a

Rit1 €]R;, Eifs]

parce que R;y 1 € [Eiy1, Eio] et si R;11 appartenait a [F; 1, R;] alors R;

serait dans [Fj;o, Riy1] (qui est inclus dans T, ,), d’on

(Eit1, i Riy iqo, Eigo, 2i11)

serait un vy-cycle de taille 3. La figure 2.7 permet de mieux visualiser la
position de ces différents sommets de T

Par conséquent, F; 3 et R; sont dans deux composantes connexes de
T\ {R;y1} différentes (R; est dans la méme composante que F;,y car R; €
[Eiv1, Fivo] et Ry €]R;, Eiyo]), ce qui signifie que Ry € [R;, Eiy3]. D'ou,
sin > 5 et comme R o €|Rii1,E;y3], on a R,y € [R;, Rii2] pour tout
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Ri = X;, Xj+1

Ri+13 Xis1, Xis2

Ei Eisq Eis2 Eiss

F1G. 2.7 — Un sous-arbre de T contenant les sommets R;, R;+1, FE;, Fit1, Fiio et
Eiys.

i € [1,n —4]. De plus, on a :
e Ry € [E1, Ry] car Ry € [E, E3] et Ry €]Ry, E3), et
o R, 5 € [R,_3, F,] parce que E, o, E,_1 et E, sont dans trois com-
posantes connexes de T\ {R,_»} différentes et que R, 3 est dans
la méme composante connexe que E, o (car R, 3 € [E, o, E, 1] et
R, 5 €|R,_3, Ey1]).
Il en résulte que tous les R; appartiennent a [Ey, E,| (voir figure 2.8). En
particulier, Ry € [F4, E,|. Donc, puisque [Fy, E,| C Ty,

(E17 Ly R17 X, E27 ‘7;1)

est un vy-cycle de taille 3, ce qui est une contradiction.

F1a. 2.8 — La position des E; d'un -cycle dans un arbre de jointure sans y-cycle
de taille 3. Cela méne a une contradiction.
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Comparaison

On rappelle que, si I'on note de maniere abrégée 6 1’ensemble des hyper-
graphes f-acycliques, on a la suite d’inclusions strictes suivante : Berge C
v € B € «. Bien que la proposition précédente puisse faire penser que la
~v-acyclicité, la [-acyclicité et 'a-acyclicité sont tres proches, il y a de nom-
breuses propriétés qu’elles ne partagent pas. Par exemple, les deux premieres
sont héréditaires, c’est-a-dire que les sous-hypergraphes d’un hypergraphe
v-acyclique (resp. (-acyclique) sont aussi y-acycliques (resp. (-acycliques),
tandis que ce n’est pas forcément le cas pour les hypergraphes a-acycliques.
En effet, on peut vérifier (par exemple, en appliquant la réduction GYO) que

I’hypergraphe

({1,2,3,4,5,6},{{1,2,3},{3,4,5},{5,6,1},{1,3,5}})

est a-acyclique, tandis que son sous-hypergraphe

({1,2,3,4,5,6},{{1,2,3},{3,4,5},{5,6,1}})

ne l'est pas. On sait d’ailleurs plus précisément qu'un hypergraphe est (-
acyclique si et seulement si il est a-acyclique et que tous ses sous-hypergraphes
sont a-acycliques. Concernant la v et la [-acyclicité, on peut par exemple
citer une différence figurant dans cette these : on montre que ces notions ne
concordent pas eu égard au théoreme de préservation par extension pour des
classes de structures finies acycliques.

Un exemple de probleme séparant le cas Berge-acyclique des trois autres
cas est celui du sous-hypergraphe acyclique couvrant pour les hypergraphes
k-uniformes. Un hypergraphe est k-uniforme si toutes ses hyperarétes sont
de taille k. Un sous-hypergraphe de ‘H est dit couvrant si I'union de ses hy-
perarétes est égale a I’ensemble des sommets de H. Le probleme de savoir si un
hypergraphe k-uniforme H a un sous-hypergraphe couvrant Berge-acyclique

est polynomial en la taille de ‘H si k est égal a 3, par 'adaptation d’une
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technique due a Lovész (cf. [Lov80]). Des lors que k est supérieur ou égal
a 4, ce probleme est NP-complet (cf. [CMSS08|). Hirata, Kuwabara et Ha-
rao montrent que le probleme du sous-hypergraphe acyclique couvrant est
NP-complet pour les trois autres notions d’acyclicité (cf. [HKHO05]). Cepen-
dant, ils ne s’intéressent pas a la valeur de k, c.-a-d. ils considerent, dans leur
exemple, des hypergraphes d’arité quelconque. En collaboration avec Yann
Strozecki, nous avons déterminé la valeur de £ pour laquelle ce probleme est
NP-complet.

Proposition 2.3. Pour les trois notions v, [ et a-acyclicité, le probleme
de décider si un hypergraphe 3-uniforme a un sous-hypergraphe acyclique

couvrant est NP-complet.

Démonstration. On présente une réduction en temps polynomial du probleme
SAT au probleme du sous-hypergraphe acyclique couvrant. Soit f une formule
propositionnelle sous forme normale conjonctive (instance du probléme SAT).
On a donc f = Njep1,nCs o, pour tout 7, C; est une clause Ve ,,1B;; avec
B; j égale a A; j ou - A; ;. On définit un hypergraphe 3-uniforme Hy = (Vy, &y)
tel que f soit satisfaisable si et seulement si Hy a un sous-hypergraphe cou-
vrant f-acyclique (pour 6 = v, § et «). Pour chaque variable A, V; contient
les sommets 044, Oap, 1aa, Lap, Taa €6 74, Pour chaque clause C, Vi
contient le sommet pc. Pour toute variable A, £ contient les hyperarétes
{040,740, Laa}t €t {0ap,7ap, Lap}. De plus, pour toute clause C' et toute
variable A figurant dans C, &; contient :

e I'hyperaréte {044,044, pc} si 7A apparait dans C et

e l'hyperaréte {144, 1as, o} si A apparait sans négation dans C.

La figure 2.9 illustre cette construction par un exemple.

Soit 8 € {7, B, a}. Pour toute variable A, un sous-hypergraphe couvrant
contient nécessairement les hyperarétes {044,744, Laa} €t {045, 744, 14} de
fagon a couvrir les sommets r4 , et r4,. Donc, pour étre §-acyclique, un sous-
hypergraphe couvrant ne peut contenir, pour chaque A, que des hyperarétes

du type {044,044, pc} oudu type {144, 1ap, pc}. En d’autres termes, on doit
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F1G. 2.9 — L’hypergraphe H associé a la formule propositionnelle f := UAV AW
avec U := AV -B,V:=-AVBet W:=-AV-B.

choisir une assignation 0 ou 1 pour chaque variable A. Pour étre couvrant, le
sous-hypergraphe doit aussi contenir au moins une hyperaréte {4 4,4, Pc}
(avec € € {0, 1}) pour toute clause C, ce qui revient a dire que 1’assignation
doit satisfaire toutes les clauses. De plus, pour éviter d’avoir des cycles, on
peut conserver, pour chaque clause C', une seule hyperaréte contenant C.
Alors, il existe bien un hypergraphe couvrant #-acyclique si et seulement si
f est satisfaisable.

On vérifie facilement que ce raisonnement est valable pour tout 6 dans
{7, B, a}. Par contre, dans la plupart des cas, un sous-hypergraphe couvrant
correspondant a une assignation rendant f vraie contient un Berge-cycle. Par
exemple, sl contient les hyperarétes {044,045, pc} €t {044,044, pp}, alors
il contient le Berge-cycle ({044,046, 2c},04.4,{04.4,040,20},04). O]

La complexité du probleme du sous-hypergraphe acyclique couvrant en
fonction de la taille des hyperaréetes et de la notion d’acyclicité considérée est

résumée dans la figure 2.10.

De nombreuses propriétés concernant toutes ces notions d’acyclicité sont
regroupées dans [Fag83]. Elles ont été étudiées dans différents domaines : la
théorie des hypergraphes, les bases de données, les CSP (constraint satisfac-

tion problems)... Par exemple, les schémas de bases de données y-acycliques
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0= Berge v, B et a
k=3 PTIME (cf. [Lov80]) NP-complet
k>4 | NP-complet (cf. [CMSS08]) | NP-complet

F1a. 2.10 — Complexité du probléme du sous-hypergraphe couvrant -acyclique
pour les hypergraphes k-uniformes.

ont d'intéressantes propriétés structurelles (cf. par exemple [LL89] et [ZC02]).
Les requétes conjonctives a-acycliques forment un important sous-ensemble
de I'ensemble des requétes conjonctives. Elles peuvent étre reconnues en
temps linéaire (cf. [TY84]) et divers algorithmes ont été développés pour
leur évaluation (cf. par exemple [Yan81], [PY99], [GP01] et [BDGO7]).

2.2 Arbre de jointure a branches disjointes

On définit ici les arbres de jointure a branches disjointes et on montre
qu’ils fournissent une nouvelle notion d’acyclicité qui est plus générale que
la ~y-acyclicité et moins générale que la (-acyclicité. On montre aussi que
les hypergraphes ~v-acycliques sont exactement les hypergraphes qui ont un
arbre de jointure a branches disjointes dont n’importe quelle hyperaréte peut

étre choisie comme racine.

Définition 2.4. On dit qu’un arbre de jointure 7" d'un hypergraphe H a ses
branches disjointes s’il est enraciné et que les hyperarétes de ‘H appartenant

a des branches de T' différentes sont disjointes.

Les deux propositions suivantes montrent que le fait d’avoir un arbre de

jointure a branches disjointes est une notion située entre la v et la S-acyclicité.

Proposition 2.5. Si un hypergraphe est v-acyclique, alors il a un arbre de

jointure a branches disjointes.
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Démonstration. On montre en fait un résultat plus fort : pour tout hyper-
graphe vy-acyclique ‘H et toute hyperaréte £ de 'H, H a un arbre de jointure
a branches disjointes dont la racine est . On le prouve par récurrence sur
le nombre d’hyperarétes. C’est évident lorsque ’hypergraphe a une seule
hyperaréte. Soit H = (V&) un hypergraphe ~-acyclique et supposons que
I’hypothese de récurrence soit vraie pour les hypergraphes ayant strictement
moins d’hyperarétes que H. Soit F n’importe quelle hyperaréte de H. On
doit montrer que H a un arbre de jointure a branches disjointes 7" dont la
racine est .

Tout d’abord, on partage I’hypergraphe H privé de F

(V.ENL{EY)

en composantes connexes Hi, ..., H, (on ne considere pas dans ces com-
posantes connexes les sommets qui appartiennent seulement a ’hyperaréte
E). Chaque sous-hypergraphe H;, ..., H, est v-acyclique et a strictement
moins d’hyperarétes que H. D’ou, par hypothese de récurrence, chaque H; :=
(V;i, &) a un arbre de jointure & branches disjointes et on peut choisir n’im-
porte quelle hyperaréte de H; pour racine. On précise maintenant quelle
hyperaréte on choisit et on définit un arbre de jointure 7' de H avec branches
disjointes et de racine E.

Pour tout 7, il existe une F; € &; telle que V; N E C E;. En effet, s’il
y avait deux hyperarétes F;; et I, dans &; telles que E;y N E et o NE
étaient incomparables pour 'inclusion (c.-a-d. s'il y avait un ¢; dans (E;; \
E;5) N E et un ty dans (E;2 \ E;1) N E) alors il y aurait un y-cycle dans
H commengant par (E;q,t1, E, ta, E;»,...) et se poursuivant par un chemin
de E;; & E; 5 de longueur minimale (éventuellement juste un sommet si E; ;
et E; o s’intersectent). Pour tout 4, soit 7; un arbre de jointure & branches
disjointes de H; avec E; pour racine. On définit I'arbre de jointure 7" comme
suit. La racine de T" est E et on connecte E a chaque T; par une aréte {E, E;}

(cf. figure 2.11). Comme les V; sont deux a deux disjoints (par définition
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d’une composante connexe) et que chaque 7; a les branches disjointes, T a
les branches disjointes. Il reste a prouver que T est un arbre de jointure c’est-
a-dire que, pour tout v € V', I'ensemble des hyperarétes de ‘H qui contiennent

v est connexe dans 7T

Fia. 2.11 — I’arbre T de la preuve de la proposition 2.5.

Si v € E et v n’appartient a aucune autre hyperaréte, c’est évident.
Siv € V\ E, v appartient a un certain V; et les seules hyperarétes qui
contiennent v sont dans 7;. D’ou, par connexité dans 7T; de ’ensemble des
hyperarétes contenant v, on a aussi la connexité dans T'. Le cas restant est
celui ou v appartient a E et a un certain V;. Comme V; N E C E;, on a
v € EN E;. L’ensemble des hyperarétes S’ qui contiennent v dans T; est
connexe et FE; est dans S°. De plus, la seule hyperaréte n’appartenant pas
a T; et qui contient v est E et elle est reliée a E; dans T. Par conséquent,

I'ensemble { £} U S! des hyperarétes de H qui contiennent v est connexe. [

La preuve précédente est constructive. Elle fournit méme un algorithme
en temps polynomial qui, étant donnés un hypergraphe ~v-acyclique ‘H et une
hyperaréte E de ‘H, construit un arbre de jointure a branches disjointes de
racine F. Cet algorithme fonctionne comme suit. Pour chaque hyperaréte F
intersectant F, on vérifie si c’est une E; comme dans la preuve (c.-a-d. FNE
est maximale pour l'inclusion) et si c’est le premier candidat trouvé (c.-a-
d. les hyperarétes précédentes n’ont pas la méme intersection avec E que
F N E) parce qu’'on ne veut pas connecter E a T; plusieurs fois. Pour toute

F satisfaisant ces conditions (F' est une E;), on connecte E au résultat de

34



I'algorithme appliqué récursivement a H; (que l'on peut calculer facilement)
et F' (ce résultat est T;).

Proposition 2.6. Si un hypergraphe a un arbre de jointure a branches dis-

jointes, alors il est B-acyclique.

Démonstration. Soit H un hypergraphe avec un (-cycle (Ey,xq, ..., E,, x,)
et soit T un arbre de jointure de H a branches disjointes. On va obtenir
une contradiction. Comme E; et F, s’intersectent, ils doivent appartenir a
la méme branche de T'. Sans perte de généralité, on peut supposer que E;
est plus proche de la racine de T que F5. En effet, si ¢’était le contraire, on

pourrait considérer a la place de (Ey, x1, ..., B, x,) le f-cycle
(E27 X1, Ela L,y ETU Tp—1, En—la teey E?)a Ig).

L’hyperaréte E3 doit étre sur la méme branche que Fs car ils s’intersectent.
Comme E; est au-dessus de Ey (si on considére la racine comme le “haut” de
larbre), F; et E3 sont aussi sur cette méme branche. De plus, F3 doit étre
en dessous de Ey (c.-a-d. Ey est plus proche de la racine), sinon on aurait
une contradiction :

e si F5 était entre Ey et Fy alors z; devrait appartenir a F3 (en effet
r1 € Ey N Ey et 'ensemble des hyperarétes contenant x; est connexe
dans T') et

e si F3 était au-dessus de F; alors xo devrait appartenir a F; (pour les
mémes raisons).

Par les mémes arguments, on montre que tous les E; doivent appartenir a
cette méme branche et dans 'ordre Ey, Fs, ..., E, depuis la racine de T'. En
particulier, E,, est la plus éloignée de la racine et donc, par exemple, E5 est
entre F; et E,. Mais, a nouveau, x,, appartient a E; et F, et I’ensemble des
hyperarétes contenant x,, est connexe dans 7. Donc z,, appartient a Fs, ce

qui est une contradiction. O

On peut noter que la réciproque est fausse dans les deux propositions
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précédentes. En effet, I’hypergraphe

({1,2,3}, {{1,2,3},{1,2},{2,3}})

contient le v-cycle ({1,2},1,{1,2,3},3,{2,3},2) et a un arbre de jointure a
branches disjointes (cf. figure 2.12). L’hypergraphe

({1,2,3,4}, {{1,2,3,4},{1,2},{1,3},{1,4}})

est J-acyclique et on peut facilement vérifier qu’il n’a pas d’arbre de jointure

a branches disjointes.
(1233 N&¥

F1aG. 2.12 — Un arbre de jointure & branches disjointes d’un hypergraphe v-cyclique
et un hypergraphe (-acyclique qui n’a pas d’arbre de jointure a branches disjointes.

Dans la preuve de la proposition 2.5, on a vu que 'on pouvait prendre
n’importe quelle hyperaréte comme racine de I'arbre de jointure a branches
disjointes. Puisqu’on va montrer que la réciproque est vraie également, on

obtient la caractérisation suivante de la y-acyclicité.

Proposition 2.7. Un hypergraphe H est v-acyclique si et seulement si, pour
toute hyperaréte & de H, H a un arbre de jointure a branches disjointes dont

la racine est E.

Démonstration. Comme on vient de le signaler, la preuve de 2.5 nous donne
un des sens de ’équivalence. Il reste a prouver que, si H a un ~v-cycle, alors il

y a une hyperaréte qui ne peut pas étre la racine d’un arbre de jointure de ‘H
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a branches disjointes. Puisqu'un v-cycle est soit un -cycle soit un y-cycle de
taille 3 qui n’est pas un [-cycle, on peut distinguer deux cas. La proposition
2.6 dit que, si ‘H a un f-cycle, alors aucune hyperaréte ne peut étre la racine
d’'un arbre de jointure de H a branches disjointes. Il suffit donc d’étudier le
second cas. Soit (A, a, B,b,C,c) un y-cycle de H de taille 3 qui n’est pas un
p-cycle. Cela signifie que a € (ANB)\C,be (BNC)\Aetce ANBNC.
On montre que B ne peut pas étre la racine d'un arbre de jointure de H a
branches disjointes. Si B était la racine, A et C' devraient étre sur la méme
branche car ils ne sont pas disjoints (¢ € ANC). Sur cette branche, A ne peut
pas étre en dessous de C' (c.-a~d. plus loin de la racine B), parce que sinon a
serait dans C' (par connexité des hyperarétes contenant a dans l'arbre). De
fagon similaire, C' ne peut pas non plus étre en dessous de A parce que cette

fois b serait dans A. C’est une contradiction. O

Il parait difficile de trouver une condition proche de la disjonction des
branches des arbres de jointure qui caractériserait la [-acyclicité. En effet,
si on ajoute un sommet a chaque hyperaréte d’'un hypergraphe, on ne modi-
fie pas sa (-acyclicité. La méme chose vaut si on n’ajoute pas ce sommet a
chaque hyperaréte mais seulement a certaines hyperarétes correctement choi-
sies. La situation est totalement différente pour la y-acyclicité puisqu’ajouter
un sommet a toute hyperaréte a de fortes chances de créer un ~-cycle.

On termine cette section avec deux corollaires de la proposition 2.5.

Corollaire 2.8. Soit k > 1. Tout hypergraphe ~yv-acyclique d’arité au plus k

a un arbre de jointure de degré maximal au plus k + 1.

Démonstration. Soit H un hypergraphe v-acyclique. Par la proposition 2.5, il
a un arbre de jointure a branches disjointes 7'. Soit E un sommet de 7" (c.-a-d.
une hyperaréte de H) ayant au plus k éléments. Par le principe des tiroirs et
comme les fils de E dans T sont disjoints, £/ a au plus k fils qui I'intersectent.
De plus, si un fils C' de E n’intersecte pas F, on peut retirer le sous-arbre

Tc en dessous de C' (c.-a-d. le sous-arbre de T' engendré par C' et tous ses
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descendants dans T) et 'attacher a n’importe quelle feuille. L’arbre que 1'on
obtient ainsi est encore un arbre de jointure de H a branches disjointes (parce
que les sommets de T sont disjoints des autres sommets de 7). En faisant
la méme chose pour toute hyperaréte E, on obtient un arbre de jointure de

‘H a branches disjointes et de degré maximal au plus k + 1. O

Le cas k = 2 correspond aux graphes acycliques.

Corollaire 2.9. Tout graphe acyclique a un arbre de jointure de degré maxi-

mal au plus 3.

On remarquera que l'arbre de jointure obtenu dans la preuve de ces co-
rollaires est aussi a branches disjointes.

On a donc établi la position des arbres de jointure a branches disjointes
dans la hiérarchie des acyclicités d’hypergraphe. Comme on sait aussi qu’avoir
un arbre de jointure (sans condition supplémentaire) est équivalent & étre a-
acyclique, on peut synthétiser les équivalences et implications strictes entre

ces notions comme suit :

arbre de jointure a branches disjointes pour tout choix de racine
<~
~v-acyclicité
= =
arbre de jointure a branches disjointes
= =
(B-acyclicité
= =
a-acyclicité
<~

arbre de jointure.
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2.3 Caractérisations par regles

Dans cette section, on présente deux ensembles de regles telles que le
fait de les appliquer successivement a un hypergraphe aussi longtemps que
possible permet de décider respectivement la v et la F-acyclicité. De telles
regles peuvent étre commodes pour mieux comprendre ces notions comme
c’est le cas du systeme de regles GYO pour I'a-acyclicité. Elles peuvent
également étre vues comme des algorithmes pour tester la v et la F-acyclicité.
On remarquera qu’il existe déja des regles pour décider la ~y-acyclicité dues
a D’Atri et Moscarini (cf. figure 2.5) mais elles ne sont pas équivalentes aux
regles suivantes.

Soit H = (V, &) un hypergraphe. On considere les regles I'l, I'2 et I'3 de
la figure 2.13.

'l Si un sommet est isolé (c.-a-d. il appartient a au plus une hyperaréte),
alors on le retire de H (c.-a-d. de V' et de 'hyperaréte qui le contient s’il
y en a une).

I'2 Si une hyperaréte E vérifie la propriété : VF € E (EC FVENF =0),
alors on la retire de £ (remarque : on retire seulement E de la liste des
hyperarétes, on ne retire pas les sommets de F).

'3 Si deux hyperarétes ont les mémes éléments, alors on retire I'une d’elles
de €.

F1a. 2.13 — Regles pour décider la y-acyclicité.

Proposition 2.10. Un hypergraphe est v-acyclique si et seulement si, en ap-
pliquant les regles I'1, I'2 et I'3 successivement aussi longtemps que possible,

on obtient [’hypergraphe vide.

Démonstration. SiH contient un y-cycle (Ey, x1, ..., By, x,,), alors la régle I'1

ne permet pas d’enlever un x; parce que chaque x; appartient a au moins
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deux hyperarétes (E; et E; 1) (remarque : on suppose que lindice n + 1
correspond a 1). La regle I'2 ne retire pas de E; parce que chaque E; est
reliée & au moins une autre sans étre incluse dedans (FE;;; par exemple).
La regle I'3 peut seulement remplacer une F; par une hyperaréte ayant les
mémes éléments. Par conséquent, apres ’application successive de ces trois
regles, il restera toujours au moins un vy-cycle dans H et donc on n’obtiendra
pas 'hypergraphe vide.

Réciproquement, soit H un hypergraphe tel que, si on applique successi-
vement I'l, I'2 et I'3, on obtient un hypergraphe non vide H’ auquel on ne
peut plus appliquer aucune des trois regles. On va montrer que H’ contient
un v-cycle. Soit A une hyperaréte de H’. Comme on ne peut pas appliquer
I'2, A intersecte une hyperaréte B telle que A n’est pas incluse dans B. Parmi
les B candidates, on choisit une B minimale pour I'inclusion. Si B n’est pas
incluse dans A, il existe un a € AN B et un b € B\ A. Si B est incluse dans
A, comme on ne peut pas appliquer I'2 & B, il existe un B’ qui intersecte B
et qui ne contient pas B. On sait que B’ ne peut pas étre incluse dans B car
B est minimale parmi les hyperarétes intersectant A et ne contenant pas A.
Do, il existe unu € BN B, unv € AN(B\B') et un w € B'\ B. Si w est
dans A, alors

(B,v, A,w, B',u)

est un y-cycle de H’ et on peut déja conclure. Dans tous les cas (méme si on
doit remplacer B par B’ et b par w), il existe una € AN B et un b € B\ A.
Avant de continuer, on remplace B par une B maximale pour l'inclusion,
contenant B et telle que AN B = AN B.

Comme b n’est pas isolé (car on ne peut pas appliquer I'1), il existe une
hyperaréte C' # B qui contient b. On choisit C' minimale pour l'inclusion
parmi les candidates possibles. On peut supposer que B ¢ C parce que
sinon on aurait ANB C ANC (car on a remplacé B par B), il y aurait donc
un z € (ANC)\ B et

(A, z,C,b, B, a)
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serait un ~-cycle. On applique alors le méme argument qu’au paragraphe
précédent avec les hyperarétes C' et B au lieu de B et A. On en conclut qu’il
existe unbe BNCetunce C\ B.

On continue a définir des hyperarétes de cette maniere jusqu’a ce que la
suite A, B, C, ... contienne une hyperaréte répétée deux fois. Finalement, on

a donc une suite

S = (BEy,x,....Ey x,)

telle que, pour tout i, x; € E; N E;1; (avec E,.1 = FEj) et, pour tout
i €[2,n], z; € E;_1. On choisit S de taille minimale parmi les suites vérifiant

ces propriétés. On va montrer que S nous permet de trouver un y-cycle.

Déja, on a nécessairement n > 3 car x9 € E7. Si n = 3, alors
(E27 Zo, E37 X3, Eh ‘7;1)

est un y-cycle, parce que xo € (EoNE3)\Ey, z3 € (EsNE)\Ey et 1 € E1NEs.
Le cas restant est celui oun > 4. On prouve que S est un y-cycle c’est-a-dire

que, pour tout ¢, x; n’appartient a aucune autre £; que F; et ;4.
On remarque que, pour tout j € [2,n — 1], x; € E; car

(Eb L1y eeny E]’, .CL"J)

contredirait sinon la minimalité de S. Ceci implique que, pour tout j € [3, n],
r1 ¢ E;. En effet, supposons qu'il existe un j € [3,n — 1] tel que z; € E;.

Dans ce cas, comme z; € Ey,
(Eh X1, EJ7 Ljyoeny ETZ? xn)
est un y-cycle et contredit la minimalité de S. De plus, z; € E,, car sinon

(E27 X2y ouey En—h Tn—1, Em xl)
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contredirait la minimalité de S puisqu’on vient de voir que x; € F,,_;.

On considere maintenant la suite
(E27 T, E37 T3y eeny ETU Tn, E17 xl)‘

Comme z; ¢ E,,, argument précédent montre que, pour tout j € [4,n]U{1},

xo ¢ E;. En considérant la suite
(E37$37E47$47 "'7En7$n7E17$17E27$2)7

on obtient que, pour tout j différent de 3 et 4, x5 & E;. Ainsi de suite, on a
que, pour tout ¢, z; n’appartient a aucun autre E; que F; et E;; 1, ce qui est

bien ce qu’on voulait montrer. O

On peut noter que la preuve précédente comprend la preuve du fait sui-

vant.

Fait 2.11. Un hypergraphe contient un y-cycle si et seulement si il contient
une suite (Ey, 21, ..., By, x,) telle que, pour tout i, x; € E; N E; 1 et, pour
tout i € [2,n], x; & E;_.

Un sommet v dans un hypergraphe H est un nest point (cf. [BK80]) si
I’ensemble des hyperarétes de ‘H le contenant forme une chaine pour I'inclu-
sion, c.-a~-d. pour toutes hyperarétes E et F' contenant v, £ C F ou F' C E.

On se donne maintenant les regles B1 et B2 de la figure 2.14.

Dans [BK80], Brouwer et Kolen montrent qu'un hypergraphe est -acy-
clique si et seulement si tout sous-hypergraphe induit a un nest point. Donc,
appliquer les deux regles successivement sur un hypergraphe F-acyclique
donne 'hypergraphe vide. Réciproquement, on voit facilement que, si un
hypergraphe a un (-cycle, alors on ne pourra pas appliquer les regles sur
les éléments du (-cycle, et on n’obtiendra donc pas I’hypergraphe vide. Par

conséquent, on a la proposition suivante.
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B1 Si un sommet est un nest point, alors on le retire de H (c.-a-d. de V et
des hyperarétes le contenant).

B2 Si une hyperaréte est vide, alors on la retire de €.

F1a. 2.14 — Regles pour décider la S-acyclicité.

Proposition 2.12. Un hypergraphe est 3-acyclique si et seulement si, en
appliquant les régles B1 et B2 successivement aussi longtemps que possible,

on obtient [’hypergraphe vide.

Il est intéressant de noter que, si 'on veut tester la (-acyclicité, on n’a
donc pas besoin de chercher un nest point dans tout sous-hypergraphe induit

mais seulement dans |V| sous-hypergraphes induits.

2.4 Autres notions et comparaison dans le

cas ou l’arité est bornée

On définit ici quelques autres notions d’acyclicité. Celles-ci sont paramé-
trées dans le sens ou leur définition fait intervenir un entier k censé quanti-
fier le “degré” d’acyclicité (plus k est petit plus un hypergraphe vérifiant la
définition est acyclique). Les définitions données s’appliquent a tout hyper-
graphe mais on va s’attarder sur le cas des hypergraphes a arité bornée. En
effet, on s’intéressera par la suite a des structures finies acycliques A et donc

leur hypergraphe associé H(.A) sera d’arité bornée par l'arité de o.

Définition 2.13. Soit H = (V, &) un hypergraphe. Si P = {P; | i € I} est
une partition de V' (c.-a-d. les P; sont non vides et deux a deux disjoints et
leur union est égale a V'), on définit 1" hypergraphe quotient de 'H par rapport

a P, noté H/P, comme suit. Les sommets de H /P sont les éléments de P et
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{P,,,..., P, } est une hyperaréte de H/P s'il existe une E € £ et des sous-
ensembles non vides V;,,...,V; de P, ..., P, tels que £ = Ujc1,yVi;- En

d’autres termes, I’ensemble des hyperarétes de H/P est
{PeP|PNE#0}| Ec&}.

Remarquons qu’une conséquence directe de la définition est que l'arité
d’un hypergraphe quotient H/P est nécessairement inférieure ou égale a
I’arité de H.

Dans un sens, prendre le quotient d’un hypergraphe consiste a le voir
de plus loin. Au lieu de distinguer chaque sommet, on regroupe certains
ensembles et on obtient un nouvel hypergraphe respectant la position initiale
des sommets mais d’une manieére simplifiée (avec moins de sommets et moins

d’hyperarétes). La figure 2.15 montre un exemple d’hypergraphe quotient.

F1G. 2.15 — Un hypergraphe et son quotient par rapport a {A, B,C, D}.

Si ’on s’intéresse a la forme que peuvent avoir les quotients d’une certaine
classe d’hypergraphes, il est plus judicieux de fixer une borne sur la taille
maximale d’'un P;. Sans borne sur cette taille, on voit facilement qu’ils ont
tous pour quotient un hypergraphe & un sommet et une hyperaréte (ou sans

hyperaréte si £ = ).

Définition 2.14. Un k-quotient d’un hypergraphe H est un quotient H/P
tel que

max{|P| | P P} < k.
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Définition 2.15. Un k-quotient d'un hypergraphe est acyclique si son arité

est au plus 2 et le graphe formé par ses hyperarétes de taille 2 est acyclique.

Par exemple, tout cycle (au sens des graphes) a un 2-quotient acyclique.
Pour voir cela, supposons que G est un cycle de taille n + 1 ayant pour

sommets 0, 1, ..., n arrangés dans cet ordre. On considere la partition

P = {{k,n—Fk}| kel |n/2]]}.

On vérifie facilement que G/P est un chemin dont les arétes sont {{k,n —
k},{k+1,n—(k+1)}} pour tout k dans [0, |[n/2|—1]. La figure 2.16 représente
le cas n = 11. Un exemple d’hypergraphe d’arité plus grande que 2 ayant
un quotient acyclique est donné dans une preuve d’une prochaine section (cf.
figure 4.2). Dans le contexte des graphes, un k-quotient acyclique est aussi
appelé (en anglais) strong tree decomposition de largeur k ou k-bounded tree-
partite graph (cf. [See85]). Notons aussi qu'un graphe de domino treewidth
au plus k a nécessairement un (k + 1)-quotient acyclique (cf. [BE9T7]).

*—o—0—0— 00—
{0,113 {1,103 {2,9} {3,8} {47} {56}

F1G. 2.16 — Un cycle de taille 12 et un de ses 2-quotients acycliques.

On va s’intéresser a des classes d’hypergraphes ayant un k-quotient acy-
clique et, plus généralement, un k-quotient y-acyclique. On compare ici ces
deux notions aux notions d’acyclicité déja introduites ainsi qu’aux arbres
de décomposition (cf. [RS84]). Un arbre de décomposition d’un hypergraphe
H = (V,E) est un arbre T' dont les sommets sont des sous-ensembles de V' et
tel que :

e toute hyperaréte de H est incluse dans un sommet de 7', et
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e pour tout v dans V, I'’ensemble des sommets de T contenant v est
connexe dans 7.

La largeur de T est le maximum des tailles des sommets de 7" moins 1.
La largeur d’arbre de H est le minimum des largeurs de tous ses arbres
de décomposition. On retranche 1 dans la définition de la largeur pour que
les graphes connexes de largeur d’arbre 1 soient les arbres. On peut aussi
remarquer qu'un arbre de jointure de H est un arbre de décomposition de H
de largeur 'arité de ‘H moins 1.

On rappelle que les comparaisons montrées ici concernent les hyper-
graphes d’arité bornée. Ces comparaisons sont résumées dans la figure 2.17.
On pourra facilement vérifier que ces implications sont strictes (les réciproques
sont fausses). On rappelle aussi que les implications y-acyclique = (-acyclique

= a-acyclique = largeur d’arbre bornée sont bien connues.

F1G. 2.17 — Implications entre différentes notions d’acyclicité sur des classes d’hy-
pergraphes d’arité bornée : y-acyclicité, B-acyclicité, a-acyclicité, largeur d’arbre
bornée, k-quotient acyclique et k-quotient v-acyclique.

Lemme 2.16. Tout hypergraphe ~v-acyclique a un k-quotient y-acyclique
(pour tout k >1).

1l existe un ensemble M d’hypergraphes v-acycliques tel que, pour tout k,
il existe un hypergraphe de M n’ayant pas de k-quotient acyclique.

Il existe des hypergraphes ayant un 2-quotient acyclique et qui ne sont pas
a-acycliques.

1l existe un ensemble D d’hypergraphes B-acycliques tel que, pour tout k,
il existe un hypergraphe de D n’ayant pas de k-quotient y-acyclique.
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St F est un ensemble d’hypergraphes ayant un k-quotient v-acyclique pour
un certain k, alors il existe un [ tel que tous les éléments de F ont une largeur

d’arbre inférieure a l.

Démonstration. ~y-acyclique = k-quotient v-acyclique : Si ' H = (V, £) est un

hypergraphe ~v-acyclique, alors H/{{v} | v € V} est un l-quotient de H
~v-acyclique.

v-acyclique % k-quotient acyclique : Il existe un ensemble {M,, | n > 2}

d’hypergraphes y-acycliques (d’arité bornée par 3) tel que, pour tout k, il y a
un M,, qui n’a pas de k-quotient acyclique. Les hypergraphes (M,,),>2 sont

définis comme suit. Dans M,,, il y a n 4+ 1 sommets p, ..., p,+1 qui forment
un chemin et, pour tout i dans [1, 7], il y a 2n — 1 sommets p}, ..., p7" ! qui

sont incidents a p; et p;y1. Un exemple (pour n = 3) est représenté sur la

figure 2.18. Plus formellement, on a M,, = (V,,, &,) avec

Vn = {p2|26[1,n+1]}u

{plliel,n]etje[l,2n—1]}

et
E, = {{pi,piﬂ,pg} | i€ [l,n]etjel,2n—1]}.

Pour tout n, M,, est y-acyclique. On peut facilement le voir en appliquant les
regles décrites dans la figure 2.5. Appliquer plusieurs fois la regle 1 retire tous
les pg , puis appliquer la régle 3 donne le chemin formé des arétes {p;,ps},
eory {PnsPnr1}- On peut alors retirer les hyperarétes restantes en utilisant
alternativement les regles 1 et 2. De plus, M,, n’a pas de n-quotient acyclique.
En effet, soit P une partition de V,, telle que tous les éléments de P sont de
taille au plus n et H/P est acyclique. Pour tout ¢ dans [1,n], si p; est dans
un autre élément de P que p;;; (disons par exemple p; € P et p;11 € Q avec
P # (@), alors les sommets p}, ..., p>"~* doivent tous étre dans P U Q (parce

que, si un certain pg appartenait a un R différent de P et Q, { P, @, R} serait
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inclus dans une hyperaréte de H/P et H/P serait d’arité plus grande que
2). D’ou |[PUQ]| > 2n+ 1. Cela implique que P ou @ doit étre de taille plus
grande que n, ce qui est une contradiction. Donc les p; sont tous dans un

méme P. Cela signifie que |P| > n + 1, ce qui est impossible.

plp2pdptpd  pypZpSpypS Py P2 pSpspS

F1a. 2.18 — L’hypergraphe M3 est y-acyclique et n’a pas de 3-quotient acyclique.

k-quotient acyclique # a-acyclique : Comme illustré par la figure 2.16,

les cycles sont des exemples d’hypergraphes a-cycliques ayant un 2-quotient
acyclique.

(G-acyclique # k-quotient y-acyclique : C’est une conséquence d’un des

résultats de cette these. La classe C de la section 4.5 est un exemple de classe
(F-acyclique telle que, pour tout k, C n’est pas a k-quotient y-acyclique.

k-quotient vy-acyclique = largeur d’arbre bornée : Soit H un hypergra-

phe et soit H /P un k-quotient y-acyclique de H. Comme H /P est y-acyclique,
il a un arbre de décomposition T de largeur au plus h — 1 ou h est 'arité de
H/P (qui est bornée car inférieure ou égale a l'arité de H). On peut ainsi
définir un arbre de décomposition de ‘H de largeur au plus hk — 1. Les som-
mets de cet arbre de décomposition sont {UX | X est un sommet de T} et
une paire (UX,UY") forme une aréte si {X,Y} est une aréte de 7.

U

Remarquons que 'on considere la notion de k-quotient y-acyclique parce
qu’elle a un intérét tout particulier dans la section 4.4. En effet, on va mon-
trer que le théoreme de préservation par extension est vrai pour des classes
de structures finies ayant un k-quotient y-acyclique. De plus, on montre que

les notions de k-quotient B-acyclique et a-acyclique ne sont pas spécialement
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utiles dans ce contexte, puisque ce méme théoreme n’est plus valide pour cer-
taines classes de structures finies J-acycliques. Cependant, ces autres notions

présentent peut-étre des avantages dans un cadre différent.
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Chapitre 3

Propriétés définies par des
regles destructrices du premier

ordre

Dans le chapitre précédent, on a vu qu’il était possible de définir des
notions d’acyclicité des hypergraphes en termes de regles appliquées suc-
cessivement. Ces regles consistent a retirer des éléments e (sommets ou hy-
perarétes) vérifiant une certaine propriété. Comme on applique ces régles en
essayant d’obtenir ’hypergraphe vide, on appellera ces regles des “regles des-
tructrices”. On peut vérifier (ou cf. exemple 3.5) que ces régles peuvent étre
exprimées comme une formule du premier ordre ¢(z) telle que e vérifie ¢(e).
D’un point de vue plus général, vérifier une propriété en éliminant successi-
vement des éléments d’une structure finie satisfaisant une certaine condition
est assez naturel en algorithmique. Définir la propriété revient alors a donner
une formule & variables libres décrivant la condition satisfaite par les éléments
a éliminer. Avec une formule exprimée au premier ordre, on peut déja définir
par cette méthode de nombreuses propriétés : ordres partiels, ordres totaux,
graphes acycliques, graphes de fonction, graphes connexes, graphes ayant un

couplage parfait, et méme des propriétés NP-completes comme les collections
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de 3-ensembles ayant une couverture exacte. Il serait sans doute intéressant
aussi d’examiner 'utilisation d’autres logiques que celle du premier ordre
pour exprimer les regles. Cependant, une logique tres expressive (comme la
logique du second ordre) permet déja de décrire le mécanisme d’élimination
et donc, dans ce cas, I'application de regles destructrices est inutile.

On se propose d’aborder la question sous un angle logique. Plus précisé-
ment, on évalue le lien existant entre la syntaxe de la formule et la complexité
de la propriété associée. On considere a la fois le fragment de la logique du
premier ordre (de la forme @;...Q,FO ou les @; sont des quantificateurs)
dans lequel s’exprime la formule et le nombre de variables libres. On donne
une classification complete des cas qui permettent de définir des propriétés

NP-completes et de ceux qui définissent uniquement des propriétés dans
PTIME.

Ce systeme de regles destructrices peut étre vu comme un cas particulier
de réécriture de graphes (voir [Nag79]). Il est aussi connecté aux deflationary
fized points étudiés dans [GKO03].

Une partie des résultats de ce chapitre est a paraitre dans [Durl0].

3.1 Cas général

Par commodité, la notation A\ B désigne la sous-structure de A engendrée
par A\ B.

Définition 3.1. Soit ¢(z1, ..., x;) une formule du premier ordre a k variables
libres xy, ..., o3 et soit A une structure relationnelle finie. Soit Ry, ... 4,) la
reégle suivante : 'l existe des éléments ay, ..., aj de A tels que A = é(aq, ..., ax)
alors on retire aq, ..., a; de A, c.-a-d. on remplace A par la sous-structure
A\ {ay,...,;ar}. On note DR(¢(z1, ..., xx)) la propriété constituée des struc-

tures finies A telles qu’il existe une maniere d’appliquer successivement la
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regle Ry(z,,..2,) & A jusqu’a obtenir la structure vide. Plus précisément, A €
DR(¢(xy, ..., z)) il existe des sous-ensembles {af, ..., a}}, ..., {a}, ...,a}} de
A deux a deux disjoints tels que :

o UL {d},....,d} = Aet

e pour tout i < n, A\ Uj_{d}, ...k} E é(ai™, ..., ai").

On note DR” I'ensemble des propriétés de la forme DR(é(zy, ..., 1))
pour un certain ¢(xy, ..., ). L’ensemble DR désigne I'union des DR* pour
k>1.

On notera que les ensembles {a},...,al} ne sont pas nécessairement de
taille k, du fait de répétitions possibles. Pour commencer, on donne quelques
exemples de propriétés classiques appartenant a DR. Chacune de celles-ci
est un exemple assez classique de propriété non définissable par un énoncé

du premier ordre (cf. par exemple [Lib04]).

Ezemple 3.2. DR((VuYv(—~Fuu A (Euv = Evu))) A (JuEzu vV Yu © = u))
est 'ensemble des graphes connexes. En effet, si un graphe est connexe, on
peut retirer tous ses sommets I'un apres 'autre de facon a ce que les sous-
graphes successifs obtenus soient toujours connexes (donc il existe toujours
au moins un sommet a relié a un autre). Réciproquement, s’il y a au moins
deux composantes connexes, il restera toujours au moins deux sommets non

reliés entre eux.

Exemple 3.3. e DR(z # y) est 'ensemble des structures finies ayant un
domaine de taille paire.

e DR(Ezy) est 'ensemble des graphes orientés ayant un couplage par-
fait, c.-a-d. un ensemble M d’arétes deux a deux disjointes tel que
chaque sommet du graphe appartient a une aréte de M.

e Sur la signature {T'} (avec T' d’arité 3), DR(Tzyz) = X3C len-
semble des collections de 3-ensembles (ensembles de taille 3) ayant
une couverture exacte. (Une couverture exacte pour une collection
B = {By,...,B,} de 3-ensembles est une sous-collection {B,, ..., B;, }
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telle que les B;, sont deux a deux disjoints et leur union est égale a
UB.)

Ezemple 3.4. DR((VuVv(—FEuu A (Euv = Evu))) A (VyVz((Ezy A Exz) =
y = z))) est 'ensemble des graphes acycliques. En effet, appliquer la regle
consiste a retirer tout sommet de degré au plus 1, et faire cela successivement

est précisément un algorithme décidant I'acyclicité.

Ezemple 3.5. Dans le cas des hypergraphes, on considere la signature {€}

et les structures sont des graphes d’appartenance. Pour s’assurer d’avoir des

structures qui représentent bien des hypergraphes, on ajoute a chaque regle
la condition YuVoVw—(u € v Av € w).

e Laréduction GYO (cf. figure 2.3) nous dit que la formule ¢, (z) suivante

est telle que DR(¢,(z)) est I'ensemble des hypergraphes a-acycliques.

do(r) = YuVu((r EuNz €v)=u="1)

Vw(w # x AVt € z =t € w)).

e Dans la section 2.3, on a montré que les formules ¢3(z) et ¢, () sui-
vantes sont telles que DR(¢g(x)) et DR(¢, (7)) sont respectivement
I’ensemble des hypergraphes (3 et y-acycliques.

pp(x) = VuVv((zeunzev)= Vi(tcu=1tecv)
VVttev=tecu))) V Vit-(t € x)
et ¢y (z) = VuVo((zx eunzev)=Vi(tcusten))V

Vu(Vi(t e x =t € u) VYVt € = —(t € w))).

On peut remarquer que ¢g(z) et ¢,(x) sont universelles. Il n'y a pas de
formule universelle pour définir I’a-acyclicité car cette notion n’est pas hérédi-

taire et, comme on va le voir, toute propriété DR(¢(z)) avec ¢(x) universelle
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est préservée par sous-structure.

Exemple 3.6. 1l n’est pas difficile de voir que, si
Y(z) = Vu-Eux ANVoVw((Ezv A Exw) = v = w),

alors DR(¢(z) A Vt(¥(t) = t = z)) est 'ensemble des chemins orientés,
c’est-a-dire les graphes orientés de la forme ({1,...,n}, {(i,i+ 1) | i < n}).

Comme on vient de le voir avec 'exemple de la propriété X3C, il existe
des formules ¢(xy, ..., zx) telles que la propriété DR(p(z1, ..., zx)) est NP-
complete. Nous allons voir plus précisément quels fragments de FO contiennent
de telles formules et lesquels sont tels que DR.(¢(x1, ..., xx)) est toujours dans
PTIME.

Définition 3.7. Soit @y, ..., @, des quantificateurs (c-a-d. Q; € {V,3})
éventuellement suivis par un symbole *. Pour tout entier k, Q...Q,DRF
est 'ensemble des propriétés de la forme DR(¢p(xy, ..., zx)) ot ¢(z1, ..., k)
est une formule de Q;...Q,FO & k variables libres. L’ensemble DR* sans
quantificateur consiste en les propriétés DR(¢(z1, ..., xx)) ot ¢(xq, ..., z) est

sans quantificateur.

Les prochaines sections contiennent la preuve du théoreme suivant. On
rappelle qu’on considere la complexité en les données, c.-a-d. seulement en

fonction de la taille de la structure finie a laquelle on applique les regles.

Théoréme 3.8. On a la classification suivante sur la signature {E} ou E

est une relation binaire.
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Contient des propriétés NP-complétes : Inclus dans PTIME :

JvDR! F*DR!

viIDR! V' DR!
iDR? DR? sans quantificateur
VDR?

DR? sans quantificateur

A moins que PTIME = NP, ce sont précisément les fragments minimauz
contenant des propriétés NP-completes et les fragments maximaux contenant

uniquement des propriétés dans PTIME.

On peut noter que cette classification permet de savoir pour tout frag-
ment @Q;...Q, DR’ s'il contient des propriétés NP-completes ou s'il est inclus
dans PTIME.

On termine cette section avec une remarque concernant les formules
confluentes.

Comme, dans de nombreux cas, il est difficile de déterminer s’il existe un
ordre d’application de la regle qui mene a la structure vide, il serait com-
mode, par exemple, de détecter les formules confluentes. Ce sont les formules
telles que, pour toute structure finie, le fait d’obtenir la structure vide ne
dépend pas de 'ordre d’application de la regle. Plus formellement, une for-
mule ¢(x1, ..., ;) est confluente pour DR si, pour toute A appartenant &
DR(¢p(xy, ..., zx)), il nexiste pas de sous-ensembles de A deux a deux dis-
joints {aj,...,at}, ..., {at,...,a}} tels que :

e pour tout i <n, A\ Ui_{d,...;ak} E ¢(ait! ... att),

o UL {d,...,al} # Aet

o A\UL {d,...,ak} E Va1 . Vap—¢(x, ..., zp).
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En particulier, il n’est pas difficile de voir que cette condition pour une for-
mule ¢(x1, ..., zx) assure que la propriété DR(¢(x, ..., zx)) est dans PTIME.
Cependant, et cela n’est pas tres surprenant, détecter les formules confluentes
est un probléme indécidable, méme pour DR'. On appelle CONFLUENT_DR

le probleme suivant.

CONFLUENT_DR
Entrée : une formule du premier ordre ¢(x).
Sortie : ¢(x) est-elle confluente pour DR ?

Proposition 3.9. Le probleme CONFLUENT_DR est indécidable.

Démonstration. Par le théoréme 20 de [AGI7], les ensembles Fj et F} suivants
sont récursivement inséparables (c.-a-d. il n’y a pas d’ensemble récursif F tel
que Fy CEet FNE=0):

e Fj est 'ensemble des énoncés du premier ordre qui n’ont pas de modele.

e [ est I'ensemble des énoncés du premier ordre ayant exactement un

modele fini (et ce modele a un domaine de taille au moins 2).

Soit not la fonction (récursive) qui associe a tout énoncé 1) sa négation —¢)(x)
considérée comme une formule a une variable libre. Soit C' 'ensemble des
formules confluentes. Si ¢ est dans Fy, toute structure est modele de —p.
D’ot1, pour toute structure finie 4 et tout a dans A, on a A = —)(a). Ainsi,
lorsqu’on retire des éléments satisfaisant ¢)(x), on obtient nécessairement la
structure vide, ce qui signifie que =) (x) est confluente. Si ¢ est dans F7, il
existe une seule structure finie S qui ne satisfait pas —) et cette structure
a un domaine de taille au moins 2. Il existe une structure A telle que les
sous-structures de A dont le domaine est de taille |S| ne sont pas toutes
isomorphes a S et au moins une de ces sous-structures est isomorphe a S.
De plus, pour toute structure finie B non isomorphe a S et pour tout b € B,
on a B = —(b). On a donc le choix : soit on décide de retirer des éléments
successivement jusqu’a obtenir S (et dans ce cas on ne peut plus appliquer

R_y(x)), soit on évite d’obtenir un S (c.-a-d. on fixe une sous-structure de A

27



dont le domaine est de taille |S| et qui n’est pas isomorphe a S et on retire
tous les autres éléments un par un) et on peut ensuite obtenir la structure
vide. Cela montre que —#)(x) n’est pas confluente. Par conséquent, si C' était
récursif, alors not~'(C') séparerait récursivement Fy et Fy, ce qui est une

contradiction. O

Corollaire 3.10. Le probleme CONFLUENT_DR n’est pas récursivement

énumérable.

Démonstration. Cela est di au fait qu’il est co-récursivement énumérable.
En effet, on peut énumérer les structures finies et les ordres totaux sur leurs
éléments jusqu’a trouver une structure et deux ordres (correspondant & des
ordres d’application de la regle) tels que 'un d’eux mene a la structure vide

et 'autre non. O

3.2 Propriétés NP-completes

Dans cette section, on donne des exemples de propriétés NP-completes
appartenant aux ensembles suivants : I3VDR!, Y3DR!, 3DR? VDR? et DR?
sans quantificateur. C’est la liste des fragments minimaux de DR contenant
des propriétés NP-completes. Ils sont minimaux parce qu’on verra dans la
section 3.3 que tout fragment plus petit (c.-a-d. contenu dans I*DR!, V*DR!
ou DR? sans quantificateur) est inclus dans PTIME.

Le fait que DR est inclus dans NP est clair par définition. Un algorithme
NP décidant si une structure A appartient & DR(¢(z1, ..., 1)) consiste a de-
viner les sous-ensembles {a}, ..., a}, ..., {a}, ..., a} }, vérifier qu’ils forment une
partition de A et que, pour tout i < n, A\Ui_,{d!,...,aL} E ¢(ait, ... at™).
Cette derniere condition se vérifie bien en temps polynomial en la taille de
A car construire la sous-structure A\ Ji_,{a!, ..., aL} prend un temps po-
lynomial et décider la satisfaction d’une formule du premier ordre est poly-

nomial en la taille de la structure. Plus précisément, décider si des éléments
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ai,...,a d'une structure S satisfont ¢(ay, ..., a) peut étre effectué en temps
en O(|¢| - |S|™) ou |¢| est la longueur de ¢ et m le nombre de variables liées
dans ¢(ay, ..., ax) (cf. [Var95]). Il reste donc a prouver la NP-difficulté.

Dans chaque cas (excepté le dernier), on donne une réduction en temps
polynomial du probleme SAT a un certain DR(¢(z1, ..., 2x)) avec ¢ (21, ..., k)
dans le fragment de FO approprié. On considere donc n’importe quelle ins-
tance f de SAT, c.-a-d. une formule propositionnelle sous forme normale
conjonctive f 1= Aje1nCi. Pour tout 4, C; est une clause Vjgp1,,,B;; ou
B, ; est une variable propositionnelle A; ; ou la négation d'une variable pro-
positionnelle —A4; ;. Pour chaque fragment de FO considéré, on décrit une
transformation qui associe a f une structure m(f) (un graphe orienté) sur la
signature {E£} avec E d’arité 2. On définit alors une formule ¢(z1, ..., zy)

dans ce fragment telle que f est satisfaisable si et seulement si m(f) €
DR(d)(xla ) xk))

IVDR' : Pour chaque variable propositionnelle A apparaissant dans f, il
y a deux sommets 04 et 14 dans m(f). Ils représentent les deux valeurs de
vérité possibles pour la variable A. Pour chaque clause C', il y a un sommet p¢.
Chaque po est relié a tout 04 ou 14 tel que I'assignation 0 ou 1 a la variable
A rende C' vraie. Plus précisément, m(f) contient toute aréte (14, pc) telle
que A apparait positivement dans C' (C' contient A) et toute aréte (04, pc)
telle que A apparait négativement dans C' (C' contient —A). De plus m(f)
contient les arétes (04,04), (14,14), (04,14) et (14,04) pour toute variable
A. Un exemple de formule propositionnelle f et de sa structure m(f) associée

est donné dans la figure 3.1.

On pose

o(z) = Fuvv((Fuz A ((Euv A Evu) = v =u))V Exx).

Appliquer successivement R,y a m(f) consiste a choisir une valeur de vérité

pour chaque variable (en retirant un point a satisfaisant Eaa) ou a retirer
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F1G. 3.1 — La structure m(U AV AW) avec U = A,V =AVBet W =AV-B
pour le cas IVDR!.

une clause satisfaite par cette assignation (c.-a-d. une clause comprenant un
A tel que 14 est encore dans m(f) ou un —A tel que 04 est encore dans
m(f)). On ne peut pas retirer une clause avant que ’assignation soit faite
(c.-a-d. quand 04 et 14 sont tous les deux encore présents) car la sous-formule
(Fuv A Evu) = v = u assure que 04 ou 14 a déja été retiré. Apres que chaque
pe avec C satisfaisable ait été retiré de m(f), on peut retirer tous les 04 ou
14 restants en appliquant Exxz. D’ou, les seuls éléments qui resteront dans

m(f) seront les clauses non satisfaisables. Cela prouve que f est satisfaisable
si et seulement si m(f) € DR(¢(x)).

VIDR! : Pour chaque variable propositionnelle A de f, il y a trois som-
mets 04, 14 et s4 dans m(f). A nouveau, m(f) contient un point pc pour
chaque clause C. Pour toute variable A et toute clause C' contenant une

occurrence de A (A ou —A), les arétes suivantes sont dans m(f) :

$4,04), (04,54), (54,14), (14,54), (04,04), (14,14),
04,pc), (Pc, 1a),
Sa,pc) si A appartient a C' et

)

(
(
(
(

pc,Sa) si A appartient a C'.

Cette construction est illustrée par un exemple dans la figure 3.2.
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Pu
1A

P
Og v
Sp Pw
15

F1G. 3.2 — La structure m(U AV AW) avec U = -A, V=AVBet W =AV-B
dans le cas YADR!.

On pose

o(z) = Vudv(((=Evv A (Evz V Ezv))
A((Buu A Euzx) = (Eve A Euv A Evu))
A(Euu A Ezu) = (Exv A Euv A Evu)))

V(Exv A Evx)).

Si f est satisfaisable, alors on peut appliquer la regle jusqu’a obtenir la struc-
ture vide. En effet, soit a € {0, 1}'**)) une assignation pour les variables de
f rendant f vraie. Alors, pour tout A, on choisit de retirer le sommet €4
(avec € € {0,1}) tel que a(A) =1 — ¢ (c.-a-d. on garde le 04 ou 14 qui a été
assigné a A par assignation a). Le point €4 peut étre enlevé car il y a un
v (4 lui-méme) tel que Feqv A Eve 4 est satisfaite. Alors tout pc peut étre
enlevé parce que maintenant pour tout u il existe un v (n’importe quel s,4 tel
que a(A) rende la clause C vraie) tel que le seul sommet relié a s et po cor-
respond a l'assignation (soit a(A) = 0 et on a Eupc et Evpe, soit a(A) =1 et
on a Epcu et Epcv). Apres avoir enlevé les po, on peut enlever les sommets
restants a(A)4 et s4 pour tout A en retirant d’abord s4 (en appliquant la for-

mule disant qu’il existe un v (= a(A)a) tel que Ezv A Evz est satisfaite) et
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ensuite a(A)4 (encore en appliquant cette sous-formule). Réciproquement,
supposons que 1'on peut obtenir la structure vide et considérons un ordre
d’exécution de la regle qui donne la structure vide. En particulier, tout po
peut étre retiré. Soit C' une clause et considérons I’étape ol po est retiré. Il
n'y a pas de sommet s4 encore dans m(f) tel que a la fois 04 et 14 ne sont
plus dans m(f) parce que dans ce cas s4 ne peut plus étre retiré : le seul
moyen de retirer s, est d’appliquer la formule disant qu’il existe un v tel que
Exv N Evz. Ceci contredit le fait que I'on considere une exécution menant
a la structure vide. Il y a nécessairement au moins un su relié a po (il y a
un v tel que ~Evv A (Evz V Exv)). Les sommets 04 et 14 ne peuvent pas
étre tous les deux reliés a po. En effet, supposons par exemple qu’A apparait
positivement dans C' (le cas ou —A est dans C' est symétrique). Soit v le
témoin associé a u = 04 dans la formule ¢(z). On a F0404 et E04pc, donc
on doit avoir Evpc A E0 v A Ev04. Le seul v satisfaisant £F0 v A Ev04 est
S, mais on n’a pas Esapc car A apparait positivement dans C'. On a prouvé
que soit 04 soit 14 est encore présent a cette étape mais pas les deux. La
valeur 0 ou 1 correspondante est une assignation de A qui satisfait C'. En
effet, si par exemple 14 est le sommet restant alors, puisque E1414 A Epcla
est satisfaite, on a Epcsa ce qui signifie que A apparait positivement dans
C'; d’olt assigner la valeur 1 & A rend la clause C vraie. Soit ¢4 1’élément
de {0, 1} tel que 5%’4 est le point restant parmi 04 et 14. Soit a n’importe
quelle assignation dans {0, 1}¥¥5(/) telle que, pour tout C, a(A) = ¢4, Cette

assignation satisfait clairement f.

JDR? : Pour ce cas, on suppose que chaque variable apparait dans exacte-
ment trois clauses et au moins une fois positivement et une fois négativement.
Cela est une variante NP-complete de SAT (cf. [Tov84] preuve du théoreme
2.1). On peut méme supposer que A apparait deux fois positivement et une
fois négativement (en remplacant A par —A si nécessaire). Pour toute va-
riable A, il y a quatre sommets s4, 1la, 24, 34 dans m(f) et les arétes
(s4,84), (84,14), (54,24), (54,34) €t (34,54). Pour toute A, soit Cy, Cy

62



et C3 les clauses contenant A, ou A apparailt positivement dans C; et Cs et

négativement dans Cj. Alors m(f) contient les arétes

(]-A7p01)7 (2A7p02)7 (1A7pC2)7 (p027 ]-A)a (2Aapcl)7 (pC172A) et (3,47]903)'

Un exemple est représenté dans la figure 3.3.

F1G. 3.3 — La structure m(UAV AW) avec U = -AVB,V = AVBet W = AV-B
du cas IDR2.

On pose

o(z,y) = Ft(Exx N Exy N ~Eyx A Eyt \ Ety)
V(Ett Nx #t N\ Btz N\ Exy A = Eyx)
V(Ett NEte Nz £t ANz =vy)

V(Exx N Exy AN Eyx Az # y)).

On peut remarquer que les seules manieres d’enlever s, sont :

a) enlever {s4,34} (via la quatrieme ligne de ¢(z,y)) ou

b) enlever un {s4,c4} tel que ¢ € {1,2} (via la premiere ligne de ¢(z,y)
avec t = pc pour une certaine clause C' contenant A).
Dans le premier cas, le point 34 devient indisponible pour retirer pg, via la

ligne 2 avec © = 34. Dans le second cas, supposons que ¢ = 1 (sans perte
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de généralité car le cas ¢ = 2 est symétrique). Alors pe, ne peut plus étre
enlevé en appliquant la ligne 2 avec x = 14 (la présence de 1,4 est requise
pour enlever {sa,14}). De plus pe, ne peut plus étre enlevé via la ligne 2
avec T = 24, parce que soit pc, est retiré avant {s4, 14} et alors la ligne 1 ne
peut plus retirer {sa, 14} (pc, est requis dans le role de t), soit {s4, 14} est
retiré avant pc, et alors s4 n’est plus disponible pour utiliser la ligne 2 avec
x = 24. D’ol, en quelque sorte, le cas a) correspond au cas ou on choisit la
valeur 1 pour la variable A et le cas b) est le choix de la valeur 0. Quand ce
choix est effectué (resp. a) ou b)) mais pas encore appliqué (s est encore
dans m(f)), on peut soit utiliser un sommet 4 (resp. avec ¢ € {1,2} ou
£ = 3) pour retirer pc. via la ligne 2 avec & = €4 ou juste retirer €4 via la
ligne 3 si pc. est déja retiré avec un certain yp ou B # A et x € {1,2,3}. 11
existe un choix a) ou b) pour chaque variable A permettant de retirer tout

pe (et obtenir la structure vide) si et seulement si f est satisfaisable.

VDR? : Soit A une variable de f ayant k occurrences négatives et I oc-
currences positives dans f. Le graphe orienté m(f) contient les sommets
0ay5 -y Oa
(14;,04,) pour tous i € [1,k] et j € [1,(]. De plus, pour tous i et j, il y a une

L et 1a, ., 1a, et les arétes (04;,04,), (1a;,14,), (04;,14,) et

aréte (04,,pp) o D contient la i-itme occurrence négative de A et une aréte
(14;,pe) ou E contient la j-ieme occurrence positive de A. Un exemple est

donné dans la figure 3.4.

FiGc. 3.4 — La structure m(UAV AW ) avec U = -A, V =AVBet W =AV-B
dans le cas YDR?.
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On pose

o(z,y) = Yu((—(u # z A Eux A Exu) A Exy) V (Exy Az =vy)).

Chaque sommet pc peut seulement étre retiré avec un e4, relié a lui et
lorsqu’il n’y a plus de sommet u = (1 — )4, dans m(f). Dans ce cas, cela
signifie que 'on a choisi I'assignation € pour A. On peut retirer tout po (et
tout autre sommet en utilisant la sous-formule Exy A x = y) si et seulement
si f est satisfaisable.

DR? sans quantificateur : Un exemple de propriété NP-complete sur la

signature {E'} est l'ensemble des graphes orientés ayant une partition en
triangles (cf. [GJ79] p. 68). Cette propriété est égale a DR(ExyAEyzAEzz).

3.3 Fragments inclus dans PTIME

Dans cette section, on examine V*DR', 3*DR! et DR? sans quantifica-
teur, les fragments maximaux de DR contenant uniquement des propriétés
dans PTIME.

On commence avec I*DR! et DR? sans quantificateur. Pour illustrer ce
premier cas, on peut remarquer par exemple que DR(Ju(Fzu V Eux)) est
I’ensemble des graphes orientés tels que chaque composante connexe contient
une boucle. L'exemple 3.3 présente deux propriétés dans DR? sans quantifi-

cateur (parité et couplage parfait).
Proposition 3.11. 3*DR' ¢ PTIME.

Démonstration. Soit A une structure finie et ¢(x) une formule existentielle.
On veut vérifier si A appartient &8 DR(¢(x)) en temps polynomial. Dans cette
preuve, la notation A(ey, ..., €,,) désigne la sous-structure de A engendrée par
{eg, ..., em}.

On prend d’abord n’importe quel a¢ de A tel que A(ag) = ¢(ap). S’iln’y a
pas de tel ag, alors on sait déja que A ¢ DR(¢(x)) parce que, avant d’obtenir
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la structure vide, on a besoin de trouver un élément satisfaisant la regle dans
une sous-structure a un élément. On prend alors un a; différent de aq tel que
A(ag,a1) = ¢(a1). On continue de prendre des éléments (ag, as, etc.) aussi
longtemps que possible. A I’étape 7, on choisit un a; différent de aq, ..., a;_1
tel que A(ao, ...,a;) = ¢(a;). Il est facile de voir que ce processus peut étre
effectué en temps polynomial. En effet, on choisit au plus |A| éléments a;,
et choisir un élément consiste a faire au plus |A| tests de satisfaction de
formule pour FO (ce qui prend un temps O(|A|*) pour un certain k). Do,
le processus complet est en temps O(]A[F+2).

Soit a,, le dernier élément choisi. Pour finir la démonstration, on prouve
que A est dans DR(¢(x)) si et seulement si {ay, ..., a,} = A. Clairement, par
définition des éléments a;, si {ao, ..., a,} = A, alors la suite (ay,, an_1, ..., ag)
est telle que la regle permet de retirer les points de A dans cet ordre et
obtenir la structure vide. Réciproquement, supposons que A € DR(¢(z)),
c.-a-d. il existe une suite (by, ..., by, ) telle que {by, ..., b, } = A et A(bo, ..., b;) =
o(b;) pour tout i. Supposons que {by, ..., b, } # {ao, ..., a,}. Soit b; le premier
élément différent de ay, ..., a, dans la suite (b, ..., by,). En particulier, on a
{bo, .., bi_1} C {aog, ..., a,}. Il est bien connu que les formules existentielles
sont préservées par extension. En particulier, comme A(by,...,b;) = ¢(b),
on a aussi A(b,ag,...,a,) = ¢(b). Cela signifie que le point b; aurait pu
étre choisi comme point a,.; dans la construction précédente. C’est une

contradiction. D’ou {ay, ..., a,} = A. O

Le second cas considéré est DR? sans quantificateur. D’une certaine
maniere, toute propriété dans ce fragment est une instance particuliere du

probleme de couplage parfait.
Proposition 3.12. DR? sans quantificateur est inclus dans PTIME.

Démonstration. Soit A une structure finie et soit ¢(x,y) une formule sans
quantificateur. On définit le graphe G := (4, {{a,b} | A = ¢(a,b)}). Le
graphe G a un couplage parfait {{a1,b1}, ..., {an,b,}} si et seulement si il
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y a une partition {a1,b1}, ..., {an,b,} de A telle que, pour tout i < n,
AN\ Ule{al, b} = ¢(aii1,bir1). On a cette équivalence car les formules sans
quantificateur sont préservées par sous-structure et par extension (c.-a-d.
pour toute sous-structure B de A contenant a et b, A = ¢(a, b) si et seulement
si B = ¢(a,b)). Donc, décider si A est dans DR(¢(x,y)) prend un temps
polynomial car le probleme de couplage parfait est dans PTIME (voir par
exemple [Jun05]). O

On consideére maintenant le fragment Y*DR!. On sait par exemple que
les ensembles suivants appartiennent & V*DR! : les graphes acycliques et les
hypergraphes v et (-acycliques. Pour ce fragment, on prouve un peu plus

que la décidabilité en temps polynomial.
Proposition 3.13. V*"FO C V*"DR/.

Démonstration. Soit ¢ un énoncé existentiel du premier ordre. Pour montrer
I'inclusion, il suffit de voir ¢ comme une formule & une variable libre ¢(x)
(méme si elle n’apparait pas réellement). On a A |= ¢ si et seulement si A €
DR(¢(z)). En effet, si A [~ ¢, alors la regle Ry, n’enlevera pas d’élément.
Si A |= ¢, alors on retire n’importe quel élément et cela jusqu’a ce que tous
les éléments soient retirés (car ¢ est préservé par sous-structure). L’inclusion
est stricte car l'acyclicité des graphes est dans YV*DR! et il est bien connu

qu’elle n’est pas exprimable dans FO (cf. par exemple [Lib04]). O
Proposition 3.14. V"'DR' C PSNPTIME.

Démonstration. Y*'DR' C PS : Supposons que ¢(x) est universelle, A €

DR(¢(z)) et que B est une sous-structure de A. Soit (a4, ..., a,,) une suite telle
que I'on peut enlever ces éléments de A par Ry(,) dans cet ordre, c.-a-d. a; est
le i-ieme élément qu’on enleve. En particulier {as, ..., a, } = A. Soit (s, )kej1,m]
la sous-suite formée des éléments de B, c.-a-d. {a;, | k € [1,m]} = B.
Pour tout [ € [I,m], on a B\ {a;, | k € [1,l — 1]} = ¢(a;) parce que
B\ {a;, | k € [1,1 — 1]} est inclus dans A\ {a; | i € [1,4 — 1]}, que
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A\{a; | i€ [1,i—1]} E ¢(a;) et que ¢(x) est préservée par sous-structure.
Donc (@i, )kef1,m) est telle que les éléments de B peuvent étre retirés dans cet
ordre par Ry(;). D’ott B € DR(¢(x)).

V*DR! ¢ PTIME : Toute formule ¢(z) universelle est préservée par

sous-structure. Donc, si un élément a peut étre enlevé par Ry, a une étape,
il sera enlevé quoi qu’il arrive (éventuellement plus tard). Cela implique que
¢(z) est confluente pour DR'. A chaque étape, on peut retirer n’importe
quel a satisfaisant ¢(a) sans changer le résultat (obtenir ou non la struc-
ture vide). Tester si un élément a satisfait ¢(a) prend un temps polynomial
(O(|A]*) pour un certain k). Mettre a jour la structure (remplacer A par
A\ {a}) prend un temps linéaire (O(]A])). Vérifier A € DR(¢(z)) consiste
a faire au plus |A| tests a chaque étape et |A| mises a jour, donc cela prend
un temps O(|A[F+2).

V*DR' # PSNPTIME : PLANARITE (la propriété constituée de tous

les graphes planaires) est préservée par sous-structure et est dans PTIME

(il existe méme un algorithme linéaire). Mais elle n’est pas dans V*DR'. En
fait, elle n’est méme pas dans DR. En effet, supposons que PLANARITE soit
égale a DR(¢(x1, ..., xx)) et soit ¢ le rang de quantification de ¢(z1, ..., zx). 11
existe deux graphes A et B (q + k)-équivalents tels que B est planaire, A ne
'est pas et tout sous-graphe strict de A est planaire (cf. figure 3.5). Ils sont
(¢ + k)-équivalents parce qu’ils ont les mémes voisinages. Plus précisément,
par Hanf-localité de la logique du premier ordre (voir par exemple [Lib04]
chap. 4), il existe un entier Ny tel que, si deux structures ont les mémes
voisinages de rayon Ny, alors elles sont (g+k)-équivalentes. Ainsi, si chaque
chemin en pointillés de la figure 3.5 est de longueur supérieure a N, alors
A et B ont les mémes voisinages de rayon N, et sont donc bien (¢ + k)-
équivalents. Comme B est planaire, il existe des éléments by, ..., by dans B
pouvant étre enlevés par Ry, . 4,)- Mais A =, B, d’oul A satisfait aussi
Jzy.. 3z d(2q, ..., %) et donc il y a aussi des éléments ay, ..., a; dans A qui

peuvent étre enlevés par Ry, .. 4,)- Mais comme A\ {a, ..., ax} est planaire
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et PLANARITE=DR(¢(z1, ..., 1)), alors A € DR(¢(x1,...,zx)). Clest une

contradiction.

F1a. 3.5 — Les lignes en pointillés représentent des chemins suffisamment longs.
On a A =4, B. A n’est pas planaire mais ses sous-graphes stricts le sont et B est
planaire.

0

On finit 1’étude de V*DR!' avec une remarque concernant les énoncés
du premier ordre préservés par sous-structure. On sait que le théoreme de
préservation par sous-structure (dont on parle davantage dans le prochain
chapitre) n’est pas satisfait sur la classe de toutes les structures finies, c.-a-d.
PSNFO # Y*FO. 1l existe donc des contre-exemples d’énoncés du premier
ordre préservés par sous-structure qui ne sont pas équivalents a un énoncé
universel, par exemple dans [Tai59], [AGI7] et [EF99]. Il est intéressant de
remarquer que tous ces contre-exemples appartiennent & V*DR'. Cependant,
le contre-exemple de [EF99] peut étre modifié pour montrer que v*DR!
ne contient pas toutes les propriétés du premier ordre préservées par sous-

structure. Pour résumer, on a la proposition suivante.
Proposition 3.15. V'FO ¢ FONV*DR' € FONPS.

Démonstration. Les inclusions sont des conséquences directes des proposi-
tions 3.13 et 3.14. Il reste a montrer que ces inclusions sont strictes.

On commence par un contre-exemple pour la seconde inclusion stricte.
On considére une signature relationnelle o = {MIN, MAX, <, R, E} ou MIN
et MAX sont d’arité 1 et <, R et E d’arité 2. Inspiré de [EF99] p. 66, on

définit des énoncés ¢, ¢; et une famille d’énoncés (ds)sero tels que chaque
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¢s est préservé par sous-structure et tels que les propriétés définies par un

$s n’appartiennent pas toutes a V*DR'. Soit ¢y un énoncé signifiant
“ < est un ordre total,
tout élément y satisfaisant MINy ou MAXy

est respectivement un min ou un max pour <

et R est incluse dans la relation successeur de < ”

et soit ¢, un énoncé signifiant

“ 1] existe des éléments v et v satisfaisant MINu et MAXv

et R est la relation successeur de < 7.

Pour tout énoncé du premier ordre ¢ sur la signature {E}, on définit un
énoncé @5 := ¢g A (¢1 = J). On peut vérifier que ¢s est préservé par sous-
structure pour tout 9, parce que les sous-structures de modeles de ¢; satisfont
¢o N —¢1. Cependant, il y a des propriétés ¢s qui ne sont pas des DR()(x))
avec 1 (x) universelle. En effet, on aurait sinon les équivalences suivantes
sur les structures A ou < est un ordre total avec un min u et un max v
(satisfaisant MINu et MAXv) et R est interprétée comme le successeur de

<:
AEd — AE¢; — AeDR((z)) < AE Jay(x)

parce que toute sous-structure stricte de A satisfait ¢s donc est aussi dans
DR(¢(x)). Cela est une contradiction puisqu’il est bien connu que, méme sur
la classe des structures totalement ordonnées avec min, max et successeur,
IV*FO(o) n’est pas aussi expressif que FO({E}).

La premiere inclusion est stricte pour les raisons suivantes. Ebbinghaus et
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Flum montrent dans [EF99] p. 66 que, si p = 3zEzz, alors I’énoncé du premier
ordre ¢, n’est pas dans V*FO. Cet énoncé est définissable dans V*DR! : on
vérifie facilement que I'ensemble des structures finies satisfaisant ¢, est égal

a
DR(¢g A ((WMINz AVu—(u < z)) V (-MAXz AVu—-Rzu) V Exx)).

En d’autres termes, on retire un point x si ¢q est satisfait et que = témoigne

du fait que soit —¢; soit p est satisfait. O

3.4 Regles avec unicité

On consacre cette section & une variante particuliere de DR'. Cette fois,
on retire un point a et on continue le processus si et seulement si a est
le seul point de la structure a vérifier ¢(a). On introduit la notation /DR
par commodité mais on peut I'exprimer a partir de DR. Rappelons que la
notation 3!z¢(z) signifie “il existe un unique élément z satisfaisant ¢(z)”,

c’est-a-dire que cette formule est équivalente a Ju(o(u) AVu(p(v) = v = u)).

Définition 3.16. On dit qu’une structure finie A appartient a la propriété
IDR(¢(x)) si A appartient & DR(¢(x) A Jlz¢(2)).

Cette restriction est assez contraignante. Par exemple, elle ne permet
pas d’exprimer des propriétés basiques comme “avoir un domaine de taille
au plus 2”. En effet, si on considere la structure constituée de deux points
déconnectés, il n'y a pas de formule que I'un de ces deux points satisfait et
I’autre pas. Comme il y a une seule fagon d’appliquer la regle successivement,
les propriétés que 1'on peut définir sont constituées de structures ayant un
aspect “ordonné” (dans un sens assez large) comme les ordres totaux mais
aussi les chemins orientés ou I'exemple de la figure 3.6.

Dans le cas des graphes orientés sans boucle, on sait précisément quelles

sont les propriétés qui appartiennent a la fois & V*"DR! et IDR. Pour tout
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F1G. 3.6 — Une structure appartenant & 'DR((VuVv v = v) V (Judv u # v A
(Vw(Ewz = Ezw)))).

n > 0, soit O,, la propriété constituée des ordres totaux de longueur au plus
n. Clest-a-dire, Oy = {0} et, pour n > 1, O, est I'ensemble des structures
isomorphes a un certain ({1,...,i}, <) avec ¢ < n et < l'ordre usuel. Soit O
I’ensemble de tous les ordres totaux finis. La proposition suivante est aussi

un théoreme de préservation par sous-structure pour 'DR.

Proposition 3.17. Sur les graphes orientés sans boucle, on a
DRNY'DR! = 'DRNPS = {0, |n>0}u{0O}.

Démonstration. On a DR NV*DR! ¢ IDR N PS car V"'DR' ¢ PS. On a
aussi {0, | n > 0} U{O} c DR NV'DR!. Chaque O, est & la fois dans
DR et V*DR! en considérant comme formule (universelle) ¢(z) (la méme
dans les deux cas) “F est un ordre total, il existe au plus n éléments et x
est le minimum”. Pour définir O, on omet la condition “l existe au plus
n éléments”. Il suffit maintenant de prouver que DR NPS C {O, | n >
0} U{0O}.

Soit P = IDR(¢(z)) une propriété dans DR préservée par sous-structure.
On prouve par récurrence sur |A| que tout élément A de P est un ordre to-
tal. Cela prouvera que P est nécessairement un O,, ou O car P est préservée
par sous-structure. C’est évident pour |A| = 0 et |A| = 1. Si |A] = 2, la
structure A est nécessairement de la forme ({a, a2}, {(a1,a2)}). En effet, si
EA est I'ensemble vide ou {(ay,as), (ag,a;)}, alors les points a; et ay satis-
font les mémes formules du premier ordre, donc aucun des deux ne peut étre

I'unique élément satisfaisant ¢(u). Soit maintenant A une structure de P
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telle que |A| = k + 1, et supposons que les structures dans P ayant un do-
maine de taille au plus k sont des ordres totaux. Soit a n’importe quel point
dans A. Comme la sous-structure A’ de A engendrée par A\ {a} est aussi
dans P (par préservation par sous-structure) et par hypotheése de récurrence,
on sait que A’ est un ordre total. On appelle aq, ..., a; les éléments de A’
et on suppose qu’ils sont ordonnés de cette fagon (c.-a-d. A" = Ea;a; si et
seulement si i < j). Dans A, a est nécessairement relié a tous les a;, parce
que sinon la sous-structure de A engendrée par ({a;,a}, ) serait dans P.
Pour les mémes raisons, il n’y a pas de a; tel que (a;,a) et (a,a;) sont tous
les deux dans E*. D’ot1, pour tout i, soit (a;, a) soit (a,a;) est dans E4. De
plus, il n’y a pas de i et j avec i < j tels que (a,q;) et (aj,a) sont dans EA.

En effet, si ¢’était le cas, la sous-structure de A

({av aq, aj}7 {(av ai)v (ai7 aj)? (aj7 CL)})

serait dans P. Mais c’est impossible parce que les points a, a; et a; satisfont
les mémes formules du premier ordre a une variable libre interprétées dans
cette structure. C’est pourquoi, il existe un m tel que :

e pour tout i < m, A | FEaa et

e pour tout i > m, A = Faa,.
Cela signifie que A est un ordre total. O
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Chapitre 4

Théoremes de préservation par
extension sur des classes de

structures finies acycliques

Dans ce chapitre, on recense les principaux théoremes de préservation
connus pour la logique du premier ordre sur des classes de structures finies.

On présente plus en détail les résultats provenant de [Dur08].

4.1 Théorémes de préservation en théorie des

modeles finis

La théorie des modeles a pour principal objet d’établir des liens entre la
syntaxe et la sémantique de propriétés sur des classes de structures (struc-
tures finies et infinies pour la théorie des modeles classique et structures finies
uniquement pour la théorie des modeles finis). Les théoremes de préservation
sont d’excellents exemples de tels liens. Ils s’énoncent tous sous la forme sui-
vante : sur la classe C, toute propriété est préservée par 'opération op si

et seulement si elle est définissable par une formule de la logique L. Le fait
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d’étre préservée par op correspond au pendant sémantique du théoreme et la
définissabilité dans L au pendant syntaxique. On remarquera que le théoreme
a valeur pour une certaine classe C. Comme on va le voir, celle-ci a une in-
fluence déterminante sur la validité du théoreme de préservation. Cela est dii
au fait que les deux parties de 1’équivalence (préservation et définissabilité)
dépendent fortement de la classe C considérée. Par exemple, si P est une
propriété non définissable par un énoncé du premier ordre sur la classe de
toutes les structures finies, alors elle est, sur P, a la fois préservée par toute
opération et définissable au premier ordre de facon triviale.

Les premiers théoremes de préservation datent des années 1950. Ils sont
issus de la théorie des modeles classique donc concernent la classe de toutes
les structures (finies et infinies). On présente ici le théoreme de Los-Tarski, le
théoréeme de Lyndon et le théoreme de préservation par homomorphisme (voir
par exemple [Hod93]). On donne quelques définitions avant de les énoncer.
Un énoncé est positif s’il ne contient pas de symbole de négation —. Un
homomorphisme d’une structure A vers une structure B est une fonction A de
Avers B telle que, pour tout R dans o et tout uplet (ay, ...a,) d’éléments de A,
(ay,...,a,) € R implique (h(ay), ..., h(a,)) € RE. Un énoncé est préservé par
homomorphisme sur une classe C si, pour toute structure A dans C et toute
structure B telle qu’il existe un homomorphisme de A vers B, B appartient
aussi a C. On définit de fagon similaire la préservation par homomorphisme

surjectif.

Théoreme de Los-Tarski. Sur la classe de toutes les structures, un énoncé
du premier ordre est préservé par extension si et seulement si il est équivalent

a un énoncé existentiel.

Théoreme de Lyndon. Sur la classe de toutes les structures, un énoncé
du premier ordre est préservé par homomorphisme surjectif si et seulement

si il est équivalent a un énoncé positif.
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Théoreme de préservation par homomorphisme. Sur la classe de
toutes les structures, un énoncé du premier ordre est préservé par homo-

morphisme si et seulement si il est équivalent a un énoncé existentiel positif.

Si sur une classe C (pas forcément la classe de toutes les structures) une
de ces équivalences est vérifiée, alors on dit que C satisfait respectivement le
théoreme de préservation par extension (TPE), le théoreme de préservation
par homomorphisme surjectif (TPHS) et le théoréme de préservation par
homomorphisme (TPH). Ces théoremes ont été prouvés en utilisant un puis-
sant outil de la théorie des modeles classique : le théoreme de compacité. Ce
théoreme n’est pas valide en théorie des modeles finis. D’ailleurs, d’autres
résultats classiques comme la complétude et les théoremes d’interpolation
deviennent également faux sur la classe des structures finies (cf. [Ros02]
pour une présentation détaillée de résultats invalidés dans le cas fini). Pour
cette raison, on peut se poser la question de la validité des théoremes de
préservation en théorie des modeles finis.

Sur la classe de toutes les structures finies, le TPE et le TPHS ne sont pas
satisfaits. Les premiers contre-exemples a ces théoremes sont dis respective-
ment a Tait ([Tai59]) et a Ajtai et Gurevich (JAG87]). On détaille ici celui
de Tait.

Contre-exemple de Tait. On considere la signature o = {<, R} ou < et
R sont des relations binaires. Soit ¢ un énoncé du premier ordre exprimant
le fait que < est un ordre total et que tous éléments x et y satisfaisant Rzy

sont tels que soit y < x soit y est le successeur de x pour <. On définit

¢ = Y=y (Rey Ny <z AVz((y < z<x)= Fu(Rzu A z < u))).

Tout modele A de ¢ et de v satisfait donc la partie droite de I’équivalence.
Ceci implique que A contient une suite (aq, ..., a,) telle que : a3 < ... < ay,

Ra;a; 1 pour tout i € [1,n — 1] et Raya;. On vérifie facilement que ¢ est
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préservé par extension sur la classe de toutes les structures finies. De plus,
les structures A, de domaine {1,...,n} avec < interprétée comme l'ordre
usuel et R formée des couples (1,2), ..., (n—1,n) et (n, 1) sont modeles de ¢.
Ce sont méme des modeles minimaux de ¢ sur la classe de toutes les struc-
tures finies, ce qui montre que ¢ n’est pas équivalent a un énoncé existentiel

sur cette classe (voir plus loin dans cette section).

On pouvait éventuellement penser que le TPH n’était pas davantage sa-
tisfait. Cependant, Rossman est parvenu a montrer en 2005 que le TPH est
satisfait par la classe de toutes les structures finies (cf. [Ros08]). 11 améliore

également le TPH classique.

Théoréme 4.1 (Rossman). Le TPH est satisfait sur la classe de toutes les
structures finies. Plus généralement, le TPH est vérifié pour toute classe de
structures finies close par co-homomorphisme (comme la classe des graphes
k-coloriables). Sur la classe de toutes les structures, tout énoncé préservé par
homomorphisme est équivalent a un énoncé existentiel positif de méme rang

de quantification.

Le TPH a aussi été étudié sur des classes de structures finies particulieres
dans [ADKO06].

Théoréme 4.2 (Atserias, Dawar et Kolaitis). Le TPH est satisfait sur
toute classe de structures finies close par sous-structure et union disjointe
telle que :

e les structures sont de degré borné ou

e la classe exclut un mineur.

Dans une prépublication récente ([Daw08]), Dawar obtient une générali-

sation de ce résultat (qui contient donc en particulier les deux cas précédents).

Théoreme 4.3 (Dawar). Le TPH est satisfait sur toute classe de structures

finies close par sous-structure et union disjointe et qui est quasi-wide.

78



Concernant le TPE, le premier résultat positif dans le cas fini est de
Grédel et Rosen ([GR99]). IIs restreignent l’ensemble des énoncés considérés
en fonction du nombre de variables utilisées. On appelle FO?® ’ensemble des
formules du premier ordre a s variables. Ils montrent que le TPE est satisfait

par la classe de toutes les structures finies pour la logique FO?.

Théoréme 4.4 (Gradel et Rosen). Sur la classe des structures finies, tout
énoncé de FO? est préservé par extension si et seulement si il est équivalent
a un énoncé existentiel de FO?. Ce théoréme devient fauz pour FO® lorsque
s> 2.

Dans la veine de [ADKO06] qui établit le TPH sur des classes particulieres,
le TPE est prouvé pour certaines classes dans [ADGOS].

Théoréme 4.5 (Atserias, Dawar et Grohe). Le TPE est satisfait sur les
classes suivantes :
e toute classe de structures finies ayant un graphe de Gaifman acyclique
close par sous-structure et union disjointe,
e toute classe dite espacée close par sous-structure et union disjointe et,
e pour tout k, la classe Ty, des structures finies ayant une largeur d’arbre

inférieure a k.

Les théoremes 4.2, 4.3 et 4.5 s’inscrivent dans une démarche actuelle en
théorie des modeles finis consistant a déterminer des classes de structures
finies ayant un “bon” comportement modele-théorique (cf. [Daw07]). Notons
que les résultats des prochaines sections appartiennent en particulier a ce

champ d’investigation.

Dans la section 3.3, on évoque le théoreme de préservation par sous-
structure qui dit qu’un énoncé ¢ est préservé par sous-structure si et seule-
ment si il est équivalent a un énoncé universel. Il n’est pas nécessaire d’en

faire un cas particulier car il est équivalent au TPE. En effet, sur toute classe,
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- un énoncé ¢ est préservé par sous-structure si et seulement si —¢ est
préservé par extension, et
- un énoncé ¢ est équivalent a un énoncé universel si et seulement si —¢

est équivalent a un énoncé existentiel.

Au lieu de chercher a obtenir un théoreme de préservation classique
pour certaines classes de structures finies, on peut aussi tenter de trouver
de nouvelles caractérisations sémantiques des propriétés syntaxiques habi-
tuelles. Cette question est examinée dans [AG97]. On peut par exemple citer
la caractérisation suivante des énoncés existentiels. Pour cela, on définit la
notion de modele minimal. Pour toute classe C et tout énoncé ¢, on dit
que A est un modeéle minimal de ¢ sur C si A |= ¢ et toute sous-structure
stricte de A appartenant a C satisfait —¢. Sur toute classe de structures finies
close par sous-structure et pour tout énoncé ¢, les assertions suivantes sont

équivalentes :

e ¢ est préservé par extension et ¢ a un nombre fini de modeles minimaux.

e ¢ est équivalent a un énoncé existentiel.

Cette caractérisation est assez pratique lorsqu’on cherche a montrer quun
énoncé ¢ est exprimable par un énoncé existentiel. Au lieu de chercher a
faire des manipulations syntaxiques sur ¢, on déplace le probleme vers une
question d’ordre combinatoire. On aura justement recours a cette équivalence

dans les sections suivantes.

Le théoreme de préservation que 'on étudie dans ce chapitre est le TPE.
Le point de départ de notre travail est le TPE pour les classes acycliques
de [ADGOS]. Ce théoreme est satisfait sur toute classe de structures finies
ayant un graphe de Gaifman acyclique close par sous-structure et union dis-
jointe. En particulier, cela implique que l'arité de la signature considérée
est au plus 2, parce que le graphe de Gaifman d’une structure avec une re-
lation d’arité supérieure contient au moins un cycle de taille 3. Pourtant,
comme on l'a vu en détail dans le chapitre 2, il existe des notions d’acy-

clicité pour les structures finies sur des signatures d’arité quelconque. En
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considérant ces différentes notions généralisant 1’acyclicité des graphes, on
essaie de voir a quel point on peut élargir la famille des classes acycliques qui
satisfont le TPE. On obtient une frontiere précise puisqu’on montre que les
classes vy-acycliques closes par sous-structure et union disjointe satisfont le
théoreme tandis que ces conditions de cloture ne suffisent pas pour les classes
(B-acycliques. On montre également le TPE sur les classes de structures finies
a k-quotient acyclique closes par sous-structure et union disjointe. Comme
on I’a vu dans la section 2.4, ce cas est incomparable avec le cas y-acyclique.
En réunissant les méthodes utilisées pour montrer le TPE sur les classes 7-
acycliques et a k-quotient acyclique, on arrive a notre résultat le plus général :
le TPE sur les classes a k-quotient ~y-acyclique. Ces résultats sont résumés
dans la figure 4.1.
théoréme de préservation par extension
pour toute classe close par

sous-structure et union disjointe ?

— ~~

oui non

’ i
aG< %ﬁ>k-q2§

k-ga

N
>

F1c. 4.1 — Liens entre les notions d’acyclicité et la satisfaction du théoreme de
préservation par extension. (aG désigne les classes de structures ayant un graphe
de Gaifman acyclique, c.-a-d. le cas prouvé dans [ADGO08].)

4.2 Théoreme pour les structures a k-quotient
acyclique

Dans cette section, on prouve le théoreme de préservation par extension

pour des classes de structures finies a k-quotient acyclique. Pour cela, on fait
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une réduction logique qui nous permet de nous ramener au cas acyclique de

[ADGOS].

Théoreme 4.6. Soit k > 1 et C une classe de structures finies a k-quotient

acyclique close par sous-structure et union disjointe. Alors, sur C, on a FON
PE = JFO.

Démonstration. L’inclusion D est connue et se montre aisément. C’est le sens
inverse FO N PE C dFO qui demande du travail.

Soit ¢ une signature relationnelle et C une classe de o-structures finies
a k-quotient acyclique close par sous-structure et union disjointe. Soit ¢ un
énoncé du premier ordre de rang de quantification ¢ préservé par exten-
sion sur C. Notre but est de montrer que les modeles minimaux de ¢ sur
C ne peuvent pas dépasser une certaine taille puisqu’on rappelle que c’est
équivalent au fait que ¢ peut étre défini par un énoncé existentiel sur C. On
le prouve en trouvant, pour toute structure A € C, une sous-structure stricte
S et une extension £ également dans C qui sont g-équivalentes. Cela nous
permettra de conclure car alors A ne pourra pas étre un modele minimal de
¢ sur C. En effet, si A = ¢ alors £ = ¢ (par préservation par extension de
¢) et donc S |= ¢ (car S =, &), ce qui empéche A d’étre un modele minimal
de ¢. Nous allons utiliser le résultat suivant (qui apparait dans la preuve du
théoreme 3.7 de [ADGO8]) : pour toute signature relationnelle § d’arité au
plus 2, il existe un entier Ny tel que toute #-structure acyclique (c.-a-d. dont le
graphe de Gaifman est acyclique) de taille > Ny a une sous-structure stricte
et une extension (qui est égale a 1'union disjointe de la structure elle-méme
et d’une de ses sous-structures et est donc acyclique) qui sont g-équivalentes.

On commence par définir une nouvelle signature ¢ d’arité au plus 2.
A chaque structure A € C telle que P = {P; | i € I} est une partition
de A et H(A)/P est un k-quotient acyclique de H(A), on va associer une
F-structure A. La signature ¢ sera assez riche pour que A contienne une
description complete de A tout en utilisant uniquement des relations unaires

et binaires sur les P;. A l'aide de la signature &, on pourra exprimer les
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relations satisfaites dans A restreintes a un P; (relations unaires de &) et
les relations faisant intervenir des éléments de deux P; différents (relations
binaires de &). Toute relation de A sera ainsi considérée parce que H(A)/P

est d’arité au plus 2. Nous allons maintenant voir cela plus en détail.

On définit & comme 'union de

{L; | j€[L,k]},
{Ril...i,« ‘ Reoet {il, ...,Z}} C [1,]{3]} et
{Ru-" | R e o, {iy,...ip} C[1,K]

et {dh “'7d7‘} - {07 1}}

oules L, et les R;, ;, sont des relations unaires, les Rfll""ﬁ’“ sont des relations
d’arité 2 et, pour tout R dans o, r est 'arité de R. Soit A dans C. Il existe
une partition P = {P; | i € I} de A telle que le k-quotient H(A)/P est
acyclique. Pour chaque P;, on se donne n’importe quel ordre total sur ses
éléments de telle sorte qu’on pourra parler du premier, du deuxieme, ..., du
n-itme élément de P;. On associe & chaque A la g-structure A définie comme
suit. On pose A := P. Pour tout i € I et tout j € [1,k], on a P, € L}Z‘ si et
seulement si |P;| = j. Il reste a donner, pour chaque R € o, I'interprétation

des relations de la forme R;, _;, et Rfll.‘.‘.f?lf sur A.

Comme larité de H(A)/P est au plus 2, on sait que tout uplet d’une re-
lation R# fait intervenir seulement des éléments d’au plus deux P; différents.
On a donc exactement deux cas a traiter. Soit (ay,...,a,) € R* tel que les
(a1)iep,r sont tous dans un méme P; et que, pour tout ! dans [1,7], a; est
le i;-ieme élément de P;. Dans ce cas et seulement ce cas, P; € R;‘}_._ir. Soit
maintenant (aj, ...,a,) € R4, tel que chaque q; est dans P, U P; (et pas uni-
quement dans P; ou dans P;). Pour tout [ dans [1,r], a; est le i-ieme élément

de P, ou P; (celui dans lequel il se trouve) et on pose d; := 0 si a; € P,

('il---dr.A

1.l

et d; := 1si aq; € P;. Dans ce cas et seulement ce cas, (P, P;) € R

83



[llustrons cette construction par un exemple.

Ezemple 4.7. On considere une signature 7 = {B, T} ou B est d’arité 2 et T'
est d’arité 3. Soit A/ une 7-structure telle que N = {a,b,c,d, e, f, g, h}, TN =
{(a,b,c), (c,d,e), (e, f,g)} et BN = {(g,h)}. On définit une partition Q :=
{Q1,Q2,Q3} de N par Q1 = {a,b,c}, Q2 = {d,e} et Q3 = {f,g,h}. Pour
chaque élément de Q, on utilise 'ordre dans lequel on vient de les nommer
(par exemple, ¢ est le troisieme élément de Q1 et g est le deuxieme élément
de @3). La 7T-structure N associée & N satisfait donc L3Qq, LoQa, L3Qs,
T123Q1, BasQs, T3y Q1Q2, T3y Q2Q1, Tols Q2Qs et Ty Q3Q. Cet exemple
apparait sur la figure 4.2.

011 011
T312 T212
L3

100 100
Tios Tarz L, T By

F1G. 4.2 — Une 7-structure partitionnée et sa 7-structure associée.

Comme H(A)/P est acyclique, le graphe de Gaifman de A est aussi
acyclique. Supposons que |A| > kNs. On a donc |A| > Nj; parce que P
est une partition de A et max{|P;| | i € I} < k. D’ou, par le résultat de
[ADGO08], A a une sous-structure stricte S et une extension € (égale a 'union
disjointe de A et de 'une de ses sous-structures que 'on nomme F ) qui sont
g-équivalentes. De maniere équivalente, il existe une stratégie gagnante s
pour le joueur II dans le jeu EF & ¢ coups entre S et .

On définit maintenant les structures S et £ que 'on cherchait a obtenir.
S est la sous-structure de A engendrée par US et € est I'union disjointe de
A et de la sous-structure de A engendrée par UF (de facon standard, S et
F sont les domaines de S et F). Il reste & montrer que S et & satisfont les

propriétés requises, c.-a-d.
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e S est une sous-structure stricte de A,
e £ est une extension de A,

e S et £ appartiennent a C et

e S=, €.

Tout d’abord, S est par définition une sous-structure de A, et elle est stricte
car S C P. Comme C est close par sous-structure, S € C. La structure
& est une extension de A parce que c’est l'union disjointe de A et de sa
sous-structure F engendrée par UF'. A nouveau, F € C car C est close par
sous-structure. D’ou € € C parce que C est close par union disjointe. Pour
finir, on montre que § =, £. Pour cela, on décrit une stratégie gagnante s
pour le joueur II dans le jeu EF a ¢ coups entre S et £. Remarquons déja
que 'existence de s parait intuitivement claire. En effet, la stratégie s décrit,
d’une certaine fagon, des coups sous forme d’uplets pour S et £ (c.-a-d. le
joueur I joue un uplet et le joueur II répond par un uplet) parce que les
P; sont des ensembles ordonnés. Et si le joueur II sait quoi répondre a un
uplet, alors il saura quoi répondre a un simple point. On peut remarquer
que l'inverse n’est pas forcément vrai. Toutefois, c’est le premier cas qui nous

intéresse. Décrivons donc la stratégie s.

Supposons que, aux m premiers coups (avec m < q), les joueurs I et II
aient choisi, pour tout ¢ dans [1,m], les éléments a; et b; dans les parties
P, (élément de S) et P, (élément de E), et que ceci formét une stratégie

gagnante pour le joueur II, c.-a-d. application

g : a1..Q, +—— by..by

est un isomorphisme partiel entre S et £. Dans la stratégie que 'on décrit,
on s’assure que, pour tout ¢ dans [1,m], a; et b; sont les n;-iemes éléments
de P,, et Py, (c.-a~d. la position de a; dans P,, est la méme que celle de b;
dans P,,) et que les choix P,,...P, et Py, ...P,  correspondent a une stratégie

gagnante pour le joueur II. Au (m + 1)-iéme coup, supposons que le joueur
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I choisisse un point a,,+1 dans S et que a,,+1 soit le 4,,,1-ieme élément d'un
certain P, .

(cf. plus haut) au (m + 1)-ieme coup apres que I et II aient choisi P,,, ...,

Soit By, ., le point choisi par le joueur II dans la stratégie s

P, et B, ..., B, . Comme 'application

>

P,..P

ame1 F— Do By

et Pb

et P, ., ont la meme taille. Le joueur II choisit

est un isomorphisme partiel entre S et €, P, satisfont la méme L,

m—+1 m—+1

(avec t > dyyq1), cma-d. Py, .,

alors pour by, 11 le i,,,1-iéme élément de P, Montrons que 'application

m—+1"°

h : aj..amer — by..bya

est un isomorphisme partiel entre S et £. Soit R € o une relation d’arité r et
J1, - Jr des indices dans {1, ...,m+ 1}. Supposons d’abord que {j, ..., j,} C
{1,...,m}. Dans ce cas, on a immédiatement S = Ra;, ...a;, si et seulement si
€ = Rbj,...bj, car g est un isomorphisme partiel. Supposons maintenant qu’au
moins un des j, vaut m+1. On distingue alors deux cas. Le premier est celui
ou S = Raj,...a;
donc tous a P,

Am+1
S |= Raj, ...a;, si et seulement si S = R
EER P,

car h est un isomorphisme partiel. Ceci est aussi équivalent
a € = Rbj,...b;., et c’est ce qu'on voulait montrer. Le second cas est celui

et tous les a;, sont dans le méme P;. Ils appartiennent

T

car j, = m+1 et apmy1 € P, ... D'ol, dans ce cas,
P

am1s CE (Ui est équivalent a

iy -l

251+ Yr T Om+1

ou les a;, sont soit dans P,

am1s S0it dans un certain F,,. Cette fois, on a

T

52 :
I'équivalence de S = Ray, ...a;, avec

5 di...dr
S Rijll...ijr Fo Pa

m—+1

(les d,, dépendent de l'appartenance de a;, & P, ou P, ) et donc avec

m—+1

g ): R;’i]-llmd’T Pblpbm+17

g
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A nouveau car h est un isomorphisme partiel. Ceci est également équivalent
a & = Rbj,...bj,, ce qui prouve bien que h est un isomorphisme partiel. On
applique exactement les mémes arguments (mais en échangeant F et S, £ et
S, ...) si le joueur I choisit, au (m + 1)-iéme coup, un point a,,,1 dans E au
lieu de S. 0

4.3 Théoreme pour les structures y-acycliques

On montre maintenant le théoreme de préservation par extension sur des
classes de structures finies v-acycliques. Pour 1’obtenir, on va en particulier
utiliser le théoreme 4.6. Cependant, aucun de ces deux théoremes n’implique
lautre. En effet, comme cela a déja été remarqué (cf section 2.4), on a les
deux faits suivants : il existe des classes de structures a 2-quotient acyclique
qui ne sont pas a-acycliques (et donc pas y-acycliques) et il existe des classes
de structures y-acycliques qui ne sont a k-quotient acyclique pour aucun k.

On aura également besoin de ’assertion suivante, dite lemme du tourne-

sol, qui est un résultat classique en combinatoire (cf. [ER60]).

Définition 4.8. Une famille F' = {X}, ..., X,,} de p ensembles est un tour-
nesol a p pétales si les intersections X; N X; (pour i # j) sont toutes égales
& un méme ensemble Y (éventuellement vide) et les pétales X; \ Y sont non

vides.

Lemme 4.9 (Lemme du tournesol). Soit r > 1, p > 1 et H une famille
d’ensembles non vides tous de taille au plus r. Il existe une constante c,,
telle que si |H| > ¢, alors il existe FF C H tel que F soit un tournesol a p

pétales.

Théoreme 4.10. Sur toute classe C de structures finies y-acycliques close

par sous-structure et union disjointe, on o FO NPE = JFO.

Démonstration. Comme déja remarqué, la seule inclusion que ’on a a prouver

est FONPE C dFO. Soit ¢ un énoncé du premier ordre préservé par exten-

87



sion sur C et de rang de quantification ¢. On utilise a nouveau la méthode
décrite dans [ADGOS], c.-a-d. on montre que toute structure de C suffisam-
ment grande a une sous-structure stricte et une extension g¢-équivalentes.
Pour arriver a cela, on montre qu’il y a un entier k tel que, pour toute struc-
ture A de C assez grande, A a une hyperaréte reliée a beaucoup d’autres
hyperarétes ou A a un k-quotient acyclique. Dans le premier cas, on utilise
des arguments combinatoires et un jeu EF. Dans le second cas, on conclut

comme dans la preuve du théoreme 4.6.

Soit A € C une structure de grande taille et H(A) = (A, E) son hy-
pergraphe associé. On commence par décrire une partition P de A telle que
H(A)/P soit un graphe acyclique. On choisira alors un k suffisamment grand
et on distinguera le cas ou un élément de P est de taille plus grande que k et
le cas ou tous les éléments de P sont de taille plus petite que k. On définit la
partition P de fagon inductive. On commence par choisir n’importe quelle Ej
de H(A) et on pose Py := Ey et ng := 1. A chaque étape i (avec i > 1), on
définit n; éléments (P, ;) jelon;—1) de P. Supposons qu’on a déja défini les Py ;
pour k dans [0,7 — 1] et j dans [0, n, — 1]. Soit S;_; l'ensemble des sommets

déja considérés, c’est-a-dire les sommets qui appartiennent a un certain Py ; :

Sim1 = Uogkgi—l,ogg‘gnk—l DPh.j-

Soit F; I'ensemble des hyperarétes qui coupent S;_; et ne sont pas incluses
dans S;_1. Si F; # 0, on partage I'hypergraphe (UF;, F;) associé a F; en
composantes connexes (Q; ;)jejo,n;—1]- Pour tout j dans [0,n; — 1], on définit

alors P; ; comme la partie de @); ; hors de S;_; :

Pi,j = Qi,j\sifl-

Si F; = () et S;_; # A, on choisit n’importe quelle hyperaréte FE; disjointe de

Si—1 et on pose P,y := E; et n; := 1. On répete ce processus jusqu’a ce que
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Si_1 = A. On pose :

P = {F;|0<k<n—-1let0<j<n—1}

ou n est la derniere étape de la construction. On donne un exemple de cette
construction sur la figure 4.3. Pour tout ¢, on définit P; comme l’ensemble

des éléments de P qui ont été définis a 'étape ¢, c.-a-d.

P = {Pi,j|0§j§ni_1}'

F1a. 4.3 — Un hypergraphe y-acyclique H et la construction d’une partition P
telle que H/P soit un graphe acyclique. Les zones entourées par des pointillés
correspondent a des éléments de P.

On montre que H(A)/P est un graphe acyclique. Pour obtenir cela, il

suffit de prouver le fait suivant.

Fait 4.11. Pour tout i dans [1,n — 1] et tout j dans [0,n; — 1], on a les

assertions suivantes concernant H(A)/P :

1. P est reli€é a au plus un élément de P;_;.

2. P;; n'est pas relié a un élément de P, avec | plus petit que i — 1.

3. P;; n’est pas relié a un autre élément de P;.
Démonstration du fait. On rappelle que deux éléments U et V de P sont
reliés dans H(A)/P s'il existe une hyperaréte de H(A)/P qui contient U et
V. Dit autrement, U et V sont reliés s’il existe une hyperaréte de H(A) qui

contient au moins un élément de U et un élément de V.

89



Preuve de 1. Supposons F;; relié a deux éléments F;_;; et P ;, de
P,_;. 1l est facile de voir que deux éléments différents @4, et Q¢y, définis
a la méme étape t coupent la méme composante connexe de S;_;. Il y a
donc un chemin A dans S;_» qui relie un sommet d; € P,_; ;, et un sommet
dy € P,y j,. On suppose A de longueur minimale. En prenant A’ un chemin
de dy a dy constitué d’hyperarétes intersectant P, ; (hyperarétes de @); ;), on
ferme le chemin A et on obtient un ~-cycle. En effet, exceptés d; et ds, les
sommets et hyperarétes de A’ sont différents de ceux de A parce que, si une
hyperaréte de A’ intersectait S;_o, alors cette hyperaréte serait dans un ¢;_1,
au lieu de @) ;.

Preuve de 2. Si P, ; était relié a un élément d'un P, avec [ plus petit que
i — 1, P, ; appartiendrait par définition a P41, ce qui est une contradiction.

Preuve de 3. Pour prouver que F;; ne peut pas étre relié a un autre
élément P; j» de F;, on distingue deux cas. S’il y a une hyperaréte intersectant
Si—1, P j et P, j, elle appartiendrait a F; et elle relierait les deux composantes
connexes @, ; et Q; ; de (UEF;, F;) (ce qui est une contradiction). Il n’y a pas
d’hyperaréete disjointe de \S;_; qui intersecte F; ; et P ; car sinon il y aurait

un vy-cycle passant par cette hyperaréte, P, ;, S;—1 et P jr. 0

On vient de voir que H(A)/P est un graphe acyclique mais il n’est pas
forcément un quotient borné de H(A), c’est-a-dire que la taille du plus grand
P, ; peut ne pas étre bornée si on considere tous les éléments A de C. Ce-
pendant, dans le cas ou il y a un F;; de taille supérieure a un certain k
suffisamment grand, on trouve une sous-structure stricte S de A telle que
S =, A. On va voir que cette structure S est A a laquelle on a coupé une
certaine branche parmi les nombreuses branches reliées a P, ;.

On appelle F; ; le sous-ensemble des hyperarétes de F; qui induisent @); ;,
c.-a-d.

F’i,j = {E ‘ E e E et £ C Qi,j}-
(On remarque que les autres hyperarétes de F; sont disjointes de @); ; car les
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(;j sont les composantes connexes de (UF}, F;).)

Fait 4.12. Tout ensemble Q; ; N S;_1 est inclus dans une hyperaréte de F; ;.

Démonstration du fait. Soit E' I'hyperaréte de F; ; telle que £N.S;_; est maxi-
mal pour I'inclusion, c.-a-d. il n’y a pas de E’ dans F;; vérifiant £ N.S;_; C
E'NS;_1. Supposons que (); ;N.S;_1 n’est pas inclus dans £. On peut alors par-
titionner F; ; en deux sous-ensembles non vides : les hyperarétes D telles que
DnNS;—1 C ENS;i_; et les autres hyperarétes de F; ;. Comme @); ; est connexe,
il y a deux hyperarétes qui s’intersectent et qui appartiennent a différents
sous-ensembles de la partition précédente, c.-a-d. il y a des hyperarétes D et
F dans F;j telles que : DNF # 0, DNS;-y C Eet FNS;.y ¢ E.Si F
intersecte E, on change la définition de D et on décide que D désigne E. Si
F et F sont disjointes, on garde le D précédent. Dans les deux cas, on a les
propriétés suivantes :

e il y a un sommet e dans D N F',

e il y a un sommet d dans (D \ F)N S;_; et

e il y a un sommet f dans (F'\ D)N.S;_;.

S’il y a une hyperaréte C' contenant d et f, alors
(‘D7 d7 07 f? F7 6)

est un ~v-cycle. Sinon, soit C] une hyperaréte reliant d et S; o, C; une hy-
peraréte reliant f et S; o, et (c1,...,¢) un chemin de longueur minimale
constitué d’hyperarétes incluses dans S;_5 tel que ¢; € C) et ¢; € C). Dans

ce cas,

(D>da Clacb cey Cpy Cl> fa Fa 6)

est un 7y-cycle. C’est une contradiction, donc Q; ;N S;_1 C E. O

Le fait précédent implique, en particulier, que I’'ensemble @; ;NS;_; est de
taille au plus r, ou r est 'arité de o. D’ou, si P, ; est suffisamment grand, on

peut supposer qu’il y a au moins un élément x dans ); ;N.S;—1 qui appartient
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a de nombreuses hyperarétes de F; ;. Soit I, I'ensemble des restrictions a F; ;

des hyperaretes de F; ; qui contiennent x, c.-a-d.

E;BI:{E\SZ‘_1|E€E,j€tZE€E}.

On peut appliquer, pour toute valeur de p, le lemme du tournesol a r, p et E,,
et on obtient un tournesol F, (sous-ensemble de E,) & p pétales. Remarquons
que si F;; est assez grand alors I, I'est aussi, et donc on peut obtenir un

tournesol F), de taille p aussi grande que 'on veut.

Soit I l'intersection commune du tournesol F, et soit F,; \ I avec t dans
[1,p] les pétales. Soit T;; l'union de Q;; et de tout élément a de A\ S;—4
tel qu’il existe un chemin de a a un élément de F;; sans qu'une hyperaréte
du chemin ne soit incluse dans S;_;. Enlever I U S;_; de T;; le partage en

composantes connexes dans I’hypergraphe H(.A) moins I US; ; :
(AN (L USi) AE\ ([ US;1) s E € EF\ {0}).

On nomme T, ces composantes connexes. On observe qu’un 7, ne peut pas
intersecter deux pétales différents. En effet, supposons qu’il y ait deux pétales
Fyg\ I et Fyp, \ I d’hyperarétes associées E,g et E,p, (c-a-d. Fpy = Ey\ Siq
et Fyp, = Egp, \ Si—1) contenant toutes les deux z telles qu'il y ait un chemin
de Eyy a By (Eyg, 1, Ch, ..., Clyci41, Eyp) out chaque Cy est une hyperaréte
non incluse dans I U S;_; et les ¢; sont dans A\ (I U .S;_;). Alors, si [ est

minimal, le chemin
(Exg7 (1, 017 ceey Cl> Cl+1, Exha .Z')

est un y-cycle (en effet on a l > 1 car sinon ¢; serait un sommet commun de
Fyo\ I et Fyp \ I). D’ou, pour chaque pétale Fy; \ I, il y a exactement un T;
qui le contient, et on peut définir une structure A; comme la sous-structure
de A engendrée par T,UIU(Q; ;N S;_1). La figure 4.4 illustre la construction
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précédente.

F1G. 4.4 — Un pétale dans Q; ; et le T} associé.

On va considérer les g-types des A; sur la signature o a laquelle on ajoute
quelques constantes. Pour chaque élément e de I U (Q; ;N S;—1), on définit la

constante c¢,. Soit

7T = oU {Ce ‘ eclU (Qi,j N Si—l)}‘

Comme I et Q;; N S;—1 sont tous deux contenus dans une hyperaréte de
H(A), on sait que |1 U (Q;;NS;—1)| < 2r. Par conséquent, la signature 7 est
de taille bornée par une valeur ne dépendant pas de A et donc le nombre de

g-types sur 7 est borné aussi. Dans chaque A; (vue comme une 7-structure),
A

on interprete la constante c. par I’élément e, c.-a-d. ¢* := e. Si p est assez
grand, il y a au moins ¢+1 A;, avec h dans [1, g+ 1] ayant le méme g¢-type sur
7. On peut vérifier, via un jeu EF a g coups, que A et sa sous-structure stricte
S engendrée par A\ T}, sont g-équivalentes. Voici une stratégie gagnante pour
le joueur II. Si le joueur I choisit un élément qui n’est pas dans un A;, avec h
dans [1, g+1], le joueur II choisit le méme élément (mais dans I’autre structure
évidemment). Si le joueur I choisit un élément d'un Ay, , le joueur II choisit
un élément approprié dans un certain A;. Un élément approprié, c.-a-d. un
élément qui permet au joueur II de gagner le jeu, existe nécessairement parce

que A;, =, Ay, il n’y a pas d’hyperaréte contenant des éléments de différents
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T; et, dans la partie restante de A; (c.-a-d. IU(Q;; N S;—1)), chaque élément
est associé a lui-méme (puisque c’est 'interprétation d’une constante de 7).
Notons qu'il y a suffisamment de A4, disponibles pour le joueur II a chaque
coup parce quil y a ¢ A;, dans S et ¢+ 1 A;, dans A, et il y a seulement ¢
coups dans le jeu.

On pose maintenant la valeur de k de facon a ce que, pour tout A dans C,
s’ill y aun P, ; de taille plus grande que k, alors on peut trouver une S comme
ci-dessus (on a vu que c’était possible si k était assez grand). Les modeles
minimaux de ¢ sur C ne peuvent pas avoir un F;; de taille plus grande que
k parce que l'existence d’'une §& pour un tel modele minimal contredit sa
minimalité. D’ol, les modeles minimaux de ¢ sur C ont nécessairement un

k-quotient acyclique et sont donc, par le théoreme 4.6, de taille bornée. [

4.4 Théoreme pour les structures a k-quotient
~v-acyclique

On est maintenant en mesure d’établir le théoreme sous une forme plus
générale. En effet, le théoreme de cette section implique les théoremes de
préservation par extension des deux sections précédentes (cas a k-quotient
acyclique et cas 7y-acyclique). Cependant, les arguments que l'on a utilisés
précédemment vont nous permettre de prouver le théoreme suivant de fagon

plus courte et plus claire.

Théoreme 4.13. Soit k > 1 et C une classe de structures finies a k-quotient

~v-acyclique close par sous-structure et union disjointe. Alors, sur C, on a

FONPE =3JFO.

Démonstration. Comme d’habitude, on a juste a montrer que FO N PE C
dFO. On utilise le théoreme 4.10 et la méme méthode que dans la preuve du
théoreme 4.6. Soit ¢ un énoncé du premier ordre sur ¢ de rang de quantifica-

tion ¢ préservé par extension sur C. Toute structure A dans C a un k-quotient
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v-acyclique H(A)/P. Ce quotient nous permet de définir une structure -
acyclique A de domaine A := P sur une nouvelle signature &. Cette signature
o doit étre suffisamment riche pour que 'interprétation des éléments de &
sur A décrive complétement A, exactement comme la signature ¢ dans la

preuve du théoreme 4.6. On définit 6 comme 1'union de

{L; | j €[LK]} et

{Rm’dlde ‘ R - g, {Z.la “'72.7‘} - [1’k]

1.0

et {dy,...,d,} C[0,m—1]}

pour m dans [1, p|, ot les L; sont des relations unaires, p est arité de H(.A)/P
(qui est majorée par l'arité de o), et, pour tout R dans o, r est l'arité de
R et les R;’:jﬁ;“dr sont des relations d’arité m. Comme dans la preuve du
théoreme 4.6, les L; sont interprétées comme les tailles des F;. On fixe n’im-
porte quel ordre total pour chaque P; € P. Soit R une relation dans o et
(ay,...,a,) un r-uplet dans R4 tel que, pour tout [ dans [1,7], a; est le i-
ieme élément de P,, ou les P, sont m différents éléments de P. On étiquette
chaque P,, par un nombre d; dans [0, m — 1] de maniere & ce que deux P,
aient des étiquettes différentes si et seulement si ils sont différents. Pour
chaque R, chaque uplet (ay, ...,a,) dans R* et chaque étiquetage possible
(I'interprétation de R?fj_c_l;;"dr dans A) le m-

) ott, pour tout d dans [0, m— 1], P;, est le P,, d’étiquette

m,dy...dr A

©1.. 0y

(di)iep,r, on ajoute a R
uplet (P; P

Jos s 4 jm—1
d.

Par le théoreme 4.10, on sait que toute structure y-acyclique suffisamment
grande a une sous-structure stricte et une extension ¢-équivalentes. D’ou, si
une structure A dans C est assez grande alors, comme les éléments de P sont
de taille au plus k, A (qui est y-acyclique) doit étre grande aussi et donc
doit avoir une sous-structure stricte S et une extension & g-équivalentes.

On vérifie facilement, par un jeu EF & ¢ coups (comme dans la preuve du
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théoréeme 4.6), que la sous-structure stricte S de A engendrée par us (sa
F-structure associée est S) et 'extension £ de A de g-structure associée £
sont g-équivalentes. D’ot1, on a montré que les modeles minimaux de ¢ sur C

sont de taille bornée. O

4.5 Cas f-acyclique

Dans cette section, on donne un contre-exemple montrant que le théoreme
4.13 n’est plus vrai lorsque I’on considere des classes de structures -acycliques
au lieu de structures a k-quotient ~v-acyclique. Cependant, on montre le
théoreme de préservation par extension pour un cas particulier de classe de
structures (-acycliques : la classe de toutes les structures finies F-acycliques
(pour n’importe quelle signature).

Le contre-exemple doit étre constitué d’une classe C de structures finies

et d'un énoncé du premier ordre ¢ vérifiant les propriétés suivantes :
1. C est close par sous-structure et union disjointe.
2. Toute structure A € C est f-acyclique.
3. ¢ est préservé par extension sur C.

4. ¢ n’est pas équivalent a un énoncé existentiel sur C (c.-a-d. le nombre

de modeles minimaux de ¢ sur C est infini).

On consideére une signature {7} avec T' d’arité 3. Notons que la signature
dans un contre-exemple doit nécessairement contenir une relation d’arité au
moins 3, parce que pour les structures d’arité au plus 2 les différentes notions
d’acyclicité coincident. Pour obtenir notre contre-exemple, on décrit d’abord
un ensemble D de structures f-acycliques D,, (n > 2). Alors C sera la cloture
de D par sous-structure et union disjointe et ¢ sera un énoncé signifiant
“contenir un D,,”. Commencons par la description de D,,.

Chaque D,, contient n points p1, ..., p, et un point particulier s relié a

tous les p;. Les p; forment un segment pour la relation 7" avec p; et p, pour
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extrémités. Plus précisément, on a

TP = {(s,pi,pir1) | 1€ [L,n—1]} U
{(p17p17p1)7 (pnapnapn)}

La figure 4.5 représente Ds.

FI1G. 4.5 — La structure Ds. Chaque ovale correspond & un élément de 775,

Comme déja mentionné, C est la cloture de D = {D,,, n > 2} par sous-

structure et union disjointe. La propriété 1 est donc satisfaite.

Chaque D,, € D est -acyclique. En effet, un 3-cycle ne peut pas contenir
le sommet s car il appartient a toutes les hyperarétes, et les autres sommets et
hyperarétes forment un chemin qui ne se ferme pas et donc ne contiennent pas
de B-cycle. Par ailleurs, toute sous-structure et union disjointe de structures
(B-acycliques est aussi J-acyclique. Cela montre la propriété 2. Notons que,

pour tout n plus grand que 3, D,, est y-cyclique. Par exemple,

({plap27 8}7p27 {p27p37 8},])3, {p37p47 8}7 S)

est un ~y-cycle.

Soit ¢ 1’énoncé

JrIyFz(x Ay ANa# 2Ny # 2 ANTryz AVuVo

(Tzuv = (Tuuu V FaTzau) A (Tvvv V F6Tz0b))).
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L’énoncé ¢ dit qu'il existe un = (le point s) appartenant a au moins une
relation et tel que tous points u et v dans une relation Txuv satisfont les
conditions suivantes :
e si u n'est pas l'extrémité gauche, il est relié a un autre point sur sa
gauche et
e si v n'est pas l'extrémité droite, il est relié a un autre point sur sa
droite.
Sur C, cet énoncé signifie “contenir un D,,”. Les modeles minimaux de ¢ sur
C sont les D,, (parce qu’aucun D,, n’est sous-structure d'un D,, avec m # n)
et toute extension d’une structure contenant un D,, contient également D,,.
Cela prouve les propriétés 3 et 4.
Meéme si les conditions de cloture du théoreme 4.13 ne suffisent pas dans
le cas B-acyclique, on a le théoreme de préservation par extension dans le cas

particulier suivant.

Théoreme 4.14. Pour toute signature o, la classe Cg, de toutes les o-
structures finies B-acycliques satisfait le théoréeme de préservation par exten-

sion.

Démonstration. C’est une application du critere de cloture par “union over
bottleneck” de [ADGOS]. Un bottleneck est un ensemble de sommets de taille
bornée dont la suppression produit un grand ensemble éparse (c.-a-d. un en-
semble dans lequel la distance entre deux éléments quelconques est supérieure
a une certaine constante). L'union A &g B de deux structures (ou deux hy-
pergraphes) A et B par un ensemble S est la structure dont le domaine est
I'union de A et B ou I'on identifie les éléments de S et les éléments restants
sont disjoints. Atserias, Dawar et Grohe montrent que si C est une classe de
structures finies avec la propriété que chaque élément de C a un bottleneck et
telle que C est close par union par ces bottlenecks, alors C satisfait le théoreme
de préservation par extension.

Un hypergraphe (-acyclique H est aussi a-acyclique et donc a un arbre de

jointure T'. Par argument dans la preuve du lemme 2 de [ADKO06] appliqué
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a T, on trouve un bottleneck parmi les sous-ensembles des hyperarétes de H.
On peut méme s’assurer que les bottlenecks sont des hyperarétes de H (par
exemple, en appliquant leur argument avec p + 1 pétales). Il suffit donc de
prouver que Cg, est close par union par hyperaréte.

Soit A et B des structures de Cg,, et soit Z = H(A) et J = H(B) leurs
hypergraphes (-acycliques) associés. On suppose qu'il y a une hyperaréte S
commune a Z et J. S’il y a un (-cycle dans Z ®g J, il doit comporter des
hyperarétes :

o [y, ..., FdeZ,

o iy, ..., By de J et

o Iy, .., E,deT
avec E; et E; intersectant S respectivement en z; et z,;_;. Les hyperarétes £
et £ ne peuvent pas étre toutes deux égales a S (les Ej sont nécessairement
différentes). Si E; = S, alors (E, ..., E;, x;, E;, ..., E,,) est un f-cycle de Z.
Si E; =S, alors (B, ..., B, xj-1, Ej, ..., E,) est un f-cycle de Z. Si E; et E;
sont différentes de S, alors (Ey, ..., E;, x;, S, x-1, E;, ..., E,) est un f-cycle de
Z. Dans chaque cas, on a une contradiction. D’ou Z @g J (qui est égale a
H(A®g B)) est f-acyclique. Donc A @g B appartient a Ca,,. O
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Acyclicité et bases de données

Dans le domaine des bases de données, on s’intéresse notamment au
probléme suivant : étant données une structure relationnelle finie A et une for-
mule ¢(z1, ..., x,), quels sont les uplets (ay, ..., a,) tels que A = é(ay, ..., an) ?
La question de la satisfaction d'un énoncé ¢ correspond au cas n = 0. Ce
probleme joue un role central en bases de données puisque cela revient a
donner une réponse a une requéte (la formule ¢(z1, ..., z,)) formulée par un
utilisateur qui interroge une base de données (la structure A). Ce probleme
est a priori tres difficile (d'un point de vue algorithmique) dans le cas ou
¢(x1, ..., ;) est une formule du premier ordre quelconque et A n’importe
quelle structure finie (il est PSPACE-complet en la somme des tailles de
A et de ¢). Méme si la formule est supposée existentielle, ce probleme reste
difficile puisqu’il devient alors NP-complet. Pour contourner cette difficulté,
des restrictions sur la formule ou sur la structure sont nécessaires. C’est
pourquoi, de nombreuses méthodes de décomposition ont été introduites. En
particulier, il existe divers définitions paramétrées par un certain entier k
ayant pour but de quantifier I'acyclicité de la formule (c.-a-d. de I'hyper-

graphe formé par ces atomes) ou de la structure. Ce “degré” d’acyclicité k
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est alors appelé la largeur de la décomposition. On peut par exemple citer
la treewidth (largeur d’arbre, cf. section 2.4), la cliqgue-width (cf. [CO00]), la
query-width (cf. [CRI7]), la branchwidth (cf. [RS91)), I'hypertreewidth et la
generalized hypertreewidth (cf. [GLS02]), ainsi que la component hypertree-
width (cf. [GMS07]). Cela permet alors de raisonner a k fixé et dans certains
cas de réduire la complexité du probleme initial. L’'un des cas de base est
celui des requétes conjonctives acycliques : si ¢(xq,...,x,) est existentielle
positive et sans connecteur V et que ’hypergraphe formé par ses atomes a
un arbre de jointure, alors le probleme de requéte se résout en temps polyno-
mial (il est méme LogCFL-complet, cf. [GLS98]). Plus généralement, pour
la plupart des notions précédentes, lorsque k est fixé (considéré comme une
constante pour la complexité) on peut détecter et évaluer les requétes de lar-
geur de décomposition au plus &k en temps polynomial. La méthode consistant
a fournir des algorithmes efficaces pour détecter et évaluer des instances de
formules ayant une petite largeur k£ se montre tres utile en pratique puisque
la plupart des requétes formulées par des utilisateurs pour leurs usages ha-
bituels rentrent dans ce cadre. Pour une étude approfondie des méthodes de

décomposition, on pourra consulter [GLS00] ou [Mik08].

Dans de nombreux cas, comme celui de la treewidth, la query-width,
I’ hypertreewidth, la generalized hypertreewidth et la component hypertrecwidth,
la décomposition associée est définie par l'existence d'un arbre de jointure
dont les sommets sont formés d’au plus k sommets et/ou hyperarétes de
I’hypergraphe considéré. A cela s’ajoute bien str une condition pour que la
forme de I'hypergraphe considéré influe sur la largeur des décompositions
possibles : chaque hyperaréte doit étre incluse dans au moins un sommet de
I’arbre de jointure. Sans rentrer dans les détails de chaque variante possible,
on peut remarquer que, comme un hypergraphe a un arbre de jointure si et
seulement si il est a-acyclique, le cas de base (hypergraphes de largeur de
décomposition égale a 1) correspond aux hypergraphes a-acycliques. Comme

déja remarqué, cette notion n’est pas héréditaire. Plus généralement, la no-
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tion de largeur de décomposition inférieure & k n’est pas héréditaire (sauf pour
la treewidth). En effet, un hypergraphe de largeur de décomposition au plus
k peut avoir des sous-hypergraphes de largeur de décomposition plus grande
que k. Comme la détection et I’évaluation de requétes de largeur bornée peut
déja se faire de maniere efficace, un objectif possible serait d’avoir en plus des
décompositions plus “régulieres”, héréditaires par exemple. C’est pourquoi,
on pourrait essayer de définir des décompositions ayant pour cas de base
des notions héréditaires comme la 3 ou la ~-acyclicité. Citons deux options

envisageables inspirées des résultats de cette these.

1. Comme les hypergraphes ~-acycliques sont ceux ayant un arbre de
jointure & branches disjointes pour tout choix de racine (cf. section
2.2), on pourrait essayer de définir des méthodes de décomposition
avec la condition supplémentaire que, pour suffisamment de choix de
racines possibles, il existe une décomposition dont I'arbre de jointure
associé est a branches disjointes. Il existe différentes fagons de définir
ces choix de racines possibles, par exemple : toute hyperaréte de 1'hy-
pergraphe est incluse dans la racine d’une décomposition a branches
disjointes. A priori, on obtient dans tous les cas une notion de lar-
geur de décomposition telle que les requétes de largeur bornée sont
facilement évaluables. Ce qui demande du travail est de les repérer de
fagon efficace et de savoir si la notion de largeur inférieure a k est bien
héréditaire.

2. Comme il existe des regles définies par des formules du premier ordre
op(x) et ¢4(z) permettant de décider la § et la y-acyclicité (cf. sec-
tion 2.3), il serait peut-étre intéressant de définir des formules ¢g ()
et ¢, r(x) paramétrées par un entier k telles que : ¢go(z) et ¢y 0(2)
sont équivalentes a ¢g(x) et ¢,(z) et, pour tout k, DR(¢gi(x)) C
DR(¢341(2)) et DR(¢,4(x)) © DR(,11()). Pour tout § € {6, 7}
et tout entier k, si ¢ () est universelle, alors 'ensemble des hyper-

graphes de largeur au plus k (c.-a-d. DR(¢sx(2))) est bien héréditaire
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et reconnaissable en temps polynomial (cf. proposition 3.14). Cette
fois, la question est de savoir si les requétes de largeur bornée sont
évaluables en temps polynomial et si les ensembles DR(¢s(z)) cap-
turent suffisamment d’hypergraphes comparativement aux méthodes

de décomposition habituelles.

5.2 Regles destructrices

Dans le chapitre 3, on montre quels fragments de FO permettent de
définir en termes de regles des propriétés nécessairement dans PTIME. Ce-
pendant, parmi les fragments de DR contenant des propriétés NP-completes,
il existe également des propriétés décidables en temps polynomial et qui
n’appartiennent pas a un fragment inclus dans PTIME. Par exemple, 1’en-
semble P, des hypergraphes a-acycliques est dans I*V*DR!' et pas dans
V*DR!' (cf. exemple 3.5). Il n’est pas non plus dans DR? sans quantificateur
ni dans 3*DR'. En effet, supposons que P, soit égal & DR(¢(x,y)) avec
¢(z,y) sans quantificateur ou a DR(¢)(x)) avec 1(x) existentielle. La {€}-
structure A := ({a, b} | {(a,b)}) est un hypergraphe a-acyclique, c’est-a-dire
que A € P,. Comme ¢(z,y) et 1»(x) sont préservées par extension, on vérifie
facilement que la structure ({a,b,c,d} | {(a,b), (b,c),(c,d)}) est aussi dans
DR(¢(z,y)) et DR(¢(x)). C’est une contradiction dans les deux cas parce
que cette structure n’est méme pas un hypergraphe. On propose ici quelques
pistes pour étre capable de détecter davantage de propriétés appartenant a

PTIME et définissables par des regles destructrices.

Cas particuliers. La classification du théoreme 3.8 concerne la classe de
tous les graphes orientés. En effet, par définition, DR(¢(z1, ..., 1)) est 'en-
semble de toutes les structures finies telles que l'application successive de
la régle définie par ¢(zy, ..., ;) mene a la structure vide. On peut donc se

poser la question de la complexité de DR(¢p(xy, ..., zx)) lorsqu’on restreint
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la classe des structures auxquelles on applique la regle, c.-a-d. la complexité
du probleme “A € DR(¢p(x1, ..., zx))” sachant que A appartient déja a une
certaine classe C. Par exemple, considérons la classe C;, des hypergraphes vue
comme la classe des {€}-structures finies qui ne contiennent pas de points
a, b et c tels que a € b € c¢. Si on obtenait une classification des fragments
de FO pour lesquels DR(¢(z1, ..., xx)) N Cp, est toujours dans PTIME, il
est probable qu’elle soit différente de celle du théoreme 3.8. En particulier,
la propriété P, serait peut-étre dans un tel fragment. Par ailleurs, dans les
preuves de NP-complétude de la section 3.2, la présence de boucles et 'orien-
tation des arétes semblent jouer un role essentiel. Il est donc possible que 1'on
obtienne des classifications différentes en fonction de la présence de boucles
et du fait que les graphes considérés soient orientés ou non. Remarquons pour
illustrer que la distinction entre le cas des graphes (non orientés sans boucle)

et les autres cas est décisive dans [GKS00].

Variantes. Une autre optique serait de donner une définition différente
pour les regles destructrices qui permette d’exprimer seulement des propriétés
dans PTIME. Une technique possible est de donner une regle déterministe
pour lapplication des regles (comme les regles avec unicité de la section
3.4). Par exemple, on peut décider d’appliquer la régle de maniere simul-
tanée : on retire a chaque application de la regle tous les éléments a de la
structure qui satisfont ¢(a). Avec cette définition, on capture, entre autres,
toutes les propriétés du premier ordre. On peut aussi décider d’ajouter des
variables libres aux propriétés définies. Pour les interpréter, on aurait par
exemple (A, a) € DR(¢(z,y))(y) si appliquer successivement la régle “reti-
rer un élément u différent de a tel que A = ¢(u, a)” mene a la sous-structure
de domaine {a}. Cela permet alors de quantifier sur ces variables. Remar-
quons également que, lorsqu’on retire un point via une regle, on ne garde pas
d’information concernant la structure originale. On pourrait donc ajouter la

possibilité de garder en mémoire les éléments déja retirés. On peut facilement
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montrer que cet ajout de mémoire utilisé dans le cadre des regles simultanées
avec variables libres permet par exemple de définir la cloture transitive de
toute formule x(z,y). De plus, ce formalisme de regles destructrices définit

bien uniquement des propriétés décidables en temps polynomial.
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