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Introduction Historique

Pour avoir une intuition géométrique des problemes abordés dans cette these,
il faut remonter aux travaux de Novikov ( dans les années 70 ) sur des obstruc-
tions fines liées a la chirurgie sur les variétés; en langage moderne, la conjecture
qu’il a posée se réduit a deux grands axes majeurs : l'existence d'une “ as-
sembly map 7 suffisamment réguliere, et des propriétés d’excision en L-théorie
( liée aux obstructions de Wall, cette théorie étudiée par Ranicki ( cf [Ran97] ),
considere des modules munis de formes quadratiques ). Ces problemes sont dus
en grande partie au gros défaut de la K-théorie algébrique : contrairement aux
théories cohomologiques usuelles, celle-ci ne vérifie en général pas ’axiome d’ex-
cision, sauf dans des cas tres particuliers, et avec des hypotheses ad hoc. Dans
la droite lignée de cet ordre d’idées géométriques, Waldhausen publie en 1978
Particle [Wal78] qui étudie la nullité des groupes d’obstruction de Whitehead,
dans le cas d’'un produit libre d’anneaux. En fait, il y développe un ensemble de
conditions favorables sur ’anneau de base C' considéré, pour que pour tout C-
bimodule S libre & gauche, le spectre KNil(C; S) soit contractile, autrement dit
pour qu’il y ait excision en K-théorie. Parmi ces conditions figure une hypothese
naturelle a tout mathématicien évoluant en géométrie algébrique : 'anneau C
doit étre “ régulier 7, c’est-a-dire usuellement noethérien-régulier, ou cohérent-
régulier. Le gros probleme de cette approche est que le caractere cohérent de
I’anneau n’est pas stable par HNN-extension, ou somme amalgamée ... et alors
la notion de régularité habituelle perd tout son sens! D’ou les tentatives de Mr
Vogel : [Vog83] ot il définit le KNil pour des catégories de diagrammes, puis
[Vog90] ot il formalise la notion d’anneau régulier, et redémontre une bonne
partie des résultats de Waldhausen avec des hypotheses affaiblies. La tactique
utilisée, et que nous allons développer tout au long de cette these, consiste a
remplacer systématiquement dans les constructions de Waldhausen les modules
par des complexes de modules, puis les modules munis d’une fleche nilpotente
( objets du Nil(C;S) ) par des multicomplexes ( cf chapitre 2 ), bénéficiant
ainsi de catégories de Waldhausen munies de foncteurs-cylindres canoniques
( plus proches ainsi du formalisme de “ complicial biWaldhausen category ” de
Thomason-Trobaugh [Tro90] ). Aidé alors par un théoréme de localisation puis-
sant, Vogel ramene le probleme d’excision a des calculs d’objets locaux. Mal-
heureusement, faute de résultat final, les deux articles ci-dessus n’ont jamais été
publiés, et furent légués tels que a ses collegues Staffeldt & Schwiénzl a Bielefeld,
ou Loday a Strasbourg. Par la suite, les travaux de Loday se sont tournés vers
I’homologie cyclique ( cf [Lod92] ), tandis que Staffeldt & Schwénzl étudiaient
les S-modules ( cf [Sch02] ) et la “ brave new algebra ” ou les problemes de



KNil sont éludés. En conclusion, il fallait mettre & plat les différents résultats
auxquels conduit la notion ( importante ) de Vogel-régulier, et ainsi faire avan-
cer IEtat de I'Art. Merci & Mr Pierre Vogel pour ses nombreux conseils et sa
fructueuse collaboration : la plupart des idées développées ici, et les calculs les
plus compliqués sont de lui, ou lui doivent beaucoup.

Donnons maintenant I'articulation de la these qui va suivre.

Un premier chapitre est consacré a énoncer les axiomes et théoréemes principaux
de la K-théorie algébrique développés par F. Waldhausen dans [Wal85], plus
quelques rappels incontournables de D. Quillen dans [Qui73]. On analyse en-
suite en détails la structure de I’article fondateur [Wal78] sur les produits libres
d’anneaux, qui sert de cadre & ma these, mettant en évidence les endroits ol
apparaissent les hypotheses de régularité sur 'anneau de base C.

Un deuxieéme chapitre étudie différentes catégories de ( multi- ) complexes de
C-modules et leur manipulation : leur richesse face aux C-modules tient aux
nombreuse notions d’équivalences faibles dont on peut les munir. De plus, ils
possedent une structure de catégorie triangulée ( d’ou interprétation plus aisée
de la catégorie dérivée ) ; mais aussi un foncteur-cylindre naturel qui permet des
calculs liés au théoreme de localisation. Dans le but avoué de trouver des criteres
d’annulation du KNil, on réinterprétera obstruction & l’excision en termes de
catégories de ( multi- ) complexes.

Le troisiéme chapitre introduit toute une série de foncteurs, et leurs relations, en
particulier un foncteur “ cyclique ” original défini sur les complexes nilpotents.
Leur importance tient dans I’application du théoreme d’additivité qui permet
alors de scinder le KNil en morceaux.

Le quatrieme chapitre est essentiellement une application du théoreme de loca-
lisation de Waldhausen, modifié par Vogel pour les complexes, afin de calculer
des objets “ locaux ”. C’est a cet endroit précis que manque un théoreme de
dévissage, qui permettrait de conclure.

Enfin le cinquiéme et dernier chapitre développe la notion d’anneau “ régulier ”
au sens de Vogel, sa stabilité, son utilisation pour les complexes, la classe des
groupes “ réguliers ” et la conjecture qui sous-tend toute l’architecture tacite
de mes travaux de these :

Conjecture : Soit C' un anneau régulier au sens de Vogel, et S
un C-bimodule, plat & gauche. Alors KNil(C; S) est contractile.

Convention :

Désormais, dans toute la suite de la these, on supposera tous les anneaux
unitaires et associatifs. Si C' est un anneau, on notera Mod¢c la catégorie des
C—modules a droite : sauf mention expresse du contraire, tous les modules
considérés auront une action a droite. Tous les spectres de K-théorie considérés
dans cette these seront connexes, a ’exception notable des chapitres 4.4, 5.2
et 5.4, ou les spectres non-connexes ( ou “ généralisés ” ) seront soulignés :
K(R), KNil(R;...),Wh™(G) sont tous obtenus & I'aide du foncteur suspension
3. de Karoubi défini sur la catégorie des anneaux.




Chapitre 1

La K-théorie algébrique de
Friedhelm WALDHAUSEN

1.1 Les axiomes

Nous allons donner ici les différents axiomes élémentaires, qui permettent de
parler de “ catégorie de Waldhausen ” et d’utiliser les théoremes fondamentaux
énoncés au paragraphe suivant et dont le lecteur pourra trouver la démonstration
dans Darticle [Wal85]. Le but de ce rappel est seulement d’introduire les nota-
tions dont nous allons nous servir tout au long de cette these.

On considére une catégorie € “ pointée ” : elle possede un objet nul * ( a la
fois initial et final ). On munit (€, ) d’une classe (co€ C FI€) de fleches notées
>> et appelées “ cofibrations 7, vérifiant les axiomes suivants :

[Cof1] Tout isomorphisme est une cofibration.

[Cof2] Pour tout objet A de €, la fleche (x — A) est une cofibration de €.

[Cof3] Pour toute fleche (A — C) de € et toute cofibration ( A>= B ) de €,
la “ somme amalgamée ” C'[[, B ( en anglais le “ pushout ” ) existe

dans € et la fleche induite ( > C'[[4 B ) est une cofibration de €.

Notation : On dira que ( A>£> B¢ ) est une “ suite exacte courte ”
si dans le pushout suivant : A>L> B f est une cofibration de €,
go f=0 etlafleche
induite (A/B — C)

est un isomorphisme.

_l

>k>—>B/A
BN

Une telle fleche ( B = ye; ) sera appelée “ fibration ”.



Remarque : Cette notion est différente de celle de fibration en topologie, ou
dans les catégories de modeles fermées de Quillen. Toutefois, les “ cofibrations
admissibles 7 d’une catégorie exacte €& de Quillen ( les premieres fleches des
suites exactes courtes ) forment une classe de cofibrations cof.

<

Toute cette structure (&, x, co€) est appelée “ catégorie avec cofibrations ”.

On la munit d'une deuxieme classe (w€ C FI€) de fleches notées —> et
appelées “ équivalences faibles 7, vérifiant les axiomes suivants :

[Weql]  Tout isomorphisme est une équivalence faible.
[Weq2]  Pour tout diagramme commutatif : ¢ <=— A>—> B,
AN LR
C'<— A'>> B’
si les fleches verticales sont dans w€, alors la fleche induite
entre les pushouts ( C[[4 B —= C"[[ 4, B') est aussi dans w€.

143 7 3

catégorie de Waldhausen
)

On désignera par , aussi appelée “ catégorie
avec cofibrations et équivalences faibles ” une telle structure (€, , co€, w€).
On appellera foncteur “ exact ” tout foncteur (F : 2 — 9B) respectant chacune
de ces structures, c’est-a-dire F'(co2l) C coB, F(w) C B, et pour tout pushout
décrit dans l'axiome [Cof3], on a: F(C ][, B) = F(C) [Ipa) F(B).

Ces axiomes suffisent a définir de maniere fonctorielle le spectre connexe de
K-théorie algébrique K(C,w) = Q|wS.C| dont les groupes d’homotopie posi-
tifs redonnent les groupes de K-théorie usuels ( pour une catégorie exacte € de
Quillen ) : K;(€,isom) = m41(wS.€) = m+1(QE) ; le lecteur intéressé pourra
trouver les détails sur la construction “ S ” de Waldhausen dans [Wal85].

Dans le but de rendre cette K-théorie plus facilement calculable,
Waldhausen introduit 3 types d’axiomes supplémentaires :

[Saturation]  Pour tout triangle de fleches composables (a, b, ab),
si 2 fleches sont dans wC, alors la 3%™¢ aussi.

[Extension]  Pour tout diagramme commutatif : A>> B —> B/A |
U
Al B = B'|A
si les lignes sont des suites exactes courtes et les fleches

verticales externes dans wC, alors la fleche verticale du
milieu ( au niveau des extensions ) est aussi dans wC.

Définition : Soit € une catégorie de Waldhausen.
Notons FI(€) sa “ catégorie des fleches ”.
Et soit F;(C) sa “ catégorie des cofibrations ”.

10



Elles sont munies de structures de catégorie de Waldhausen exemplaires :

A = B Dans FI(€), une fleche (u,v) de f vers g est un diagramme commu-

u\L i/v tatif. Une équivalence faible est un diagramme ol w et v sont dans
C —D w€. Une cofibration est un diagramme ou u et v sont dans co€.
E=——=F Dans F(€), une fleche (o, B) de i vers j est un diagramme

al | a/: commutatif. Une équivalence faible est un diagramme ou

L, v \F a et (8 sont dans w€. Une cofibration est un diagramme
G > Z ol v et v sont dans co€ ( donc aussi o’ et § !) : cette
v

condition équivaut & demander que le conoyau de la fleche

H (o, B) € coF1(€) soit encore une cofibration.

L

<

On a alors 2 foncteurs exacts (s,b : FI(€) — €) appelés “ source ” et “ but 7,
qui & toute fleche (f : A — B) associent respectivement : s(f) = A et b(f) = B.
On appelle “ foncteur-cylindre ” T la donnée d’un quadruplet (7, j1,jo2,p)
formé d’un foncteur (T : FI(€) — €) et de trois transformations naturelles (j; :
s—T), (jo:b—T)et (p: T — b) tel que pour toute fleche (f : A — B) de €,

on a ALT(f)<j—QB vérifiant : | [Cyi1] le foncteur (F1(¢) — Fi(C))
X lp/ défini par : [fi—> (AV B>—=T(f))

B est exact pour les structures ci-dessus.

[Cyl2] T(* > A)= (A, f Ida, Ids).

Le deuxieme type d’axiomes relie alors le foncteur-cylindre
( quand il existe ) et la classe des équivalence faibles :

[Cylindre] Vf € FI(C), (p: T(f) = B) € wC.

b2

Enfin un troisiéme type d’axiomes, appelés “ hypotheses d’approximation 7,
concerne un foncteur (F: A — B) “ exact ” entre 2 catégories de Waldhausen :

[Appl] Vo € FIA, (o € wA < F(a) € wB).
[App2] VA € ObA, F(A) ——=F(A) .

V(8: F(A) — B) € FIB,
3(: A— A') € FIA, Bj /
30: F(A)>=B)cuB M

telles que le diagramme a droite commute :

Remarque : D’apreés une observation de Thomason, si A posseéde un foncteur-
cylindre, et si la classe wA vérifie Paxiome [Cylindre], alors il est inutile d’exiger
que ¢ soit une cofibration dans laxiome [App2].

11



1.2 Théoremes fondamentaux
Dans ce cadre, voici les 3 théorémes principaux, tirés de [Wal85] :

Théoreme 1 [Additivité]
Soit C une catégorie de Waldhausen, on lui associe naturellement la catégorie
E(C) de ses suites exactes courtes. Alors le foncteur [ (A>= C = B) +— (A, B)]

induit une équivalence d’homotopie : K(E(C),w) > K(C,w) x K(C,w) .

Corollaire 1 .

Soient A, B deux catégories de Waldhausen, et soient ( f,g,h : A — B) trois
foncteurs exacts, tels que pour tout objet A de A, on ait une suite exacte courte
( f(A)>= g(A) = h(A) ) naturelle en A, alors au niveau des groupes positifs de

K-théorie algébrique, on a l’égalité suivante : [(g« = fe+h«) : Ki(A) — K.(B)].

Théoréeme 2 [Fibration]

On considere une catégorie avec cofibrations C munie d’un foncteur-cylindre

et de deuz classes d’équivalences faibles (vC C wC), telle que wC vérifie les
aziomes [Cylindre], [Saturation] et [Extension]. Notons C¥ = {A € C|(x — A) € wC}.
Alors K(C",w) est contractile, et on a la “ fibration homotopique ” suivante :

[ K(CY,v)> K(C,v) > K(C,w) |].

Théoréme 3 [Approximation]

Soient A, B deux catégories de Waldhausen, avec wA,wB vérifiant l’axiome
de [Saturation], A possédant un foncteur-cylindre et wA vérifiant ’axiome du
[Cylindre]. On considére un foncteur exact (F : A — B) vérifiant les deux
hypothéses d’approzimation [Appl] et [App2]. Alors le foncteur induit au niveau

des spectres de K-théorie est une équivalence d’homotopie : K(A) > K(B) .

Pour les catégories exactes € de D. Quillen, et la structure usuelle de Waldhausen
associée : ( co€ = débuts de suites exactes de € ), et ( w€ = isomorphismes ) ;
on dispose de trois théorémes supplémentaires trés utiles, tirés de [Qui73].

Théoréme 4 [Cofinalité]

Soit A une petite catégorie exacte, et (B C A) une sous-catégorie additive
pleine, contenant 0 et stable par extensions dans A. On dit que B est “ cofinale
” dans A si pour tout objet A de A, il existe un supplémentaire A’ dans A tel
que la somme directe (A ® A’) appartienne & B. Notons alors G la catégorie
associée au groupe : G = Coker(Ky(B) — Ky(A)). Alors on a une fibration
homotopique : | K(B)>> K(A) =G ]. En particulier elle induit un isomor-
phisme sur les groupes [K;(B) ~ K;(A)], pour tout i > 1, et une injection au
dernier cran | Ko(B)>> Ko(A) ].

Remarque : La notion de “ cofinalité ” a été simplifiée grace a une remarque
de D. Grayson. La démonstration est essentiellement une application du lemme
B de Quillen sur les espaces simpliciaux.
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Théoréeme 5 [Dévissage]

Soit A une petite catégorie abélienne, et (B C A) une sous-catégorie pleine,
non-vide, stable par sous-objets, quotients et produits finis dans A. On suppose
que tout objet M de A admet une filtration (0 = My C My C ... C M,, =
M) telle que le gradué M;/M,_1 appartienne a B, pour tout indice j. Alors

Uinclusion induit une équivalence d’homotopie : K(B) = K(A) .

Théoréme 6 [Résolution]

Soit M une petite catégorie exacte, et (P C M) une sous-catégorie pleine,
contenant 0, et vérifiant les trois propriétés de stabilité suivantes :

On considere la suite exacte

(1): 0-M —-M-—->M'—-0

Si on suppose M', M" dans P, alors M y est aussi.
Si on suppose M dans P, alors M’ y est aussi.
Enfin pour tout objet M" de M, il existe une suite exacte (1) avec M dans P.

Alors, Uinclusion induit une équivalence d’homotopie : K(P) > K (M) .

Remarque : Trouver une généralisation au cadre des catégories de Waldhausen
de ces théoremes de “ dévissage ” et “ résolution ” reste un probleme d’actualité.

1.3 Une application utile

Nous présentons ici comme application des théoréemes généraux précédents une
proposition classique, due a Gillet-Waldhausen :

Proposition 1 .

Soit R un anneau. Alors si on note Pr la catégorie des C-modules projectifs
de type fini, C{% la catégorie des R-complexes finis, et Cr la catégorie des
R-complezes homotopiquement finis, alors on a le méme espace de K-théorie
K(R) ~ K(Pg,isom) ~ K(Ck, qis) ~ K(Cg, qis).

Démonstration :

187¢ étape : On applique le théoreme d’approximation au foncteur d’inclusion C{a C Crg.
[Saturation] : Les quasi-isomorphismes sont les fleches qui induisent des isomorphismes en
homologie ; or les isomorphismes vérifient cet axiome.

[Cylindre] : Ces deux catégories possédent un foncteur-cylindre classique. Pour toute fleche
(f« : Ax — By), on pose [T(f)n = An ® An—1 @ Byn] muni de la différentielle : d(z,y,z) =
(dx + vy, —dy,dz — f(y)), et des inclusions canoniques (j1 : A — T(f)) et (j2 : B — T(f)).
Le conoyau de j2 est alors le cone C'A, qui est contractile, donc j2 est un qis. La projection
(p: T(f) — B) vérifie [po jo = Idg] donc par saturation, p est un gis.

[App1] : 11 est évident que le foncteur d’inclusion est exact, et préserve et détecte les qgis.
[App2] : Soit A, fini et By homotopiquement fini, avec une fleche (fx : Ax — Bx) fixée.
Alors il existe B. fini avec (h : B, — Bs) équivalence d’homotopie. On remonte la fleche
f en une fleche (g : A — B’) grace a 'inverse homotopique de h. Alors (hog ~ f) donc
(f — hog) se factorise par le cone CA, en (e o). On pose enfin (a: A - CA® B’ = (i,9))
et (3: CA@ B’ =(e,h)); on a bien (Boa = f) et B est un qgis, et (CA & B’) est fini.

Ainsi nous avons vérifié toutes les hypotheses du théoréme d’approximation de Waldhausen,
donc le foncteur d’inclusion induit une équivalence en K-théorie : K(C{%, gis) ~ K(Cr,qis).
]

2i€me étape : Notons C% la sous-catégorie pleine de Cf; formée des R-complexes C tels
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que Cy est nul si k € [M,N]. La suspension induit bien siir une équivalence [K(C1}) ~
K(C(I)V_M)}. 11 suffit donc de considérer les catégories C{7. On va raisonner par récurrence sur
I’indice n.

On utilise le théoréme de fibration avec pour cofibrations : ( coC§ = morphismes de complexes
( A;>> B; ) injectifs en chaque degré, dont le conoyau B;/A; est dans Pgr ), et comme

classes d’équivalences faibles : ( vC{ = isomorphismes en chaque degré ), et (wCf = quasi-
isomorphismes ). On sait déja que wC{ vérifie les axiomes de [Saturation] et [Cylindre].
Elle vérifie aussi 'axiome d’[Extension] d’apres le lemme des 5. On obtient donc la fibration

homotopique sur les spectres de K-théorie : [ K(Cy™™,v) > K(Cp,w) —= K(C{,w) ].
Considérons la suite exacte : [ (... = C2 — Ker(d1) — 0)>> Cyx = (0 - Cy — Co — 0) ]

Elle permet, via le théoréme d’additivité, de montrer que le foncteur projection sur le terme
(po : Cx — Cb) induit une suite exacte scindée : [ K«(C"",v) >> K.(Cg"",v) 2 K«(R) ].

Considérons alors la suite exacte : [ (0 —» Co — 0)>>Cy, —> (0—-Cp, — ... - C1 —0) |.

Elle permet, via le théoréme d’additivité, de montrer que le foncteur projection sur le terme

(po : C« — Cp) induit une suite exacte scindée : [ K«(CT,v) > K«(C{,v) 2 K, (R) ]

On obtient ainsi le diagramme commutatif suivant, ot le carré noté @ est “ exact ” ( dans la
catégorie abélienne des spectres, c’est a la fois un pullback et un pushout homotopiques ) :

Ku(CL 1Y, ) > K.(C) ", v) = K.(C) '\ w)

! ! !

K.(CT"",v) K. (C7,v) —> K.(CT,w)

| e |

K.(Cy",v) K. (Cy,v) —> K.(C},w)
K.(R) ——— K«(R)

Ainsi on démontre, par récurrence sur Uindice n, que [K+(CF,w) ~ K+(C§,w) ~ K.(R)].

Enfin on conclut : [K*(Cfc) ~ K. (lim C”,) ~lim K.(CZ, ) ~lim K.(C¥) ~ K.(R). 1
neN neN neN

1.4 Architecture de Particle [Wal78]

1.4.1 Motivation géométrique

Soit G un groupe, et R un anneau. Waldhausen étudie des conditions pour que
le morphisme de Q-spectres : BGT A K(R) — K(R[G]) ( ¢’est-a-dire la fameuse
“ assembly map ” ) soit un isomorphisme. Pour cela, il construit une fibration
homotopique : (BGt A K(R) — K(R[G]) — WhE(G)), naturelle en (R,G),
et il définit ainsi les groupes relatifs WhF(G) = mWhE(G) qui prolongent les
groupes de Whitehead usuels : en effet, Whi(G) = Ko(ZG) et Whi(G) =
Wh(G) [ tout 'intérét de considérer tout R est de pouvoir prendre aussi sa
suspension YR ]. Plagons-nous alors dans le cas d’une somme amalgamée :

H

Go
|

G1—>G1 *HGQ
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Alors on a une suite de Mayer-Vietoris pour la théorie homologique associée
au Q-spectre BGT A K(Z). Donc si on a aussi une suite de Mayer-Vietoris
pour K(Z[.]), alors on en déduit une autre pour Wh.(.). Dans ce cas, la nullité
de Wh(H),Wh(Go) et Wh,(G1) implique celle de Why(G1 x5 Go). Afin de
démontrer ces théoremes dans le bon cadre, Waldhausen remplace les notions
de “ somme amalgamée ” et “ HNN-extension ” de groupes, par les notions
de “ produit libre ” et “ extension de Laurent ” pour les anneaux de groupes
correspondants [ il s’avere alors qu’un 3%™¢ cas se traite de la méme facon,
celui d'une “ extension polynomiale ” |. Ainsi posant (C = ZH), (A = ZG)),
(B =17ZG1), et (R=7ZG1 *ug Gp) il obtient le pushout d’anneaux :

Cc—A

|-

B—R

avec des injections pures, (A = C @ A’) comme C-bimodules, A’ libre & gauche,
et (B = C @ B’) comme C-bimodules, B’ libre & gauche. Waldhausen montre
ensuite la nullité de Wh,(G) sur une certaine classe de groupes, en regardant
I’excision au niveau de la K-théorie dans les 3 cas de “ produit libre généralisé ”
( modulo une hypothese de régularité, et de cohérence sur ’anneau de base ).

1.4.2 Description des 3 cas étudiés

1. Produit libre
On considere 3 anneaux (A, B,C) munis d’injections (o : C — A) et
(6:C — B) “pures” [ c’est-a-dire qu’on suppose les scindages suivants :
(A=a(C)® A) et (B = p(C)® B’) comme C-bimodules |. On suppose
de plus que A’ et B’ sont libres a gauche. On regarde alors le pushout
(‘en frangais, “ carré cocartésien ” ) d’anneaux suivant :

C—=A

ol o]

B—R

On a la décomposition suivante en C'—bimodules :
R=CoA B (A cB)® (B cA)® (A @cB ¢ A)® ...

2. Extension de Laurent
On considere 2 anneaux (C,; A) munis de 2 injections pures («, 8 : C — A)
de compléments A’ et A” libres & gauche. On regarde I’ “ extension de
Laurent ” R : c’est un anneau contenant A et un élément inversible ¢
( formel ) tel que : [a(c)t = tB(c), Ve € C]. On montre une décomposition
en C'—bimodules analogue a celle du 1¢" cas : R est la somme directe de C'
et de tous les produits tensoriels formés par les C-bimodules (A’y, gAq,
8A” 3, oAg, ol 2 indices adjacents doivent étre différents.

3. Extension polynomiale
On considere un anneau C' et un C-bimodule S libre a gauche. On note
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R Dalgebre tensorielle classique C[S]. On a la décomposition suivante en
C—bimodules : R=COSB(SRcS) D (SR S®RcS)d...

1.4.3 Suites exactes

Dans les 3 cas ci-dessus, Waldhausen donne une description des
R—modules en termes de modules sur les anneaux intermédiaires :

Définition 1 .

Nous allons d’abord définir la notion de “ splitting diagram
(1) : c’est la donnée de modules d droite M o, Mg, M sur les anneauz A, B, C,
et d'un fleche R-linéaire [K : (Ma®a R)® (Mp®p R) — (Mc ®c R))| telle que
K(My) C (Mc®A) et K(Mp) C (Mc®B). On peut aussi écrire : K = Ko—Kpg
avec Ko(Mp) =0 et Kg(My) = 0.

(2) : c’est la donnée de modules M a, Mc sur les anneaux A, C, et d’une fléche R-
linéaire [K : (Ma®aR) — (Mc®cR)] telle que K(M4) C Mc®c (A®tA). On
peut écrire K = Ko—Kg avec Ko(Ma) C (Mc®cA) et Kg(Ma) C (Mc®ctA).
(3) : c’est la donnée de modules Mc, M{. sur Uanneau C, et d’une fléche R-
linéaire [K : (Mc ®c R) — (M} ®c R)] telle que K(Mc) C M{ ®@c (C & S).
On peut écrire K = Ko — K1 avec Ko(Mc) C M{, et Ki(Mc) C (M{ ®c S).

”

Définition 2 .

Une présentation de Mayer-Vietoris est une suite exacte courte dans Modgr
dont la fleche de droite est le morphisme R-linéaire d’un “ splitting diagram 7.
Les présentations de Mayer-Vietoris forment une catégorie de Waldhausen :
(1) Un morphisme f est la donnée de 4 fléches (fr: M — N) € FIl(Modg),
(fA My — NA) S Fl(MOdA), (fB :Mp — NB) S Fl(MOdB)

et (fe: Mo — N¢) € Fl(Modc), formant un diagramme commutatif :

M>—Ma R4 R®Mp R R—— Mc ®c R

fa®lgp 0
1
T ( 0 f®1lg fe@le
N Ni®sR®Np®pR Ne ®c R

Une équivalence faible est une fléche f = (fr, fa, fB, fc) dont les 4 composantes
sont des isomorphismes. Une cofibration est une fleche f, dont les 4 composantes
sont des cofibrations, et dont le conoyau est encore une présentation de Mayer-
Vietoris ( condition semblable a la structure de F1(C) ).

(2) Un morphisme f est la donnée de 3 fléches (fr : M — N) € Fl(Modg),
(fA My — NA) S Fl(MOdA) et (fc Mo — Nc) S Fl(MOdc)

formant un diagramme commutatif :

M>>= My R4 R— Mc®c R
le lfA@ﬂR lfc@ﬂn
N> Np®4 R— Noc ®c R

Une équivalence faible est une fleche f = (fr, fa, fc) dont les 3 composantes
sont des isomorphismes. Une cofibration est une fleche f, dont les 3 composantes
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sont des cofibrations, et dont le conoyau est encore une présentation de Mayer-
Vietoris ( condition semblable a la structure de F1(C) ).

(3) Un morphisme [ est la donnée de 3 fleches (fr : M — N) € Fl(Modg),
(fc : Mo — N¢) € Fli(Modc) et (f& : M{, — N{,) € Fi(Modc)

formant un diagramme commutatif :

M> Mc®c R—> M, ®c R
le lfc@ﬂR lf’c@ﬂR
N>—>NC®CR—>>N6®CR

Une équivalence faible est une fleche f = (fr, fc., f&) dont les 3 composantes
sont des isomorphismes. Une cofibration est une fleche f, dont les 3 compo-
santes sont des cofibrations, et dont le conoyau est encore une présentation de
Mayer-Vietoris ( condition semblable a la structure de F1(C) ).

Proposition 2 [Classification]

On se place dans chacun des 3 cas étudiés ci-dessus, avec ses hypotheses. Soit M
un R-module ( a droite ). Alors il existe des présentations de Mayer-Vietoris :
(1) 0-M->MsAaR®Mp®gR— Mc®cR—0

2) 0—-M->Ms4R— Mc®cR—0

3 0—-M-—->Mc®cR—M,2cR—0

De plus, avec des hypothéses de finitude ( si ’anneau de base C' est noethérien,
et pour le 3¢ cas, si S est de présentation finie comme C-module da droite )
st M est de présentation finie, on peut garder la méme condition pour tous les
autres modules Mo, Ma, Mg, Mo, qui interviennent dans les suites exactes.

1.4.4 Catégories de Mayer-Vietoris

Définition : On notera MV* la catégorie des présentations de Mayer-Vietoris (e)
ci-dessus, ou chacun des modules cités est projectif de type fini sur son anneau
de base. Il y a un foncteur oubli canonique (f€: MV — Pg), qui & toute suite
exacte (€) associe le R-module M. On notera PR = Im(f€) et V¢ = Ker(f€).
Le terme 'V est la fibre de f au-dessus de I'objet nul ( ses éléments sont appelés
les “ admissible split modules ” dans le jargon de Waldhausen ).

Proposition 3 .
Dans les 3 cas étudiés, la catégorie PRS est cofinale dans Pg.

On en déduit dans chaque cas que l'inclusion induit un isomorphisme pour tout
indice (i > 1), K;(P5°) = K;(Pr) , et une inclusion Ko(P5)>> Ko(Pr) -

Théoréeme 7 .
On a la fibration homotopique : [ K(V¢) > K(MV) = K(P3°) |.

Théoréme 8 .
Les différents foncteurs oublis induisent des équivalences d’homotopies :

(1) KMV —= K(A) x K(B) x K(C) .
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(2) KOV?) " K(4) x K(C) .
(8) KMV K(C) x K(C) .

Remarques : Dans la proposition 3, on voit que I'image de f€ contient les libres.
Il ne reste alors qu’a appliquer le théoreme de cofinalité. Dans le théoreme 7, il
suffit de vérifier les hypotheses du théoreme de fibration. Enfin, le théoreme 8
se regle essentiellement grace au théoreme d’additivité.

1.4.5 Les 3 catégories Nil

Dans chacun des 3 cas décrits ci-dessus, Waldhausen montre une équivalence
de catégories entre la catégorie de diagrammes V et une catégorie Nil dont les
objets sont des modules projectifs munis de fleches nilpotentes :

'Produit libre :

Nil(C; A, B') est la catégorie des quadruplets (P, Q,p,q) ou P et @ sont
deux C-modules & droite projectifs, (p: P — Q®c A') et (¢: Q — P®¢c B)
deux fleches nilpotentes ( c’est-a-dire (p o ¢)™ est nulle pour n assez grand ).
Extension de Laurent :

Nil(C; oA’w, A7 35 gAq, o Ag) est la catégorie des quadruplets (P, Q,p,q)
ou P et @ sont deux C-modules & droite projectifs, (p: P — (Q ®¢ oA’w) B
(P®c pAa)) et (¢: Q — (P®c gA”3)®(Q®c o Ag)) deux fleches nilpotentes
( c’est-a-dire (p ® ¢)™ est nulle pour n assez grand ).

Extension polynomiale :

Nil(C; S) est la catégorie des paires (M, a) ot M est un C-module & droite
projectif, et (o : M — M ® S) une fleche nilpotente ( ¢’est-a-dire o™ est nulle
|pour n assez grand ).

Proposition 4 .

a. Il existe un C x C-bimodule X et il existe une équivalence de catégories :
Nil(C; A', B") 2 Nil(Cx C; X)), induite par le foncteur défini par : [(P,Q,p,q) —
(P®Q,p®q)]. Ce foncteur induit donc une équivalence au niveau des spectres
connezes de K-théorie algébrique.

b. Il existe un C' x C-bimodule Y et il existe une équivalence de catégories :
Nil(C; oA’, A" 35 sAa, o Apg) ZNl(C x C,Y), induite par le foncteur défini
par : [(P,Q,p,q) — (P®Q,p®q)]. Ce foncteur induit donc une équivalence au
niveau des spectres connexes de K-théorie algébrique.

Démonstration :

a. Il suffit de poser X = A’ @ B’, ot le premier facteur C agit sur A’ & droite via «, et sur B’
a gauche via 3; les autres actions sont triviales. Le deuxiéme facteur C agit sur A’ & gauche
via a, et sur B’ & droite via (3. Les autres actions sont triviales.

b. On pose Y = oA’ @ gA” 3D gAa @ aAg, ol le premier facteur C agit sur les termes via
a, et le deuxieme via § ( la notation est suggestive ; les autres actions sont triviales ).

Les vérifications sont évidentes. On verra au chapitre 4.4 comment définir des spectres de
K-théorie non-connexes : dans ce cadre, les équivalences ci-dessus se prolongent naturellement
¢

aux spectres “ généralisés 7. H
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1.4.6 L’obstruction a D’excision : KNil

13

e Dans le cas d’'une “ extension polynomiale ”, on a le foncteur “ oubli ”
[f @ Nil(C;S) — Modc] défini par [(M,«a) — M]. Il possede une section
[i : Modc — Nil(C;S)] définie par [M +— (M,0)]. Par le théoreme d’additi-
vité, on obtient donc le scindage : KNil(C; S) = K (C) x KNil(C; ).

e Dans le cas d’'un “ produit libre ” d’anneaux, on a le foncteur “ oubli ”
[f : Nil(C;A",B") — Modc x Modc] défini par [(P,Q,p,q) — (P,Q)]. 1l
posseéde alors une section [i : Modc x Mode — Nil(C; A’, B")] définie par
[(P,Q) — (P,Q,0,0)]. Par le théoreme d’additivité, on obtient donc le scindage
suivant : KNil(C; A, B') = K(C) x K(C) x KNil(C; A’, B').

e Dans le cas d'une “ extension de Laurent ”, on a le foncteur “ oubli ” [f :
Nil(C; oA’y A" 55 gAa, aAg) — Modc x Modc] défini par [(P, Q, p, q) — (P, Q)].
Il possede une section [i : Modc x Modc — Nil(C; oA’a, A7 85 gAa, «Ag)] définie
par [(P,Q) — (P,Q,0,0)]. Par le théoreme d’additivité, on obtient le scindage :
ENil(C; aAa, 3A7 55 5Aa, aAp) = K(C)XK(C)xKNil(C; 0A’w, sA” 55 3Aa, oAp).
e Enfin, tout objet de type fini de I'une des catégories Nil possede une filtration
finie par des sous-objets de type fini, de quotients appartenant tous a Im(i).

Théoréme 9 [Obstruction]
On se place dans chacun des cas étudiés en 1.4.2 [ avec ses hypothéses |. De
plus, on supposera dans le 3°°™¢ cas, que S est projectif de type fini o droite.

'Produit libre :

Le spectre QK (R) est homotopiquement équivalent o la somme
du spectre d’obstruction KNil(C; A’, B')

et de la fibre homotopique de [(K (o), —K(8)) : K(C) — K(A) x K(B)].
Extension de Laurent :

Le spectre QK (R) est homotopiquement équivalent o la somme
du spectre d’obstruction f(Nil(C’; oo, A" 3, sAq, oAp)

et de la fibre homotopique de [(K(a) — K(8)) : K(C) — K(A)].
Extension polynomiale :

Le spectre QK (R) est homotopiquement équivalent a la somme
|du spectre d’obstruction KNil(C;S) et du spectre QK (C).

1.4.7 Le cas cohérent régulier

Détaillons la réduction du cas du “ produit libre ” d’anneaux, sous I’hypothese

supplémentaire que I’anneau de base C' est cohérent régulier.

167¢ étape :

Notons M’éf la catégorie des C-modules de présentation finis. Comme C' est
régulier cohérent, c’est une catégorie abélienne, ou tout objet a une dimension
projective finie. Par le théoréme de résolution, on a donc : K(P¢) ~ K (M’éf ).
2'€™Me étape :

Notons VP la méme catégorie de diagrammes que V mais ol tous les modules
qui interviennent sont de présentation finie. Tout objet de VP¥ peut étre résolu
par des objets de V ( toujours car C' est régulier cohérent ). Par le théoreme de
résolution, on a donc : K (V) ~ K (V7).

3ieme Gtape
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Tout objet de VP/ admet une filtration finie de quotients dans i(M%f X M’éf ).
En effet, dans la filtration évoquée plus haut, tout sous-objet d’un objet de
présentation finie est de présentation finie ( car C' est cohérent ). Par le théoreme
de dévissage, on a donc : K(MZ) x K(MY) ~ K(V*7).
4*¢™me étape :
Le diagramme commutatif : K (P¢o) x K(Pc) —— K(V) conclut.

¢z ¢z

KEOWY) x k(MY = K(vvf)

Théoréme 10 [Réduction)]

On garde les hypothéses du théoréme d’[Obstruction]. Supposons de plus, que
Uanneau de base C est “ cohérent régulier ” ( cf rappels au chapitre 5.1 ). Alors
chacun des spectres d’obstruction KNil(C;...) ci-dessus devient contractile.

TProduit libre :

La fibration homotopique : ( QK (R)>— K(C)
fournit une suite exacte longue d’homotopie :
Extension de Laurent :

@72 K(A) x K(B))

La fibration homotopique : ( QK (R)>—— K(C) b K(A))

fournit une suite exacte longue d’homotopie :

Extension polynomiale :

Ici équivalence de spectres : QK (R) ~ QK (C)

Linduit des isomorphismes : K;(R) ~ K;(C), pour tout i > 0.

1.4.8 Classe “'de Waldhausen

Définition 3 .
Soit g/la plus petite classe de groupes vérifiant :

(1)  Le groupe trivial 1 est dans g/
(2)  SiZ[Gy) est régulier cohérent, Gy est dans @/, et a, B sont 2 injections,

alors la HNN-extension de ( Goz= Gy ) est dans g
B

(3)  SiZ[Go] est régulier cohérent, G1, G2 sont dans % et a, B sont 2 injec-
tions, alors la somme amalgamée Go>—— G est dans g/
gl 4

v
Gs > (G *q, G2)

(4) g/est stable par limite inductive filtrante.
Remarque : La méme classe g/est obtenue si dans les cas (2) et (3) de la
définition ci-dessus, on impose la condition supplémentaire que G soit dans g//

Théoréme 11 .
La classe g/est stable par sous-groupe et contient :
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a)  les groupes libres

b)  les groupes abéliens libres ( et donc les groupes abéliens sans torsion )
¢)  les poly-Z-groupes

d)  les groupes sans torsion o une relation

e) les groupes fondamentauzx des surfaces autres que le plan projectif

f)  les groupes fondamentaux des variétés de Hecke irréductibles

g)  les groupes fondamentauz des sous-variétés de la sphére de dimension 3
h)

tout sous-groupe d’un groupe de ?//

Théoréme 12 .

Soit R est un anneau noethérien régulier, et G un groupe dans la classe g
de Waldhausen, alors le spectre conneze WhT*(G) est contractile. Autrement
dit, la K-théorie algébrique K (R[G]) se comporte comme la théorie homologique
associée au Q-spectre BGT A K(R) par rapport o la variable G des groupes
dans la classe g/, en particulier, elle vérifie le théoréme d’excision, ce qui nous
donne des suites eractes longues de Mayer-Vietoris ( d’ot certaines facilités
calculatoires ).
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Chapitre 2

Diverses catégories de
complexes

Désormais, afin de travailler avec des catégories de Waldhausen munies de
foncteurs-cylindres, et de posséder un structure de catégorie triangulée don-
nant aux théoremes de localisation leur vrai cadre, nous allons nous appliquer a
systématiquement remplacer les modules de Modg par des complexes de €g, et
les fleches nilpotentes o par des multicomplexes de <o B, o, ou . Nous
verrons alors dans ce nouveau langage plusieurs traductions de la catégorie
Nil(R; S) de Waldhausen.

2.1 Les complexes usuels Cp

Définition 4 .

Soit R l'anneau de base. On fize S un bimodule, plat a gauche.
On note Modpg la catégorie des R-modules a droite.

On note €g la catégorie des R-complexes projectifs.

On note Pg la catégorie des R-modules projectifs de type fini.

Soit foR la catégorie des complexes projectifs B, “finis” : _GBZ B, € Pr.
1€

On note €g la catégorie des complexes projectifs A, “homotopiquement finis” :
B, € €}, 3(f : B. — A.),3(g : A. — B,), (fog~Ida),(gof~1Idg).

Cette catégorie des complexes usuels € sera a la base de toutes nos construc-
tions, car elle regroupe 3 propriétés tres utiles : d’abord elle fournit la K-théorie
de 'anneau de base [ K(Cg, ¢is) = K(R) d’apres la propriété 1 ], ensuite elle fait
coincider les notions d’acyclicité et de contractibilité [ voir le chapitre 5.5, d’olt
des facilités de calcul d’objets locaux |, enfin elle posséde un foncteur-cylindre :

Définition 5 .

On considére une fléche [f. : Ax — Bi] de €r. Pour des espaces topologiques,
le cylindre géométrique T(f) est formé du produit A x I de l'espace de départ
par Uintervalle I = [0, 1], auquel on recolle en (t = 1) Uespace d’arrivée B en
assimilant (a,1) avec f(a) € B. Algébriquement, cela donne une décomposition :
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T(f) = (eo®A) B (e1®A) & (1o ® B) avec 3 AxT
termes formels €g et 79 de degré 0 [ corres-

pondant aux sommets (t =0) et (t=1) ]

et €1 de degré 1 [ correspondant & 1'aréte I, T(f) £(4)
de bord (eg — m9) ]. Reste & définir la
différentielle : d(eg ® a) = €9 ® da(a), puis
d(no @ b) = no @ dp(b), et d(ey ® a) =
(0 @ a) & (€1 @ —da(a)) & (110 @ —f(a)). A > | B

Pour compléter cette structure de foncteur-cylindre, on a les deux inclusions
(ji:A—=e®A) et (jo: B—no® B) et la projection (p: T(f) — B) définie
par : [p(eg ®@a) = f(a), p(e1 ®a) =0, et p(no ®b) = bJ. On vérifie aisément que
(poj1 = f)et (pojo=1Idg). Cette construction géométrique est fonctorielle,
et remplit les axiomes [Cyll], [Cyl2] et [Cylindre] par rapport & la structure de
catégorie de Waldhausen (wC€g = gis, co€r = mono de conoyau projectif ).
Une autre définition plus compacte du foncteur-cylindre T(f) est la suivante :
[T(f)n = An® An—1 & B,] de différentielle d(z,y, z) = (dz+y, —dy,dz— f(y)).

2.2 Les Yy-complexes : €y, B, o, B, ),

Définition 6 . _
[On définit la catégorie €g, des Py-complezes :

ﬁal /22 /23 £4 ‘gn QAn41
A= CAT AT AT LT A
* ( 0\_7 NS L N L NN G N )
Ao A1 A2 A3 An—1 An

ot pour tout entier i, le complexe A; est projectif,

la fleche (AZ>)\—1> Aiy1 ) est une “ cofibration 7 de Cr -

un mono en chaque degré, de conoyau projectif, morphisme de chaines,
Qii41

la fleche (Aiy1 —>= A; ® S ) est un morphisme de chaines,

Lde plus, on a la relation de compatibilité : [ciy1 0 N = (Ni—1 ® Idg) o o).

Un morphisme de cette catégorie €g, est alors la donnée, pour tout entier i, de
morphismes de complexes (f;)i>o de degré 0, faisant commuter les diagrammes :

Qi1

Ai>ﬁ>Ai+1_>>Ai®S

i/fi i/fri+1 lfi@fds

Bi>T>Bi+l —= B, ® S

Q41

On donne a la catégorie €4, une structure de catégorie de Waldhausen suivant
le modéle donné par Fi(€) : on pose w€q, = {(fi)i>o0|Vi, fi € w€R} et co€q, =
{(fi)iolVi, fi € co€r et (B; HA'i Aiy1 — Bit1) € COER}. Cette condition
assure que le conoyau d’'une fleche (f;)i>o € co€q, est encore un objet de €q, .

Apres cette définition conceptuelle, il est aisé de définir des variantes * finies ”
ou “ nilpotentes ” de cette catégorie de multicomplexes, puis de les graduer.
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Définition 7 .

e On consideére la sous-catégorie pleine B de €, formée des Dy-complexes (A,)
ot tous les complexes A; sont homotopiquement finis, et ou les cofibrations \;
se stabilisent : [3n,¥i > n, A; € w€g]. On notera A la limite stabilisée des A;
sutvant \. Les objets de 9B seront appelés les Dy-complexes “ finis 7.

e Soit o7 la sous-catégorie pleine de B formée des objets (A.) tels que Ao est
contractile. Les objets de </ seront appelés les Dy-complexes “ nilpotents .

o B et of héritent de la structure de catégorie de Waldhausen induite par celle
de €g,. De plus, ces deuzx catégories sont naturellement filtrées par le degré
“n 7 de stabilisation des A; : ainsi <y, est la catégorie des multicomplexes
00— A1 — ... A1 —x~x~...), les A; étant homotopiquement finis.

Visuellement : un multicomplexe de %, est un espace A, filtré, muni d’une ap-
plication (« : A, — A, ®S) graduée descendante, nilpotente d’ordre au plus n.

2.3 Les Z,-complexes réduits %"

Pour des raisons techniques qui apparaitront lors des démonstrations, il est
nécessaire d’'introduire une sous-catégorie de % composée d’objets “ réduits 7,
qui se comporte beaucoup mieux vis-a-vis des calculs d’algebre homologique, et
redonne la méme K-théorie.

Définition 8 .

On appelle multicomplexe “ réduit ” un Dy-compleze A, ou toutes les fleches a;
sont surjectives pour tout indice (i > 1). On note (B¢, /™4, Bred cfred) les
sous-catégories respectivement de (B, A , By, ) dont les objets sont réduits.

Lemme 1 .
Soit X un YDo-complexe quelconque. Alors il existe des Zo-complexes ( E acy-
cliqgue réduit ), et ( X réduit ), et une suite exacte courte fonctorielle en X :

(0> X>X>FE—=>0)

Démonstration :

On construit les multicomplexes X et E par récurrence sur i :

e Pour (i = 0), on pose : Xg = Xg = Eo = 0.

Pour (i = 1), on pose : X1 =X et E1 =0, car a1 est surjective.

Pour (i = 2), on force I’application &2 & étre surjective en posant :

Xo=Xo@C(X1®8) et By =C(X1®S) [le cone | est contractile.

e On suppose construite la suite exacte de 1’énoncé jusqu’au rang (i > 2).

On pose Xi+1 = (XZ HXi Xit1) ® C’(XZ ® S). Les fleches A\; et j;+1 sont fonctoriellement
définies par le pushout, et nulles sur le cone C(X; ® S). Alors posant E;11 = E; ® C(X; ® S)
contractile, on obtient bien une suite exacte courte au rang (i + 1) compatible aux fleches .
Pour construire la flocche ;4 1, on prend d’une part, la surjection canonique [(C(X; ® S) —
X; ® S)], obtenue géométriquement du cone vers la suspension, et d’autre part, on construit
la fleche ;41 sur le pushout (XZ HXi Xit+1), grace a la propriété universelle du pushout,
et & la relation (Ao a = a o \) : en détail, il faut montrer que les deux fleches canoniques
(X'Z S Xi108 > X;® S)et (X401 — X ®S — X, ® S) coincident sur X;. On écrit alors :
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[Aic10@;0j; = Xi—10jfi—10a; = jioAj—10a; = j;oait10A]. Ceci montre que la fleche a4 1
peut étre définie sur le pushout pour que tout le diagramme commute. L’addition du céne ne
change rien aux relations de commutativité, mais permet de rendre la fleche surjective. On a
ainsi défini une fleche de Zp-complexes j qui est une cofibration ( au sens de F'(€) ), donc le
conoyau F est lui aussi muni de fleches «a, A compatibles, et par construction, il est acyclique

et réduit. Par récurrence, on a donc construit la suite exacte courte fonctorielle [ les pushouts

et les cones sont fonctoriels | recherchée : ( 0 — X X > E-—>0 ). &

Lemme 2
Soit X un Dy-compleze fini réduit.
Alors X est acyclique, ssi il est contractile.

Démonstration :

Commengons une remarque : X est acyclique ssi Vi > 0, X; est acyclique. Or X étant fini,
chacun des X; est dans €gr, ol “ acyclique = contractile ”. Donc tous les X; sont contrac-
tiles. Le probléme consiste a construire une homotopie qui commute aux fleches A; et o;;. On
consideére alors les deux diagrammes suivants, qui résument les diverses compatibilités :

X>—>X(Z+1)—>>X ®S X, —= X 1) ®S>——>X;®S
i Yi—1 101
hi@llg  h; : h;®1ls
v
X>—>X(Z+1 —=X;®5 X —>>Xi-1)®5>—>X;® 8

On considere alors les 4 modules différentiels gradués :

% il;IO g‘fom(Xi, Xz) %: il;IO g‘fom(Xi+1,Xi ® S)
2 = il;IO ﬂ'fom(Xi, Xi+1) @: il;IO j‘fom(Xl,Xl ® S)

Soit alors le morphisme qui caractérise le “ défaut ” de compatibilité d’une homotopie : on

notera [ ¢ :Jﬂn@@ % le morphisme défini par [(h;) — (8i = hit10Xi — XAj o hy, v =
@

[hi®lg]oait1—ait10hit1)]. On cherche donc une homotopie (h;) dans le noyau @é: Ker(¢).

@
Sous-lemme technique : le module différentiel gradué @?est acyclique.

On considére alors 1’élément : Idx 61}3./ C’est un morphisme de chaines, donc d(Idx) = 0.
&
Et il commute aux fleches a; et A;, donc ¢(Idx) = 0. C’est donc un cycle dans (Opacy-

@
clique, donc c’est un bord de g c’est-a-dire il existe une suite d’homotopies (h; : X; — X;)
de degré 1, telle que [ ¢(h) = 0 ] : cela signifie exactement les relations de compatibilité :
(’L) dh; = IdX,i (’L’L) hit10Xi =X oh; (ZZZ) [hi ® ]].5] ooyl = ®jt10hit1. [ |

Démonstration du sous-lemme : On va construire une suite exacte :
¢ P
(+) : (0 E—— AP G 0)

Alors, I’homologie d’un produit étant le produit des homologies, et les complexes X; étant

. . @~
contractiles, on a : j’fom(Xi,N) acycliques, et donc nos 4 complexes%@ 5n@sont
acycliques. On coupe alors la suite (*) en deux suites exactes courtes :

(0> Fs o> Im(@) —0) et (0—= Ker(t) — s G —0)

Puis on utilise le lemme des 5 pour la suite d’implications : (@ %cycliques ) nous donne
o
(@EB %cyclique ), or (@acyclique ) donc (&7%: Ker(y) = Im(¢) est acyclique ), et enfin
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@
(;%cyclique ) nous donne ( @p acyclique ). Construisons maintenant la fleche v : elle mesure
le défaut de commutativité des 2 grands rectangles ci-dessus pour un couple de fleches (8;,7;)-

Ainsi le morphisme [ ¢ :@EB g—m@] est défini par [(Bo,Y0) — (6o = v0 0 Ao + @1 0 Bo)] et
[(Bi,7i) — (6 =vioAi + a1 08 — [Aic1 @ Dg]oyim1 — [Bi—1 @ Ls] 0 ay)]. 1l reste & voir :
(1) 1 est surjective. (2) Im(¢) C Ker(). (3) Ker(y) C Im(¢).

(1) : Soit (d;);>0 fixé. On va construire les fleches (85, ;) qui relevent é par récurrence sur .
e Pouri =0: Xy = 0 et dp = 0, donc on pose Fo = 7o = 0. On peut supposer : [3; = 0, Vi > 0].
Pour 7 = 1, il s’agit de trouver (y1 : Xo — X1 ® S) telle que [§1 = 1 0 A1]. Or la fleche A\q
étant une cofibration, on a la décomposition suivante : [X2 ~ X1 @ X’ﬂ de modules gradués

(ici on oublie les différentielles!). On prend alors (y1|x, = 1) et 71 |5(1 quelconque convient.
e Pour i > 1, on cherche (vi+1 : Xit1 — X; ®9) telle que [§;+1 = Yit10Xit1 — [N ®@Lg]ov].
Suivant la méme remarque, A;+1 étant une cofibration, on a la décomposition suivante :
[XH_Q ~ Xi+1 @Xi_;,_ﬂ, et on définit : (’Yi+1|Xi+1 = 6i+1 + ["{Z ® ]].5'] O’W) et alors (’W_‘—l‘xi{»l)
quelconque convient. Ceci termine 1’étape de récurrence, et donc 1) est surjective.

(2) : On considere les deux diagrammes déja évoqués :

X>—>X(z+1)—>>X ®8 X; —== X(i-1) ®5>>——=X;® S
i Yi—1 i—101g
hi®@ls  hi : hi@llg
7
X>—>X(Z+1 — = X;®5 X, —>>Xi-1)®5S>—>X;® S

Ici [¢p o ¢(hi) = ¥((B:), (vi)) = (8;)] correspond & la différence des deux rectangles extérieurs.
Or ceci est nul d’apres la relation : [a;110); = [Ni—1®Lg]oa;]. Donc on a: Im(¢) C Ker(y)).

(3) : On suppose (8;), (v;) donnés tels que § = 0. On va construire par récurrence sur ¢ un
élément (h;) tel que ¢(h;) = (Bi,v:i). Pour ( =0), on a (Xo = 0) et donc [Bg =0 = ho =0].
e Pour (i = 1) : on regarde le diagramme de gauche avec (¢ = 0) : h1 quelconque convient !

e Pour ¢ > 1, on cherche & construire hjy1 tel que (hi410X\; = Bi+X;oh; =b) et (ajy10hit1 =
[hi ® Ig] 0 aj+1 — v = a) sont déja fixées : c’est-a-dire & trouver la fleche en pointillés du
diagramme de gauche. On considére le diagramme commutatif suivant :

Hom(Xi11, K) —> Hom(X;, K) j|—>> d
g‘fom(Xi+1,Xi+1) —>>g‘fom(Xi,Xi+1) IHb/#b Y= (b—b )

| | R

Hom(Xit1,X; ® §) = Hom(X;, X; ® S) al—sc 0 0

Notant K = Ker(a;+1), on a la suite exacte courte : (0 — K> X;41 a—;lXi ®S—0)
car le Zp-complexe X est réduit; comme X; est projectif, le foncteur Hom(X;,.) est exact,
donc les deux colonnes de notre diagramme sont deux suites exactes courtes. Les fleches hori-
zontales sont données par la composition (. o \;), les verticales par la composition (c;41 ©.),
donc le diagramme commute. Enfin, la fleche \; étant une cofibration, toutes les fleches hori-
zontales sont surjectives (on écrit la décomposition en somme directe de modules gradués ).
On va dés lors pouvoir faire une chasse-au-diagramme : relevons a en z, le défaut (b — ')
s’envoyant sur 0, se releve en d, que 'on reléeve en e. Son image y va corriger le défaut
sur b sans toucher & a. Il suffit donc de poser (hj+1 = = + y). La seule chose encore &
vérifier est la suivante : a et b coincident sur c¢. Avec nos notations, cela revient & voir :

[@it10Bi +air10Xioh; = [hi ® Lg] o1 0N —7;0);] que 'on écrira de préférence ainsi :

[—(Oti+1 O)\i)ohi+[hi®]].s}o(ozi+1 O)\i) ? =7 7R ] Oﬁi—i-'yio)\i}
= —([Mi—1®Ls]oa;)oh;+[hi@Ls]o([Ai—1®L g]oa;) par larelation [a;1+10); = [Ai—1®L g]oa;]
=[Bic1®Lg]loa; + [Ni—1 ®@Lg]oX_1 par construction et hypothése de récurrence
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=a;41008;+vioA car Y(B;,7:) = 0.
Ainsi se termine la chasse-au-diagramme, et donc I’étape de récurrence. On a donc montré
que : Ker(y) C Im(¢). La suite (x) est donc exacte, et le raisonnement ci-dessus permet de

construire une homotopie qui commute aux fleches \; et a;. Donc X est contractile. B

Lemme 3 .

Soit (00— A>i> B . C —= 0 ) une suite exacte courte de Py-complexes
quelconques, et X un YDy-complexe réduit. Alors on a la suite exacte longue
d’homotopie : (... AX]p1—[CX]p,—= B, X, >[4 X]p—...).

Démonstration :

On montre que ’on a la suite exacte courte de complexes : ( 0 — Hom. (C, X) — Hom. (B, X)
— Hom. (A,X) — 0 ), puis on applique la suite exacte longue d’homologie pour trouver le
résultat demandé. Comme le foncteur Hom est exact & gauche, il suffit de montrer la surjec-
tion : [ Hom(B, X) = Hom(A, X) ], cest-a-dire : [V(f : A — X),3(g: B — X)|f =god].
On va construire la fleche g par récurrence sur ¢ : comme Ag = By = X¢ = 0, on pose go = 0.
e Pour ¢ = 1, on cherche (g1 : B1 — X1) telle que [g1 0 ¢1 = f1] et qui commute & A\g = 0
et a1 = 0 ( pas de condition!). Comme le complexe Cp est projectif en chaque degré, la suite
exacte courte (0 — Ay — B1 — C1 — 0) est scindée algébriquement ( c¢’est-a-dire que 1’on a
la somme directe : [B1 ~ A; @ C1] comme module gradué : on oublie les différentielles ici! ).
On construit alors g1 grace & cette décomposition : on prend g1|a, = f1 et g1]|c, quelconque.
e Pour i > 1, on cherche (g(;y1) : Bi+1) — X(it1)) telle que [g(iy1)0B(it1) = fit1)], faisant
commuter le diagramme :

Ai X(i+1)

B; Bit1) B;®S
gli 59(i+1) lm@lls
Y )

Ai X(i+1)
X X(i+1) X, ®S

On vérifie que le grand rectangle commute : on utilise la relation [Aoa = a0 A] et ’hypothese
de récurrence qui dit que g déja défini pour (k < ¢) commute aux fleches A et a. On considere
alors le pushout suivant :

Ai > > A(i+1)

Biz——> Billa, A+

Xiog; X(it+1)

On vérifie que le carré externe commute : [f(i+1) oA = Apg1) o fi =Aug1y0gi 0 il

Puis on regarde la commutation a o ;1) : sur A1) c’est f;41) qui commute; sur B;, on
écrit la relation [ o A = X o @] et I'hypotheése de récurrence qui dit que les g; déja définis
commutent & o. On obtient ainsi : g(;;1) est déja définie sur le pushout, et vérifie toutes les
relations de commutation voulues. On écrit alors les décompositions algébriques suivantes,
dues au fait que les fleches \; sont des cofibrations, de conoyau projectif : [A(i+1) ~A; ® Ai],
[B(M)~ ~ B; ® Bil et [Cli41) = Ci®Cil. Puis [Bs = A;®Ci] et [Bigny = Agir1) ®Cligr) =
A A ®C & C; ~ (B; HAi A(i+1)) @ C;]. Ainsi il reste seulement & définir une fleche

~ (i
[9¢i+1) * Ci — X(i+1)] qui commute & a(;tqy. Or [X(it1) (—;>1>XZ ® S| est surjective, et
C; est projectif, donc la fleche [(g; ® 1g) o Q(iq1) * Ci — X; ® S] se releve en une fleche
[9¢i+1) : C; — X(i+1))- Ceci termine I’étape (i + 1) de récurrence. B
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Lemme 4 .

Soit (0— A L B-%c— 0) wune suite exacte courte de Dy-complexes, et X

un Yy-complexe quelconque. On suppose A réduit. Alors on a la suite exacte
longue d’homotopie : (... — [X,Clp41 — [X, 4], — [ X, B], = [X,C], — ... ).

Démonstration :

On montre que I’on a la suite exacte courte de complexes : ( 0 — Hom(X, A) — Hom(X, B)
— J‘Com(X, C) — 0), puis on applique la suite exacte longue d’homologie pour trouver le
résultat demandé. Comme le foncteur Hom est exact & gauche, il suffit de montrer la surjec-
tion : [Hom(X, B) = Hom(X, )] , c’est-a-dire : [V(y: X — C),3(8: X — B)|go B =1].
On va construire la fleche 3 par récurrence sur i : comme By = Co = Xo = 0, on pose 5o = 0.
e Pour ¢ = 1, on cherche (81 : X1 — Bi) telle que [g1 0 81 = 71] et qui commute & Ao = 0 et
a1 = 0 ( pas de condition!). Le complexe X1 étant projectif, et g1 surjectif, alors 31 existe.
e Pour i > 1, on cherche (B(;41) : X(i+1) — B(i+1)) telle que [g(;11) 0 Bi+1) = Y(i+1)], faisant
commuter le diagramme :

Aq X(it+1)

X X(i+1) X, ®S
ﬁ’il §ﬁ<z‘+1) lﬂi@ﬂls
' )

i Q(i41)
B; Bty B, ®S

On vérifie que le grand rectangle commute : on utilise la relation [Aoaw = o] et I’hypothese de
récurrence qui dit que Sy, déja défini pour (k < 7) commute aux fleches A et . Comme la fleche
i -

[X; > X(i+1)] est une cofibration, on a la somme directe algébrique : [X(H—l) ~ X;®X;]. 11
suffit donc de définir [B(; 1) : X; — Bi+1)]; telle que : [ 1) 0Bi41) = (ﬁi®]].s)oa(i+1)} et
[g(i_H) oBaiy1) = 7(i+1)}. Pour cela, on va construire un grand diagramme commutatif, et faire
une chasse-au-diagramme : on commence par les suites exactes (0 — A; — B; — C; — 0).

Comme S est plat, et A, réduit, on obtient le diagramme commutatif avec deux colonnes

exactes : A(i+1) = A, ®S5. Comme Xi est projectif, le foncteur j‘fom()zi, .) est exact.

! !

Bty — B;® S

{ ¥

C(i+1) —C;®S

On obtient : Hom(X;, Afig1)) == Hom(X;, A; ® S) e——=d

! | Vo

Hom(Xi, Biy1)) = Hom(X;, B;®S)  zr=>=V#b Y= (b—1)

| S T R R

Hom(X;,Cri1y) —= Hom(X;,C;  5) ab—=c 0 0
Décryptage : ici on prend [b= (8; ® Lg) o a(i+1))s et [a = y(i41)] qui coincident en bas, sur
[c = @ty oVt = (6 ® 15)o(Bi®lg)o a(i4+1)]- On veut les remonter tous les deux en
un élément B(;11). 1°7 essai : la fleche en bas & gauche étant surjective, on peut remonter a
en x. Mais on a un défaut b — b’. Ce défaut s’envoyant verticalement sur 0, se remonte ( par
exactitude ) en d, que I’on remonte par surjectivité de la fleche horizontale en haut en e. Alors

son image y permet de corriger le défaut, sans toucher a a. On pose donc B; 1) = + y. | |

Lemme 5 .
Soit & une des catégorie de Do-complexes suivantes (€ = B, o | By, ou A, ), et
&red sq sous-catégorie formée des objets réduits. Alors on a : K(E7¢4) ~ K (€).
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Démonstration :

Remarquons tout d’abord que la sous-catégorie E7¢% posséde les 3 propriétés de stabilité,
duales de celles du théoréme de résolution : considérons une suite exacte courte (0 — M’ —
M — M"” — 0), si M est réduit alors M"' aussi; et si M’, M" sont réduits, alors M aussi.
Enfin, le lemme 1 fournit pour tout objet M’ une suite exacte courte avec M réduit. On
pourrait appliquer le théoréme de résolution & l’inclusion : (8”‘1’03"3" C 801’1’)7 puis écrire
I’équivalence : [K(E7¢?) ~ K (Emedorr) ~ K (E°PP) ~ K(&)]. Mais ce théoréme de Quillen
nous forcerait & prendre comme équivalences faibles les isomorphismes ( puis & les chan-
ger grace au théoreme de fibration ...). En fait, il y a plus simple : il suffit d’appliquer le
théoréme d’approximation de Waldhausen au foncteur exact d’inclusion (E7¢%oPP C £orp),
Les seules vérifications non-triviales sont ’existence d’un foncteur-cylindre, et axiome [App2].

e Existence d’un foncteur-cylindre : soit (f« : Ax — Bsx) une fleche de Zp-complexes. On

construit un Zp-complexe T'(f) en posant : [T(f); = T(fi)]. Tout diagramme commutatif :
Ai>> Ay — A, S induit par fonctorialité des fleches au niveau du cylindre :
fil/ \Lf(i+1) \sz@ﬂs
B;>> B(iy1) — B; ® S

[T(f:) N T(fiit1)) ey T(f;) ® S] . La fonctorialité de T'(f) sur €r permet d’assu-
rer la relation : [@ o A = X o a]. Ensuite, le choix de Ag = Bgp = 0 impose T'(f)o = 0. Le fait
que les \; se stabilisent provient du quasi-isomorphisme [p : T'(f) — B]. Il reste & voir que les
A; sont des cofibrations : on écrit le diagramme commutatif suivant, ou les deux lignes sont
des suites exactes courtes algébriquement scindées :  A; >> A(iy1) == A; qui induit la

fi\L \Lf('i+1) sz
Bi>> B(i11) == B,
somme directe algébrique : [T'(f(i41)) = T(fi) ® T(f3)]. D’out la flecche \; est une cofibration.
Enfin, montrons que si Ay et Bx sont réduits, alors T'(f)« est réduit aussi : on considere les
deux suites exactes courtes [A — C(A) — sA| et [B — T(f) — C(A)]. Alors, d’apres la
remarque préliminaire, A réduit implique sA réduit, donc le cone C(A) est réduit. Puis B
et C(A) réduits impliquent que T'(f) est réduit. Le foncteur T est donc interne & £7¢?. o

Axiome de surjectivité : soit A, réduit, et (f« : B« — As) une fleche de €. Par le lemme 1,

on lui applique la suite exacte de réduction : on obtient le diagramme commutatif suivant

B —i> B, — E , ot E acyclique implique que j est un qis, et A, réduit donne [fi* = Ayl

fj jf"

On a bien factorisé f par une fleche de £7¢% précédée d’un gis : c’est Paxiome [App2]°rr. R

2.4 Différentes interprétations du xnii(R, )

Rappelons que la catégorie Nil(R; S) définie par Waldhausen a pour objets les
couples (M, ) ot M est dans Pr et o : M — M ®S est une fleche nilpotente. La
maniere la plus naive de généraliser cette catégorie est de remplacer les modules
M par des complexes usuels C, dans €g, et la fleche a par un morphisme de
chaines «a, : C, — C, ® S. On obtient ainsi une nouvelle catégorie Nil(Cg; S),
qui redonne la méme K-théorie [ K (Nil(R;S),isom) ~ K(Nil(€g; S), qis) par
un raisonnement analogue au théoréme de Gillet-Waldhausen (Proposition 1)].
L’étape suivante consiste a demander de plus que la filtration associée a la fleche
nilpotente « soit fixée ( et pas seulement & homotopie prés ) sur une suite crois-
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sante de sous-complexes homotopiquement finis. Pour appliquer le théoréme
d’approximation, on doit ici utiliser précisément la description des objets lo-
caux faite au chapitre 4.2.4, puis la décomposition des complexes nilpotents en
éléments “ stablement réductibles ” rappelée au chapitre 5.8 ( tirée de larticle
non-publié [Vog90] ), condition de finitude qui demande la régularité de 'an-
neau de base R ( au sens de Vogel, défini au chapitre 5 ); on obtient alors
Péquivalence : K (Nil(R;S),isom) ~ K (%, ).

Théoréme 13 .
L’inclusion canonique [Nil(R;S) C Nil(€g; )] induit une suite d’équivalences
en K-théorie : K(Nil(R;S),isom) ~ K(Nil(@j;; S), qis) ~ K(Nil(€g; S), qis).

Démonstration :

1¢7¢ étape : On considere la catégorie C des diagrammes (A < o> E) ou A est dans
Nil(€R; S), et E est dans Nil(@é; S), et les 2 fleches sont des équivalences d’homotopie. Nous
allons utiliser le théoréeme d’approximation pour les 2 foncteurs projection pour montrer
la suite d’équivalences : [K(Nil(Cg;S), gis) ~ K(C,qis) ~ K(Nil(@{%;S),qis)]. La seule
chose non-triviale & montrer est I’axiome de surjectivité [App2]°PP pour le foncteur projection
[p1 : € — Nil(¢g; S)]. Soit donc (A <~ ¢ > E) dans C et (f : B — A) une fleche de
Nil(@R; S). Au-dessus de C, on construit Co E, ou C est la désuspension du cone de C, et
la fleche a sur C' est induite par le cone; sur F, a priori, les fleches (F - E® S — C®S) et
(E — C — C®S) sont différentes : on reldve le défaut en une fleche (E — C'® S) [ existe car
E est projectif, le défaut est homotope a zéro, et (C‘ — () est surjective ]. On construit alors
Z le pullback B[], C ® S. Comme Z est homotopiquement fini, il existe un qis (F — Z)

avec F' fini; de méme, on construit Z @ F au-dessus de Z. On construit ainsi le diagramme
commutatif suivant, ou tous les morphismes respectent les fleches a nilpotentes :

B<—JaF>F
[ T

B << Z

11 suffit alors de voir que les fleches (Z - Z—-CoE — C‘) sont compatibles aux fleches
« nilpotentes, pour construire la fleche (F — E) au niveau des complexes finis, et ainsi
vérifier axiome [App2]. Par le théoréme d’approximation, on a alors démontré 1’équivalence :
K;Niz(eg; S), qis) ~ K(Nil(€g; S), gis). B

2t¢me étape : La démonstration est calquée sur celle du théoreme de Gillet-Waldhausen, mais
avec une subtilité supplémentaire lors de la récurrence. Soit Nil(C%;S) la sous-catégorie
pleine de Nil(@{a; S) formée des R-complexes nilpotents C tels que Cy est nul si k & [M, N].
La suspension induit bien siir une équivalence [KNil(€]};S) ~ KNil(CéV_M; S)]. 1 suffit
donc de considérer les catégories KNil(Cg; S). On va raisonner par récurrence sur ’indice n.
Notons Nil*(€F;S) la sous-catégorie pleine formée des complexes [Cy = (0 — Cp — ... —
Ci1 — Cp — 0)] munis d’une fleche a4 telle que ap est strictement nilpotente ( on va voir
a Détape ci-dessous que cette restriction ne change pas la K-théorie ). Suivant les mémes
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notations que lors de la démonstration page 9, nous obtenons un diagramme “ exact ” :

KNil(eg= " o) > K.Nil(eg ™ v) > K.Nil(e§ ™ w)

z b b

K Nil(€Y v) = K.Nil(e€},v) — K.Nil(¢],w)

e I
K.Nils (€)™, v) > K.Nil* (€3, v) —= K. Nil*(¢}, w)

V V

K Nil(R; §) =——— K. Nil(R; S)

Ceci nous permet de montrer par récurrence la suite d’équivalences : [K.(Nil(€5; ), w) ~
K.(Nil*(€2; S), w) ~ K*(Nil(Cgfl; S),w) ~ K.(Nil(€9;S),w) ~ K.(Nil(R; S),isom)].
La conclusion de notre calcul s’obtient par passage a la limite inductive : [K*Nil(q;; S) ~
K Nil(lim e, ;5) ~lim K. Nil(e",; S) ~lim K. Nil(€§"; S) ~ K. (Nil(R; 5)]. B

N neN neN neN
3'¢™m¢ étape : Il nous reste désormais a étudier la “ strictification ”. On consideére un complexe

fini [C € Nil(€2;9)], et on va construire un diagramme (C. < D, > E.), ol E, est

dans Nil*(€5; S). Soit Ho le plus petit groupe d’homologie de Cx ( il est de type fini, car
quotient de Cp ). La fleche [a : Hy — Hop ® S] est nilpotente ( strictement ) d’ordre N.
Notons [I, = Ker(a®)]. On a alors une filtration naturelle :(0 = Iy C I1... C Iy = Hp). On
la remplace par une filtration de type fini : (0 = Jo C J1... C Jy = Hp). On procede par
récurrence décroissante sur I'indice k : [a(Jx) C (Ix—1®S)N(J®S) = (I,—1NJ)®S] car S est
plat ; on écrit 'image des générateurs (e;) de Jy, : [a(e;) = D pij @45], les py; sont un nombre
fini d’éléments de Jx N Ij_1, ils engendrent Ji_1 de type fini, et on a : [a(Jg) C Jr—1 ® S].
On releve alors cette filtration de Ho de type fini, en une filtration [K; = L; + dC1] avec L;
de type fini : on releve les générateurs des Jj et on rajoute ce qu’il faut pour que « soit filtrée
décroissante : (L; — L;—1 ® S) et (Lo — Lo ® S). Compatibilité : supposons qu’on ait une
cofibration (f : B — C) avec une filtration (M;) sur B : on modifie alors la filtration sur C
en posant : [L; = L; + fM;], ce qui donne une filtration K/ compatible & la fleche f. Enfin,
pour tout i, on prend une surjection canonique (f/l — L;), avec L; projectifs de type fini : on
releve ainsi la filtration (L;) en (io CLo®LiC...CLi®...® EN) et on releéve la fleche o
en prenant I'image des générateurs. Enfin, on pose [Dg = Lo @ ... Ly @ C1] (il est projectif
de type fini ). Remarquons que lors d’une compatibilité avec une cofibration (f : B — C), on
peut effectuer des relevements de o compatibles. On termine alors la construction du complexe
fini Dy« en posant : [Dy, = C] pour tout (k > 2), K = Ker[Do — Cp] et [D1 = C1 & K]. On
obtient alors le diagramme commutatif suivant, qui décrit les différentielles du complexe D :

0 K K=<=——0

¢ xi Lo, i xo@zd Lox ¢

D, : 0<— (D=L 3dC)<=—— (C1®K)<=——Cs
1 ! l jraeo H
Cy: 0 Co . C1 P Co

La fleche [A : Co — K] est obtenue par factorisation, car la composée (C2 — Do — Cp) est
nulle. Le complexe du dessus étant contractile, on a bien construit un qgis surjectif [Dsx — C4].
Enfin, le complexe E. est obtenu grace au quotient du complexe D, par le sous-complexe
contractile (0 — C1 — C1 — 0). On a donc [Eo = @ L], [E1 = K] et [Ey = Cj] pour tout
(k > 2). Compatibilité : pour une cofibration (f : B — C), on obtient, grace a des relévements
compatibles, un morphisme de diagrammes : (B < A, S>> Fy) , et on peut remplacer les
oo
(Cy <~ D, > E.)
fleches verticales par des cofibrations, quitte & ajouter des complexes acycliques de la catégorie

concernée ( par exemple le cone C(Ax) & Dy, et le cone C(Fx) & E4 ). On termine alors par un
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argument de Thomason, disant qu’alors le foncteur inclusion Nils(@g; S) C Nil(@g; S) induit
une équivalence au niveau des catégories dérivées. Plus simplement, on peut aussi utiliser
la généralisation de I’hypothese d’approximation [App2’] définie ci-dessous, qui induit alors
I’équivalence en K-théorie : KNil%(€; S) ~ KNil(¢€y; S). A

Définition 9 .
Soit (F: A — B) un foncteur exact, entre 2 catégories de Py-complexes.
On dira que le foncteur F vérifie axiome [App2'] si

VA € ObA, 3 (F(A) = A’ 3 F(A")) , etV (f : F(A)= B) € coB ,

I (u:A”>= B") € coA , et on peut compléter le diagramme commutatif :

Y Y
fI é  F(u)

v
B < BT F(B")

<

Suivant une idée originale de Gregory Garkusha dans [Gar04], nous adaptons
ci-dessous 'hypothese [App2] du théoréme d’approximation de Waldhausen.

Proposition 5 [Approximation,variante]

Soit (F : A — B) un foncteur exact, entre 2 catégories de Dp-complexes.
La classe des qis vérifie alors les axiomes [Saturation] et [Cylindre] sur les
catégories A et B. Supposons que le foncteur F vérifie de plus l'aziome [Appl],
et l'un au choiz des axiomes suivants : [App2],[App2'],[App2]°PP ,ou [App2']°PP.
Alors F' induit une équivalence des spectres de K-théorie : K(A) ~ K(B).

Démonstration :
e Grace a I’équivalence : K (A°PP, qis) ~ K (A, gis), il suffit d’appliquer [App2]°PP et [App2’|°PP
au foncteur dual (F°PP : A°PP — B°PP) pour obtenir 1’équivalence de K-théorie voulue.
e Le cas [App2] étant résolu par Waldhausen, il nous teste & examiner I’hypothese [App2].
On montre alors par récurrence sur n que le foncteur induit (wSnpA — wS,B) vérifie aussi
l’axiome d’approximation [App2’]. Nous allons traiter le cas n = 1, le cas général s’en déduit
aisément. Soit donc (A1 >> A3) € coA, (Bi>> B2) € coB, et un diagramme commuta-
tif :

F(A1)>> F(A2)

f1 x xfz

Bl > B2

On applique I'hypotheése [App2’] aux fleches (F(A1) — F(A2)) et (F(A) — Bi), puis on
construit les pushouts Zz = B1 [[pa,) F(A2), Z5 = B} ]_IA/1 AL, et ZY) = BY ]_[A,l, BY, qui
forment le diagramme commutatif suivant :

L FAY)

> F(A3)
, 7
Ag

\

s ¥,
F(Ay) — F'(A2)
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On construit alors la fleche de diagrammes :

Zo <- Zh 5= F(ZY)

i v v
v v

By < Bo RS Bo

en posant : By = T(Z, — Z3 — Bz) et en construisant le pushout : By = By HZé F(Z}). On
recommence alors toute la construction ci-dessus en partant de F/(AY) et en construisant un
diagramme compatible jusqu’a Bo :

AL (AL

" -~ " 7
~ Al ~ A2

¥ ¥
F(AY) (A7)

_P(B) ——

= e 7

B -
s ¥ ¥
F(BY) F(Z3) By

Jusqu'ici, toutes les constructions pré-citées sont valables dans des catégories de Waldhausen
générales. Ici, nous avons besoin de la structure sous-jacente de complexes pour 'existence du
pullback suivant :

pull

N

By By F(BY)

Cette construction, appliquée & F(A1), F(A2), B1,Z2 et Bz permet de réduire la profondeur
du diagramme pour obtenir I’hypotheése [App2’] pour le foncteur induit (wS1A — wS1B).

Ainsi on a montré par récurrence sur n que le foncteur induit (wSpA — wS,B) vérifie
I’hypothése d’approximation [App2’]. La proposition s’ensuit par un lemme général d’espaces
bisimpliciaux : si (fsn : X«n — Yin) est une équivalence d’homotopie pour tout indice n,

alors (fix : Xux — Yix) est aussi une équivalence d’homotopie.

Théoréme 14 [Vog90]

Soit R un anneau régulier. Alors on a une fibration homotopique de spectres
de K-théorie : ( K()>> K(%) = KNil(Cg;S) ) ou la fleche de droite est
induite par le foncteur passage a la limite inductive [(Ax, A, x) — (Aoos Ooo)]-

Démonstration :

Cette démonstration importante devait prendre place assez t6t dans I’exposition de la thése,
pour motiver ’étude des catégories & et A, et des foncteurs associés, en marquant le lien
avec les notions déja définies par Waldhausen. Néanmoins, pour étre pleinement comprise,
elle nécessite I’emploi d’un théoréeme de localisation que nous énoncerons au chapitre 4.1, et
le calcul des objets o/-locaux fait en 4.2. Nous aurons, en outre, besoin d’une notion de Z;-
complexe ( entierement interne & cette preuve ), et du théoréme sur les complexes nilpotents
“ stablement réductibles ” pour un anneau régulier, démontré au chapitre 5.8 : nous invitons
donc le lecteur & vérifier que les résultats sus-cités sont indépendants de ce théoréeme 14, et
qu’il n’y a pas de cercle vicieux.
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e Suivant les notations des chapitres 4.1 et 4.2 ( localisation ), nous noterons L&/ la catégorie
des Zp-complexes o/-locaux, et L la sous-catégorie pleine des objets X de L./ pour lesquels il
existe une suite exacte courte (Z — Y — X) avec Z dans <7 et Y dans #. On a une équivalence
d’homotopie en K-théorie : K(#, ) ~ K(L). Si Z est dans &/, son terme stabilisé Z est
contractile. Par somme directe, cette propriété est vraie aussi sur 4. Soit X dans L, on a
donc : Xoo ~ Yoo est homotopiquement fini. Le foncteur [(X«) — (Xoo, dtao)] est donc bien
défini de L dans Nil(CR; S). Rappelons maintenant la forme d’'un Zp-complexe réduit X
dans L& ( on trouvera les calculs détaillés au chapitre 4.2 ) : les symboles () désignent les

carrés “ exacts ” ( & la fois pullbacks et pushouts homotopiques ).
0— X1 —A>X2 X; A Xit1
ali ® \LOQ ai\L ® l/aH»l
0—>0—">X1®5 - X;185—">X,®5

2

Par composition des carrés “ exacts ”, on obtient pour tout indice (¢ > 1), la fibration homo-

. A i N - . .
topique : ( X1>> X; s Xi—1®S ). Par passage & la limite, on obtient donc la fibration

A oo
homotopique : ( X1 >3 Xoo iresd Xoo ® S ). Ceci permet immédiatement de montrer I’axiome
[Appl] : supposons donnée une fleche (f« : A« — By) de Lo/. Montrons I’équivalence suivante :
( fi dis, Vi ) ssi ( foo qis ). On considere les deux diagrammes commutatifs suivants, et on
applique le lemme des 5 aux suites exactes longues d’homologie associées :

A AL S AL ® S A=A S5 4, ®S

\Lfl ?\Lfoo ?\Lfoo ?\Lfl \Lfi ?\Lfi—l
A Qoo A a;

B1>> Boo > Boo ® S B> B; > B,_1®S

e Soit € la classe des complexes N dans Nil(@R;S) tels qu’il existe X dans L et un qis
[(Xoo, too) — NJ. Pour utiliser le théoréme d’approximation de Waldhausen de la catégorie
L vers C, la seule chose non-triviale & vérifier est I'axiome de surjectivité [App2] : soit donc
X = (Cx, As, ax) un objet de Loet [f : (Coo, oo) — Y = (K, 3)] une flecche de € fixés. On peut
considérer 'objet Y comme un Zp-complexe “ faible ” ( c’est-a-dire ol on oublie la condition
initiale : Ko =0 ), et alors la fleche f induit un diagramme commutatif :

L P PN
05501 ==

fo\L A—Il\l/ A_\le/

On construit alors au-dessus de K« et Ci des “ résolutions ” compatibles (f;; : Cij — Kj)

sous la forme de Zi-complexes (Ciux, €, A, o) vérifiant les égalités plus loin [ ces résolutions
ne sont pas fonctorielles, mais sont suffisamment canoniques pour vérifier ’axiome d’approxi-
mation [App2] de Waldhausen |. A ce moment, on a 2 foncteurs ¢ et ¢1 des Z;-complexes
vers les Zp-complexes “ faibles ” : on pose ¢o(Zij, €, A\, @) = (Zijo, A\, ) et ¢p1(Zij,€, A\, ) =
(Ker?(Zpo — Zop), N ,a'). La surjection canonique : [Ker™(Zpo — Kop) — Zpo] induit
alors un morphisme de foncteurs (¢1 — ¢o). Le morphisme de résolutions f;; induit donc un
diagramme commutatif :

¢1(C**) — ¢1(K**)

| |

¢O(C**) — ¢O(K**)

La fin de la preuve consiste & construire une section a la fleche verticale & gauche. Apres
avoir détaillé le plan d’attaque, attachons-nous aux détails : il existe une suite de qis surjectifs
(m; : Kiy1 — K; ® S) tels que les K; soient dans €g et Ko = K lui-méme. Il n’y a pas
d’obstruction & relever la fleche 8 en une fleche (B9 : K — K;i). Par induction, on peut
construire des fleches (8n : Kn — Kp+1) compatibles aux projections. Quitte & ajouter de
gros complexes acycliques aux K;, on peut méme supposer que les B, sont des cofibrations.
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On obtient ainsi le diagramme :

K3

/&/

Ko® S

/w | /

K1 Ki1®S Ki®Ss

B Bl 2 g S

K—>K®S—>K®S2—>K®S3—>

On pose alors K, = Kerh(BP : K — Kp). On a alors des fleches canoniques (A K — K1)
et (B, : K, — K’ _1 ® S). Comme la fleche de départ § est nilpotente : (8™ ~ 0), alors
(K’ ~ K 69 Km) et (Km+1 ~ K ® Km+1), avec la fleche (A}, = Idx @ Bm). Par passage

a la limite, on obtient : (K., 85,) = (K, 3). De plus, on vérifie que K = 0 et que l'on a

ﬁl
les fibrations homotopiques : ( K A K, =2 K, 1®S), pour tout indice (p > 1). L'objet

construit DY = (K., X, 3)) est donc dans L&/, muni d’un qis (DY — Y). On va maintenant
effectuer une construction similaire pour X : on cherche des complexes C;; dans €r munis
de qis surjectifs (e;; : Cij41 — Ci; ® S), de cofibrations (A;j : C3; — Ciy15), de fleches
(oij : Ciy1j — Cijy1) et (fizj : Ciy — Kj) vérifiant les égalités suivantes :

Qi1 Nit15 = Xij+1Qj €it1jNij+1 = Nij€ij €ij1 Qi1 = Qij€it1;

Jir1jNij = fij fijricug = Bifirj Jijeij = ™5 fij1
Supposons que tous les (Cky, €x1—1, A\k—11, ¥k—11—1, fx1) solent déja construits pour les indices
(k < i)ou(k =1etl < j) Létape de récurrence se construit ainsi : soit E le pullback
K; ]_[ _1®8) (C’i]-_l ® S). 1l existe un complexe Cj; dans €r et un qis surjectif (C;; — E).
Par comp031t10n, on obtient : (-1 : Cj5 — E — Ci5-1 ® S) et (fi; : Cij — E — Kj).
Les données précédentes définissent des fleches de C;_1; et C;11;-1 vers E; il n’y a pas
d’obstruction & les relever en (A;—1; : Ci—1; — Cij) et (ajj—1 : Cip1j—1 — Cij). Si on choisit
Cj; assez gros, on peut imposer que A;; soit une cofibration. Ceci termine la récurrence. Posons
alors C Kerh(ap : Cpo — Cop). Les fleches Aj; et ay; induisent alors des cofibrations
(Ap C’ — Cp1q), et des fleches (o, : €y — C;_; ® S). On obtient ainsi un Zp-complexe

+1
DX = (C’ )\’p o) muni d’une surjection canonique (DX — X) et d’une fleche naturelle
(fsx : DX — DY). Soit alors le noyau E, = Ker(C;, — Cp). 1l s’identifie naturellement a
la désuspension s’lCop, et donc, via les gis €, & s71Cy ® SP qui est contractile. La fleche
«/, induit alors une surjection de Ep = Ker(C,, — Cp) vers (Ep—1 ® S). Le noyau Ej, étant
acyclique, on peut identifier C’; avec la somme directe (Cp @ Ep). Dans cette situation, les

fleches )\; et a; sont représentées par les matrices :

)\,:{,\p o} a,:[ap 0}

P Up Tp P Up  Yp

Une section sp de la surjection (C}, — Cjp) est la somme de l'identité Idc,, et d’une fleche
(vp : Cp — Ep). De plus, ces fleches commutent aux A}, et aj, ssi pour tout indice (p > 0),
on a les égalités : [up + TpYp = Yp+1Ap) €t [Vp + YpYp+1 = Ypap]. Comme les Ap sont des
cofibrations, et les y, des qgis surjectifs, il n’y a pas d’obstruction & définir inductivement les
fleches v, vérifiant les conditions ci-dessus. C’est pourquoi on a une cofibration (s : X — DX)
qui fait commuter le diagramme suivant :

(DY )oo
(f**S)Y \Ll
f
(X)oo —>Y
Comme Y est dans C, il existe un Zp-complexe X dans L, et un qgis [e : (X0)oo — Y]. Par le
méme raisonnement, on construit une fleche (u : Xo — DY) telle que € soit uso composée par

le qis [(DY)oo — Y. Les deux Zp-complexes Xo et DY étant dans L./, la fleche uo est un qis,
et donc u est un qgis ( par l'application du critere [Appl] ci-dessus ). Ceci prouve que DY est
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dans L. Le diagramme ci-dessus prouve alors I’axiome [App2]. Le théoréme d’approximation
de Waldhausen affirme alors que le foncteur [(A+) — (Aco, @co)] induit une équivalence en
K-théorie : K (L) ~ K (C). Plus précisément, on a une fibration homotopique de spectres :

( K()>> K(#) = K(C))

e Soit alors N = (C, a) dans Nil(€r; S). Comme I'anneau R est régulier, le complexe nilpotent
N est “ stablement réductible ” ( cf chapitre 5.8 ) : donc il existe N’, et un qis (Y — N’ @ N)
ou le complexe Y est réductible. Ce complexe Y est une extension de complexes nilpotents
Y; = (C, a;), ol a; est homotope & zéro. Chacun des Y; est donc dans la classe C. Comme L est
stable par extension, C aussi, et contient donc Y. La classe € est donc cofinale dans Nil (€Rr;S),
et donc la fleche [K(C) — KNil(Cg; S)] induit un isomorphisme sur les 7; pour tout indice
(i > 0) et une injection sur le mg. C’est pourquoi la fibre de la flecche [K(B) — KNil(Cg; S)]
est la méme que celle de [K (%) — K(C)]. On a donc bien la fibration homotopique :

( K(o)>> K(B) == KNil(Cg;5) ) [ ]

Remarquant alors que [K (%, &) ~ lim (P, )], la limite inductive étant
neN

prise suivant les fleches d’inclusion i ( cf chapitre suivant ), le cadre de travail
de Mr Vogel permet alors 2 approches prometteuses pour identifier ce terme a
K (R) : soit le calcul d’objets locaux ( cf chapitre 4 ), soit 'utilisation intensive
du théoreme d’additivité de Waldhausen, appliqué a un réseau de foncteurs
sous-jacents ( sur %, et &, ) que nous allons mettre en place ( cf chapitre 3 ).

2.5 Les catégories 7,

Il semble que tout se passe bien sur Z et que le noeud du probleme consiste a
construire des foncteurs intéressants sur 7. Pour cela, on cherche & construire
un foncteur quotient ( qui deviendra le foncteur cyclique 2, ), qui ne sera
défini fonctoriellement que pour des objets munis d’une homotopie explicite,
plutdt que simplement contractiles. Sachant cela, on écrit le bon cadre formel :

Définition 10 .
On note A, la catégorie des objets (By,h) ot [B. € Ob(e,)] et h est une

homotopie (Bn—h>Bn) telle que [dh = Idpg,]. Un morphisme de cette catégorie
[f« € Floe, (A, h), (B, 1)) sera la donnée de [f. € Flg, (Ax, By)] rendant le

diagramme suivant commutatif : A, hooa, ,  (soit:[hof,=fanoh]).

Lo e
h/

B, — B,

Proposition 6 .
Le foncteur oubli (F : 5, — ay,) défini par (B, h) — B.] induit une équivalence
entre les spectres connexes de K-théorie algébrique : K (5, qis) ~ K (%, qis).

Démonstration :

On va montrer que le foncteur oubli (F' : 74, — 4,), qui est un foncteur exact,
entre deux catégories de Waldhausen munies de foncteurs-cylindres , vérifie les
hypotheses du théoreme d’“ approximation ” de Waldhausen.
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e La construction d’un foncteur-cylindre T sur la catégorie 77, s’effectue comme
au lemme 5 du chapitre 2.3 par fonctorialité. 1l faut juste vérifier que ’on peut
construire une homotopie compatible : prenons donc (f : A, — B,) une fleche
respectant les homotopies h sur A,, et A’ sur B,,. On construit alors I’homo-
topie H sur T(f), = (0 ® A) @ (€1 ® A) ® (no ® B) par : [H(eoa) = €ohal,
[H(e1a) = —erha] et enfin [H (19b) = h'b]. On vérifie alors que [dH = Idpy)] et
que les fleches canoniques (j1, j2,p) respectent les homotopies.

e [Cylindre] : le noyau de p est le cone C'(A,) contractile, donc p est un gis.

e [Saturation] : immédiat pour les isom, passe aux qis en prenant ’homologie.

e [Appl] est purement formel : il suffit de voir que (f. € ws%,) si les f; sont des
quasi-isomorphismes et font commuter les diagrammes avec (a, A, h); oublier
I’homotopie A nous donne donc (F(f) € wes,); réciproquement, si on sait que
(F(f) € wet,), il reste juste a vérifier que f commute a ’homotopie h, mais
ceci est assuré car f est un morphisme de J7;,.

e [App2] : Le foncteur-cylindre sur &, permet le scindage du probleme de
relevement des homotopies en 2 cas, traités ci-apres par chasse-au-diagramme :

Lemme 6 [Homotopies]

1.80it (f : Ax — By) une cofibration de o, et h une homotopie sur A,. Alors
il existe une homotopie h' sur By, compatible au sens que [f oh =h'o f] ( on
peut ainsi relever le diagramme au niveau H;, ).

2.50it (g : Cx — D) une fléche surjective de <, et H' une homotopie sur D,,.
Alors il existe une homotopie H sur C,, compatible au sens que [go H = H' o g|
( on peut ainsi relever le diagramme au niveau %, ).

Démonstration :

1.Ecrivons la suite exacte : (An>7>Bn—>>Wn) ; f étant une cofibration, W, est projectif,

et donc la suite est algébriquement scindée. En lui appliquant le foncteur Hom(., Br), on ob-

tient : (Hom(Wy,, Bp)>—>Hom/(Bn, Bn)—?»Hom(An, Bp)) qui va nous permettre de faire
.0

une chasse-au-diagramme. On cherche une fleche (k' : By, — By,) telle que [h/ o f = foh] et

[dh' = Idpg, ]. On considére alors le diagramme commutatif suivant :

Homga(Bn, Bn) ?f>Hom2(An,Bn) hly ——> hy
I Js | !
Homy(By, B) —s= Homi(Au, By)  Byb—=hif # fh b= dhy = fh—hif
b Ve R |
Homg(Bn, Bn) ?Homo(An,Bn) Id—— f 0 0

Décryptage : By étant contractile, on peut choisir une homotopie hf ; on va corriger le défaut
(fh — k! f) par un bord : en effet d(fh — h/ f) = 0 donc il s’agit d’un bord dhz ( le complexe
Hom(An, Br) est acyclique ) ; on releve ha en hf, qui va venir corriger notre homotopie h} du
début sans modifier dh}. On pose donc [k’ = h] + dh}] qui convient.

2. Fcrivons la suite exacte : (Kn>—>Chp —g»Dn ). On lui applique le foncteur exact Hom(Ch, .)
[ car Cy, est projectif ], on obtient : (Hom(C’n,Kn)>—>Hom(Cn,C’n)?Hom(Cn,Dn))

qui va nous permettre de faire une chasse-au-diagramme. On cherche une fleche (H : C), — Cp)

telle que [go H = H' o g] et [dH = Id¢,,]. On considere alors le diagramme commutatif :
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Homa(Chn,Ch) ﬁ)Homg(Cn,Dn) Hob———= HJ

Ja Ja ! [
Hom1(Ch,Ch) ?Homl(CH,Dn) Hi+>gH #H'g dHy — dH, = H'g — gH\
{e Je | ' ! !

Homo(Cn, Cn) 22= Homo(Cn, Dn) Id———>49 0 0
Décryptage : Cp, étant contractile, on peut choisir une homotopie H1 ; on va corriger le défaut
(H'g—gH1) par un bord : en effet d(H'g—gH1) = 0 donc il s’agit d’un bord dH), ( le complexe
Hom(Chr, Dy) est acyclique ); on releve H) en Ha qui va venir corriger notre homotopie Hi
du début sans modifier dH1. On pose donc [H = H1 + dH>] qui convient. B

Vérifions désormais la condition [App2] de surjectivité : soit (A.,h) un objet
de 4, et (f« : Ay — B.) une fleche de o, fixés. Grace au foncteur-cylindre
sur ,, on décompose la fleche f en une cofibration (A — T'(f)) suivie d’'un
qis surjectif (T'(f) — B.). La premiere partie du lemme précédent permet de
trouver une homotopie h’ sur T'(f) compatible & la cofibration. Mais alors on
a relevé la fleche f. de o7, en une fleche [f : (A, h) — (T(f),h')] telle que la

fleche initiale f soit la composée : [ F((As, h)) SO F(T(f),h")) —> B, ].

Le foncteur oubli F' vérifie donc toutes les conditions du théoreme d’ “ approxi-
mation 7 de Waldhausen, et 'on peut conclure : K(5%,, gis) ~ K (<, qis). R
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Chapitre 3

Divers foncteurs

Le but de ce chapitre est d’introduire les différents foncteurs sous-jacents aux
catégories o7 et A, et qui vont permettre, via le théoreme d’additivité, de scin-
der le KNil(R; S). La situation est relativement simple sur %, car on possede un
foncteur quotient (g : %, — %B,—1) qui ramene par récurrence le terme K, (%)
a n copies de K,(R). La situation devient plus difficile sur o7, car I’équivalent
“ nilpotent ” du foncteur ¢ n’est défini fonctoriellement, que si on fixe une ho-
motopie sur le cran n contractile : d’ou la nécessité de définir les catégories J;,,
et de vérifier qu’elles gardent la K-théorie de 7, ( cf proposition 6 du chapitre
précédent ); d’autre part, le nouveau foncteur 2,, ainsi défini est interne a la
catégorie S, ( il n’abaisse plus les degrés!), et se révele méme étre cyclique. Le
nouveau formulaire obtenu permet alors de montrer que le foncteur translation ¢
est un isomorphisme sur ’espace-limite K (4, «7). En fait, il suffirait de montrer
que [t : K(AB,, ) — K(PBnt1, Dnt1)] est un isomorphisme pour tout n, pour
démontrer la [Conjecture] de P. Vogel énoncée en introduction.

3.1 Le cas simple : sur &4

3.1.1 Le foncteur inclusion ¢

On considere le foncteur d’inclusion naturelle (i : %, — PB,y1) défini par
(04 —...2 A4, ~..)—~ (00— A4 —... > A, - A, ~...)]. Cest un
foncteur exact, qui préserve les foncteurs-cylindres. On obtient la catégorie Z en
prenant la limite inductive des %, selon i. Le foncteur 4 induit alors I'identité :
(it=1d: B — B).

3.1.2 Le foncteur translation ¢

Le foncteur translation décale d’un cran vers la droite les multicomplexes :
(t: PBp — PBpt1)estdéfinipar [(0 >4 — ... 5> A, ~... )~ (0—-0— A; —

.— A, ~...)]. C’est un foncteur exact, qui préserve les foncteurs-cylindres.
Ses itérations permettent de décaler un multicomplexe de n crans vers la droite.
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En fait, ¢ commute & I'action de 4, il est donc défini sur la catégorie-limite :
(t: B — B).

3.1.3 Les foncteurs f; et g

Les foncteurs (f;,1 < j < n) sont une famille de projecteurs : (f; : %, — €g)
est défini par [(0 — A1 — ... — A, >~ ...) — Aj]. De leur coté, les foncteurs
(gk, 1 < k < n) forment une famille de sections : (gi : €g — %,,) est définie par
A~ 0—-...-0—-A—...— A~ ..)], ou on commence par k termes
nuls, et ou la fleche « est identiquement nulle. Tous ces foncteurs sont exacts
et préservent les foncteurs-cylindres. En fait, ils commutent tous a l'action du
foncteur d’inclusion i, et sont donc définis sur la catégorie-limite : (f; :  — €g)
et (gr : €p — ) ; c’est pourquoi on utilise la méme notation indépendemment
de l'indice n.

3.1.4 Le foncteur quotient ¢

On considere le foncteur quotient (q : B, — HBp—1) défini par [(0 — A; —
o Ay =)= (0= AyJA) — ..o — AL /AL ~ ...)]. Clest un foncteur

exact, qui préserve les foncteurs-cylindres. En fait, il commute a l'action du

foncteur d’inclusion 7; il est donc défini sur la catégorie-limite : (¢ : B — A).

3.1.5 Formulaire sur %

Le cas de la catégorie & est simple, car P'existence du foncteur quotient ¢ ( qui
diminue le nombre de crans des multicomplexes ) nous permet, via le théoreme
d’additivité, de découper 4, récursivement en termes isomorphes a Cp.

iot = toij fiot = fi1

fjoi = fj flot = 0

iogk = Gk logr = grt1

qgoi = idogq got = Id

qogk = Gk fioge = Idx1g>p
qgogr = 0 fica = firn—nh

A ce formulaire, il convient d’ajouter la suite exacte de foncteurs :

gio fi>Idg, =>toq

Proposition 7 .
Le spectre de K-théorie de la catégorie B, s’identifie a la somme directe de n
copies de la K-théorie de 'anneau de base : K. (%) ~nK(Cr) ~ nK,.(R).

Démonstration :

Utilisons les égalités du formulaire induites au niveau des spectres de K-théorie :
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o(qx oty = Idy) : [K«(Bn) — K«(HBn)] donc g« est surjective, et t« est injective.
Dot [Im(t« 0 gx) =~ K«(Bn-1)]-

o(f1x 0 g1+ = Idy) : [K«(€r) — K«(CRr)] d’ol fix« est surjective, et g1« injective.
D’ou [Im(g1x o fix) ~ K«(CRr)].

o(Idy = tx 0 g« + g1« © f1«) par théoreme d’additivité.

o(q« 0 g1« = 0) et (fi« ots« =0) : les deux sous-espaces sont en somme directe.
Nous venons donc de démontrer : K« (%n) ~ K«(€r) ® K«(Bn—-1).

Par récurrence sur n, on obtient donc la décomposition de I’énoncé. B

3.2 Le cas difficile : sur &/

3.2.1 Le foncteur inclusion ¢

On a deux foncteurs d’inclusion naturelle : (i1 : %, — ,11) est défini par
(00— A4 —-...5 A, ~..)— (00— A — ... > 4, - A4, ~...)]; tandis
que (ig : A — Dpiq) est défini par [0 > A1 — ... > A, =~ ..) — (0 —
Al — ... — A, - CA, ~ ...)]. On peut définir ces deux foncteurs au niveau
de la catégorie 47, : Soit h 'homotopie sur A,. Dans le cas de i1, on garde
la méme homotopie. Dans le cas de i3, on a fonctoriellement une homotopie
C(h) définie par h sur le cone de A, ; mais aussi une autre homotopie ( tout
aussi naturelle ) liée & la structure contractile du cone ( et indépendante de
h!). En fait, n’importe lequel de ces choix induit la méme fleche au niveau
des spectres [K,(,) — K.(#41)]. A qis pres, on a défini un seul foncteur
(i 2 0 — Hia).

3.2.2 Le foncteur translation ¢

On consideére le foncteur translation (¢ : %, — &,11) défini par [(0 — 4; —
oAy~ )= (00— 4 — ... — A, ~ .. Ici on garde la méme
homotopie sur A,, : ceci définit donc bien un foncteur (¢ : %, — H;,11).

3.2.3 Les foncteurs f; et g;

Les foncteurs (f;,1 < j < n) sont une famille de projecteurs : (f; : o, —
Cr) est défini par [(0 — A; — ... — A, ~ ...) — Aj]. De leur coté, les
foncteurs (g7,1 < k < n) forment une famille de sections : (g7 : €p — %,)
est définiepar [ A — 0 — ... 20 —= A — ... 5 A — CA~..)],ouon
commence par k termes nuls, puis (n — k) termes égaux & A, et ou la fleche
a est identiquement nulle. Pour définir ces foncteurs au niveau de la catégorie
7€, on pose : f; “oublie” ’homotopie h sur A,, et g; munit le cone C'A de son
homotopie naturelle. On a ainsi bien défini des foncteurs (f; : &, — Cg) et
(9% + €r — 7).

3.2.4 Les foncteurs cycliques 2,

Avant d’entamer la description du foncteur cyclique 2, il est bon de rappe-
ler une description algébrique des cones multiples C™ A : par définition, le cone
CA=T(0: A — %) apour éléments les termes (e;a) aveci € {0,1} et a € A. La

41



différentielle est donnée par les regles : [d(ega) = eoda] et [d(e1a) = ega — e1dal).
L’ homotopie naturelle H est la suivante : [H(eja) = 0] et [H(epa) = ejal. Si
le complexe A est lui-méme contractile, muni d’une homotopie A, il existe une
autre homotopie naturelle i sur C'A qui prolonge & : on pose [h(epa) = egh(a)] et
[h(e1a) = —e1h(a)]. Avec ces notations, le cone double C2 A aura pour éléments
les termes (eje;a) avec ¢, € {0,1} et a € A, munie de I'inclusion canonique :
(CA C C%A) qui sera de préférence représentée par : (egC A C C2A) et sur les
éléments [epe;a — eje;al. Enfin, on notera généralement les éléments du cone
multiple C™ A par les termes (e;,, . ..e;,a) : les cones (CKA)j <<, sont emboités
de la droite vers la gauche, tous contractiles munis de ’homotopie naturelle H.

Proposition 8 .
Il existe un foncteur (2, : I, — H,), qui & tout couple (Ax, h) associe le Dy-
compleze suivant, muni de [’homotopie naturelle du cone H définie ci-dessus :

’
[e3%

Démonstration :

Donnons maintenant une description heuristique de la construction du foncteur
cyclique 2, : en fait, ¢’est un raffinement du foncteur quotient ¢ qui reste interne
a la catégorie 7, des objets nilpotents ( détail technique : la construction est
fonctorielle, pourvu qu’on prenne en compte I’homotopie explicite h qui rend A,
contractile ; on passe donc de <7, a 7%, ce qui ne change pas la K-théorie, le fonc-
teur 2,, est donc bien défini sur KNil(R;S) ). Considérons un multicomplexe

A, € o, et son quotient g(A,), en particulier la fleche o au cran A,, contractile :
(6%

VAR
A* :(09141 AQ Anfl * = *:)
¥ o
A*/Al :(0—>0—>A2/A1—>—>An,1/A1—>*/A1:*/A1:)

La remarque de base, qui permet de “ corriger ” ¢(A.) pour en faire un élément
de 7,11 est la suivante : la fleche & est homotope a zéro, et donc se factorise
par le cone C(x/A;). En effet, on a le diagramme commutatif qui définit & :

Ay % ’T (/A1) Par conoyau, la fleche & est un morphisme
: de chaines. Le complexe (A, = x*) est
0 o a - contractile, et muni d’une homotopie h ex-
§ plicite telle que [Id 4, = dh] ( ¢’est-a-dire :
v doh+hod)etdoncona:a=[r®1lg]o

A @S>+ 8 = (+A)®S5 1) G10a = d([relslo[h®lsod).

On obtient ainsi une factorisation de [& : (x/A1)>> C(x/A1) X4 (/A1) ® S ].

/
[e3

VA

Dot 2, (A) = (0= Ag/Ay = > Ap_1 /Ay = /A, = C(x/A) =...) W

Proposition 9 .
Grace a la description algébrique des cones multiples, on peut décrire les itérées
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du foncteur 2, donner lallure du terme général, et une formule donnant o :

k _ kAr+1 kAn k—1_ CAn k—2 C?*A,
2(A) = (0= et = =@k =€ oayar % OmiCATA
k—1 clA, CcrA, -
-7 € CTA GO 1A+, 4CAFA, " CRA +CFTAst.. +CA, )
dont les éléments du terme médian s’écrivent : (egfleil ...€,z)  modulo

l

(egfleil ce € 21)s (egf iy - - Ciy_1€022)y - -, (e’S*le“eo ...e021), (eo.-.€02k).

Enfin, si on note [ag = a] et [ag = hal, on a la formule compacte :

‘ a8y ... €52) = €€, €4y ... € 0 2 ‘

Démonstration :

Nous allons désormais prendre un point de vue calculatoire, pour montrer com-
ment on peut itérer cette construction, définir une vue fonctorielle des mul-
ticomplexes (2F(A.))1<k<n, puis définir un morphisme du multicomplexe de
départ A, vers 2"(A,) qui soit un quasi-isomorphisme en chaque cran ( en
fait, on obtient un morphisme ¢ € Fi(<%,) qui ne respecte pas I’homotopie,
mais un dernier lemme technique corrigera ce défaut ). Commencons par des

: : o : . CAn/A1) , _CA, o CAn/(CA1+Ar) |, _CA,

identifications canoniques : A = oAty buis A5/ As ~ GATT
N s CICAL/(CA1+A2)] C?A,

et enfin le cone quotienté T/ N GTALCATA Cela promet de

vite devenir inextricable, néanmoins on arrive & des formules calculatoires tres
synthétiques : il faut voir la donnée de base comme étant un espace Z filtré,
muni d’une fleche « graduée descendante, et d’'une homotopie [h : Z — Z] telle
que [dh = Idz]. Le foncteur 2, lui associe alors le cone C(Z/Z;) naturellement
filtré, muni de ’homotopie H naturelle du cone ( indépendante de h ), et de la
fleche A graduée descendante, définie par : [A(egz) = a(z)] et [A(e12z) = ha(2)].
On vérifie en particulier que la fleche X est forcément un morphisme de chaines.
On itere cette construction fonctorielle pour obtenir I'allure du terme général
de I’énoncé. On vérifie trivialement que les inclusions de cones passent bien au
quotient. On obtient alors par récurrence la fleche «; graduée descendante, qui
vérifie I'identité voulue. B

Théoréme 15 .

Le foncteur 2,, est cyclique d’ordre n. Plus précisément, pour tout (A, h) dans
., il existe une fléche (¢ : A, — 2I(AL)] dans Fl(<,) qui soit un qis. Cette
fleche ¢ correspond a un systéme qui commute aux inclusions et a la fleche o
définie dans la proposition ci-dessus.

. ck A, |
CFAL + CFTAy+ ...+ CAp + A,

[qbk:Ak—»eg_

Chacune des fleches ¢F est alors définie via égalité :

k—2
(k) = egflfze%eézk + egflelhzk
=0
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Démonstration :

La construction s’effectue par induction. Une fois trouvée la formule, il faut
vérifier les compatibilités, puis montrer que ¢ est une équivalence d’homologie
sur le gradué associé. Enfin, un lemme technique nous montrera comment cor-
riger ¢ pour obtenir 2 qis internes a la catégorie 7, : on aura alors démontré
que 27! ~ Id, c’est-a-dire que 2,, est cyclique d’ordre n.

e Compatibilité avec 'inclusion : soit zx_1 € Ar_1.
— k 2 k—2
Alors ¢F(zr—1) = ¢ M (zr-1) + ef Feteg 2z
~—_——
€ C2A,_,

° Compatibilité avec la surjection « : on calcule et on compare

"L oa(z) = Z en M 2edelazy, + el terhazg.

ao¢k(z,) = Z ey = 16166 Lz, + eg_lelhazk + eghahz,.
————
€ A,
. Morphibme de chaines : on calcule d[¢*(21)] =

n—l—2

—Z leq ™ = 2(egel—eleo)eozk+eo eel (dzy)] +ep~ Yeghzy —e1zx + e1hdzy)

[Z ey = 1eleézk— Z ey = Qeleéﬂzk] ey kelelg 1zk+eohzk +¢F[dzy] +
=0 —_—— ——
€ CAg c A,

n~Le; 2] = ¢¥[dz] apres simplifications.

[—enteizg + ef

e Montrons que ¢ est une équivalence d’homologie sur le gradué associé :
On commence par traiter séparément le cas (kK = 1). On considere la fleche

1 . _ _n—1 CA, z : n—1 214 .
(" + A1 — Gr1 = ey gr) définie par (2 — e eihz). Les éléments
n—1 n—1

de Gry sont les termes (eg™ "e;z) modulo [(eq™ e;21), (efz)]. Les (efz) étant
contractiles, le quotient est une équivalence d’homotopie de Gry sur les (e1z)
modulo (e1z1) : 'image de ¢! s’écrit alors [¢'(z) = ejhz]. Mais cet espace se
projette sur les termes ( z modulo z; ) par une équivalence d’homotopie : notre
fleche s’écrit ici [ (2) = hz]. De ces équivalences, on tire la suite exacte :

5
) ~
Ay>——> A, —> Gr, hzy —— hzy
l» J
Ay 21— z1 — hdz;

Le complexe A, étant contractile, la fleche de bord ¢ est une équivalence d’ho-
motopie. Vérifier que ¢! est un qis revient alors & montrer que (§ o ¢') en est
un. Pour cela, on choisit z; représentant une classe d’homologie de A; ( donc
dz; = 0) et on calcule le bord de [hz; = ¢! (21)]. Comme [dz; = 0], 'élément se
remonte en z1, c’est-a-dire que (J o ¢') induit 'identité en homologie!

Passons maintenant au cas général (2 < k < n). On considere alors la fleche
graduée (¢% : A /A1 — Gry) définie par (z — ey ke%elg 2 z). Les éléments
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de Gry sont les termes (ef "e; es, . .. €i,2) modulo des expressions du type :
[(en e ey . ei,21), (e Feiei,.. ei e0za), ..., (el Fe;eb™12;), et en-
fin (ef ™ e e, .. e 2)]. Les (ef ™ e e, . .. e, 2) étant contractiles, le quo-
tient est une équivalence d’homotopie de Gry sur les (ejes, ... €4, 2) modulo
[(e1€iy - €ip21), (€1€iy..-€ip_,€022), --., (eref 'z;)] : Vimage de ¢* s'éerit
alors [¢*(2) = e2ek™22]. Mais cet espace se projette sur les termes (e;, . . . e;, 2)
modulo [(es, ... €, 21), (€iy..-€ip_1€022), -, (eéflzk)] par une équivalence
d’homotopie : notre fleche s’écrit ici [¢pF(z) = elelgfzz]. De ces réécritures suc-
cessives du gradué Gry, associé a 2"(A.), on tire la suite exacte courte suivante :

5
s - B

CF1A, +CF 245+ .. . + Ay CF 14, ——————> Gy,

plz T "

Ak/Ak—l Ak/Ak—l

eleg_zzk e eleg_sz

Ik

k—1 k—2 k—2 k—2 k
€y 2k —e1ey Zk—1F——>>epey 2k —eiey ~dzy @
pl
2k (modAg_1) 2k

Les cones étant contractiles, la projection p définie par : p(e;, ...e;.21) = 0,
., pleieb™z,1) = 0 et p(eh™'2;) = 2p(modAg_1) et le bord § sont des
équivalences d’homotopie. Vérifier que ¢* est un qis revient alors & montrer que
(podo@®) en est un. Pour cela, on choisit z;, représentant une classe d’homologie
de Ap/Ai—1 ( donc dz, = zp—1 € Ak—1 ) et on calcule le bord de [eleg_sz =
@ (2r)]. Comme [dzy = zp_1], ’élément se remonte en [elg_lzk — eleg_sz,l]
dont la projection p redonne z;(modAy_1), c’est-a-dire que (p o § o ¢*) induit
Iidentité en homologie! On a donc bien démontré que ¢ est un qis de «7,. B

Lemme 7 [Technique]
Soient A, Bi € 6, et un quasi-isomorphisme (f : A. = B.) € Fl(a7,). Alors

il existe deuz fleches (y: A, > C,) € Fl(A4,) et (z: B, >C,) € Fl(,),
qui soient des cofibrations et des quasi-isomorphismes.

Démonstration :

La preuve se fait en 2 étapes :

e Si f est une cofibration, on construit le multicomplexe C, comme étant la somme directe
[Cx = C(A+) © B.], muni de la différentielle scindée : [dc, = dg(a,) @ dp,]. La fleche
(z : B« — C4) est alors l'inclusion sur le deuxiéme facteur : c’est un qis, car son conoyau
est le cone C(Ax) contractile. La fleche (y : Ax — Cy) est définie comme la somme directe
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(Asx > C(A4)) @ (A« >7> Bs) . C’est une cofibration, et on a alors le diagramme commutatif

suivant : A>1> C —> Coker(y) . Les 2 fleches verticales a gauche étant des qis, la
H V 3eMe est aussi un gis ( d’apres le lemme des 5 ),
f v et comme f est un qis, alors y est aussi un qis.

A>> B —> Coker(f)

Il reste maintenant & construire une homotopie sur Cx compatible a la cofibration somme
(y® z: Ay @ Bx — C4) : son existence est prouvée par le lemme 6 du chapitre 2.5.

e Dans le cas général, on remplace la fleche f par une cofibration, grace & I'utilisation du
foncteur-cylindre T'(f) sur la catégorie <, : d’apreés le lemme 6, il existe une homotopie h’ com-
patible & I'inclusion (j2 : Bx — T'(f)). On applique alors le 1" cas a la fleche (51 : Ax — T(f))
pour obtenir des fleches (y1 : A« — Ck) et (21 : T(f) — Cx) qui soient des gis respectant les
homotopies h et h/. Puis on compose 21 par (j2 : B« — T(f)) pour obtenir un gis, qui soit
une cofibration respectant I’homotopie h’. On obtient alors le diagramme suivant : |

(A*vh) (B*vh,)

! (T(f), ")

C(A) o T(f)

Remarque :

Ce lemme permet de corriger la fleche définie par récurrence (¢ : A, — 27(Ay))
en 2 gis respectant les homotopies, et donc [27 ~ Ide,] : le foncteur est cy-
clique! Il montre aussi que tous les foncteurs définis dans ce chapitre : 4, ¢, f;, g}]
ne dépendent pas ( & qis pres, donc au niveau de la K-théorie ), du choix de 1’ho-
motopie. En particulier : [i; ~ is] donnent le méme foncteur i sur le KNil(R; S).

3.2.5 Formulaire sur 7

Le cadre naturel du foncteur cyclique 2 étant la catégorie 7, on écrira un
formulaire sur ¢ et non sur & ( méme si les fleches induites au niveau de la
K-théorie sont les mémes!). Ici le foncteur 2 joue le réle du foncteur quotient
q, mais avec une différence notable : la suite exacte obtenue ne décompose pas
Iidentité de J7;, mais la fleche d’injection i ; c’est pourquoi on n’obtient que des
résultats partiels sur la K-théorie de &7 ... Néanmoins, la partie non-nilpotente
( identifiable & K(R)"~! dans K(%,) ) se comporte comme celle de K(%,,) :
les relations liant 2, f et g sont les mémes que dans le formulaire 3.1.5.

iot = toi fiot = fim1
fioi = fj fiot =0
iogy = gr togi = g1
Znogr = gia Dpot = i
Dyogt = 0 gn = 0
f]ogzZ = IdX]]-(ij<n) fn =0
fio2n = fit1—fixLcn (2,)" = Idx,

A ce formulaire, il convient d’ajouter les suites exactes de foncteurs :
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g ofi>>i—=>to2,

n+1
1

()2 o gi=>gn"1 > 2nogt

D’olt on tire les égalités en K-théorie ( grace au théoreme d’additivité ) :

i = 102, +g" o fy
Dpogl = _(t)n_z og%
Dpt10i = _(t)n_log%Oﬁ +io 2,

Proposition 10 . R
Les foncteurs induits au niveau du spectre d’obstruction réduit K NZZ(R;~ S) par
le foncteur d’inclusion i et le foncteur de translation t sont égaux : t = i.

Démonstration :
Au niveau du KNil(R; S), les foncteurs f; s’annulent ( et donc aussi les g7 ).
On obtient les relations simplifiées suivantes :

Dpt1ot=1i=to2,
Dpt101 = 102,
20" = Id

On en tire la suite d’égalités suivante :
t= (Qn)"Jrl ot = to(,@n)"Jrl = togn =1

d’ott découle 1’égalité de 1’énoncé. B

t =i sur KNil(R; S)

Nous verrons des conséquences de cette formule dans le chapitre de localisation.
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Chapitre 4

Localisation

4.1 Enoncé du théoreme de localisation

Le but de ce chapitre est d’énoncer, et de démontrer, 'important analogue du
théoreme de fibration de Waldhausen, que Mr Vogel a introduit dans le cadre
de ses Zp-complexes, dans son article [Vog90] non-publié & ce jour.

Définition 11 .

Soit A une classe de Yy-complezxes.

e On dit que A est exacte si elle est stable par “ 2/3 7 et contient les acycliques.
e On dit qu’une fléche [f : (A — B)] entre 2 Dy-complezes est une A-équivalence,
si son cone [C(f) =T(f)/j1(A)] est dans A.

e On dit que A est petite si il existe un ensemble de Dy-complexes X; dans A
tel que pour tout Yo-complexe Y dans A, il existe un qis de l'un des X; vers Y.
e On note A la complétion de A : c’est la plus petite classe de PDy-complezes
contenant A, exacte et stable par somme directe.

e On dit que A est compacte si pour toute fleche [f : (X — @Y;)] d’un objet
X dans A vers une somme directe dans A, il existe un qis [g : (X' — X)] dans
A tel que la composée [f o g] se factorise a travers une somme finie de Y.

e On dit qu'un Do-compleze X est A-local si toute fleche [f : (Y — X)] d'un
objet Y dans A wvers X se factorise par un %y-compleze acyclique.

Remarque : tout Zy-complexe de £ a le type d’homotopie d’un multicomplexe
C, stationnaire, ou tous les C; sont finis. Ceci montre en particulier que les
classes &, o , B, <y sont petites et compactes.

Lemme 8 .
Une classe A est exacte ssi elle est stable par conoyau de cofibration, stable par
désuspension, et elle contient les acycliques.

Démonstration :

Soit (0 - X — Y — Z — 0) une suite exacte de Zp-complexes. Supposons Z dans A. On
trouve un acyclique E qui se surjecte sur Y. On peut alors faire “ tourner le triangle ” : la
suite (0 — s71Z — X ® E — Y — 0) est exacte, avec s~1Z la désuspension de Z dans A.

Maintenant, si X est dans A, cette suite exacte nous dit que Y y est aussi. La classe A est
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donc stable par extension. Réciproquement, si Y est dans A, alors (X @ FE) y est aussi, et
donc [X = Coker(E — X@®FE)] aussi. La classe A est donc stable par “2/3 ", elle est exacte. B

Proposition 11 .
Soit A une classe exacte de Zy-complexes, petite et compacte. Soit X un Y-
compleze. Alors il existe une A-équivalence de X wvers un %y-complexe A-local.

Démonstration :

On va construire par récurrence une suite : (~X =Zo — Z1 — Zz — ...) ol toutes les fleches
[Z; — Z;4+1] sont des cofibrations, et des A-équivalences, et ol la limite Z sera A-locale.
Comme A est petite, notons {X)}xeca 'ensemble de Zp-complexes générateurs. Supposons
que Z; soit construit pour [¢ < n]. Soit T, ’ensemble des couples (\,u) avec [A € A] et
[u: X\ — Zyn]. On note U, la somme directe de tous les X pour [(A,u) € T]. On a une
fleche canonique de U, dans Z,. Soit [Un, — Ey] une cofibration vers un acyclique, et le
pushout [Zny1 = Zn HUn E,]. La fleche [Z,, — Zyn41] est bien une cofibration, c’est une

A-équivalence car [ X € A] implique [Uy, € A]. Soit maintenant Z la limite de cette suite, ¥’

dans A et une fleche [f : Y — Z]. Soit [« :CEB> Zn —>%§ Zp] définie par la différence de I'identité
0 0

et de la stabilisation [Z,, — Z,+1]. On trouve un acyclique E qui se surjecte sur le pullback

[(E)S Zn 1, Y] pour obtenir le diagramme :
0

poooy

0—K—FE—Y—=>0

00—

SICH
ody

On utilise alors 2 fois ’hypothese de compacité pour réduire les 2 sommes & des sommes finies
p

(modulo qis ) : ainsi il existe un qis [K" — K] tel que [k’ — K -3 Zn] se factorise par ® Zn.
0 0

Quitte & ajouter un acyclique & K et F, on peut supposer que [K’ — K] est une cofibration.
p o0 oo

La fleche o envoie ¢ Z,, sur @& Zn ; par quotient, la fleche du milieu envoie E/K’ sur .
0 p+1 p+2

Par compacité, on trouve un qgis [V — E/K’] qui envoie V sur une somme finie. Soit alors le

pullback [E' = EHE/K’ V]. On a ainsi construit une factorisation finie du diagramme pour
un certain entier ¢ ( le conoyau Y’ est homologiquement équivalent & Y ) :

q—1 a 94
0—>@Zn—>EOBZn—>Zq—>O Zq =7
0
pooop P E
00— K —FE —Y' >0 Y' =Y

Mais Y’ étant dans A est équivalent & un certain X, alors la fleche [u : X\ — Y/ — Z]
appartient & Tq, et donc la fleche composée [ X — Zg41] se factorise par construction par un
acyclique F'. On forme alors le pushout [G = F HXA Y], qui est acyclique : [X) — Y’ — Y] est
un qis, donc [F — G| aussi. Par construction, la fleche f se factorise par G, et donc I'objet-
limite Z est bien A-local. Enfin, la suite exacte (0 —>C€>O§ Zn|X —>20§ Zn/X — Z/X — 0)

montre que la fleche-limite [X — Z] est bien une A-équivalence. H

Proposition 12 .
Soit A une classe exacte de Dy-complexes.
Alors la classe LA de tous les Dy-compleres A-locaux est exacte.

Démonstration :
La classe LA contient tous les Zp-complexes acycliques. Comme A, la classe LA est stable
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par désuspension. Il reste & prouver la stabilité par conoyau de cofibration. Soit (0 — X —
Y — Z — 0) une suite exacte, avec X et Y dans LA. Soit U un objet de A et [f : U — Z].
Soit un acyclique E qui se surjecte sur le pullback U [], Y. On note V' le noyau de [E — U] :
la classe A étant exacte, contient U et E, donc aussi V. On a alors le diagramme commutatif :

0—X—=>Y —=>7—0

(R N

0—V-—=F—=U—0

La fleche [V — X] se factorise par un acyclique F'. Construisons le pushout [W = F ][, E] :
c’est un objet de A, donc la fleche [W — Y7 se factorise par un acyclique G. Quitte & ajouter
un acyclique, on peut supposer que [F' — G] est une cofibration, de conoyau H. Alors la fleche
f se factorise par H acyclique ( cf le diagramme suivant ), et la classe LA est bien exacte. l

0—X—=Y—=2Z—0

(|

0—F—>G—>H—0

(R

0—V—=F—=U—0

Proposition 13 . R
Tout Py-complexe A-local est A-local.

Démonstration :

On considere la classe %de tous les Zp-complexes Y tels que, pour tout L dans LA, toute
fleche [Y — L] se factorise par un acyclique. Cette classe contient A. Comme LA, elle est
stable par désuspension. Elle est stable par somme directe : en effet, soit [Y = @Y;], et
[f =®fi :Yi — L] vers L dans LA ; chacune des f; se factorise par un acyclique F;, donc f

se factorise par [F = @ F;] acyclique. Montrons que %st stable par conoyau de cofibration :

soit (0 - X — Y — Z — 0) une suite exacte, avec X et Y dans %soit L dans LA, et
[f: Z — L]. La composée [Y — Z — L] se factorise par E acyclique. On peut choisir F tel
que [E — L] soit surjective, de noyau L’. Comme LA est une classe exacte, L’ est dans LA
et donc la fleche au niveau des noyaux [X — L’] se factorise par F acyclique. Soit alors E’ la
somme de E et d’un acyclique contenant F' par cofibration. Notant G le conoyau ( acyclique
aussi ) de [F' — E’], on peut compléter le diagramme de suites exactes compatibles :

0—L —FE—L—0

(R

0—F—=F —=G—0

bt

0—X—Y—=7—0

- @ . . @ . ~
Ainsi la classe ést exacte, stable par somme directe, et contient A. Donc gcontlent A R

Théoréme 16 [Localisation] [Vog90]

Soient (A C B) 2 classes exactes de Do-complexes. On suppose la classe B
petite et compacte, et A stable dans B par facteur direct. Soit L la classe des
Dy-complexes L A-locauz, tels qu’il existe un Yy-complexe X dans B et une A-
équivalence de X wvers L. Alors la classe L est exacte, et on a une équivalence
d’homotopie au niveau des spectres de K-théorie : K(B,A) ~ K(L).

Démonstration :
La preuve s’effectue a travers les 4 lemmes suivants.
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Lemme 9 . R
Toute fleche d’un objet de B vers un objet de A se factorise par un objet de A.

Démonstration f

On consideére la classe (gie tous les Yp-complexes Y dans B tels que, pour tout objet X dans
B, toute fleche [X — Y] se factorise par un objet de A. Cette classe contient A. Comme B,
elle est stable par désuspension. Montrons qu’elle est stable par somme directe : soit (Y;) des
objets de %t une flecche [f = @f; : X — Y = &Y;]. Par compacité, il existe un gis [X' — X]

P
tel que [ X/ — X — Y] se factorise par une somme finie Y’ =@ Y;. La fleche [X' — Y] se
0

factorise par un objet Z dans A, car %st évidemment stable par somme directe finie ( en
effet, “ produit = somme ” dans le cas fini ). La fleche f se factorise alors par le pushout
[U = X]Ix/ Z] qui est dans A : en effet, [ X’ — X] est un qis, donc [Z — U] aussi; Z étant
dans A, alors U aussi! Tout ceci est résumé dans le diagramme suivant :

X' > (Z€eA)
. A|
[qw ais]

X-=>U_

Montrons maintenant que la classe %st stable par conoyau de cofibration. Soit (0 — X —

Y — Z — 0) une suite exacte, avec X et Y dans gSoit U dans B et [f : U — Z]. Soit FE un
acyclique qui se surjecte sur le pullback [Y [], U]. On note K le noyau de [E — U]. Comme X

est dans gla fleche noyau [K — X] se factorise par X1 dans A. Comme Y est dans gla fleche
du pushout [X; [], E] vers Y se factorise par un objet Y1 de A ( quitte & rajouter des acy-
cliques, on peut supposer que la fleche [ X1 — Y7] est une cofibration, de conoyau Z; ). Par
factorisation du conoyau, la fleche [U — Z] se factorise alors par Z1, comme on le voit sur le
diagramme :

0—X—Y—=7—0

(R

0— X1 —Y1— 721 —0

(R

00— K—>F—U—>0

Ainsi, la classe %st exacte, stable par somme directe, et contient A, donc elle contient ANl

Lemme 10 .

Soit B la classe des Do-complexes X tels qu’il existe un objet U de B et une A-
équivalence de U wvers X. Alors B’ est une classe exacte, et linclusion (B C B')
induit une équivalence des spectres de K-théorie : K(B,A) ~ K(B', A).

Démonstration :

Il suffit de vérifier les hypotheéses du théoréme d’approximation pour le foncteur d’inclusion
[F : BCB’]. [Appl] : soit X un objet de B tel que F(X) soit dans A. Alors I'identité
[Id: X — X] se factorise par un complexe de A. Donc il existe X’ dans B tel que [X & X']
soit dans A. Comme A est stable par facteur direct dans B, X est déja dans A. [App2] : soit
X dans B et [f : X — Y] une fleche de B. 1l existe Z dans B et une A-équivalence [Z — Y.
On injecte Z dans un acyclique E, puis on pose U le conoyau de la cofibration [Z — Y @ E]J.
Le Zo-complexe U est dans A, et la fleche [X — Y — U] se factorise par un objet V de A.
On construit le pullback [X’ = V [],;(Y @ E)] : alors la flsche [V — U] est une A-équivalence,
donc [X’ — (Y @ E)] aussi; enfin, X’ est I'extension de Z par V ( 2 objets de B ), donc
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X' est dans B. Le diagramme suivant prouve alors I’hypothese de surjectivité, et le théoréme

d’approximation nous donne 1’équivalence des spectres de K-théorie : K(B,A) ~ K(B’, A).
7z =——

b

X— X —YOF

N

V—U

Remarquons que la classe B’ contient les acycliques. Elle est stable par désuspension ( car B
et A le sont ). Enfin elle est stable par conoyau de cofibration : soit ( X1 > Xa —> X3 ) une
suite exacte, ou X1 et X5 sont dans B’. Alors il existe une A—équivalence (U1 — X1) avec Uy
dans B. Par 'axiome [App2] appliqué & la fleche composée (U1 — X1 — X2), on trouve une
fleche (u : Uy — Usz) dans B, et une A-équivalence (Uz — X>) telle que le carré commute.
Posant alors Uz = C’okerh(u) dans B, on obtient par passage au conoyau la A-équivalence
(Us — X3) voulue : en effet, B et A sont stables par “2/3 7. Ainsi la classe B’ est exacte. B

Lemme 11 .

Soit E la catégorie des suites exactes courtes (0 - X — Y — Z — 0) ou X
est dans A et Z dans L. C'est une catégorie de Waldhausen pour wE les qis au
niweau du quotient Z. Alors le foncteur F envoyant toute suite exacte courte sur
son terme du milieu, induit une équivalence d’homotopie : K(E) ~ K(B’, A)

Démonstration :

Soit F' le foncteur envoyant chaque suite exacte courte sur son terme du milieu. On va vérifier
les hypotheses du théoréme d’approximation pour F. [Appl] : soit (0 - X - Y — Z — 0)
une suite exacte. Si Y est dans A, alors Z est dans L et dans A. D’apres la proposition 12,
Z est A-local, et l'identité [Id : Z — Z] se factorise par un acyclique. Donc Z est acyclique.
On applique cela au Coker” de toute fleche f de E, pour en déduire : F(f) est dans A ssi
f est une équivalence faible dans E. [App2] : soit (0 - X — Y — Z — 0) = [S] dans E,
et [f : Y — Yp] une fleche de B’. On construit le pushout [Zo = Z ][] Yp]. Comme B est
petite et compacte, il en est de méme pour A, et donc par la proposition 10, il existe une
A-équivalence [Zo — Z'] vers un objet Z’ A-local. On ajoute un acyclique E qui se surjecte
sur Z' pour obtenir une fleche surjective [Y/ = Yo ® E — Z’] de noyau X’, et 'on a une
nouvelle suite exacte dans E : (0 — X’ — Y’ — Z’ — 0) = [S’], munie d’un morphisme ¢ de
suites exactes [¢ : S — S’] et la fleche f se factorise par F(¢) puis un qis ( cf le diagramme
commutatif suivant ). l

[S] (X e A)y>—> (Y €B') — (Z€L)
4 v
® (Yo € BY) woveevvvooen > Z
. (1d80) | lqis] |a-ca
5] X' Y =Yo®FE) —= 7'
(IdéBO)\L[qis]
Yo

Lemme 12 .
La classe L est exacte, et le foncteur envoyant toute suite evacte courte de E
sur son terme quotient, induit une équivalence d’homotopie : K(E) ~ K(L).

Démonstration :
La classe L est I'intersection [B’ N LA], elle est donc exacte. Par le théoréme d’additivité, le

spectre de K-théorie K (E) est équivalent au produit K (A, A) x K (L) et donc & K (L). B

Ceci termine la démonstration du théoreme 12. B
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4.2 Calculs d’objets locaux

4.2.1 Suite exacte courte

On rappelle ici les constructions naturelles dans le cas d’une suite exacte courte
de complexes projectifs, qu’on applique ensuite a la suite exacte courte du cone.

6(—1)

£ r J

0—> E==F==G—>0

Le choix d’un scindage algébrique est équivalent au choix de la fleche [§ : G — F]
de degré (—1) telle que l'on ait la décomposition et les différentielles suivantes :

e ol Ker(p) = () oot
¢! . Ker(m) = Im(j)
Idp =iom+jop dr=—0op

Dans le cas de la suite exacte naturelle associée au cone, on écrira de préférence :
™ J
3

On a remplacé la fleche § par lidentité [Id : E — E], et simplifié les notations :

P=¢op (dedegré —1)
J=j08"1 (dedegré+1)

dr = —P

‘IdCE:iow—&-JOP‘ 4] — +i

4.2.2 Morphisme homotope a zéro

Proposition 14 .

Considérons le diagramme : E>——= CE ou les fleches i et a sont données.

[e%

v

F

Alors lexistence d’une factorisation via le cone CE est équivalente a dire que
la fleche [ : E — F| est homotopiquement nulle : le choiz d’un relévement &
est méme bijectivement associé a celui d’une homotopie h telle que [ dh = «].

[e3

Démonstration :

e S’il existe un morphisme de complexes & qui factorise le diagramme de 1’énoncé, alors on
écrit ’homotopie sur le cone : [Idcg = dH], puis on différencie : [« = &o Hoi = d(&o H o1i)].
e Réciproquement, on considére le diagramme commutatif suivant, ou les fleches dessinées

ne sont pas forcément des morphismes de chaines, mais des morphismes au sens algébrique :
™ J
E==CE=F De l'égalité [Idcg = iom+ J o P], on déduit :
i & P
« V B

F
On différencie : [d& =daom+ aodr +dBo P — 3odP] ( car 8 est de degré +1 ).
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Or on sait que : [da = dP = 0] car ce sont des morphismes de chaines, et [dr = —P],

on obtient donc : | d& = (—a + df) o P | qui nous donne ’équivalence de 1’énoncé.

En effet : si on choisit une homotopie 3 telle que [d = ], alors la fleche [&@ = avo 7 + [0 p]
est un morphisme de chaines car [d& = 0]. Dans Pautre sens, [d& = 0] implique [d8 = o] ( car

P est surjective ), et la fleche 8 du début de construction est donc bien une homotopie de . B

4.2.3 Calcul de K(%,11,%,)

Théoréme 17 .
Un Do-complexe C réduit est Byp-local ssi “ C; est contractile, V(0 < i <mn) .

Démonstration :

o(i) — (1) : On va imposer des conditions sur un objet réduit Cx pour étre %y -local. Pour cela,
on va considérer les objets-tests Dy = gm (D), oule complexe D=(... =0 —>R—0—...)
est Panneau de base R concentré en degré 0 ( ceci pour les indices 1 < m < n ). On va
regarder de pres les morphismes algébriques [f : D« — C.]. Notons Hom(Dx, Cx) I’ensemble
des fleches [f : D« — Ci] respectant les graduations [fy : Dy — Cy], les fleches structurelles
(a, A) des Pp-complexes, mais a priori, ni les degrés, ni les différentielles! C’est un R-module,

gradué : Hom(D«,C.), = {f : D} — C'llc_p}7 et différentiel : suivant la regle de Leibniz,
[do f(z) = (df)(z) + (—1)%9() f o (dz)] d’ont I'on pose : | (df) =do f — (=1)49)fod|

Par R-linéarité, un morphisme [f : Ds — C4] est donné par I'image [z = f(Lg) € Cn].
Pour avoir la commutation avec les A, il suffit alors de poser : [fx = 0] pour (kK < m),
et [fm+k+1 = Amtk © Amtk—1 O ... 0 Am 0 f]. Par contre, la commutation & la fleche o
impose la condition : [am (z) = 0]. Puis on écrit : [anik © frnak(LRr) = Apak_20...0Am o0
Am—1 0 am(xz) = 0] grace & la relation des Zp-complexes : [@ o A = X o . Ainsi on a un
isomorphisme de R-modules gradués : [Hom(Dx«,Cx) ~ Ker(am)] qui fait correspondre f
avec [z = f(ILg)]. De plus, [df = 0] correspond & un cycle [dz = 0]; et [f = dg] s’interprete
comme : [z = f(1g)], [y = g(Ig)] € Ker(am) et [z = dy] ( c’est-a-dire un bord ). C’est donc
un isomorphisme de R-modules différentiels gradués. Calculer I’homologie de Ker(am,) revient
& calculer celle de Hom(D.,Cy). Soit alors f € Hom(Dx«,Cy)p tel que [df = 0] : c’est un
morphisme de chaines de degré p. Comme l’objet Cx est Bp-local, et [D« € %By], la fleche f se
factorise par E, contractile. Donc [f = dg] est un bord. En conclusion : le complexe Ker(am)
est acyclique! Une récurrence finie montre alors que tous les complexes Cj pour (k < n)
sont contractiles : en effet, c’est vrai pour (k = 0), puis on regarde la suite exacte courte
[0 = Ker(ag)s — C; — Cf_; ® S — 0], due au fait que I'objet Cx est réduit. Alors C}_,
est contractile par hypothese de récurrence, donc aussi [C}_; ® S] car le module S est plat;

Ker(ag)« est contractile car on a des conditions reliées & des objets-tests pour (1 < m < n);
donc C} aussi. On a donc montré la condition (ii).

o(ii) — (i) : Réciproquement, il faut maintenant vérifier que tout objet de cette forme est
bien %n-local. Soit [Dsx € %Bn] quelconque, et Cx de la forme ci-dessus, muni d’une fleche
[f : D« — C4]. On va construire par récurrence sur ¢ un objet E, contractile, qui factorise f.
Pour (i < n), on pose [E; = C;] muni des mémes fleches structurelles (a, A). Pour (¢ > n),
on pose : [Eiy1 = E; HDi Dj11], il reste & définir les fleches [A; : E; — Eit1] et [out1 :
Ei+1 — E; ® S], de maniére compatible avec celle de Dy et Cx. Comme [D; — D;y1] est une
cofibration et un qis ( car Dy est dans %y, ), le pushout donne [X\; : E; — E;1] cofibration
et qis ( compatible avec D ). On consideére alors le pushout suivant qui va définir la fleche
[Ei+1 — Ciy1] compatible aux fleches A ( par propriété universelle ) :

Dij>——> D1




En effet : le “ carré ” extérieur commute, car la fleche initiale f commute & A. Il reste mainte-
nant & définir [a;4+1 : Ei41 — E; ® S] : sur Djyq, il s’agit de la composée [D;41 — D; ® S —
E; ® S|, et sur E;, il s’agit de la boucle [F; — E;—1 ® S — E; ® S]. Elles coincident sur D;
grace a la manipulation suggérée par le diagramme suivant :

2 1 1

b b

2 3
3 3 2

on peut donc définir a1 sur E; 41 par propriété universelle du pushout, et elle sera com-
patible avec celle définie sur D,. Il reste a vérifier la compatibilité avec Cy : elle se scinde
en 2 parties, sur D;41, il s’agit de la compatibilité de la fleche initiale f avec «; et sur Ej,
on se raméne a ’hypothése de récurrence grace & la méme manipulation que ci-dessus, mais
prise entre E; et C;y1. Ainsi, on a bien construit par récurrence sur i, un Zp-complexe E.
contractile, qui factorise [f : D« — C4]. Les objets C, vérifiant ’hypothese (i¢) sont donc bien

PBr-locaux. B

Théoréme 18 .

Soit L la classe des Py-complexes L réduits et By-locauz, tels qu’il existe un
Do-complexe B dans PBpi1, et une B, -équivalence de B dans L. Le foncteur
exact de projection (F' : L — Cr) défini par (L. — Lyy1) induit alors par le
théoréeme d’approrimation, une équivalence des spectres connexes de K-théorie
algébrique : K(Bpt1,%Bn) ~ K(R).

Démonstration :
o Le théoreme 16 de localisation de Vogel nous donne I’équivalence : K(%Zi‘il, Bred) ~ K(L).
Il reste & identifier précisément les objets L de L : d’apres le théoréme précédent, on sait que L;

est contractile pour tout (0 < ¢ < n). De plus, on a une suite exacte courte : (A>> B - L) ,

avec A dans %, et B dans PBrn+1. En particulier, les fleches \; sont des qgis, pour tout in-
dice (¢ > n + 1). Montrons que Lp4+1 € Cg, et donc que le foncteur F' est bien défini : on
regarde la suite exacte (A, — Bn — *); By est dans €g, donc A, aussi. Puis la suite exacte
(Ap+1 — Bn+1 — Ln41) : Any1 = Ap est dans €g, et Bp41 aussi, donc Lpy1 est dans €g!
e Le foncteur projection F' envoie un qgis de la catégorie des objets locaux vers un qis de €g.
Réciproquement, soit [f : Ax — Bx] une fleche entre objets locaux, telle que fn,+1 soit un qis.
Comme A; ~ Ap41 et B; ~ Bpq1 pour tout indice (¢ > n 4+ 1) ( ce sont des équivalences
d’homotopie, car on travaille dans €g ), alors f; ~ fn41 est un qis. Pour les indices (¢ < n),
tous les complexes A; et B; sont contractiles, donc f; est un qis! Ainsi fx = (f;) est un dis,
et 'axiome [Appl] est vérifié.

e Regardons maintenant la surjectivité [App2] : soit Csx un objet local décrit au théoréme
précédent, et [f : Cr41 — D] une fleche de €g. On veut construire un Zp-complexe D local
et une fleche fi qui prolongent f. Par factorisation par le foncteur-cylindre sur €g, on peut
supposer f cofibration. On va construire Dy par récurrence sur . Pour les indices (i < n—1),
on pose [D; = C;] avec les mémes fleches structurelles (a, A). Pour (i = n), posons [Dy, = Ch],
méme fleche ay, mais [\, = f o Ap]. Probléme : peut-on définir [ap4+1 : D — Cp ® S] qui
prolonge la fleche ap41 déja définie sur C,,41 7 Comme C), est acyclique, et S plat, Cp, ® S
est acyclique; il n’y a pas d’obstruction & prolonger suivant la cofibration f. Il reste alors
a construire le coté droit de D«. Pour cela, on utilise la méme méthode que pour la preuve
[(#4) — ()] ci-dessus : le pushout ! Pour (i > n + 1), on pose [Di+1 = D;[[, Cit1] et toutes

les fleches (a, A) découlent par fonctorialité ! On a bien construit une fleche de Zp-complexes
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f+ qui prolonge f, ( suivie éventuellement d’une équivalence d’homotopie apres la factorisa-
tion par le cylindre ...), et le multicomplexe Dy ainsi construit a les mémes propriétés que
Cx : contractile pour les indices (¢ < n), puis les \; qis et cofibrations se propagent au pu-
shout. Ainsi Dy est local. De plus, (Dn+1 = D) € €g, donc l'objet D4 construit est bien
dans L! Tout est en place pour appliquer le théoréme d’approximation de Waldhausen. Donc
(K (#red,, #red) ~ K(L) ~ K(Cr, qis) ~ K(R)]. B

Remarque : Regardons enfin avec un peu plus de détails la manipulation des
objets réduits. Appliquant les lemmes 1 et 3 du chapitre 2.3, on voit que si C,
est réduit, c’est la méme chose de tester si Cy est %, -local ou %Z’fd—local. Puis
le lemme 5 montre que [K(By,11, %) ~ K (B4, BrY)]. Par le théoréeme de
localisation de Mr Vogel, il s’agit de la K-théorie des objets C. réduits, tels
que C; est contractile pour (¢ < n), et les autres C; valent alors Cp,+1 ( qui est
dans €g), via les qis ;. On peut objecter que la construction du F, contractile
ne vérifie pas s’il est réduit : c’est vrai, mais le lemme 1 fournit un procédé
fonctoriel qui envoie alors notre diagramme entier vers des objets réduits. Enfin,
la surjectivité du théoreme d’approximation voudrait un objet D, réduit : il
suffit de composer & droite par le lemme 1, pour obtenir [C, — D, — D] qui
convienne. On termine en voyant que : [D7%% «— D,y — D] vaut mieux que 2
qis opposés ( car “ acyclique = contractile 7 dans €g ), ce sont 2 équivalences
d’homotopie opposées [ mais elles possedent des inverses! |, donc [Dfﬁﬁl ~ D]
termine la démonstration.

4.2.4 Calcul de K(,1,9,)

Théoréme 19 .

Un Dy-complexe C, réduit est oy, -local ssi “ la fleche X\ induit un qis entre
Ker(ay,) et Ker(ams1), pour tout indice (1 <m <mn) ”. On peut aussi visua-
liser plus facilement les multicomplexes <, -locaux en écrivant horizontalement
leurs fleches A, et verticalement leurs fleches «, les logos @) désignent les carrés
“exacts 7 (a la fois pushout et pullback homotopiques ) :

0> Cy Cy Cs - Cha Ch Crt1

o | o ey

0>—>0>—>01®S>—>CQ®S C7L—2®S>_>C7L—1®S»Cn®s

Démonstration :

e (i) — (i7) : on va imposer des conditions nécessaires sur un objet réduit C.,
pour étre @,-local. Pour cela, on va considérer les objets-tests D, = g™ *+1(D),
ou le complexe D = (... = 0 —- R — 0 — ... ) est 'anneau de base R
concentré en degré 0 ( ceci pour les indices 1 < m < n ). Regardons de pres
les morphismes algébriques [f : D, — C,] : par R-linéarité, f est donnée par
l'image [z = f(1r) € Cp,). La commutation & « impose alors [x € Ker(auy,)].
Au cran (m+1), le cdne C'D est donné par 2 copies de R : une engendrée par 1
en degré 0, qui est I'image par A de D, et une autre engendrée par e en degré —1.
La fleche f,, 1 est donc donnée par les images [A(z) = fm+1(1g) € Ker(am+1)]
et [y = fmt1(e) € Ker(amy1)]. On n’ a plus qu’a compléter a droite par les
composées : [fm+1+k = Amtk O . .0 Amt1© fint1] pour obtenir les commutations
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a toutes les fleches structurelles. Ainsi on a un isomorphisme de R-modules
gradués [Hom(D,, Cy) = Ker(am,)x Ker(am41)] défini par [f < (z,y)]. Voyons
comment s’exprime la différentielle dans cette correspondance : la formule de
Leibniz [f + df = do f — (—1)%9) f o d] appliquée & D donne [z +— dz], et
sur le cone C'D nous donne [y — dy — (—1)%9) \(z)], soit la correspondance :
[df « (dz,dy — (—=1)%9)\(x))]. On considere alors cette suite exacte courte :

Ker(om+1)p+1 —' s Hom (D, C.), — = Ker(am),

ou linjection est donnée par : [i(y) = (0,y)] respectant [i(dy) = ((0,dy)], et
la projection par : [m(x,y) = x| respectant [w(d(z,y)) = dx]. Les 2 fleches
i, et m sont donc des morphismes de chaines, et induisent une suite exacte
longue d’homologie ; comme de plus, Cy est o7,-local et D, est dans 7, le com-
plexe Hom(D.,C,) est acyclique, et on obtient l'isomorphisme en homologie
[0 : Hy(Ker(am)) ~ Hp(Ker(am+1))]- Il nous faut identifier ce morphisme-
bord : soit un cycle [z € Ker(ap)] tel que [de = 0]. On prend un antécédent
[(x,0) € Hom(D., C.)], puis son bord [d(z,0) = —(—1)%9() \(z)]. L homomor-
phisme “ de bord 7, ou “ connectant ”, s’identifie donc ( au signe pres ) a .

En conclusion : A induit un gis entre Ker(a,,) et Ker(amy1), V(1 <m < n).

e (ii) — (i) : La réciproque est beaucoup plus technique, et sera montrée d’'un
seul coup pour tout indice n, par la construction inductive d’une homotopie
explicite, qui s’étend au cas “n = oo 7 ( autrement dit, le cas des objets /-
locaux ). Revoyons un peu nos notations, afin d’étre plus clair. On se donne un
Yo-complexe B, réduit dans o7 ( c’est-a-dire : By, est contractile ) du type :

B,1 BO Bl B2

A
B_2®S>—>B_1®S>—>Bo®8>—>Bl®S

ou tous les carrés positifs sont “ exacts 7. Soit un objet-test A, = (... 0 —
Ag — A1 — Ay — ... ) dans &, muni d’une fleche de Zp-complexes [f. : (A —
B,)] donnée par la famille de flaches [f; : (A; — B;)] pour (i > 0). On veut
montrer que [f ~ 0]. Prenons une famille compatible de scindages algébriques
des suites exactes suivantes : (& droite pour n >0 )

Pnt1 On—1

¥ Un Un+41 n On
An > An—!—lﬂ—)) On+1 K>f> Bn —>> Bn—l ® S5

n n+1 In n

Qp @ (An - An,1 ®S)
Mn ¢ (Bn - Bn+1)

la relation de compatibilité : Ont1ptn = On

avec les 2 fleches structurelles :

db, = 6n_10n ( tous les autres sont des mor-
ot les différentielles - dop, = —jndn—1 phismes de. chailnes, de degreq
Ay, = Gr41Tnt1 pour A\, 7, j, 3, a, it et de degré
Avpy1 = —Apdnt1 —1 pour les “ bords ” § et ¢ )
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Nous aurons en outre besoin de notations spécifiques ( indépendantes de n ) :

V¥p > 0, on notera : T,=000...04,: K®SPT — K
p fois

Lemme 13 .
Ces morphismes de chaines de degré —1 vérifient la relation fonctionnelle :

dr, = >. T
i+j=p—1

Démonstration :
En effet, on sait que [ddx = dj, = 0] pour tout k, donc la différentielle dT}, ne fait intervenir
que des termes avec [doy = —jrdk_1]- En les numérotant ( k**™€ parmi p depuis la fin ), et

en oubliant les ( ®S ) inutiles et encombrants, on écrit :

P
[dTp =3 (=1)0n4pntp - Ontkt1(—JntkOntk—1)0ntk—1---Ontiin
r=1

k

Ont+pTntp -+ Ongbt1Intk)Ontk—10n4k—1-- - On+1jn)
1

Tp—iTh—1 = Y, T;T;] d’ot le résultat. W
1 itj=p—1

p

p
k=
Lemme 14 .

On procéde a diverses réécritures et réinterprétations des fleches isuues de fi :
on part de (fn : A, — By) d’abord, qu’on exprime ensuite & partir de fléches
(fn: An — K), puis de maniére plus synthétique, d partir d’une fléche unique
(F:A— K). Les formules intermédiaires importantes sont les suivantes :

fn+1 - jn+10nfnun + U7L+1fnun+1 + jn+1fn+17rn+1

fn=FAlu,

. n
fo=> On...Oks1ieF AL g1 ... ap
k=0

Démonstration :

e Compatibilité des fleches de Zy-complexes : d’apres le diagramme commutatif,
on va écrire les fleches ( fn : A, — B,,) inductivement sur n, a partir des fleches
(fx : A — K) ( on procédera par condition nécessaire, puis suffisante ).

= 1l faut alors vérifier les 2
An§<T—> A,&l = A, ®S aut alors ve{1 er les .
n : conditions par récurrence :
fr frgrd fr, @1 A n
! l -HV Oni1 l/f ° fn+}/\7L = ,UAnfn
B”>T> Byi1===B,®S Br+1fnt1 = fnOnt1
" Brn+1

L’approche naive consiste a utiliser les sections algébriques, puis a corriger et
raffiner le “ défaut ” éventuel : posons [fn+1 = tin frtin + Ont1fnant1 + W]
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On écrit les 2 conditions en utilisant I’hypothese de récurrence, et les 2 égalités :
Ida, ., = Anun + Untl’f('n+]_] et [Idp, ., = jnt10n+1 + Ont10n+1]. On obtient :
W = —0nt1tn—10nfrtin+ (Gn+10n+1W0nt17nt1)]. En fait, le deuxiéme terme
mixte peut étre interprété comme [jnt1fn+1Tn+1] avee (fnt1 @ Cpyr — K)
quelconque. Regroupons les termes se terminant par | fnun], on peut écrire de
maniere synthétique :

fn+1 = jn+10nfnun + Un+1fnun+1 + jn+1fn+17rn+1

e Faisons désormais un autre saut conceptuel, et voyons notre construction in-
ductive, non plus comme un passage de (f,, : C,, — K) & (f, : A, — B,), mais
plus algébriquement comme une correspondance [(f,) < (F : A — K)|, ou
[A = A = ®C,)] est espace total, et [AS° : A,, — A] donnent les projections
sur chaque facteur : f,, = FAS°v,. Ainsi, pour une homotopie, on cherchera une
fleche (g, : Cy — K) < (§n = df) plutét sous la forme (g,) < (G : A — K).

e Apres quelques tatonnements, on arrive a la formule donnant f, en fonction
de F, que 'on démontre par récurrence :

n

fn= E On - Ok 1 S FA Qg1+ Oty
k=0

Pour (n = 0), on a: [f() = j()f()ﬂ'() = jQF)\goU()Tf’() = jQF)\go] car [00 = AO]

[HR(n) — HR(n+1)] : on écrit la formule donnant f,, 1 par récurrence, en rem-

plagant f, 41 par [FASS vp 1] et [Uny17ny1] par [Id — Ayu,]. On obtient alors

HR(n+1) plus le défaut : [j,4+1(0n Y. 0n ... Okp1 s FAL Qpg1 - . . o — FAL Uy ).
k=0

Mais la composée [0,,0,,] est nulle, et donc tous les termes disparaissent, sauf le

terme (k = n). Il reste : [fnt1(0nfnFAY — FAS®)uy]. Mais [0, = Id] et donc
la parentheése s’annule. Ainsi, la formule est démontrée par récurrence. B

Lemme 15 .
La différentiation des formules de récurrence pour f, donne lieu a la formule
sutvante, donnant G associée a g, = df, :

dF — G =Y T,Fait!
i>0

On construit alors une nouvelle différentielle § définie par :

F— §F =dF- Y T;Fa't!

i>0

Selon le principe d’inversion des séries formelles, on trouve alors, pour tout
cycle 6F = 0, la formule générale donnant une homotopie 6G = F :

G=Y (% (-1)erDdes D)y T} Ty Fhat ka2 k.. kai»+1k)

p>0 i1,...0p
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Démonstration :

e On différencie la relation de récurrence donnant an, en identifiant [, = d fn]

La simplification donne : [gp4+1 = dfp41 + (—1)deg(f)9nfn¢n+1 — (5nfnan+1vn+1].

On différentie alors I'expression :[f, = FAS°v,] et on trouve par identification la

valeur de G' d’apres ses coordonnées [gn 41 = GAS VU1 projetées sur Cpqq -
n

[Gnt1 = AFAS 1 Ung1— D0 Tk FAPa" *auv,1]. De maniére plus compacte,

k=0
on a prouvé par projection la formule suivante :

dF — G :Z T, Fa't!
i>0

e Apres réinterprétation, on a donc [Hom(A,, B.) = (Hom(4,K),é : F — G)]
ou la nouvelle différentielle est définie par

F s 0F =dF— Z T, Foit!
i>0

Commencgons par vérifier que § est bien une différentielle :

[0°F =d’F— Y (dT)Fo't'+ > Ti(dF)a'™ = >~ T;(dF- Y TjFa’t)a't
i>0 i>0 i>0 3>0

La différentielle double d? F s’annule, ainsi que le terme (i = 0) de la 1¢"¢ somme,
car [dTy = 0]; la 2%*™¢ somme se simplifie avec le début de la 3%™¢ et il nous
reste : [0°F =— Y (Y T/ Fa™h+ Y (Y TT;Fa™712)] mais apres
i>1 ktl=i—1 i>0 j>0
réindexation, ces 2 sommes doubles valent également [Y (Y. T,T;Fa®"?)]
a>0 k+l=a
et donc 62F =0 : § est bien une différentielle! -

e On sait que A est acyclique : il existe donc une homotopie [k : A — A] de
degré 1 telle que [Id4 = dk]. Soit un cycle F tel que [dF = 0]. Alors [d(Fk) =
(—1)4e9(F) F] . ¢’est une solution de “ [F = §G] ” & I'ordre 0 en T'! Le probleme
est alors, sachant que [d(kak) = ak — ko, de deviner une solution & notre
probléme d’homotopie, suivant le principe général ( et compliqué . .. ) d’inversion
des séries formelles. Ici je préfere parachuter le résultat ( di essentiellement a
Mr Vogel ), et nous allons le vérifier formellement.

G=> (> (~nerds 7 T Fha" koM k. ka'rT k)

P>0 i1,enyip

Ecrivons méthodiquement sa différentielle [§G] et on va obtenir 4 sommes triples :
la 1°7¢ correspond & ajouter T devant et o't! derriere; la 2°¢™¢ & dériver un des
T;;la 3%me est la différentielle dF ( qui se déduit comme somme de I’hypothese
que F est un cycle : [§F = 0] ); enfin, la 4%™¢ correspond & dériver un des k.
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K3

(G==> (X (—netdedTT,  T) Fha k.. ka'» T kaith))
p

i1 5emrip

LYY (D (N (C)@rds® ey (DT, T

P dlsenip w=1 l+m=i,—1
Fka' k.. kat»tlE)))
(Y (X (~1)Er0desE) (e, T (T Fa ) kat k. kair k)
D U1,enip 0
+ Z ( Z ( Zp: (_1)(p+1).deg(F)(_l)deg(F)+P+wTip o Til

P i1,y w=0
Fkat Pk . aqtetlqleri Tl kalrT1k)))]
Réinterprétons chacune de ces sommes : pour la 1¢7¢, on pose (i = i,41), alors
il manque un k & la fin; pour la 2*™¢ on coupe [ai»*! = altla™T1], alors il
manque un k entre les 2; pour la 3*™¢ on pose (i = ig), alors il manque un
k au début. Avec ces simplifications, la 47*™¢ somme [ avec l'indice (p + 1) |
s’annule avec les termes des 3 premiéres [ avec l'indice p ]. Pour cela, on prend
un indice (1 < w < p) et on impose 3 conditions d’annulation de signes : ( soit
[w' =p+1—w] quand on compte de p vers 1! ), les conditions correspondent
respectivement au “ milieu 7, au “ début 7, et a la “ fin” pour le kK manquant.

6p+1'(_1)d€9(F)+p+l+w + ep.(—l)wlfl -0
epi1.(—1)deaEHpHl e ()P =
€p+1.(_1)deg(F)+p+1+p+l —€p = 0

Remarque : la notation €, permet d’effectuer la vérification théorique des signes
dans les sommes indexées par (i1,...,4p). En fait, les conditions encadrées
sont équivalentes & : [e,41 = €,.(—1)?9U)]. D’out l'existence d’'un “signe ” :
[ep = eo.(—l)p'deg(F)] or on a vu “ a la main ” sur les 1¢¢ développements que
[0 = (—1)%9()]. Donc la formule se compense bien. Il reste alors 2 détails
mineurs : d’abord le changement de variables dans le terme du “ milieu ”. On
indexe les points entiers du plan soit par leurs coordonnées usuelles (m, (), soit
par les diagonales (I + m = iy, — 1,w > 1); en effet, le cas (i, = 0) a une
différentielle nulle . Enfin, la compensation laisse tout de méme le terme (p = 0)
de la 4™ somme : ici, il s’agit de [eg.(—1)%*9F).F = FJ, et on a bien prouvé
que [0G=F]. & Ceci termine la démonstration du théoréeme 19. B
Remarque : on a vu dans quelle mesure le cas “ nilpotent ” sur les catégories
o, peut étre plus difficile a gérer que le cas “ linéaire ” sur les catégories A,,. Les
foncteurs sont moins simples, les objets locaux moins aisément identifiables, et
surtout, on ne peut pas appliquer naivement le théoreme d’approximation pour
réduire K (11, %,) a K(R). Néanmoins, les résultats montrent que le critere
de «7,-local est valable pour tout Zy-complexe réduit ( dans #,11, B, ... ).
Il se peut qu’'un jour ( avec un théoréme de localisation plus puissant, ou une
variante d’un des suivants ), cette identification des objets locaux serve de base
a montrer la conjecture de Mr Vogel [ évoquée en introduction ].
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4.3 Changement d’équivalences faibles

Le but de cette section est de voir comment le théoréeme de fibration de Wald-
hausen permet de donner une interprétation spécifique aux foncteurs ¢ et @
au niveau des spectres de K-théories K(%,) et K(o7,). Partant du constat
que : K(%1, %) = Ki(R), et K.Nil(R;S) = K (%, o) = im K.(%n, ),
on voit que pour démontrer la [Conjecture] énoncée en introduction, il suf-
firait de montrer que le foncteur de translation ¢ induit un isomorphisme :
K(B,, ) ~ K(Bni1, Pn+1). Les méthodes ci-dessous n’arrivent pas a ce
résultat, mais presque : on montre qu’a la limite, ¢ induit un isomorphisme
t: K(#B, o)~ K(HB,). De plus, on identifie & chaque cran le “ défaut ” K.
et le comportement de ¢ induit. Peut-étre une étude plus attentive du foncteur
cyclique 2,, induit sur K, permettra-t-elle de conclure ...On va commencer
par définir 3 sortes d’équivalences faibles sur la catégorie %, : posons ainsi
whBy, = {fi qis V1 <i<n} vBy, = {fnqis} ——— uB, = {f1 qis }
Ces 3 classes vérifient les axiomes : [Cylindre], [Saturation], et [Extension].
On peut donc appliquer le théoreme de fibration a l'inclusion [w%, C v%,] :

K(AB., w) > K(%,,w) —> K($B,,v)
Cette fibration homotopique formalise en fait le théoreme de localisation usuel :
K(DQ{n) — K(gn) —> K(ggna DQ{n)

Il est temps ici de préciser ce que 'on entend par “ fibration homotopique 7, is-
sue du théoreme de fibration de Waldhausen : la fleche de droite est une vraie
fibration f, et la composée des 2 fleches étant homotope a zéro, il existe une
fleche canonique du terme de gauche vers Ker(f) ( la fibre homotopique de
notre fibration ). Le théoréme affirme que cette fleche est une équivalence d’ho-
motopie. Remarquons enfin qu’étant une fibration de spectres connexes, la fleche
f n’est pas forcément surjective sur le 7y ! Néanmoins, on peut prolonger la suite
exacte longue d’homotopie associée en une suite a indices dans Z, grace au fonc-
teur suspension de Karoubi ( cf chapitre suivant ).

Proposition 15 .
Le foncteur de translation t induit un isomorphisme t : K.(#B, o) ~ K. (%, ).

Démonstration :

Nous reprenons la fibration homotopique ci-dessus, tout en faisant varier I’indice n grace au
foncteur t ( car il transporte fn en fn41 ) : on obtient ainsi un diagramme commutatif ou les
lignes et colonnes sont des fibrations homotopiques. On se servira ensuite des 2 suites exactes
des formulaires sur % et ', pour identifier chacun des termes du tableau. Enfin, on passera
3 la limite inductive selon le foncteur i pour atteindre le KNil(R; S).

K(#B2,w)>—> K(PBn,w) —>> K(PBn,v)

Je I I

K (%) 11,w) >> K(Bpi1,w) == K(Bni1,v)

} ¥

K(’@ZJ,»lv U) > K(’@TLJ"I 5 “)
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On connait déja les deux premiéres lignes, il reste alors a identifier le conoyau du foncteur ¢ :
dans %y+1, on a la suite exacte (g1 o f1 > Id = t o q) , donc modulo u, [[dggn_H ~ g10f1]
et [K(Bn+1,u) ~ K(R)].

K () > K (Bn) —> K(Bn, )
K(#nt1) > K(PBny1) 5= K(Bni1, Dny1)

¥ |

K(&an_‘_l,u) > K(R)

Le terme K(,4+1,u) pose plus de problémes & identifier : en effet, le formulaire sur J#
ne décompose pas l’identité, mais seulement le foncteur 4. Il nous faut donc imaginer un
diagramme en 3 dimensions ( chaque page représentant le foncteur ¢, reliées entre elles par

le foncteur i, tout commutant car [t 04 = i o t] ), commencant & [K (%1, ) = K(R)] et
dont la limite selon ¢ nous donne l'action de ¢ sur [K(%, %) = lim K(%n, #/,)]. La suite
exacte (gi’"’1 o fi>>i->to%2,) nous dit alors que modulo wu, la fleche ¢ se factorise par

K(R), c'est-a-dire que : [i : K(&p,u) — K(%nt1,u)] se décompose ainsi : [K(R) © K, —
K(R) ® Kn+1] ([Id: K(R) — K(R)], 0 ailleurs ). Passons le diagramme & la limite selon ¢ :

ook J

| ¥

K(R) = K(R)

Ceci montre en particulier, que le carré en haut a gauche est exact, et donc que le foncteur
t induit une équivalence d’homotopie au niveau des espaces K (%, /) = KNil(R; S), et donc
un isomorphisme au niveau des spcetres associés. Remarquons enfin que ’égalité [t = 4] sur
f{Nil(R; S) obtenue au chapitre 3.2.5, n’est rien d’autre sur le diagramme que la fleche induite
par i est la fleche nulle [0 : K, — Rn+1 1.

4.4 Une formule sur les ini

Théoréme 20 [Vog90]

Soient Ry et Ry 2 anneauz, et ¢S1 un (Ro X Rip)-bimodule [ respectivement
150 un (R1 x Rg)-bimodule | plat a gauche. Alors le foncteur de composition
[F: (Co,Ch,ap,a1) — (Co,aq 0 o) | induit une équivalence entre les spectres
“généralisés 7 de K-théorie : KNZ'Z(RO, R1; 051, 150) = KNil(RO; 051 ®g, 150)-

Démonstration :

Soit A la sous-classe de Nil(CRO, CRr,; 051, 150) définie par : [(Co, C1;a0,01) € A] ssi Co
est acyclique, et £ la classe de tous les Zp-complexes A-locaux. Soit L = (Co,C1;ap, 1)
dans L. A homotopie prés, on peut supposer que o est surjective. La classe A contient en
particulier Pobjet-test Ng = (0, A1;0,0) et toute fleche de Ng vers L se factorise par un acy-
clique. Pour cette raison, le noyau de a1 est acyclique, et a1 est un gis. Réciproquement, il est
facile de voir qu'un Zp-complexe N = (Co, C1; g, 1) est A-local ssi a1 est un qis. Soit alors
.A la complétion de A, et LA la classe des Zg-complexes N A-locaux, tels qu’il existe une
.A-équivalence d’un objet de Nil((’:Ro, CRr,; 091, 1S0) vers N. Si N est dans LA, ay est un
qis, et Co est un complexe homotopiquement fini. Réciproquement, soit N un Zp-complexe

vérifiant ces 2 conditions. Alors il existe un complexe C| dans €g, ( h. fini ), et des fleches
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[f: C7 — Ci] et [ag : Co — C1 ® S| telles que [ag = foaf]. On obtient ainsi un Zp-complexe
N’ = (Co,C{; 0,01 0 f) et une .A-équivalence de N’ vers N. Ainsi N est dans LA, et cette
classe est exactement celle des Zp-complexes (Co, Ci; ap, 1) tels que Cp est dans CRr,y, et a1
est un qis. Par le théoréme d’approximation, le foncteur [(Co, C1; a0, @1) — (Co; o 0 a1)] in-
duit une équivalence : K (LA) ~ KNil(QRO; 051 ®R, 150) ; et le foncteur [(Co, C1; a0, 1) —
C1] induit une équivalence : K(A) ~ K(€g,). On obtient alors une fibration de spectres
connexes : [ K(Cg,)>> KNil(GRO, CRr,; 051, 150) == KN’il(Q:RO; 051 ®R, 150)] et donc
une équivalence : f(Nil(@Ro, Cr,; 051, 150) ~ f(Nil(QRO; 051 ®R, 150). Cette équivalence
est valable pour toutes les suspensions de Ro, R1, 0S1, 150. Ainsi, pour chaque anneau R et
chaque R-bimodule S, plat & gauche, la famille d’espaces Qoof(Nil(Q‘EnR; 3" S) donne nais-
sance & un spectre non-connexe K. Nil(R; S), et on a une équivalence d’homotopie de spectres
« généralisés ” : KNil(Ro, R1; 0S1, 150) ~ KNil(Ro; 0S1 ®Rr,; 150). A

Corollaire 2 .

Soient Ry et Ry 2 anneauz, 0S1 un (R X Ry)-bimodule, et 1Sy un (R1 X Rp)-
bimodule. Supposons oS1 et 1Sg plats a gauche. Alors on a une équivalence entre
les spectres “ généralisés 7 : KNil(Ro; 051 ®R, 150) =~ KNil(Rl; 150 ® Ry 051)-

Rappels : le foncteur suspension X et le spectre non-connexe K(R) :
Suivant les constructions de Max Karoubi ( cf [Kar78] ), on définit ’anneau C'(Z)
des matrices infinies & coefficients entiers, n’ayant sur chaque ligne et chaque co-
lonne, qu’un nombre fini de coefficients non-nuls. On note M (Z) le sous-anneau
des matrices finies, et 3(Z) le quotient ( qui est plat sur Z ). Par produit tensoriel
par 'anneau R, on obtient la suite exacte : [M(R) — C(R) — X(R)], d’ou Ka-
roubi déduit la fibration homotopique : [K(M(R))>> K(C(R)) = K(X(R))] .
Le terme de gauche est la K-théorie de R par Morita-équivalence. Quant au
terme central, il disparait grace a un foncteur flasque F tel que : [Fy, = Fi+1d.].
On obtient donc I’équivalence de spectres : K(R) ~ QK (3(R)), qui permet
de définir les groupes de K-théorie négatifs : K_;(R) = Ko(X!(R)), grace a
litération du foncteur suspension (¥ : Ann — Ann) explicité ci-dessus. On
définit alors le spectre “ généralisé ” ( ou non-connexe ) comme la limite :

K(R) = lim Q"K (¥"(R)) = QK (X% (R))

Application : le spectre non-connexe KNH(R; S):

On utilise alors le théoréme 9 ( nommé “ Obstruction ” au chapitre 1.4.6, et dit
a Waldhausen ), appliqué au produit libre d’anneaux suivant :

R——>R®S
|
\
R®R> ........ > T

pour obtenir la décomposition (%) suivante ( simplifiée grace au théoréme 20 ) :
Ki(T) ~ m;_1 KNil(R; S) ® Coker"[K;(R) — K;(R® S) ® K;(R® R))

Appliquant le foncteur suspension a tout le monde, on obtient I'isomorphisme
canonique : m;,_1 KNil(R; S) ~ mKNil(X(R); X(S)), qui permet de définir les
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groupes de K-théorie négatifs : 7_;KNil(R; S) = moKNil(X'(R); ¥/(S)). On
définit alors le spectre “ généralisé ” ( ou non-connexe ) comme la limite :

KNil(R; S) = lim Q"KNil(S"(R); £"(S5)) = Q@ KNil(S®(R); £°(5))

Théoréme 21 .

Soit R un anneau régulier, et S un R-bimodule, plat a gauche. Supposons
que la [Conjecture] énoncée au chapitre 5.2 soit vraie. Alors, le spectre non-
connezxe KNZ'Z(R; S) est contractile ; en particulier, tous ses groupes d’homotopie
Nil;(R; S) sont nuls pour tout indice (i € Z).

Démonstration :
On considére le théoreéme dit “ fondamental ”, dii & Bass-Heller-Swann-Quillen ( cf [Bas68] ) :
pour tout anneau A associatif, unitaire, et tout indice (¢ € Z), on a la suite exacte courte :

0— K;(A) & K (Alt]) & K (A[t™1]) — Ki(A[t,t71]) — K;_1(A) — 0

En particulier que la fleche [K;41(A[Z]) — K;(A)] est surjective pour tout anneau A.

On écrit alors la décomposition (x) pour ’anneau R[Z] et le bimodule S[Z] : on en déduit que la
flache [; KNil(R[Z); S[Z])) — m;—1 KNil(R; S)] est alors surjective. D’aprés la proposition 20,
I’hypothese ( R régulier ) implique ( R[Z] régulier ); la [Conjecture] affirme : Nil;(R; S) = 0
et Nil;(R[Z); S[Z]) = 0 pour tout indice (i > 0); cette surjection induit donc par récurrence
descendante la nullité de tous les groupes négatifs d’obstruction : Nil;(R; S) =0, Vi€ Z. B

4.5 Un théoreme d’excision

Définition 12 .

Soient A,B 2 classes de 9Dy-complexes, exactes et petites. On dira que “ A est
transverse a B 7, et on notera “ A th B 7 si toute fleche (f : A — B) d’un objet
A de A, vers un objet B de B, se factorise par un objet C dans lintersection
(A NB). On notera alors (A + B) la plus petite classe exacte de PDy-complezes
contenant A et B.

Remarque : On peut aussi définir la classe (A + B) comme étant la plus petite
classe contenant A et B, et stable par extension par un élément de A ou de B.
Le lemme ci-dessous va alors nous en fournir une caractérisation plus pratique.

Lemme 16 . _
En fait :A+B={X€C€y |FAcA,IBeB,3( B> A—> X ) exacte }.
Cette classe A + B posséde un foncteur-cylindre, et elle est stable par “2/3 7.

Démonstration :

e Avec la définition ci-dessus, on montre les inclusions naturelles [A C A + B] par la suite
exacte (0 — A — A); et [B C A+ B] par la suite exacte (s”'B — 0 — B). Le premier
réflexe est de vérifier si une suite exacte “ dans 'autre sens ” (A — B — X)) donne aussi un
objet de A + B. Pour cela, on factorise (A — B) par [C € A N BJ et on écrit le diagramme :

i
)
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o Regardons maintenant les 4 cas élémentaires d’extension : on prendra comme notations
[X e A+B],[A A, A" € Al,et [B,B’,B” € B], puis [ C € AN B ] obtenu par factorisation.

B— A" —7 0— B — B’ A— A —C A—7—B
R T N A T 2 A AR AR S
B—A—X A— X —B A— X —B A— X —B
2 A 2 A R A
00— A — A A—7— B A—7—B C—pB —B

Ces 4 diagrammes se lisent verticalement, et montrent que la classe A + B est stable par :
noyau d’un fleche allant vers A ; conoyau d’une fleche venant de B ; conoyau d’une fleche venant
de A ; et enfin noyau d’une fleche allant vers B. En composant ces 4 opérations élémentaires,
on va traiter le cas de 'axiome “ 2/3 ”. Soit [(A — X — B),(A’ =Y — B’) € A+ B].

4 X B On considere le pushout Z du diagramme ci-contre.

H i/ ® \L Le 3%™¢€ cas ci-dessus montre que : [A € A] et
A—>Yy —>7 [Y € A + B] impliquent [Z € A + B]. Puis le 2?¢™e
V ¥ V cas ci-dessus montre que : [Z € A+ B] et [B € B]
0— K — K impliquent [K € A + B]. D’olt 'axiome “2/3 7.

e Pour le cas du foncteur-cylindre T'(f : [X — Y]), il suffit de considérer la suite exacte

(Y — T(f) — sX), et d’appliquer les stabilités par suspension, puis par I’axiome “ 2/3 ”. B

Théoréme 22 [Excision]
Soient A,B 2 petites classes exactes de PDy-complexes. On suppose : A th B.
Alors on a Uexcision : K(A +B,A) ~ K(B,ANB).

Démonstration :

On va appliquer le théoreme d’approximation de Waldhausen au foncteur d’in-
clusion [K(B,ANB) — K(A + B, A)]. Pour cela, il faut définir les équivalences
faibles par [ f : (X — Y) € v(A+B) | ssi [ Coker"(f) € A ], et de
méme [ g : (B — B') € wB | ssi [ Coker"(g) € ANB ]. La seule hy-
potheése non-triviale & vérifier est Paxiome [App2] de surjectivité. Soit [B’ € B
et [[A - X — B) € A+ B] munis d'une fleche [f : X — B’]. On veut
factoriser f par une fleche de B modulo une wv-équivalence. Alors la fleche
composée (A — X — B’) se factorise par [C' € ANB]J, et on forme le pu-
shout [Y = X[, C]. La fleche (X — Y) est une v-équivalence : en effet,
[Coker"(X — Y) = Coker(A — C) € A]. D’autre part, la flache f se factorise
en (X — Y — B’). Enfin, I'objet Y est dans B car c¢’est 'extension de C' par
B, tous 2 dans B, qui est stable par “ 2/3 7. L’axiome [App2] est donc bien
vérifié, et le théoréme d’approximation donne [K(B,ANB) ~ K(A + B, A)].
Tout ceci est résumé dans le diagramme suivant :

A>— X ——> B

Il est important de remarquer que méme si ’hypothese de factorisation n’est pas
symétrique, la conclusion du théoreme 'est, elle! En effet, il suffit de considérer
le diagramme suivant :
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K(B,ANB)>—> K(A+B,A)

} }

K(B) K(A+B)—= K(A+B,B)

- A

K(ANB) K(A) — = K(A,ANB)

Au choix : une de ces 2 inclusions ( en haut ou & droite ) donne une équivalence
en K-théorie. Dans la catégorie abélienne des spectres, ceci implique que le carré
®@ est “ exact 7. Ceci implique que l'autre fleche est une équivalence faible. B

Application :
Dans la catégorie ambiante %, 11, on regarde les classes [A = g1 0 f1(%n) ~ €g)
et [B =¢(%,) =~ $By]. Alors [A + B = %B,,41] et [A N B = 0]. Factorisation :

0—~B =B =B = -
bl o o

0—0—>By—= B3 —---

D’ott on tire 'équivalence : [K(%Bpi1,%Bn) ~ K(R)|, puis par récurrence :
[K(%,) ~ K(R)"]. Hélas, on n’a pas d’équivalent utilisable de suite dans o7,.
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Chapitre 5

Anneaux réguliers

5.1 Rappels : anneau “ cohérent régulier ”

Dans le cadre classique de la géométrie algébrique, tous les anneaux C' considérés
sont toujours noethériens, ou ( au pire ) cohérents. Dans ce cas, la catégorie
des C-modules de présentation finie est alors abélienne, et Waldhausen dans
[Wal78] applique le théoréme de dévissage de Quillen pour montrer la réduction
des KNil. L’obtention d’une résolution projective s'effectue ainsi : Soit M
un C-module de présentation finie. Par définition, il existe une présentation
Ko PFPy—==M ou P, est projectif de type fini et le noyau K est lui-méme de
présentation finie ( car C' est cohérent ). On peut donc recommencer, et écrire
Ki>=P,—= K avec P; projectif de type fini et K; de présentation finie. En
recollant ces suites exactes courtes, on obtient ainsi une résolution de M par
des modules Py projectifs de type fini :

(...»P,—-P,1—...5P—>P—->M)

Définition 13 .

Soit C' un anneau cohérent. Alors C est dit “ régulier ” si tout C'-module M de
présentation finie admet une résolution finie (0 — P, — ... > P, - Py — M ),
les Py étant des modules projectifs de type fini.

5.2 Définition générale

On fixe désormais C' un anneau. Nous allons définir pour C' une notion de
régularité qui se comporte bien vis-a-vis de constructions catégorielles usuelles
( HNN-extensions, extensions polynomiales, sommes amalgamées .. .) issues de
constructions géométriques, ou topologiques ( quand on considere le 71 de CW-
complexes auxquels on rajoute des cellules ) ; on verra au chapitre 5.7 que cette
notion coincide avec celle ci-dessus dans le cas d’'un anneau cohérent. Enfin,
on conjecture que le théoreme de réduction du KNil de Waldhausen est plus
généralement vrai dans ce cadre d’anneaux “ réguliers ” mais pas forcément
cohérents.
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Définition 14 .

Soit & une sous-catégorie de Modc.
On dit que & est “ exacte ” si

(i) & est stable par limite inductive filtrante.

(i1) & vérifie Uaziome * 2/37 :

soit (M'>>=M-=>=M" ) une suite exacte courte dans Mod¢,
3€m€

si 2 des modules sont dans % alors le Y est qussi .

Lemme 17 .
Supposons qu’une classe & dans Mode soit stable par limite inductive filtrante,
alors cette classe & est stable par facteur direct.

Démonstration :
Supposons qu’on ait (M ~ N @ P) avec M dans %On écrit le systéme inductif suivant : pour
tout indice ¢ entier, on pose (E; = M) et (f; : E; — E;41) définie par I'identité (Id : N — N)

et les floches nulles (0: N — P), (0: P — P), (0: P — P). Alors on a : (lm E; ~ N), chaque
i€N

E; appartenant & %la limite inductive filtrante N appartient donc & g.

Remarque :
Ainsi, pour une classe exacte gcontenir I’anneau de base C revient a contenir
tous les C-modules projectifs, et méme tous les C-modules plats’.

Définition 15 .

On note % la plus petite classe exacte de Modc contenant C : c’est la classe
des modules dits “ réguliers 7. On dit que l'anneau C est “ régulier ” ( au sens
de Pierre Vogel ), si celte classe % contient tous les modules de Modc.

Remarque :

Sachant que la notion d’objet “ projectif 7 est stable par Morita-équivalence,
on voit donc que la notion d’anneau “ régulier 7 est Morita-invariante, et peut
par la-méme étre définie dans toute catégorie abélienne.

Exemple :

L’axiome (i) nous dit que tout C-module plat est dans %. Par Daxiome (49),
tout C-module de dimension homologique finie est dans % Ainsi, tout anneau
C' de dimension homologique finie est régulier; ( plus précisément : il suffit que
tout C-module de présentation finie soit de dimension homologique finie ).

Contre-exemples :

e Soit C' = Z /47, 1a classe des modules libres est exacte, c’est la classe % Mais
elle ne contient pas Z/2Z, donc C n’est pas régulier.

e Soit D = Z[G] un anneau de groupe, avec G fini. Soit % la classe des modules
M tels que tous les groupes de cohomologie H*(G, M) s’annulent pour tout
i > 0. C’est une classe exacte, mais elle ne contient pas le module Z muni de
I’action triviale. Donc D n’est pas régulier.
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A ce stade, il convient de préciser les hypotheses exactes de la conjecture posée
par Mr Vogel dans [Vog90], ainsi que les conséquences faciles de la proposition 4
(alinéas a et b ) du chapitre 1.4.5, qui donnent ensemble ’analogue du théoreme
de “ réduction ” de Waldhausen ( cf chapitre 1.4.7 ) :

Conjecture : [Vog90|

Soit C' un anneau régulier ( au sens de Vogel ),
et S un C-bimodule, plat & gauche. Alors le
spectre connexe KNil(C; S) est contractile.

Remarque : On ne demande pas que 'anneau de base C' soit cohérent, ni que
le bimodule S soit libre & gauche ( plat suffit ), et ’hypothese projective de type
fini & droite est supprimée! Par contre, la conjecture n’affirme pas que ce spectre
KNil(C; S) est alors le défaut entre QK (R) et QK (C) ...La construction du
foncteur suspension ¥ de Karoubi, faite au chapitre 4.4 ( voir [Kar78] ), permet
alors d’étendre le résultat ci-dessus au spectre “ généralisé ” KNil(C; S).

Théoréme 23 [Produit libre] [Vog90]

Supposons que la [Conjecture] énoncée ci-dessus soit vraie. Soit C' un anneau
régulier ( au sens de Vogel ). Soient (a : C — A) et (8 : C — B) deux
injections pures, de compléments A’ et B’ plats a gauche. Alors le spectre non-
connezxe KNil(C; A’, B') est contractile : en particulier, tous ses groupes d’ho-
motopie Nil;(C; A', B") sont nuls, y-compris pour les indices i négatifs! Ceci
signifie qu’il y a excision sur le carré cartésien d’anneauzx, et on a donc une

suite exacte longue de Mayer-Vietoris qui se prolonge pour tout indice (i € Z) :

Remarque : L’hypothese sur les suppléméntaires A’ et B’ des injections pures,
est “ plats a gauche ” et non forcément “ libres 7! L’idée de la démonstration
repose essentiellement sur le foncteur suspension ¥ de Karoubi exposé au cha-
pitre 4.4, et sur la proposition 4a du chapitre 1.4.5 qui ramene la nullité de
Pobstruction du cas du pushout d’anneaux au cas de la [Conjecture].

Théoréme 24 [HNN-extension] [Vog90]

Supposons que la [Conjecture] énoncée ci-dessus soit vraie. Soit C' un anneau
régulier ( au sens de Vogel ). Soient (o : C — A) et (8 : C — A) deux
injections pures, de compléments A’ et A” plats a gauche. Alors le spectre non-
connexe KNil(C; oA’y A7 ; AW, o AB) est contractile : en particulier, tous
ses groupes d’homotopie Nil;(C; oA’w, A" 35 8Aq, oAp) sont nuls, y-compris
pour les indices i négatifs ! Ceci signifie qu’il y a excision sur la HNN-extension,
et on a alors une suite exacte longue qui se prolonge pour tout indice (i € Z) :

Remarque : L’hypothese sur les suppléméntaires A’ et A” des injections pures,
est “ plats a gauche ” et non forcément “ libres 7! L’idée de la démonstration
repose essentiellement sur le foncteur suspension ¥ de Karoubi exposé au cha-
pitre 4.4, et sur la proposition 4b du chapitre 1.4.5 qui ramene la nullité de
lobstruction du cas de la HNN-extension au cas de la [Conjecture].
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5.3 Stabilité de la notion de régularité

1. Morphisme d’anneaux

Proposition 16 .

On considére un morphisme d’anneaux (A — B) , ot B, considéré comme
A-module a droite, est plat sur A. On a alors les deux cas suivants :

a. Si B est isomorphe a la somme directe (A@® C) comme A-bimodule, et
B est régulier, alors A est régulier.

b. Si la surjection canonique (B ® 4 BB ) admet une section en tant
que morphisme de B-bimodules, et A est régulier, alors B est régulier.

Démonstration :

a. Soit une classe exacte de Mody contenant A.

Le morphisme d’anneaux induit un foncteur de restriction des scalaires (R : Modp —
Mod4) qui est exact, et qui commute aux limites inductives [ en effet, comme oubli
de structure, il posséde un adjoint & droite ]. On considére alors la classe : %: {M e
Modg| R(M) € %} Comme le foncteur R est exact, cette classe %est stable par
2/3. Comme le foncteur R commute aux limites inductives, la classe %st stable par
limites inductives filtrantes. Enfin, tout module plat étant limite inductive filtrante de
modules projectifs de type fini !, la condition “B plat & droite sur A” implique que B
est dans gAppliquant alors la régularité de I’anneau B, on en déduit : (g: Modpg.
Soit maintenant N un A-module quelconque. Utilisant I’hypotheése de somme directe,
on obtient la décomposition : [N ® 4 B ~ N & (N ®4 C)]. Notre module quelconque
N est donc facteur direct d’un module N ® 4 B déja dans %( car il appartient a %,
donc appliquant le lemme 17, lui-méme appartient & % Donc %: Mod 4 et ’anneau
A est régulier.

b. Soitn(% une classe exacte de Modp contenant B.

Le morphisme d’anneaux induit un foncteur (B® 4. : Moda — Modg) qui est exact car
B est plat a droite sur A, et commute aux limites inductives [ car il est ’adjoint & gauche
d’un foncteur Hom interne ]. On considére alors :;@: {N € Moda| B®a N E@}
Comme précédemment, les deux conditions sur le foncteur (B ® 4 .) impliquent que@
est une classe exacte de Mod 4. Ensuite (B®4 A ~ B) dit que A est dans@ et donc,
puisque 'anneau A est régulier, on en déduit :@: Mod 4. Soit maintenant M un B-
module quelconque. On écrit : (B®p M ~ M) et aussi : [(B®a B)®p M ~ B®a M].
D’apres ’hypothése de section, ceci implique que M est facteur direct de B ® 4 M
appartenant ég%, donc d’apres le lemme 17, M appartient é@. Finalement, on a

@

bien : = Modpg et 'anneau B est régulier. B

2. Stabilité par limite inductive filtrante

Proposition 17 .

Soit (A;);eg un systéme inductif d’anneauz, ot la catégorie d’indices J est
filtrante, et pour toute fléche (i — j) dans J, Uanneau A; est plat sur A;
via la fléche structurelle. Notons A sa limite inductive. On suppose que
tous les anneaux A; sont réguliers. Alors A est un anneau régulier.

Lcf le théoreme 1 page 14 de D. Lazard dans [Bou80]
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Démonstration :

Soit @y la plus petite classe exacte de Mod4 contenant A.

Soit M un A-module de présentation finie. Soit la suite exacte (AP 2 A1 —=>M—0).
Soit (ey) une base de AP. Comme la catégorie J est filtrante, il existe un indice i tel

que l'anneau A; contienne toutes les images a(ey ) de la base. D’ou le diagramme :

o

AP Aq M 0
o
AP 25 A1 M; 0

olt on garde la méme base (ey) pour A?. On lui applique le foncteur (. ®4, A) pour
obtenir : (Ap—a>Aq—>>Mi ®a; A~ M—>0). Désormais i est fixé. On considere la
classe : %: {M; € Moda,| M; ®a, A€ %} Cette classe contient A;, est stable par
limite inductive filtrante [ le foncteur considéré est un adjoint & gauche ], et est stable
par 2/3 [ en effet, 'hypothese implique “ A plat sur A; ” donc le foncteur est exact |.
Comme A; est régulier, on a : %: Moda, et donc M est dans % Enfin, comme tout
module est limite inductive filtrante de modules de présentation finie 2, ceci montre :

= Mod 4 et donc I’anneau A est régulier. B

3. Stabilité par produit

Proposition 18 .
Soient A et B deux anneaux réguliers. Alors le produit A X B est régulier.

Démonstration :

Soit P un module sur A X B, alors on a la décomposition : P = M x N avec M dans
Mody et N dans Modp. En effet (1,0). et (0,1). sont des projecteurs centraux et
on a les relations : [(1,0).(0,1) = (0,0)] et [(1,0) + (0,1) = (1,1)]; ainsi si on note
[M = (1,0).P] et [N =(0,1).P], alorsona: P~M@N ~ M X N.

Soit % la plus petite classe exacte de Mod(4x ) contenant A X B. Regardons main-
tenant le foncteur (. X 0 : Moda — Mod(Axg)); il est exact et commute aux li-
mites inductives. Donc la classe : g = {M € Moda| M x0 € %} est exacte. Or

(A x 0) est la limite inductive filtrante du systeme (A X B(E>)A X B(R>)A X B—>...)

donc A x 0 est dans % Comme A est régulier, ceci prouve que : % = Mody. Un
raisonnement analogue avec le foncteur (0 X . : Modg — Modaxp) montre que :
%: {N € Modg| 0 x N € %} est une classe exacte contenant B ; et comme B est
régulier, on a : % = Modg. Finalement soit (P = M X N) un module quelconque
sur A X B. On écrit : [(M x N) ~ (M x 0) ® (0 x N)] qui appartient & % D’ou
%: Modaxp) et A x B est régulier. B

4. Anneaux de groupe

Proposition 19 .
Soit G un groupe de dimension homologique finie, et A un anneau régulier.
Alors Uanneau de groupe A[G] est régulier.

2¢cf la proposition 7 page 11 de [Bou80]
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Démonstration :

On considere %la plus petite classe exacte de Mod 4(g) contenant A[G].

Soit (0 — Cp — ... = C1 — Cy — Z — 0) une résolution plate de Z en Z[G]-
bimodules ( existe car dimy,(G) < oo ). Soit M un A[G]-module & droite quelconque.
On tensorise notre suite exacte par M au-dessus de Z ( muni de laction diagonale ) :
0—->M@®zCyh — ... > M®zC1 — M ®z Co — M — 0) est aussi une suite exacte
car la suite spectrale [Tor«(M,Cx) = 0] est nulle & partir de la deuxieme ligne [ les
C; sont plats |. La structure de A[G]-module sur M est ainsi : A agit sur M seul &
droite, et G agit sur les (M ® C;) diagonalement. La suite exacte ci-dessus est donc une
résolution de M en A[G]-modules. Pour montrer que M est dans %, il suffit de voir
que (M ®z C) est dans %, pour tout module C plat. Or on sait ! que tout module
plat est limite inductive filtrante de modules projectifs de type fini. La classe % étant
stable par limite inductive filtrante, il suffit donc de voir que (M ®z P) est dans %,
pour tout module P projectif de type fini. La classe %étant stable par facteur direct,
il suffit de voir que (M ®z L) est dans Zyp, pour tout module L libre de dimension finie.
Enfin, la classe % étant stable par “ 2/3 7, il suffit que (M ®z Z[G]) est dans %
On écrit alors I’isomorphisme suivant, ou Mg est le module M muni de sa structure de

A-module, mais ou 'action de G est triviale :

M ®z Z|G] ~ My ®z Z[G) (‘on écrit laction diagonale de v € G )
U g (ug™ ) ®g L’action diagonale de G a gauche du diagramme
l/ \L est envoyée sur une action triviale a droite.
I’isomorphisme naturel de A-modules est donc

wy® gy (uyy 'g7!) ® 97 aussi un isomorphisme de A[G]-modules.

) L < < ,
On termine en considérant : é = {N € Moda| N ® Z[G] € é} C’est une classe
exacte contenant A, et donc puisque A est régulier, on a : & = Mod,. Mais alors

(Mo ® Z|G]) est dans et notre cas suffisant est résolu. D’ou %: Mod 4| et 'an-
neau A[G] est régulier. B

. Polynémes de Laurent

Proposition 20 .
Soit A un anneau régulier.
Alors pour tout entier n, lanneau de groupe A[Z"] est régulier.

Démonstration :

La démonstration se fait par récurrence sur n : il suffit de voir ( “ A régulier 7 = « A[Z]
régulier "), car on a I'isomorphisme : A[Z"T1] ~ A[Z"][Z]. On écrit : A[Z] ~ A[t,t1]
( polynémes de Laurent ). Soit %la plus petite classe exacte de ModA[m_” contenant
Alt,t~1]. Soit M un module de MOdA[t,rl] quelconque : M est un groupe abélien

( c’est-a-dire un Z-module ) avec une action de A et une action de ¢,¢~! compatibles.

Posons alors : gz {N € Moda| N®aA[t,t71] € %} C’est une classe exacte : en effet
le foncteur (. ®4 A[t,t71]) est exact [ car A[t,t~!] est libre sur A ] et adjoint & gauche
du foncteur “ oubli ”. De plus, elle contient A, et I’ anneau A étant régulier, on obtient :

1-t
(g = Mod,). On considére ensuite la suite exacte : (A[Z]>X(—>)A[Z]—>>A) qui

est scindée sur A. En tensorisant par M au-dessus de A ( action diagonale ), on obtient
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1—t
la suite exacte : (Mo[t,t_l}g(—;Mo[t,t—l}—>>M) [ ici Mo est le module M ot

Pon “ oublie ” I'action de t |. Alors My est dans %et par axiome “2/3 7, M est dans
% Ainsion a : (%: Mod g, 4-17) et 'anneau A[Z] est régulier. B

6. Stabilité par diagramme de Waldhausen

Proposition 21 ;
Dans chacun des 3 cas décrits au chapitre 1.4.2, si on suppose les anneaux
de base (A, B, C) réguliers, alors I’ anneau obtenu R est régulier.

Démonstration :

La proposition de classification du chapitre 1.4.3 nous donne 3 suites exactes, permet-
tant de ramener par axiome “ 2/3 ” le probleme “ M est dans %” a“(May, ®a, R)
est dans % ”. On considere alors la classe %z {N; € Moda,| N; ®a4, R € %}
qui est une classe exacte car le foncteur sous-jacent est exact [ R est plat sur A; |, et
adjoint & gauche ; comme de plus elle contient A; et que cet anneau A; est régulier, on

a: (&; = Moda,) ce qui termine le raisonnement. ll

Remarque :

En particulier, cette proposition permet de traiter le cas d’une extension
polynomiale A[t] comme cas particulier de A[S] avec le bimodule S = A
lui-méme.

5.4 La classe %/de Vogel

Il est temps désormais d’introduire ici une nouvelle classe de groupes, introduite
par P. Vogel dans [Vog83], plus vaste que la classe ?//de Waldhausen, et qui per-
mettra moralement de montrer les mémes théoremes, grace a notre définition
plus souple de la régularité d’'un anneau R, et en particulier grace aux propriétés
de stabilité du chapitre précédent appliquées & des anneaux de groupes R[G].

Définition 16 .

Soit P la plus petite classe de groupes vérifiant :

(1)  Le groupe trivial 1 est dans %

(2)  Si Gy et Gy sont dans(@?f et o, B sont 2 injections,

alors la HNN-extension de ( Goz= Gy ) est dans 8
B

(3) SiGo, Gy et Go sont dans 8 et a, B sont 2 injections,

s, (e}
alors la somme amalgamée Go>—— G, est dans 9B

1 :
v
Ga > (G1 *¢g, G2)

(4)  Pest stable par limite inductive filtrante.
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Remarque :

D’apres la construction inductive des objets de la classe @ dont les étapes
élémentaires respectent le caractere régulier de ’anneau ( cf propositions 11,14
et 15 du chapitre 5.3 ), on a : pour tout anneau R régulier, et tout groupe G
dans Z# alors I'anneau de groupe R[G] est régulier. Cette propriété est aussi
vérifiée par les groupes H de dimension homologique finie ( proposition 13 ); il
serait intéressant de voir si ces groupes appartiennent forcément a la classe %

Théoréme 25 [Vog90]

(i)(@est stable par sous-groupe.

(ii)‘@est stable par extension.

( iiz’}@contient tous les groupes abéliens sans torsion.

(iv)(@contient tous les groupes sans torsion a une relation.

(v)(@contient tous les groupes fondamentaux des variétés de Hecke irréductibles.

(vi) Pour tout CW-complexe connexe X, il existe un groupe G dans DB tel que
X est obtenu a partir de BG par une construction “+7 de Quillen.

Démonstration :

. N @
(i) On considere la classe Zoﬁdes groupes B tels que tous leurs sous-groupes A sont dansl@

i
Alors ((0 contient 1. Elle est stable par limite inductive filtrante : soit (B = %rjl B;),
K2

avec B; dans get A est un sous-groupe de B, on considére le produit fibré :

A;>-> B; par construction, A; est un sous-groupe de B;,

Lo i/ et donc A; est dans(@ On applique alors
v

le foncteur lim & tout le diagramme :
A>— B -

%Ai > %Bl qui reste un pullback car la limite inductive est filtrante
K2 K2
V r H (cf [Zis67] ), et donc on obtient I’isomorphisme :
A>——>2B (A~ %Ai ) est dans@ soit finalement : B est dans (g
K2

2 i

N @ . sy
Il reste a prouver que gest stable par “ somme amalgamée ” et par “ HNN-extension ” : on

aura alors@ C gc’est—é—dire la classe@ est stable par sous-groupe. Pour cela, on utilise le
lemme géométrique qui suit.

(ii) Soit A un groupe de(@?ﬁxé. On considere la classe@des groupes C tels que pour toute
extension (A>>B->>(C), alors B est dan&@ Alors@contient 1.

i
Elle est stable par limite inductive filtrante : soit (C' = g C;), avec C; dans %, alors par
1

pullback le long de la fleche structurelle (C; — C), on obtient le diagramme commutatif :

A>> B; > (C; ou la ligne du haut est aussi une extension, et donc

H r \L B; est danst@ On applique alors le foncteur h_r)n
v

qui respecte les suites exactes a tout le diagramme :
A> B — (C
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et donc par le lemme des 5, on obtient I"isomorphisme :

i
- H (B~ %rlez) est danst@, soit finalement : C est dansn@
k2

Il reste & prouver que@est stable par “ somme amalgamée ”

aura alors@ C@ c’est-a-dire la classe(@?est stable par extension. Pour cela, on utilise le
petit lemme géométrique qui suit.
(iii) & (v) : La catégorie(@déﬁnie ici est par définition plus large que la classe g/de Wald-

hausen présentée au chapitre 1.4.8 car on n’impose pas ici de condition de cohérence sur les

et par “ HNN-extension ” : on

anneaux lors d’une somme amalgamée ou d’une HNN-extension; nous récupérons donc ses
résultats du théoréeme 11.
(vi) On se reporte ici & la démonstration de Baumslag-Dyer-Heller dans leur article [Bau80] ; il

suffit juste de vérifier que les différents groupes GG qui interviennent restent dans la Classeg@ |

Lemme 18 [Géométrique].

Soit T' un graphe. On suppose que pour tout sommet x dans I'g, on a un es-
pace topologique E,. qui est la réunion disjointe d’espaces d’Filenberg-Mac-Lane
[ K(G,1), avec G un groupe de la classe 9 De méme pour toute aréte a dans
Ty, on a un espace topologique E, qui s’écrit : [[ K(G',1), avec G' un groupe
dans D% On suppose que pour toute relation d’incidence (x € a), on a une fleche
(i : B, — E.) injective sur le w1 pour tout choix de point-base. On construit
par recollement une application cellulaire (f : Epr — T') qui sera localement un
fibré trivial au-dessus des arétes ; pour cela, on effectue le pushout :

E, xa HEUX(SJ_)HEU'
o€l =
CW-complexe Er l ) :
II E, x v
Ew Ey o€l o O > EF
f [ Alors l’espace Er obtenu par recollement

est lui-méme la réunion disjointe d’espaces
d’Eilenberg-Mac-Lane [ K(m,1) avec des
groupes T dans la classe@' et pour tout o
a ( sommet ou aréte du graphe T' ), la fleche
> Y Graphe I' || sty cturelle (E, — Er) est injective

sur le w1 pour tout choix de point-base.

Démonstration :
a. Comme ’espace Er est obtenu par limite inductive filtrante indexée par les sous-graphes

finisTode I": ( Epr = h—n>l Er, ), on peut supposer désormais que le graphe I' est fini.

CoCr
b. On raisonne par récurrence sur le nombre de cellules ( c’est-a-dire le nombre de sommets
et d’arétes ) : on pose ’hypothese de récurrence [ “ pour tous sommets = et toutes arétes a,

les fleches ( Ex — Er ) et ( Eq — Er ) sont injectives sur le w1 pour chaque point-base ” ].
On supposera de plus comme hypothése de travail supplémentaire que tous les espaces E, et
E, sont connexes. Si le graphe ne contient pas d’aréte, alors I’espace Er est réunion disjointe
des espaces E et le lemme est démontré. Dans le cas contraire, on choisit une aréte a dans
I'1 et on décompose : (I' =" ]] a). Deux cas se présentent alors :
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/ A / ”‘ 1¢"cas : 'aréte a relie deux composantes connexes
A0, F distinctes IV et T/, Dans ce cas, la fleche (Eq — Er/)
N ~ , ~ N - est injective sur le w1 car composée de (Eq — Eg)
injective sur le 71 par hypothese de départ, et (Ey —
l N Er/) injective sur le 71 par hypothese de récurrence.
De méme pour la fleche (Eq, — Ers). Mais alors nous

N 7/ N / )
~ - - SO sommes dans le cas d’une somme amalgamée :
-
Eq, X a — Ers . D’apres le théoréme de Van-Kampen ( essentiellement une manipulation
de I’homologie & coefficients tordus ... ), le pushout E est alors connexe,
- : c’est un espace d’Eilenberg-Mac-Lane K (G, 1) avec G une somme amal-
v .
) S TR— . gamée de groupes déja dans‘@, donc G est dans la classe‘@
21¢™Mecas : aréte a a ses deux sommets dans la méme
PRI ST TN composante connexe I'}. Pour les mémes raisons que ci-
e bR / \ dessus, les fleches (Eq — EF/I) sont injectives sur le 71,
// I \ | T ‘I et on se trouve alors dans le cas d’'une HNN-extension :
\ . P
/ o I (EBoxa—=—xX EF’ ). Ici le théoréme de Van-Kampen nous
! / ! .
\ , dit que le recollement E est connexe, que c’est un K (G, 1)
N -

avec G une HNN-extension de groupes déja dan&@donc
G est dans la classeg@

c. Par récurrence, le lemme est donc démontré quand les espaces E; et F, sont connexes. Le
cas général s’y ramene par le changement de variables suivant : on construit un autre graphe
I’ avec F6 I’ensemble des couples (z,u) ol « est un sommet de I" et 4 une composante connexe
de E;. De méme, on pose I'| I’ensemble des couples (a,v) ol a est une aréte de I' et v une
composante connexe de Eq. Puis on pose : (Eéz,u) =u) et (Efa,v) = v). Alors on retrouve :

(Ef, = Er), et le lemme est démontré. B

Application :

Pour une HNN-extension ( CZx A ) , on prendra pour I' un point  muni d’une
aréte circulaire a, avec [E; = K(A,1)] et [E, = K(C,1)].

Pour une somme amalgamée > 1\4/1 , on prendra pour I' un segment a de som-

<oy

B>>Q
mets x et y distincts, avec [E, = K(A,1)], [Ey, = K(B,1)] et [E, = K(C,1)].

Stabilité par sous-groupe : Soit H un sous-groupe de G dans % On pose
(X = Eg), on construit lapplication (f : X — I') du lemme, puis on prend
le sous-revétement (5( = FEpy) du revétement universel, de groupe fondamental
(m1 X = H). On effectue alors des pullbacks : ( ce procédé étant fonctoriel de la
catégorie des objets au-dessus de X vers la catégorie des objets au-dessus de X )

Xa> ...... > X:E>_ >X

e

Xy X,>— X

Le choix d’un point-base dans X, se propage dans X, puis X, et donc dans
une composante connexe de X La fleche composee (7T1X - mX, = mX,)
étant injective, on en déduit que la fleche (m X, — m1X,) est injective, donc
les hypotheses du lemme sont vérifiées pour la fleche composée (X — X — T').
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L’espace Ep est donc obtenu par recollement d’espaces X, de groupe fonda-
mental (H, = leU) est un sous-groupe de (G, = mX,). Or G, est dans 178
par hypothese de départ, donc H, est dans(@? et d’apres le lemme, H est donc
dansl@; ceci revient a dire que G est dans “n

Stabilité par extension : Supposons A fixé dans Z¥et C obtenu par le dia-

gramme [' a partir de cellules C, dans la classe 27 On considere une extension
( A>> B == (). On veut montrer que B est dans. &% On construit au-dessus
de lespace total C' un fibré (X — E¢) de fibre fixe F = K(A, 1), qui donne par
pullback des fibrés induits ( FF>> X, = E, ). Le groupe B = m X est alors
obtenu par recollement de groupes (B, = mX,), cellules-extensions obtenues
par pullback : ( A>> B, = C, ). Mais alors chaque C, est dans la classe &

par hypothese de départ, donc B, est dan&@ donc d’apres le lemme ( les hy-
potheses d’injectivité sont vérifiées comme ci-dessus ), B est donc dans la classe

@ ceci revient a dire que C' est dans la classe 2/ B

Remarque : On notera que ce petit lemme géométrique permet de simplifier
bon nombre de problemes algébriques ardus. Par exemple, montrer que * tout
sous-groupe d’un groupe libre est libre ” revient gréace a ce lemme a voir que tout
revétement d’ un arbre est un arbre [ ce qui est quand méme plus évident! |.
On notera enfin que ce genre d’idées est proche de la notion de “ splitting ” de
groupe développée par Waldhausen & la page 249 de son article [Wal78].

A ce stade, il est bon d’énoncer clairement une conséquence de la conjecture
évoquée en introduction, et qui représente I’analogue du théoreme 12 de Wald-
hausen ( cf chapitre 1.4.8 ).

Théoréme 26 [Vog90]

Supposons que la [Conjecture] énoncée au chapitre 5.2 soit vraie. Soit R un
anneau régulier, et G un groupe dans la classe D8 Alors le spectre d’obstruction
“ généralisé ” de Whitehead Wh" (G) est contractile. Autrement dit, le spectre
“ généralisé 7 de K-théorie algébrique K(R[G]) se comporte alors comme la
théorie homologique associée au Q-spectre BGT AK(R) par rapport a la variable
des groupes G dans la classe(@' en particulier elle vérifie le théoreme d’excision,
et donne lieu a des suites exactes de Mayer-Vietoris ( d’ou certaines facilités
calculatoires ).

Indication : L’idée est justement de calculer K (R[G]) localement, en montrant
que la [Conjecture] du chapitre 5.2 implique I’excision dans les cas d’une somme
amalgamée, ou d’'une HNN-extension. La comparaison des 2 théories homolo-
giques implique alors que le défaut ( obstruction Wh(G) ) est contractile.

5.5 Liens acyclicité-contractibilité

Commencgons par deux résultats classiques :
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Proposition 22 .

Soit C, un compleze de R-modules ( & droite ) contractile. Alors pour tout
module M a droite, et N a gauche, de coefficients, et pour tout indice i, les
groupes de (co)homologie H;(Cy, N) et H'(C,, M) sont nuls.

Démonstration :

Dire que C est contractile revient a affirmer ’existence d’un morphisme de R-complexes de
degré 1 (une “ homotopie ” ) [k: C — C] vérifiant [Idc = dok+ kod]. Dans ce cas, la fleche
[k®Id:Cy®M — Cy« ® N| est une homotopie montrant que le complexe d’homologie Cyx ® N
est contractile. Et la fleche [.ok : Hom(Cx, M) — Hom(Cx, M)] est une homotopie montrant
que le complexe de cohomologie Hom(Cy, M) est contractile. Il reste alors & montrer que les
groupes d’homologie ( ordinaires ) d’un complexe contractile sont nuls : soit un cycle z tel que
[dz = 0]; on écrit : z = dkz + kdz = d(kz) donc c’est un bord, et ’homologie est nulle. l

Proposition 23 .

On suppose donnés C, un complexe projectif minoré, E, un complexe acyclique,
et [f« : Cx — E.] un morphisme de complexes. Alors f est homotope a 0 :
autrement dit, il existe un morphisme de complexes [g. : Cx — E.| de degré 1
et vérifiant [f =dog+ god|.

Démonstration :

On peut supposer sans perte de généralité que C; = 0 pour tout indice ¢ négatif (et donc f; =0
aussi!). Le premier cran non-trivial consiste & trouver [go : Co — FE1] telle que [fo = d o go].
Mais alors ( Co projectif et Ey acyclique ) impliquent que le complexe Hom(Cop, E+) est acy-
clique. L’existence de go revient alors & montrer que [do fo = 0]. Mais ceci résulte du fait que
fx est un morphisme de complexes, et que [f—1 = 0]. Supposons maintenant avoir construit la
fleche g« jusqu’au cran (n—1). On cherche [gn : Cn — Eny1] telle que [fr, = dogn +gn—10d].
C’est-a-dire [d o gn = (fn — gn—1 o d)] déja définie. Remarquant que ( Cy projectif et Ex
acyclique ) impliquent que le complexe Hom(Cy, Ex) est acyclique, il suffit de calculer :
[do(fn —gn—10d)=do fn—(dogn—1)od= frn—10d— (fn—1 — gn—20d)od=0] grace &
I’hypothese de récurrence, et au fait que le carré de la différentielle est nul. H

Application :

En particulier, pour tout complexe projectif minoré, les notions d’acyclicité et
de contractibilité coincident : il suffit d’appliquer la proposition précédente a la
fleche [Ide : C — C.]. Cette propriété s’étend évidemment & la catégorie des
complexes projectifs homotopiquement finis €.

Le cas des complexes non-minorés est beaucoup plus mal connu ; néanmoins, on
a les criteres de contractibilité suivants :

Lemme 19 .

Soit Cy un compleze projectif ( non-forcément minoré ), acyclique. Pour tout
indice n, notons Z, = Ker[d: C, — Cp—1] = Im[d : Cpy1 — Cy]. Alors Cy est
contractile ssi tous les modules Z,, sont projectifs.

Démonstration :
On regarde les suites exactes courtes (Zn > Cy, < Zn—1) . (1) — (@) : Si le module Z,_1

est projectif, elle est scindée, et [Cr, ~ Z,, @ Zp—1]. L’homotopie [k : Cp, — Cpy1] est alors
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induite par I'identité Idy, . (¢) — (i) : Réciproquement, soit k telle que [Id¢c,, = dok+kod].
Appliquons cette égalité & un élément = dans Z,_1 : on obtient [z = d o k(x)]. Donc la fleche
k fournit une section a la suite exacte courte sus-citée, et le module Z, étant facteur direct

de Cy, projectif, est lui-méme projectif. B

Proposition 24 .

Soit Cx un complexe projectif, acyclique. Supposons que pour tout module a
droite M de coefficients, et tout indice i, les groupes de cohomologie H*(Cy, M)
[ ou au choiz H'(M,C,) ] sont nuls. Alors le complexe C, est contractile.

Démonstration :

D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que les modules Z,, sont projectifs. Appliquons
I’hypothese (i) au module M = Z,, muni de la fleche [d : Cpy1 — Zy] dont la différentielle
est nulle. Elle provient donc d’une fleche [r : C, — Zy] qui est une rétraction de ’inclusion ¢
de la suite exacte courte ci-dessus. Avec I’hypothése (ii), on prend M = Z, muni de la fleche
[i : Zn — Ch] dont la différentielle est nulle. Elle provient donc d’une fleche [k : Z,, — Chp41]
qui est une section de la différentielle d de la suite exacte courte ci-dessus. Dans les 2 cas, la

suite est scindée, et donc Z,, est facteur direct de C;, projectif. B

Dans le cas d’'un anneau régulier, on a quelques résultats complémentaires :

Lemme 20 .

Supposons ici que 'anneau de base R est régulier ( a gauche ). Soit Cy un
complexe de R-modules a droite projectifs, acyclique. Alors pour tout R-module
& gauche N, et tout indice i, les groupes d’homologic H;(Cy, N) sont nuls.

Démonstration :
s @ N .
On considére la classe @ﬂ des modules a gauche N tels que tous les groupes d’homologie

H;(C«, N) soient nuls. C’est une classe exacte : elle est stable par limite inductive car on a

I’isomorphisme : Cx ®g (h_r)nNa) ~ h—n}(C’* ®r Na), et la stabilité par « 2/3 7 résulte de la
«@ «@

suite exacte longue ( le foncteur Cp, ® . est exact, car Cy, est projectif ). De plus, elle contient

I’anneau de base R, car le complexe Cx est acyclique . Comme R est régulier a gauche, alors

(0: RMOd. | ]

Proposition 25 .

Soit R un anneau de base régqulier ( & droite ). Soit C. un complexe ( non-
forcément minoré ) de R-modules ( a gauche ) projectifs, de type fini : un tel
compleze est appelé quasi-cohérent. Alors C, est acyclique ssi il est contractile.

Démonstration :

On trouvera ci-aprés 2 preuves indépendantes de cette proposition importante ( la 1¢7¢, due
& Mr Vogel, utilise pleinement 1’hypothése de type fini, la 2™¢ pourrait se généraliser grace
la remarque 2 et aux suites spectrales de [Boa98] et [Jen72] ) :

e On considere la classe@ des modules a droite M tels que tous les groupes de cohomologie

H"(C«, M) soient nuls. C’est une classe exacte : elle est stable par “ 2/3 7 grace a la suite

exacte longue ( le foncteur Hom(Ch,.) est exact, car Cy est projectif ); elle est stable par

limite inductive : soit M = li_r)nMa et (z : C; — M) tel que [dz = 0]. Comme C; est de type fini
«@

et la limite est filtrante, = se factorise par un certain Mg fixé ( il suffit de prendre I'image des

générateurs ). Alors Mg egdonne (y : Ciz1 — Mg) tel que [z = dy]. Donc Hom(Cy, M)

80



est acyclique, et M Egj Enfin les C; étant de type fini, le complexe dual Cy est acyclique,
donc ’anneau de base R est dans@ Comme R est régulier & droite, alors@: Modgr. R

e On va montrer I’hypothese (i7) de la proposition 24, griace au lemme 20 et au résultat suivant,
tiré de [ Bourbaki, Algebre, chapitre II page 77 et chapitre X page 12 ] : ’homomorphisme
canonique

E*®4 F — Homa(E,F)
est bijectif si ( au choix )
a. F est un A-module projectif de type fini.
b. E est un A-module projectif de type fini.
c. F est plat, et E est de présentation finie.
On applique cet isomorphisme avec E = Z, ( R-module & gauche ). Alors E* = Hom(E, R)
est aussi un R-module & gauche, et grace au raisonnement du lemme 20, on sait que Z,; @ g Cx
est acyclique. Si Cix est quasi-cohérent, alors chacun des F' = C}, est projectif de type fini
( hypotheése a ) ou bien ( F est plat et la présentation [Cpy2 — Cni1 — Zn — 0] assure
I’hypothese ¢ ). On a donc Hompg(Zn,Cx) acyclique, ce qui prouve que Zj, est projectif, et le

scindage permet d’obtenir I’homotopie recherchée.

Proposition 26 .

Supposons l'anneau de base R de dimension cohomologique ( & droite ) finie n.
Soit Cy un complexe de R-modules ( a droite, ou a gauche ) quasi-cohérent.
Alors Cy est acyclique ssi il est contractile.

Démonstration :

o Si les modules sont & gauche : on remarque que dim copom (R) < oo ( & droite ) implique que
I’anneau R est régulier a droite. Puis on applique la proposition précédente.

e Si les modules sont & droite : on suppose Cix acyclique, et on note [Zn, = Im(d : Cpy1 —
Cr) = Ker(d: Cr, — Cp—1)]. La troncature : [(0 — Zp, — Cp — Cp—1...) — C4] est un dis.
Soit alors (0 — P, — ... — P1 — Zp) une résolution projective finie de Z,. En recollant, on
obtient un gis : [(0 = P, — ... = Pt — Cp — Cp_1...) — C4] ou le complexe de gauche est
majoré par (p + n). Ceci montre que pour tout indice (i > p + n), le module Z; est projectif.
En faisant varier I’indice p au début de notre raisonnement, on obtient ainsi : Z; est projectif

pour tout 4 ; et donc Cx est contractile. H

Conjecture 2 :
Soit R un anneau régulier. Alors tout R-
complexe projectif acyclique est contractile.

Remarque : ici, le fait qu’on regarde des complexes de modules a droite ou
a gauche, et que I’hypothese de régularité de R soit valable sur Modgr ou sur
rMod dépendra tres fortement du mode de démonstration choisi. Il serait en
outre intéressant de trouver un exemple d’anneau régulier d'un coté seulement.

5.6 La classe %4 des modules réguliers

e Commencons par affaiblir un peu les conditions pour trouver la classe % des
modules réguliers ( nous donnons ci-apres la démonstration tirée de [Vog90] ) :
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Proposition 27 .

% est la plus petite classe & contenant les modules libres, stable par limite
inductive filtrante et par conoyau de cofibration ( autrement dit, dans l’aziome
“2/3 7 on ne considére que le cas : [M',M € E= M" € €] ).

Démonstration :
Donnons ici une esquisse de la démonstration de Mr Vogel.

Pour chaque ordinal «, on construit inductivement une Classe:@%'1 de la manieére suivante :

@ est la classe des modules libres. Si « est un ordinal-limite, M appartient a?]a ssi c’est la

limite inductive filtrante de modules appartenant a ( U %) Si (a = B+ 1), un module M
B<a

appartient é‘n@) ssi c’est le conoyau d’un monomorphisme (A>>B), avec A et B dans@.

On a immédiatement I’inclusion :@ C % Il faut alors prouver que I'union gdes classes
. . N

@a est exactement la classe des modules réguliers (O’é La seule chose qui reste a prouver est

que cette classe gest stable par “2/3”. Pour cela, on vérifie 3 lemmes :

Lemme 21

Pour tout ordinal o, le noyau d’un épimorphisme d’un

module libre vers un module de@ appartient a %

Démonstration :

C’est vrai pour (v = 0). Procédons par récurrence, et supposons le lemme vrai pour tout
(B < @). Soit (f : F—>=M) un épimorphisme d’un module libre F' vers un module M de

@1. Si (e = B+ 1), on a une suite exacte courte (0 - M’ — M" — M — 0) avec M’ et M"’
dans%. On peut compléter le diagramme suivant :

0 M’ M M 0
b b
0 F' F" F 0

ot les lignes sont exactes, les fleches verticales surjectives, et les modules (F’/, F”/| F) libres. Par
hypothese de récurrence, Ker(f’) et Ker(f’") sont dans gDonc (Ker(f) = Coker[Ker(f') —

Ker(f")]) est dans %ussi. Si a est un ordinal-limite, M est la limite inductive filtrante d’un
systeme de modules (M;,i € J) ot J est une catégorie filtrante ( au sens de MacLane dans

[Mac71] ) et chaque M; est dans un@ avec (8 < ). La difficulté consiste & trouver un
systeme inductif (F;,4 € J) avec des suites exactes courtes compatibles (K ;> F;—>M;) tel

que (M F;) soit un module libre. Une maniére fonctorielle de le faire est la suivante : notons
ieJ
M ce systéme de modules. Pour tout indice ¢, soit Fje le systéme suivant : pour tout indice j,
soit F;; le C-module libre engendré par les fleches de J allant de i & 5. Pour toute flecche (j — k)
de J, 1a fleche induite (Fi; — Fj) est donnée par la composition. Clairement, Hom(Fe, M)
est isomorphe & M; [ isomorphisme induit par I'image de (Id : i — ) | et la limite inductive
des Fje est isomorphe & C [ la fleche (Id : ¢ — %) induit toutes les fleches (i — j) dans
la limite inductive ]. Soit J I’ensemble des couples (i,u) avec i un indice dans J et u une
fleche de Fje vers M,. Posons (Fe = (&) Fie). On a une fleche évidente (¢ : Fo — Ma).
(4,u)€d

Pour tout indice i, (¢; : Fj — Mj) est surjective, de noyau noté K; appartenant a & ( par
hypothese de récurrence ). Passons & la limite inductive filtrante selon les indices j : c’est un
lim K lim Fy
— > =

jed jed

avec la suite exacte courte de départ : (K>—>F—>>M). Le lemme de Schanuel nous dit

foncteur exact, et on a donc la suite exacte courte ( —>> M) & comparer

alors que : (h—r?[ K;®oF ~ h—r>I:1[ F; o K). Dans le terme de gauche, la limite inductive est dans
JjE JjE
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(gcar chacun des K y est. Une démonstration par récurrence [ simple | montre alors qu’un
objet de % qui on ajoute [ en somme directe | un module libre fixe F' reste un objet de %
Conclusion : K est facteur direct d’un objet de gdonc d’apreés le lemme 1, K est dans g

Ainsi se termine le cas ordinal-limite, et donc la, démonstration. ll

%emme 22 .
@ﬂest stable par extension.

Démonstration :

Soit (0 — M’ — M"” — M — 0) une suite exacte telle que M’ et M soient dans % Soit
(f : F—>>M ) un épimorphisme d’un module libre F' vers M. Soit N le pullback ( “ produit
fibré ” en frangais ) de F' et M"" au-dessus de M. Comme F est libre, la suite exacte se scinde,

et le module N est isomorphe & (M’ @ F) ; il appartient donc & gD’aprés le lemme 21, Ker(f)
est dans %Donc (M" = Coker[Ker(f)>—=N]) est aussi dans (g.

Lemme 23 .
& est stable par noyau d’épimorphismes.

Démonstration :

Soit (0 — M’ — M" — M — 0) une suite exacte telle que M et M soient dans % Soit
(f: F—>>=M"") un épimorphisme d’un module libre F' vers M. Notons K le noyau de la

fleche composée ( FF == M/ == M ). On a une suite exacte courte (0 - K — M' @ F —
M’ — 0). D’aprés le lemme 21, K est dans gD’aprés le lemme 22, I'extension (M’ @ F') est
aussi dans (gOr M’ est un facteur direct de (M’ @ F), et donc, grace a la stabilité par limite
inductive filtrante, M’ est dans g.

@ . . .
La classe @ﬂvérlﬁe donc les trois axiomes du “2/3”, elle est donc

exacte, et c’est exactement la classe % des modules réguliers. B

5.7 Complexes sur un anneau régulier
e Rappelons maintenant quelques définitions :

Définition 17 ;

Fizons R un anneau, et % la classe des R-modules réguliers.

Un “ R-compleze 7 C, est un complexe de R-modules projectifs.

On dira que C, est “ minoré ” si C, est nul pour n assez petit.

On dira que Cy est “ quasi-cohérent ” si tous les C,, sont de type fini.

On dira que Cy est “ fini 7 si (@ C) est de type fini.
neN
On dira que D, est “ homotopiquement fini ” s’l existe C, fini, et deuz fleches

(f:Cy — Dy) et (g: Dy — C,), telles que : [(fog) ~ Idp,] et [(go f) ~ Idc,].

Avec ces notations, nous pouvons aborder le théoréme fondamental des
anneaux réguliers ( démontré par P. Vogel dans son article [Vog90] ) :

Lemme 24 [Technique].

Soit C, un R-complexe quasi-cohérent, et M € % un module régulier.
Tout morphisme de chaines de C dans M se factorise par un R-compleze fini.
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Démonstration :
Ici le module M est regardé comme un module différentiel gradué, concentré en degré O et

a différentielle nulle. Soit %a classe des R-modules M tels que, pour tout R-complexe C
quasi-cohérent, tout morphisme de chaines de C«x dans M se factorise par un R-complexe fini.
(i) Soit F' un R-module libre, et (f : C« — F) un morphisme de chaines. Alors f est donnée
par (fo : Co — F) et donc f se factorise par un R-module F’ libre de type fini contenu dans

F. Comme F’ est un R-complexe fini, alors F est dans %

(ii) Soit (M = Hm Af;), avec chacun des M; dans gSOit f un morphisme de chaines de Cx
ieJ

quasi-cohérent dans M. Comme f est définie par une fleche du module Coker(C1 — Cop) [ de

présentation finie | dans M, f se factorise par 'un des M; ; or la fleche (Cx — M;) se factorise

par un R-complexe fini; ainsi M est dans (g
(iii) Soit (0—=M'>> M" —=M—=0) une suite exacte de R-modules. Supposons M’ et M"

dans %Soit f un morphisme de chaines de C\ quasi-cohérent dans M. Notons C’ le céne de
l'identité (Id : ¥~1C — £71C). Le R-complexe C’ est contractile, quasi-cohérent, et s’envoie
surjectivement sur C,. Comme C’ est contractile, il n’y a pas d’obstruction & relever le mor-
phisme de chaines (C’ —=C—=M ) au niveau de M"’ et on obtient alors le diagramme suivant :

0 M’ Mm” M 0
0 s-1lc c’ C 0

Comme M’ est dans get S71C est quasi-cohérent, la fleche (271C — M) se factorise par
un complexe fini K’. Soit C” le pushout de C’ et K’ au-dessus de ©~1C. Le complexe C”’ est

quasi-cohérent et M’ appartient & %Donc la fleche (C” — M) se factorise par un complexe
fini K. Notons E le cone de 'identité (Id : K’ — K’). Comme E est contractile, le morphisme
de chaines (K’ — FE) s’étend & C”. Soit L la somme directe (K" @ E). La construction ci-
dessus nous donne une factorisation de (C”” — M) par L et la fleche (K’ — L) est injective,
de conoyau projectif noté K. Les complexes K', L et K sont finis, et la fleche (C' — M) se
factorise par K. Ceci est résumé dans le diagramme suivant :

0 M’ M M 0

0 K

’\C,/L K 0
N

0——x-1C c’ C 0

Alors Gcontient tous les modules libres, est stable par limite inductive filtrante, et par conoyau

de cofibration ; par la Proposition 27, %ontient donc la catégorie % des modules réguliers.l

Théoréme 27 [Fondamental] [Vog90]

Soit R un anneau régulier. Soit C, un R-complexe quasi-cohérent, et C. un R-
complexe minoré ayant un nombre fini de groupes d’homologie non-nuls. Alors
tout morphisme de chaines de C vers C' se factorise, & homotopie prés, par un
R-compleze fini.

Démonstration :

La preuve se fait par induction sur le nombre de groupes d’homologie non-nuls de C’. Si C’
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n’a pas d’homologie, C’ est contractile ( car il est projectif et minoré ) et tout morphisme
de chaines de C vers C’ se factorise & homotopie pres, par le complexe nul. Soit maintenant
C’ un R-complexe avec n groupes d’homologie non-nuls. On peut tuer le dernier groupe
d’homologie non-nul de C’ en ajoutant des cellules algébriques ; on obtient ainsi de nouveaux
R-complexes Cj et Cf et une suite exacte courte (0—>C">>Cy—->>=C]—=0) tels que Cj
a un seul groupe d’homologie non-nul, et C’(’) seulement (n — 1). Par récurrence, la fleche
(C — C" — CJ) se factorise, & homotopie prés, par un R-complexe fini Kg. Soit E le cone
de lidentité (Id : C — C). Le complexe E est quasi-cohérent, contractile, et contient C. La
différence des fleches (C' — C" — C) et (C' — Ko — C{)) est homotope & 0, et donc se factorise
par E. D’ou la composée (C — C' — C}) se factorise par le complexe (K{ = Ko & E) ou K|
est quasi-cohérent, et a le type d’homotopie d’un complexe fini. De plus, la fleche (C' — KJ))
est injective, de conoyau projectif noté C1. Le R-complexe C; est quasi-cohérent, et on a un
morphisme de chaines (g : C1 — C7). Mais C] a un seul groupe d’homologie non-nul M,
c’est-a-dire : Cf est une résolution projective de M. Pour tout R-complexe L quasi-cohérent,
les classes d’homotopie de morphismes de chaines de L vers C{ sont isomorphes aux classes
d’homotopie de morphismes de chaines de L vers M. Grace au lemme technique, la fleche g se
factorise, & homotopie pres, par un R-complexe fini K;. La construction ci-avant donne alors un
R-complexe K| quasi-cohérent, du type d’homotopie d’un complexe fini, et une factorisation
de g par K{. Notons K’ le noyau homotopique du morphisme de chaines (K}, — K1) ( c’est-
a-dire la désuspension de son cone ). Par construction, f se factorise par K’, K’ a le type

d’homotopie d’un complexe fini K, et f se factorise, a homotopie pres, par K. Résumons tout

ceci par un diagramme : Q c’ C} ol o.H

o

K' — K| ——= K|

T |

0 C K C1 0

Corollaire 3 .
Soit R un anneau régulier et C, un R-complexe quasi-cohérent. Alors C, est
homotopiquement fini, ssi C, a un nombre fini de groupes d’homologie non-nuls.

Démonstration :

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

1. Si Cs est quasi-cohérent minoré, avec un nombre fini de groupes d’homologie non-nuls, on
applique le théoreme ci-dessus a la fleche (Id : Cx — C). Alors Id se factorise ( & homotopie
prés ) par un complexe fini K, donc Cx est un facteur direct de K ( & homotopie pres ), et
donc Cyx est homotopiquement fini.

2. Soit maintenant C, quasi-cohérent, non-forcément minoré, tel que (H;(Cx) # 0) im-
plique (i € [a,b]). On regarde le complexe dual Cs défini par : [C,, = Hom(C_n, R)], et
la classe %z { M € Modg | Vi > —b, Hi(C,M) = 0 }. Alors cette classe contient les
modules libres ( car les Cy, sont de type fini ), elle est stable par limite inductive filtrante
( cf proposition 14 ), enfin elle est stable par conoyau de cofibration ( la suite exacte longue
de cohomologie respecte la condition [¢ > —b] pour le conoyau ). D’apres la proposition 27,
et le fait que R est régulier, on a donc : ?faﬂ: Modpg. Ceci implique en particulier ’existence
d’une fleche (e; : Cilq — é’i/dé’i+1) qui scinde la surjection canonique. Cette fleche forme
une homotopie (Ids ~ 0) en degré (i > —b); donc C' est homotope 3 un complexe majoré.

Par dualité, C est donc homotope & un complexe minoré. Ce qui nous ramene au cas (1). B
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Proposition 28 .

Soit R un anneau cohérent.
Alors R est régulier ( au sens classique )ﬂ

ssi R est régulier ( au sens de P. Vogel ).

Démonstration :

Un anneau R est régulier cohérent au sens classique si tout R-module de présentation finie
admet une résolution : (0—>=Cp—>...—>C1—>Co—>M —>0) ou les C; sont projectifs de
type fini. (¢) — (4¢) : Comme tout R-module est limite inductive filtrante de modules de
présentation finie2, il suffit de montrer que tout M de présentation finie appartient & % On
découpe la résolution finie de M en suites exactes courtes, et on applique 'axiome “ 2/3 7.
(#¢) — (¢) : Supposons R régulier ( au sens de Vogel ) et cohérent. Soit M un R-module de
présentation finie. Comme R est cohérent, M admet une résolution projective Cx, qui est un
R-complexe quasi-cohérent, minoré, avec un seul groupe d’homologie non-nul. Le corollaire
ci-dessus nous dit alors que Cx a le type d’homotopie d’un R-complexe fini. Donc M admet

une résolution projective finie, et ’anneau R est régulier ( au sens classique ). l

Ainsi la notion de régularité introduite par Mr Vogel prolonge bien la notion
pré-existante en géométrie algébrique, et les résultats obtenus sur les K'Nil dans
ce cadre prolongeront ceux de Waldhausen dans [Wal78].

5.8 Complexes stablement réductibles

e Nous nous intéressons désormais au théoreme structurel décrivant les com-
plexes nilpotents sur un anneau R régulier ( nous reproduisons ci-apres les
démonstrations de Mr P. Vogel, tirées de Particle [Vog90], non-publié & ce jour ).

Rappelons qu'un objet de Nil(€g;S) est un complexe homotopiquement fini
C, muni d’'un morphisme de chaines (o : C. — C, ® S) homotopiquement
nilpotent : il existe un entier n tel que (o™ : C, — C, ® S™) est homotope a
zéro. On dira que N = (C,, ) est “ élémentaire 7, si a est homotope a zéro.
Un complexe nilpotent N sera “ réductible 7, s’il existe une filtration de N par
des complexes nilpotents (0 = Ny C N1 C ... C N, = N), telle que, pour tout
indice i, le quotient N, y1/N; est élémentaire. Plus généralement, on dira que N
est “ stablement réductible ” s’il existe un complexe nilpotent N’, un complexe
N" réductible, et un gis surjectif : (N — N ¢ N’). Soit un entier p. On notera
Fp la catégorie des triplets (M, I, «), ou (M, «) est un objet de Nil(R;S) et
(0=Iycl C...CI,=M) est une filtration de M par des sous-modules tels
que : [a(li+1) C I; ® S] pour tout . On dira qu’un objet E = (M, I, a) de F,
est “ de type fini ” si tous les modules I; et M/I; sont projectifs de type fini.
Enfin on notera E le module sous-jacent M. Apres toutes ces notations, nous
allons démontrer le théoreme structurel essentiel, dont dépend la démonstration
du théoreme 14, et dont 1’énoncé stipule :

Théoréme 28 [Vog90]
Soit R un anneau régulier, et S un R-bimodule plat a gauche.
Alors tout complexe nilpotent N dans Nil(€r; S) est “ stablement réductible

”
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Remarque :

Soit (M, ) un objet de Nil(R;S). Posons [[; = Ker(a! : M — M ® S™)].
Comme « est nilpotente, on obtient ainsi une filtration finie de M. Comme S
est plat & gauche, on a exactement : [I;11 = o~ 1([; ® 9)].

Lemme 25 .

Soit E un objet de Fp. Il existe un objet E' de type fini,

et une fleche (E' — E) de F, induisant une surjection (E' — E).
Démonstration :

Soit E = (M, I,a) un objet de Fp. On construit par récurrence décroissante des modules
projectifs de type fini M; ( pour des indices p > 4 > 0 ), des fleches (f; : M; — I;) et
(Bi : Mjy1 — M; ® S) telles que fp est un isomorphisme, Mo = 0 et pour tout ¢ < p, on a le
diagramme commutatif suivant :

Bi
M; ® S <— M+
\Lfi@ﬂs l/fi+1
L,®S ~ar Iit1
Pour tout i, on note J; le module somme Mo®...0M; et 3 = BfF; la fleche (Jp — Jp®S). On a
construit un objet E' = (Jp, Jx, 3) dans F, et un morphisme (E’ — E), surjectif (Jp, — M). B

Lemme 26 .
Soit E un objet de F,. Il existe une suite infinie :

(...i>En—d>---—d>E1—d>Eoi>E—>0) telle que :

(1) Les E; sont des objets de type fini de F,.
(¢4) Dans la catégorie Fp, on a : dod =0.
(#91) La suite induite sur les modules sous-jacents

(,,,—d>&—d>---—d>&—d>@i>ﬁ—>0) est exacte.

Démonstration :

Par récurrence sur i : Ker(d: E; — FE;_1) est dans f-fp, donc le lemme 25 donne E; ;1. B

Lemme 27 .
Soit E = (M, I, o) un objet de Fp. Il existe un diagramme commutatif :

0=Cy ¢ C; --- C CPZC
\Lfo \Lfl \l/fp
0=y ¢c - Cc I,=M

et un morphisme de chaines (8 : C — C ® S) tel que :

e les complexes C; sont positifs et quasi-cohérents,

e les inclusions sont des cofibrations,

o les f; sont des morphismes de chaines, et f, est un gis,

e 3(Cit1) CC;® S et on a le diagramme commutatif suivant :

Ci®5<£0i+1

\Lf¢®115 \warl
I; 8 <—Iita
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Démonstration :

Soit (... — Ep — ... — E1 — Ep — E — 0) la suite dans la catégorie ), obtenue par
le lemme 26. L’objet E; est un triplet (M;, i, ;) et (... = Lip — ... = I;1 — L0 — 0)
est un complexe positif quasi-cohérent C;. La fleche (I;0 — I;) est un morphisme de chaines
(fi : Ci — I;) et ag est un morphisme de chaines (C=Cp, - C, ® S). R

Lemme 28 .

Soit (M, o) un objet de Nil(R;S) considéré comme un complexe nilpotent No
particulier. Alors il existe des complezes nilpotents N et N', et des morphismes
(N — N') et (N' — Ny) de Nil(Cg; S), tels que :

(1) N’ est réductible.

(77) la composée (N — N’ — Ny) est un qis surjectif.

Démonstration :

Grace aux lemmes précédents, on a construit une filtration I, de M, et un complexe nilpotent
(Cx, B) satisfaisant aux conditions du lemme 27. Par récurrence sur % : supposons construits des
complexes positifs finis (Ko C ... C K;) et des morphismes de chaines (v; : K; — K;_1®S)
pour tout indice 1 < j < 4, et un diagramme commutatif :

0o=Cy Cc C; --- C C
Ve bo Vo

0=K¢y C Ki --- C K;
z in v

o=Iy Cc I -+ C I

ol g et h sont des morphismes de chaines tels que [ho g = f] et :

e pour tout indice 1 < j <4, linclusion (K;_1 C Kj;) est une cofibration
o les fleches v; sont compatibles aux inclusions

e pour tout indice 1 < j < 4, on a le diagramme commutatif suivant :

C_1 98 <2 c

La construction est faite pour ¢ = 0. Pour I’étendre au cran suivant, on effectue les construc-
tions suivantes : Soit L le pushout K; Hci Cit+1. On étend fonctoriellement les fleches a
(9:Ciy1 — L), (h : L — Iiz1), et (v : L - K; ® S). De plus, L est positif, quasi-
cohérent, et 'inclusion (K; C L) est une cofibration. Comme ’anneau R est régulier, la fleche
(h: L — I;41) se factorise par un complexe fini K ( grace au lemme technique 24 ). Quitte &
tuer le (—1)-squelette de K, on peut supposer que K est positif. Notons alors Ly, les modules
de L, et d la différentielle. Comme K; ® S est de dimension finie, la flecche +' est triviale
sur L; pour tout (i > n = dimKj;), et donc se factorise par le R-module différentiel gradué
X=(..—-0—>dLpt+1 — Ly — ...). Soit L’ le n-squelette de X et Y le quotient X/L’. Par
le lemme technique 24, la fleche (L — X — Y') se factorise par K fini, puis par le quotient K,
de K’ par son n-squelette. Ainsi la fleche (L — X)) se factorise par le pullback K| = X [] K.
Le complexe K7 est fini, et la fleche composée (K; — K) est une cofibration. Notons K}
la somme directe K @ K. Les fleches composées (K; — K{ — K}), (K) — K — I;j}1) et
(K5 — K| — K;®S) forment le diagramme suivant, qui est commutatif, sauf éventuellement
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dans le petit carré :
Ki — ],

NN

Ké—)Ki@)S

| |

Ii —Iiy1 —1L;®S

De plus, K} est un complexe positif fini, et la fleche (K; — KJ) est une cofibration. Soit
u le défaut de commutativité (K} — I; ® S), soit Z son noyau, et Zg son 0O-squelette :
Zo est juste un module, et Z/Zp est un complexe fini. Soit E un complexe acyclique fini
qui s’envoie surjectivement par (A : E — Z/Zp). Comme E est acyclique, A se factorise en
(B — Z — Z/Zy). Soit alors ¥ le noyau de la fleche composée :(L & E — Z — Z/Zj). Le
complexe 3 est quasi-cohérent, et la fleche (¥ — Zp) se factorise par un complexe fini positif
H. Donc la fleche composée (L — L @ E — Z) se factorise par le pushout H' = H] [, L® E,
qui est positif et fini.

0—>JZg—>2Z—>7Z/Zog—0

b ||

0—H—>H —>Z/Zo —0

(I ||

0—YX—LOE—=Z/Zy —0

f

L

Soit E/ un complexe positif fini acyclique contenant K; par une cofibration (v : K; — E’).
Comme E’ est acyclique, la fleche v s’étend & (v' : L — E’). Notons H;y1 la somme H' & E’.
La somme directe de v’ et de la fleche (L — H') donne une fleche (L — K1) induisant une
cofibration (K; — K;4+1). La fleche recherchée (g : Ci+1 — K;t1) est la composée (Ciy1 —
L — Ki+1), la fleche (h : Ki+1 g Ii+1) est la composée (Ki+1 g Hl — Z — Ké g i+1)7
et la fleche 7,41 est la composée (K;y1 — H' — Z — K}, — K; ® S). Toutes ces données se
combinent dans un diagramme de compatibilité :

Bit1
C; C Cip1—0C;®S
\Lg \Lg - \Lg

K; ¢ Kiy1 = K;®8

| b b

L C Litn—>IL®S

Ainsi se termine ’étape de récurrence. Par induction, on aboutit ainsi & deux complexes nil-
potents N = (Cp, Bp) et N’ = (Kp,qg ammayp) et deux morphismes (N — N’) et (N’ — Np).

La composée (N — N’ — Nop) est un qis surjectif, et N’ est évidemment réductible. Bl

Lemme 29 .
Soit N = (Cy, ) un objet de Nil(€g; S) tel que le complexe sous-jacent C' soit
de longueur 1. Alors N est stablement réductible.

Démonstration :

Si C est de longueur 1, c’est un R-module projectif de type fini M, et (M, ) est un objet de
Nil(R; S). Le lemme précédent nous donne deux complexes nilpotents N’ = (C%,a’) et N =
(C¥, o) réductible, et des morphismes (N/ — N” — N) tels que la composée (N’ — N) soit
un gis surjectif. Soit E le noyau de (C/ — C), il est contractile, et C’ est isomorphe & C' & E.
La composée (C' — C’ — C"") donne une section de (C” — C), et alors C"’ est isomorphe a la
somme directe de C et du noyau K de (C"" — C). A isomorphisme pres, on peut supposer que

C'=C@®Eet C"=C®K. Alors la fleche (C’ — C") est donnée par la matrice : |:é 2} et
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la fleche (C"" — C') est la premiére projection. Comme ces deux fleches respectent les fleches
nilpotentes, o’ et o’ sont données par les matrices :

AR 0 n., | @ 0
L [ )

et on a les égalités : [z” = ux'] et [Bu = uy]. Considérons alors le complexe ¥ =C @& K @ E.
On a un morphisme de chaines (v : X — X ® S) et un morphisme de chaines (¢ : ¥ — C @ K)
donnés par les matrices :

« 0 0

~:ilz” B o b {1 0 O:|
, 0 1 u
-z 0 y

On a alors une suite exacte courte de complexes nilpotents : [0 — (E,y) — (X,7) —
(C",a") — 0] et le complexe nilpotent (X,~) est réductible. La fleche ¢ est un morphisme de

(X,~) vers N @ (K, 3) induisant un qis surjectif de & vers C ¢ K. B

Lemme 30 .
Si deux complexes nilpotents N et N sont stablement réductibles, et si on a
une extension : (0 > N — N' — N” — 0), alors N est stablement réductible.

Démonstration :

Il existe des complexes nilpotents No, N¢/, N1, N{’ et des gis surjectifs (N1 — N @ No) et

(N{" — N" @& N{), tels que N1 et Ny’ soient réductibles. Soit L le pullback N’ & No &

N} HN{/ N" @ N}/. Posons (C,a) = N & Ny, (C',&/) = L, et (E,B) = Ker(N1 — N @ Np).

Comme FE est acyclique, le complexe sous-jacent de Ni est C @ E, et la fleche nilpotente
0

[CHE — (C@E)® S| est donnée par la matrice : |:z y:| . Comme FE est acyclique, il n’y a
pas d’obstruction & étendre la fleche (z : C — E® S) en (z' : ¢/ — E® S). C’est pourquoi
le complexe C’ @ E et la matrice L?, 2:| définissent un complexe nilpotent L’. Comme N
et N{' sont réductibles, et comme la suite (0 — N1 — L’ — N{' — 0) est exacte, alors L’ est

réductible, et la flecche composée (L' — L — N’ @ No @ N{/) est un gis surjectif. B

0—=N®Nyg —=N ®No@® N[ —=N'"®N] —0

| | A

0—>= N @ No L Ny 0
f ! f
0 Ny L Ny 0

Remarque : Soit (f : N — N’) un gis surjectif, issu d’'un complexe nilpotent
N stablement réductible. Alors N est stablement réductible ( par définition!).
Démonstration du Théoréeme 28 :

Soit N = (C, ) un complexe nilpotent, et n la plus petite longueur d’un com-
plexe C" homotopiquement équivalent & C. Si C est acyclique, N est évidemment
réductible. Sinon, soit p le degré du plus petit groupe d’homologie non-trivial
de C, et ¢ le plus petit entier tel que a? soit trivial sur Hp(C). On notera
IN| la paire (n,q). Comme H,(C) est de type fini, 'image de a?! est un
sous-module de type fini de H,(C) ® S9! contenu dans (Kera) ® S971, et il
existe un sous-module I de (Kera) tel que I'image de a?~! soit contenue dans
I ® S971. Soit P un R-module projectif de type fini, qui se surjecte sur I par
(f : P — I). Le module P peut étre considéré comme un complexe C’ concentré
en dimension p. Soit (¢ : C' — C') un représentant de la classe d’homologie
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f,et (¥ : E — C) une fleche surjective, d'un complexe acyclique E sur C.
Comme E est acyclique, il n’y a pas d’obstruction a construire un morphisme
de chaines [@' : C"® E — (C' @ E) ® 5] tel que :[ao (¢ B Y) = (¢ DY) o]
et o/(C" @ E) est inclus dans E ® S. Soit un complexe Fy acyclique, et une
cofibration (u : C' & E) — Ep). Comme Fj est acyclique, il existe un mor-
phisme de chaines (8 : Ey — Ey ® S) tel que : [8ou = uoa|. Les fleches
¢ @ 1 et u induisent un morphisme du complexe réductible (C’ & E, ') vers
N & (Fy,3), de conoyau N’. Si le complexe sous-jacent & N’ est acyclique,
alors n vaut 1. Sinon, posons |N’| = (n’,q¢'). Si n > 1, alors (n’ < n) ou bien
(n =n et ¢ =q—1). Par récurrence sur (n,q), N’ est stablement réductible.
Par le lemme 30, N @ (Ey, 8) est stablement réductible, et d’apres la remarque
évidente qui suit, N D’est aussi. Supposons désormais que n = 1. Le module
H,(C) est projectif, et peut étre considéré comme un complexe C’ concentré en
dimension p. Par le lemme 29, le couple (C’,a’) est stablement réductible. Soit
(¢ : C" — C) un morphisme induisant I'identité en homologie, et (¢ : E — C)
une surjection d’un complexe acyclique E sur C'. Comme F est acyclique, il n’y
a pas d’obstruction & construire une fleche [0 : C' ® E — (C' & E) ® S)] telle
que: [(pDY)oa’ = ao(pDdY)] et &/ (E) est inclus dans E® S. Le complexe nil-
potent (C' @ E, ') est une extension de deux complexes stablement réductibles.
Par le lemme 30, il est donc stablement réductible, et par la remarque qui suit,
N aussi. B

91



Bibliographie

[Bas68]
[Bau80]

[Boa9g)]
[Bouso]
[Dol63]
[Eil56]

[Gar04]
[Ger72]

[Ger73|

[God58]
[GodT1]

[Gra69]
[GraT5]

[GraT76]
[Gra87]
[Gra03]

[Gre67)
[Gro80]

H. Bass. — “Algebraic K-Theory”. Benjamin, 1968.

G. Baumslag & E. Dyer & A. Heller. — “The Topology of Discrete
Groups”. In J.Pure Appl.Algebra, volume 16, pages 1-47, 1980.

M. Boardman. — “Conditionally Convergent Spectral Sequences”.
In Contemp.Math., volume 239, 1998.

N. Bourbaki. — “Eléments de Mathématique”. Algebre, chapitre X :
“Algebre Homologique”. Masson, 1980.

A. Dold. — “Partitions of Unity in the Theory of Fibrations”. In
Annals of Math., volume 78, pages 223-255, 1963.

H. Cartan & S. Eilenberg. — “Homological Algebra”. Princeton
University Press, 1956.

G. Garkusha. — “Systems of Diagram Categories & K-Theory II7.
In Front for the Mathematics ArXiv : KT, number 0401433, 2004.

S.M. Gersten. — “On the Spectrum of Algebraic K-Theory”. In Bull.
Amer. Math. Soc., volume 78, pages 216219, 1972.

K. Brown & S. Gersten. — “Algebraic K-Theory as Generalized
Sheaf Cohomology”. In Springer-Verlag, volume 341 of Lecture Notes
in Math., 1973.

R. Godement. — “Topologie Algébrique et Théorie des Faisceaux”.
Hermann, 1958.

C. Godbillon. — “Eléments de Topologie Algébrique”. Hermann,
1971.

B. Gray. — “Cohomology Theories”. Aarhus Universitet, 1969.

B. Gray. — “Homotopy Theory : an Introduction to Algebraic Topo-
logy”. Academic Press, 1975.

D. Grayson. — “Higher Algebraic K-Theory : II ( after D. Quillen )”.
In Lecture Notes in Math., volume 551. Springer-Verlag, 1976.

D. Grayson. — “Exact Sequences in Algebraic K-Theory”. In lllinois
J.Math., volume 31, pages 598617, 1987.

D. Grayson. — “The Additivity Theorem in K-Theory”. In K-theory
preprint archives, number 657, 2003.

M. Greenberg. — “Lectures on Algebraic Topology”. Benjamin, 1967.
A. Grothendieck. — “Pursuing Stacks”. ( manuscrit ), 1980.

92



[Hus66]
(171

[JenT2]

[Kan59]
[Kan72]

[Kar78]
[Kel94]

[Kel96]

[Las59]

[Lod74]
[Lod76]

[Lod92]
[MacT71]

[May67]

[May74]

[May75]

[May95]

[Maz69)]
[Mil56]
[Mil57]

[Mil71]

D. Husemoller. — “Fibre Bundles”. McGraw-Hill, 1966.
L. Tllusie. — “Complexe Cotangent et Déformations”, volume 239 of
Lecture Notes in Math. Springer-Verlag, 1971.

C. Jensen. — “Les Foncteurs Dérivés de hi>n et leurs Applications en
Théorie des Modules”, volume 254 of Lecture Notes in Math. Springer-
Verlag, 1972.

D.M. Kan. — “On c.s.s. Complexes”. In Amer.J.Math., volume 79,
pages 449-476, 1959.

A K. Bousfield & D.M. Kan. — “Homotopy Limits, Completions
and Localizations”. Springer-Verlag, 1972.

M. Karoubi. - “K-Theory”. Springer-Verlag, 1978.

B. Keller. — “Deriving DG-Categories”. In Ann.Sci. ENS, volume 27,
pages 63-102, 1994.

B. Keller. — “Derived Categories and their Uses”. In Handbook of
algebra, volume 1, pages 671-701, 1996.

A. Dold & R. Lashof. — “Principal Quasifibrations and Fibre Ho-
motopy Equivalence of Bundles”. In [ll. J. Math., number 3, pages
285-305, 1959.

J.L. Loday. — “Structure Multiplicative en K-Théorie Algébrique”.
In C.R. Acad. Sc. Paris, volume 279A, pages 321-324, 1974.

J.L. Loday. — “K-Théorie Algébrique et Représentation des Groupes”.
In Annales Sci. de ’ENS, volume 9, 1976.

J.L. Loday. — “Cyclic Homology”. Springer-Verlag, 1992.

S. MacLane. - “Categories for the Working Mathematician”.
Springer-Verlag, 1971.

J.P. May. — “Simplicial Objects in Algebraic Topology”. Van Nos-
trand, 1967.

J.P. May. — “e- Ring Spaces, Group Completions and Permutative
Categories”. In London Math. Soc. Lecture Notes, volume 11, pages
61-93. Cambridge Univ. Press, 1974.

J.P. May. — “Classifying Spaces and Fibrations”. In Amer. Math.
Soc., volume 155, 1975.

A.D. Elmendorf & I. Kriz & M.A. Mandell & J.P. May. —
“Modern Foundations for Stable Homotopy theory”. In Handbook of
Algebraic Topology, pages 213-253, 1995.

M. Artin & B. Mazur. — “Etale Homotopy”, volume 100 of Lecture
Notes in Math. Springer-Verlag, 1969.

J. Milnor. — “Construction of Universal Bundles”. In Annals of
Math., 1956.
J. Milnor. — “The Geometric Realization of a Semi-simplicial Com-

plex”. In Annals of Math., 1957.

J. Milnor. - “Introduction to Algebraic K-Theory”. In Annals of
Math., volume Study 72. Princeton Univ. Press, 1971.

93



[Moe95]
[Pic92]

[Pup70]
[Pup75]
[Qui67]
[Qui3]
[Ran97]

[Ran01]

[Ros94]
[Sag03]

[Sch95)

[Sch02]

[Sch03a]
[Sch03b]
[Seg68]
[Seg72]
[Seg74]
[Spat6)
[Sri91]
[Sta84]

[Ste51]

I. Moerdijk. — “Classifying Spaces and Topoi”. Springer, 1995.

R.A. Piccini. - “Lectures on Homotopy Theory”, volume 171. North-
Holland Math. Studies, 1992.

T. Dieck & K.H. Kamps & D. Puppe. - “Homotopietheorie”,
volume 157 of Lecture Notes in Math. Springer-Verlag, 1970.

V. Puppe. — “A Remark on Homotopy Fibrations”. Manuscripta
Math., 1975.

D. Quillen. — “Homotopical Algebra”, volume 43 of Lecture Notes in
Math. Springer-Verlag, 1967.

D. Quillen. — “Higher Algebraic K-Theory : I”. In Lecture Notes in
Math., volume 341, pages 85-147. Springer-Verlag, 1973.

A. Ranicki. — “45 Slides on Chain Duality, Surgery, and Geometric
Topology”. In Sci. Bull.Josai Univ., volume 2, pages 105-118, 1997.

A. Neeman & A. Ranicki. - “Noncommutative Localization and
Chain Complexes. I. Algebraic K- & L-Theory”. In K-Theory Preprint
Archives, number 517, 2001.

J. Rosenberg. — “Algebraic K-Theory and its Applications”.
Springer-Verlag, 1994.

S. Sagave. — “On the Algebraic K-Theory of Model Categories”. In
K-Theory Preprint Archives, number 655, 2003.

R. Staffeldt & R. Schwinzl. — “The Approximation Theo-
rem and the K-Theory of Generalized Free Products”. In
Trans. Amer.Math.Soc., volume 437, pages 3319-3345, 1995.

R. Staffeldt & R. Schwinzl. — “The Seifert-Van Kam-
pen Theorem and Generalized Free Products of S-algebras”. In
Proc. Amer.Math.Soc., volume 130, pages 3193-3208, 2002.

J. Hornborstel & M. Schlichting. — “Localization in Hermitian K-
Theory of Rings”. In K-Theory Preprint Archives, number 653, 2003.

M. Schlichting. — “Negative K-Theory of Derived Categories”. In
K-Theory Preprint Archives, number 636, Appendice A, 2003.

G.B. Segal. — “Classifying Spaces and Spectral Sequences”. In Publ.
Math. I.H.E.S., volume 34, pages 105-112, 1968.

G.B. Segal. — “Operations in Stable Homotopy Theory”. In Proc. of
Conference on Algebraic Topology, Oxford, 1972.

G.B. Segal. — “Categories and Cohomology Theories”. In Topology,
volume 13, pages 293-312, 1974.

E.H. Spanier. — “Algebraic Topology”. Mc Graw-Hill, 1966.
V. Srinivas. — “Algebraic K-Theory”. Birkhauser, 1991.

R. Staffeldt. - “On Fondamental Theorems of Algebraic K-Theory”.
In K-Theory, volume 2, pages 511-532, 1984.

N.E. Steenrod. — “The Topology of Fibre Bundles”. Princeton Uni-
versity Press, 1951.

94



[Ste52]
[Ste67]
[Swi75]

[Tho80]

[Tro90]

[Vil73]

[Vog70]
[Vog83]
[Vog90]
[Wag72]
[Wal78]
[Wal85]
[Whi49)

[Whi66]
[Wil9g]

[Zis67]

S. Eilenberg & N. Steenrod. — “Foundations of Algebraic Topo-
logy”. Princeton University Press, 1952.

N.E. Steenrod. — “A Convenient Category of Topological Spaces”.
In Mich. Math.J., volume 14, pages 133-152, 1967.

R. Switzer. — “Algebraic Topology : Homotopy and Homology”.
Springer-Verlag, 1975.

R.W. Thomason. — “Cat as a Closed Model Category”. In Cahiers de
Topologie et Géométrie Différentielle, volume XXI-3, pages 305-324,
1980.

R.W. Thomason & T. Trobaugh. — “Higher K-Theory of Schemes
and of Derived Categories”. In The Gréthendieck Festschrift, pages
247-435. Birkhauser, 1990.

M. Karoubi & O. Villamayor. — “K-Théorie Algébrique et K-
Théorie Topologique I, II”. In Math. Scand., volume 28,32, pages 265—
307,57-86, 1971,1973.

R. Vogt. — “Boardman’s Stable Homotopy Category”. Aarhus Uni-
versitet, 1970.

P. Vogel. — “Algebraic K-Theory of Generalized Free Products I11”.
Notes de Loday non-publiées, Strasbourg, mai 1983.

P. Vogel. — “Regular Rings”. Communication de Staffeldt & Schwénzl
non-publiée, Bielefeld, 1990.

J. Wagoner. “Delooping Classifying Spaces in Algebraic K-Theory”.
In Topology, volume 11, pages 349-370, 1972.

F. Waldhausen. — “Algebraic K-Theory of Generalized Free Products
LII”. In Annals of Math., volume 108, pages 135-256, 1978.

F. Waldhausen. — “Algebraic K-Theory of Spaces”. In Lecture Notes
in Math., volume 1126. Springer-Verlag, 1985.

J.H.C. Whitehead. - “Combinatorial Homotopy”. In Bull. A.M.S.,
volume 55, pages 213-245, 1949.

G.W. Whitehead. - “Homotopy Theory”. The M.I.T. Press, 1966.

M. Weiss & B. Williams. — “Duality in Waldhausen Categories”.
In Forum Math., volume 10, pages 533-603, 1998.

P. Gabriel & M. Zisman. — “Calculus of Fractions and Homotopy
Theory”. Springer-Verlag, 1967.

95



Regularity of rings in excision
problems in algebraic K-theory

Mr BIHLER Frank

SUMMARY : This thesis is concerned with Waldhausen’s algebraic K-
theory ; unlike usual cohomological theories, it does not verify the “excision”
axiom. In a 1978 article, “Algebraic K-theory of generalized free products”,
Waldhausen links the groups that measure the obstruction to excision, with
K;Nil(R; S), and shows that these ones vanish, when the ring R is “coherent
regular”. The aim of this work is to demonstrate a conjecture of Vogel (1990),
that generalizes this result to non-coherent rings : we obtain a series of partial
results, through calculations in homological algebra concerning categories of dia-
grams on graded differential modules. We then identify the groups K. Nil(R; S)
as the inductive limit of a series of groups K;(%,,, %, ). Towards the aim of de-
monstrating the vanishing of these groups, we construct many functors on these
categories o7, and %,,, and we show constraining algebraic conditions and rela-
tions among them : in particular, we obtain a devissage via additivity on K (%,,)
and a family of cyclic functors 2,, on K(<%,). The use of a powerful localiza-
tion theorem of Vogel then allows detailed calculations of local objects. Finally,
last chapter studies the stability of the notion of “regular” ring, first introdu-
ced by Vogel (1990), and its application to the link acyclicity/contractibility for
unbounded complexes of modules.
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Régularité des anneaux dans les problemes
d’excision en K-théorie algébrique

Mr BIHLER Frank

RESUME : Le cadre de cette these est la K-théorie algébrique de Waldhau-
sen ; contrairement aux théories cohomologiques usuelles, celle-ci ne vérifie pas
I’axiome d’ “excision”. Dans un article de 1978, “Algebraic K-theory of genera-
lized free products”, Waldhausen exprime les groupes d’obstruction a l’excision
en terme de K;Nil(R; S), et montre que ceux-ci sont nuls, lorsque anneau R est
“régulier cohérent”. Le but de ce travail est de montrer une conjecture de Vogel
(1990), qui généralise ce résultat & des anneaux non-forcément cohérents : on
obtient une série de résultats partiels, grace a des calculs d’algebre homologique
concernant des catégories de diagrammes de modules différentiels gradués. On
identifie alors les groupes K;Nil(R;S) comme la limite inductive d’une suite
de groupes K;(%,, %,). Dans le but de montrer la nullité de ces groupes, on
construit plusieurs foncteurs sur ces catégories <7, et %,, et on montre des
propriétés algébriques contraignantes sur ceux-ci : on obtient en particulier un
dévissage par additivité sur K(%,) et une famille de foncteurs cycliques 2,
sur K(g7,). L'usage d'un théoréme de localisation puissant de Vogel permet
alors des calculs détaillés d’objets locaux. Enfin, une derniere partie étudie la
stabilité de la notion d’anneau “régulier” introduite par Vogel (1990), et son
application aux liens acyclicité/contractibilité pour les complexes de modules
non-forcément bornés.

DISCIPLINE : Mathématiques

MOTS-CLEFS : K-théorie algébrique de Waldhausen —
groupes K;Nil(R; S) — excision en K-théorie — conjecture de Vogel — algebre
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