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4 H. Delquié

Introduction

Les systemes carrés d’opérateurs aux dérivées partielles du premier ordre:

CL(D) :[D0—|— Z aka,

1<k<n

(ou I est la matrice unité m x m et les a; sont des matrices réelles) ont d’abord
été étudiées dans le cas symétrique: toutes les matrices a; sont symétriques.
Dans ce cas Friedland et Loewy [4] démontrent, si on appelle d la dimension
dans 'espace des matrices du sous-espace engendré par les matrices (I,...,a,...),
r la multiplicité d'une valeur propre A({'), de a({') = >i arék, que si d >
(r —1)(2n — r + 2)/2, alors il existe un £ # 0 tel que la plus grande valeur
propre correspondante A(¢') soit de multiplicité . D’autre part, il est bien
connu que les matrices d’opérateurs symétriques sont fortement hyperboliques
par rapport a la direction (1,0, ...,0,...): le probleme de Cauchy en C*

U=t = v(2')

{ (D) + Mlu = f

est bien posé quelque soit la matrice M; on peut aussi dire, en utilisant le
théoreme de Kasahara Yamaguti, que a(¢’) est uniformément diagonalisable
dans le réel.

L’objet de notre travail est d’étendre ces résultats dans deux directions.

Nous démontrons dans la premiere partie une formule qui correspond au résultat
de Friedland et Loewy dans le cas ou les opérateurs I, + a({’) sont diagonal-
isables dans le réel. La démonstration utilise une évaluation plus stricte de la
dimension réduite et implique des calculs plus fins que dans le cas symétrique.
Dans la deuxieme partie, nous montrons dans le cas des matrices 4 x 4 opérant
dans IR®, que lorsqu'il existe un point triple différent de 1'origine sur la variété
caractéristique, tout opérateur a(D) fortement hyperbolique par rapport a
(1,0,0) est semblable & un opérateur symétrique: il existe une matrice T' a
coefficients constants telle que

T 'a(D)T =1+ T 'a(D)T

soit symétrique.

Ce résultat généralise un résultat de Oshime dans le cas des matrices 3 x 3
opérant dans IR®, lorsqu’il existe un point double sur la variété caractéristique
et lorsque l'opérateur est uniformément diagonalisable dans le réel. Nous avons
un peu simplifié sa méthode par I'utilisation des séries de Puiseux dans ce cas
plus compliqué. On peut remarquer que ce travail s’inscrit dans une suite de



travaux de J. Vaillant [12], Oshime [9], Nishitani [6] qui ont pour but de préciser
que si la dimension réduite est assez grande, I’hyperbolicité forte implique la
symétrie, et de facon plus générale, font partie des travaux qui ont pour but
de caractériser 1'hyperbolicité forte dans le cas de coefficients variables Bove,
Benvenuti [1], Bernardi, Nishitani [7], Colombini [2] et Vaillant.
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Chapitre 1

Définitions et résultats utiles

On désigne par E et F' des espaces réels de dimensions respectives n+1 et m; on
note £ un élément de F. Soit a une application linéaire de £ dans I'espace vec-
toriel L(F, F) des applications linéaires de F' dans lui-méme: a(§) € L(F, F),
a € LIE,L(F,F)|.

Définition 1.0.1 On appelle dimension réduite d de a le rang de ’application
a.

Remarque 1.0.2 i) Choisissant une base de F, d est aussi la dimension du
sous-espace vectoriel de [’espace des matrices m X m formé par les matrices
(a5(§)) ou & décrit E.

i1) d est la dimension du sous-espace vectoriel de l’espace des formes linéaires

sur E engendré par les formes:
¢ aj(€), 1L<ij<m.

On suppose désormais qu'il existe N € FE tel que det a(/N) # 0, on remplace
alors a(€) par a™'(N)a(€), cela revient ainsi & supposer qu'il existe N tel que:

a(N)=1.

. . V . /7 /7
Soit une base de premier vecteur /N; on notera £ un élément de composantes
(0,&1,&2,...,&,). Un élément € de E s’écrira aussi:

§=&N +¢

et:
a() =&l +a()=&I+ > a, (&.¢&) e R

1<k<n

Remarque 1.0.3 d est la dimension du sous-espace vectoriel des matrices m X
m engendré par I, ai, ..., ag, ..., a,; a est de dimension réduite d — 1 = d'.
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Remarque 1.0.4 Si on choisit une base de F', on peut choisir une base de E
de premier vecteur N telle que:

al(€) = &I+ Y al&, 1<i,j<m.
1<k<d’

Lemme 1.0.5 On peut choisir une base de E dont le premier vecteur est N et
dont les autres vecteurs sont dans le noyau de al, on a alors:

a(§) = &l +a(¢’)

ot a est la restriction de a a l’espace engendré par les vecteurs de cette base ne
comprenant pas N .

preuve.
On notera abusivement, pour alléger la typographie:

a(€) = (a5(&))1<ij<m-

a(N) = I, donc al(N) = 1 et la forme a du dual de E n’est pas nulle; son
noyau est un hyperplan de F qui ne contient pas /N; on peut donc choisir des
bases dont N est le premier vecteur et dont n autres sont une base de cet
hyperplan. On a alors:

a(§) = a(§oN + &) = &a(N) +a(0,&") = &I +a(g) = &I + Z ag&.

1<k<n

Remarque 1.0.6 Il en résulte que [’on pourra choisir des bases de E de pre-
mier vecteur N telles que:

(ai(m) =mol +( > alm).

1<k<d—-1

Cela revient a dire que l’on choisit pour base dans l'espace des formes linéaires
les formes: n—mng et n— ., 1 <k <d—1 qui sont une base de [’espace des
formes engendrées par les & — aé (€), et n+1—d formes linéaires indépendantes
des formes précédentes.

on pourra aussi choisir a}, = 0.

Définition 1.0.7 a est diagonalisable par rapport a N si et seulement si:

i) les zéros en T de det a(TN + &) = det(71 + a(&)) sont tous réels, quelque soit
£.

ii) si p est la multiplicité d’un zéro, la dimension du sous-espace propre corre-
spondant est pu.

Si on choisit N pour premier vecteur de base dans F, cela équivaut a dire
que:
i) les zéros en 7 de det(7] 4 a(£’)) sont tous réels, c’est-a-dire que les valeurs
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propres de a(£’) sont réelles.
ii) la dimension du sous-espace propre correspondant & une valeur propre est
égale a sa multiplicité.

Désormais on choisira toujours N comme premier vecteur de base dans FE.

Remarque 1.0.8 Sia est diagonalisable, il existe une matrice inversible M (')
telle que M~(£Na(&YM(E') soit diagonale.

Définition 1.0.9 a est uniformément diagonalisable si a est diagonalisable et
il existe un diagonalisateur M (') tel que:

1M, [[M(E)] < k (constante)
ou & décrit IR".
Proposition 1.0.10 Si a est diagonalisable par rapport a N et si:
at(&) = &I 4+ a%(¢)

alors pour v < 7j, aé- appartient au sous-espace vectoriel de dimension d — 1
engendré par les formes aj, 1 > j.

Preuve.
Si ce n’était pas vrai, il existerait un couple (p,q), p < ¢ pour lequel a}
n’appartiendrait pas au sous-espace engendré par les formes aj, ¢ > j. On
pourrait donc trouver un ¢’ dans le noyau de aj tel que:

ai(() =0, i>j, et ab(¢’) #0.

Pour ce (', £ = 0 serait valeur propre de multiplicité m de a({’) et, d’apres
'hypothese de diagonalisabilité, a(¢’) serait la matrice nulle d’ott a?(¢’) = 0, ce
qui nous donne une contradiction.

Définition 1.0.11 a est présymétrique par rapport a N si et seulement si il
existe une base de E de premier vecteur N et une base de F telles que dans ces
bases, les matrices (a(£)) soient toutes symétriques (pour tout §). Autrement
dit, si (a'(€)) est la matrice de a(€) dans une base quelconque de F, il existe

J
une matrice inversible réelle T telle que:

T~ (a;(€))T = S(6),
ou S(§) est symétrique; on a aussi:

T (al(&")T est symétrique VE'.
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Rappelons que:

Définition 1.0.12 Un opérateur a(D) = I Do+ a(D’) est dit fortement hyper-
bolique si, pour tout opérateur de degré inférieur R, le systeme d’équations:

a+R=0
est hyperbolique.

Théoréme 1.0.13 (Yamaguti-Kasahara [5]) L’opérateur a(D) est fortement
hyperbolique par rapport a N si et seulement si a est uniformément diagonal-
isable par rapport a N.

Nous avons alors le résultat suivant:

Proposition 1.0.14 Si a est présymétrique par rapport a N alors a(D) est
fortement hyperbolique par rapport a N.

Preuve. Si a est présymétrique, pour tout &', a(£’) est symétrisable, on
sait alors que pour tout &', il existe une matrice orthogonale T'(¢') telle que
T1(&)a(¢)T (&) est diagonale; comme det(T'(¢')) = det(T1(&)) =1, T(£) et
T-1(¢') sont bornées, donc a est bien uniformément diagonalisable.

Proposition 1.0.15 Soit a une application linéaire de E dans [’espace vec-
toriel L(F, F) des applications linéaires de F dans lui-méme; la propriété de
diagonalisabilité et la dimension réduite de a restent inchangées si celle-ci est
transformée par une similitude.



Chapitre 2

Dimension réduite et valeurs
propres multiples d’une matrice
diagonalisable m x m

2.1 Théoreme d’existence de points multiples
différents de 0

On désigne par E et F' des espaces réels de dimensions respectives n + 1 et m;
on note ¢ un élément de F. Soit a une application linéaire de FE dans I’espace
vectoriel L(F, F') des applications linéaires de F' dans lui-méme: a(§) € L(F, F),
on notera encore a(§) la matrice associée; a € L|E, L(F, F)).

On considere en fait des applications linéaires de la forme:

a(§) =&l +a()=&I+ Y a, (&,&) € R,

1<k<n

Lorsque les matrices a; sont symétriques, S. Friedland et R. Loewy [4] ont
déterminé la dimension dy telle que pour d > dy, dans ’espace vectoriel des
matrices a(¢’), il existe au moins une matrice non nulle dont la plus grande
valeur propre est de multiplicité supérieure ou égale a r (2 < r < m).

Nous nous proposons de montrer, comme dans [3], que I’hypothese de
symétrie peut étre remplacée par I’hypothese plus faible de diagonalisabilité:
i) les zéros en & de deta(&,&’) = 0 sont tous réels, c’est-a-dire les valeurs
propres de a(¢’) sont réelles;

ii) a({’) est diagonalisable.

Notations:
On rappelle que a(§) = &I + a(&’); on notera aussi £, = —A\; I désigne la
matrice unité m x m; a(§’) est une matrice m x m de formes linéaires. Les

11
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valeurs propres de a(&’) seront notées:

Mfa(€)] = Aafa(€)] = . 2 Amfa(€)]-

A[a(€)] est de multiplicité r si:

Mfa(€)] = .. = Afa(§)] et Ai[a(S)] > Arafa(€)].

Le point (—A\,¢’) correspondant est un point multiple de multiplicité r de

det a(§).

Théoreme 2.1.1 Supposons a diagonalisable par rapport a N.
Si
m<5H
ou bien
m > 06 et

m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2—1>m(m—-—p—2), 1<p<m-—2

et si la dimension réduite d de a est supérieure ou égale a
m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1, 1<p<m-2

alors det a(§) admet au moins un point multiple différent de O d’ordre m — p;
plus précisément il existe un & # 0 tel que la plus grande valeur propre de a(&’)
soit de multiplicité au moins égale a m — p.

De plus la borne inférieure m(m—+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1 de d est la meilleure
possible.

2.2 Preuve du théoréme

2.2.1 Lemme

Lemme 2.2.1 Sid(a) > m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2—p, 0<p<m—2
alors il existe & # 0, tel que la plus grande valeur propre de a(£') soit au moins
de multiplicité m —p — 1 et égale a 1.

Preuve. Nous pouvons le démontrer par récurrence sur » = m—p, m restant
fixe; ceci nous amene a faire une récurrence sur p.
Le résultat du lemme est vrai au rang p = m — 2, en effet, on a:

d>m(m+1)/2—m(m—-1)/2—m+2=2

et
m—p—1l=m-m+2-1=1;
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alors par I’hypothese de diagonalisabilité, nous avons bien 'existence d’une
valeur propre de multiplicité d’ordre 1.

Supposons-le vrai au rang p; montrons-le au rang p — 1: nous supposons donc
que:

d>m(m+1)/2-pp+1)/2—(p-1)

et nous allons montrer qu’il existe £’ # 0 tel que a(¢’) ait une valeur propre au
moins de multiplicité m — p et égale a 1.
Puisque

m(m+1)/2=plp+1)/2=(p-1)>mm+1)/2-(p+1)p+2)/2-p,

on a bien
d>mm+1)/2—(p+1)(p+2)/2—p

et on peut appliquer 'hypothese de récurrence:
il existe ' # 0 tel que la plus grande valeur propre de a(7n’) soit au moins de
multiplicité m — p — 1 et égale a 1, donc telle que:

Mla(n)] = . = Ampaa(n)] =12 Anplaln)] = .. = Am[a(n)].
Soit il n’existe pas de 1’ # 0 tel que:
Mla(r)) = . = Ampa[a(@)] = 1> Anplaln)] = . = Ama(n)],

dans ce cas, le probleme est terminé puisqu’alors 1’ est tel que A\i[a(n’)] = 1
soit au moins de multiplicité m — p.

On considere donc le cas ou il en existe un.
Il existe une matrice inversible U telle que:

1 0 --- 0
aoy=v | v,
o .0
0 -+ 0 M\pn
avec 1 =Xy = ... = Appe1 > Aep = Aep1 = o > A

On sait [11] qu’on ne change pas la propriété de diagonalisabilité de a(¢’) ni
sa dimension réduite par une similitude, donc on peut remplacer a(¢’) par
U~'a(¢')U que 'on note aussi a(¢'); ainsi on a toujours

d>mm+1)/2—pp+1)/2—(p—1).
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Posons b = a(n') alors:

Lo 0
0 :
b= Lo u A 1
= A ‘ ou Ap—p < L.
: : -0
0o . . .0 A,

Soit X1, Xs, ..., Xi—p—1 les vecteurs normalisés associés a la valeur propre 1 de

multiplicité m —p — 1:

1 0 0

0 1

. 0 1
Xl = ) X2 = (AR} Xm—p—l = 0

0 0 0

et le = Xl, bXQ = X27 . me—p—l = Xm—p—l-
Définissons les ensembles suivants:
T={0;/1<i<j<m-p-—1},
Ji={P®i/1<j<i<metj<m—p—1},
Jo={®,/m—p<j<i<m}

On a alors:
V(&) Dy(E) - D
P2 T :
: SRR PR
a(f’) _ ¢m—p—1(§/) *
¥ Prh1 Ump(E)
. q)m—p+1
m—p
: : : NG -
Q)T . .. R (I)z—p—l (I)z_p s (I)z—l ¢m(€l>

On sait que {®}/i > j} engendre I'espace des formes de la matrice ® d’apres
la proposition 1.0.10, donc il existe une base A formée d’éléments de J; et

d’éléments de J>.
Le nombre total d’éléments de J; est:

mm+1)/2—(p+1)p+2)/2=mm+1)/2—-p(p+1)/2—(p+1),
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celui de J5 est:
(p+1)(p+2)/2.

Il existe un entier £ > 0 tel que le nombre d’éléments de J; appartenant a cette
base A soit:

m(m+1)/2—-plp+1)/2—-(p+1) —k.

Soit x le nombre d’éléments de J» appartenant a A; puisque d = m(m+1)/2—
p(p+1)/2 — p alors:

m(m+1)/2—pp+1)/)2—(p+1)—k+z=m(m+1)/2—plp+1)/2—p

donc —1 — k + x = 0 soit encore x = k + 1, et le nombre d’éléments de J»
appartenant a A est k + 1.

Posons @’ (¢’) = 0 pour tout ®% € Jy; on obtient la matrice:

0 (D%(él) T (I)infpfl
o . T :
orhd
a(d) = . :
. ._71 O wmfp(g )
(Dm—p+1
m—p
0 ... ... 0 (I)mfp SR (I)m71 wm(fl)

&9 = 0 est valeur propre de multiplicité m — p — 1, d’ou les mineurs d’ordre
p + 2 sont nuls.
Si le mineur constitué a partir des p + 1 dernieres lignes et colonnes correspon-
m-—=p

dantes, notons-le L (
m-—=p

m ) (o la premiere ligne indique les indices

de lignes et la deuxieme les indices de colonnes) est nul, alors {, = 0 est racine
de

L ( g :g :; ) et donc valeur propre d’ordre m —p de a({’), dans ce cas

la démonstration est achevée.
m—=p

m-—p
mineurs d’ordre p+2 sont nuls, pour tous (u,q) telsque 1 < pu<g<m—-—p—1,

on a:
L(/‘L m—p DY m>:O
q m—p DY m

Supposons donc que L ( ) n’est pas nul, alors, puisque les
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0 Ymp(&) *
& det oy bt =0
d (I)nm;fp (I)mfl wm(fl)
M ’ m —_ p .. m .
soyeL( b )=
& () =0.

H. Delquié

Par conséquent, les éléments @/ du triangle 7" ne dépendent pas des éléments

de J>, donc ils dépendent uniquement des éléments de ;.

Considérons le systeme en £’

aj(¢) =0
(€)X, = 0 Ay (€)= 0
: soit encore: : .
() Xm—p-1 =0 a}n—p—l(f,) =0
‘am—p—l(gl) =0

C’est un systeme constitué des éléments des m lignes et m — p — 1 premieres

colonnes de a(¢’) s’annulant:

D’apres ce qui précede, le nombre d’équations linéairement indépendantes

de ce systeme est au plus:

mm+1)/2—(p+1)p+2)/2=mm+1)/2—plp+1)/2— (p+1).

Le nombre d’inconnues est d’ soit supérieur ou égale a m(m+1)/2—p(p+1)/2—p,
il est donc strictement supérieur au rang du systeme; il existe alors une solution

non nulle x’ telle que a(x’) # 0.

X" # 1’ puisque 1’ n’est pas solution du systeme. a(y’) # 0, donc sa plus
grande valeur propre Aj[a(x’)] # 0, on peut la supposer strictement positive;
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en effet si \; < 0, toutes les autres valeurs propres sont négatives, il suffit alors
de multiplier a(y’) par —1 et de réordonner les valeurs propres de la nouvelle
matrice que 'on notera aussi a(y’).

Posons ¢ = a(y’). b et ¢ sont linéairement indépendantes, en effet si
ub+vc = 0 alors pour I'un quelconque des X;, 1 <1 < m—p—1, ubX;+vcX; =0,
comme cX; = 0, veX; = 0 aussi, donc ubX; = 0 ce qui entraine uX; = 0 soit
u = 0, donc ve = 0 et finalement v = 0.

Posons:
cla) =a(n +ax’) =a(n) + aca(x’) = b+ ac.

¢(a) a une valeur propre d’ordre m — p — 1 égale a 1, en effet:
pour 1 <i<m—p—1:

Notons-la:
Mle(a@)] = ... = Ap—pae(a)] = 1.

Si «v est assez petit, les valeurs propres de c(a) sont trés proches de celles
de b, en particulier \,,,_,[c(c)] tend vers \,,,_,(b), en effet:
det(—=\ + b + ac), est continue en la variable réelle o par composition de
fonctions continues; alors Ve > 0 et pour |a| plus petit qu'un certain 1 on a:

|det(—A + b+ ac) — det(—M +b)| < e.
De plus il existe » > 0 aussi petit qu’on veut tel que:
A= Am—p(b)| = 7 et det(—AI + b) # 0,
alors on peut prendre ¢ < |det(—AI + b)| et on a bien:
|det(—AI + b+ ac) — det(—AI 4+ b)| < |det(—AI + b)|.
On peut donc appliquer le théoreme de Rouché aux fonctions
det(—M + b+ ac) et det(—AI +b)

de la variable A, holomorphes dans C et restreintes a IR, qui ont alors le méme
nombre de zéros dans l'intervalle:

JAm—p(0) =7 A —p(b) + 7,
et Am—plc(@)] €Am—p(0) =7, A () + 7.

(On a montré par la-méme que la fonction o — A,,_,[c(a)] est continue en 0;
on montrerait de méme qu’elle est continue sur tout IR).
On peut choisir

r < A(b) = Anp(b) = 1 = Ay (b),



18 H. Delquié

alors

Am—plc(@)] < Am—p(b) +7 < Anp(b) +1 = Anp(b) = 1.
Si on fait tendre « vers 400 on peut montrer qu’il existe un a* tel que:

Mle(@)] = Ample(@®)] = 1,
en effet, pour tout o > 0:
det[—AI + c(a)] =0
& det(=M\ +b+ac) =0
& det(—A/al +b/a+c) =0,
d’out

Me(a)]/a = Ab/a+ ¢).

Ecrivons le développement limité d’ordre 0 au voisinage de 0 de la fonction
B — A(Bb+c¢) qui, par un raisonnement analogue a ce qui précede, est continue
sur IR:

A(Bb+¢) = Xe) + O(p),
si 'on pose 5 =1/« alors:
Ab/a+c)=Ac)+ O(1/a)

et il vient:

Ae(a)] = al(e) + aO(1/a) = ai(c) + O(1)
que 'on peut noter aussi A\,—,[c(a)]. Donc quand A(c) = A;(c), on a:
Ae(a)] = ari(e) + O(1);

rappelons que A\;(c) > 0 et \,,—,[c(c)] < 1 pour certains «; en faisant tendre «
vers 400, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe bien o* tel que:

Am—ple(@”)] = Me(e”)] = 1,

c’est-a-dire tel que a(n’ + a*x’) ait une valeur propre de multiplicité m — p au
moins.

Ainsi, le résultat vrai au rang p + 1 entraine le résultat vrai au rang p, et le
lemme est démontré pour tout 1 < p <m — 2.
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2.2.2 Lemme

Lemme 2.2.2 On suppose que la dimension réduite d de a est supérieure ou
égale a:
m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1, 1<p<m-—2.

On suppose de plus que:

pour tout & # 0 tel que Ma(E)] = ... = Ap—p-1]a(§)] = A,
alors
A > A pfal€) 1)
Soit Yy, Ys,..., Yi_po1 m — p — 1 vecteurs linéairement indépendants. On

considere le systéme en (X, &) suivant:
al)Y, =AY, 1<i<m-p-—1. (2)
Alors il existe £ # 0 et A tels que:
a(f)Y; =AY, 1<i<m-p—-1

et que:
A=MpE)] = ... = Anpafal@)]:

De plus, tout (A, a(€’)) vérifiant (2) est de la forme:
a(f) = a(f), \=aA, a#0.
Remarque 2.2.3 i) Dans l'hypothése (1), il existe au moins un &' # 0 tel que:

Mfa(€)] = .. = Am—pa[ald)]

d’apres le lemme 2.2.1, donc cette hypothése a toujours un sens.

i1) Toute matrice a(§) ne vérifiant pas Uhypothése (1) admet une valeur propre
de multiplicité m —p — 1.

ii1) L’hypothése (1) entraine que a(§') # 0, sinon \ est valeur propre de multi-
plicité m — p.

Preuve du lemme.
La dimension réduite d de a est supérieure ou égale a

m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1

donc aussi &
m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2 —p,
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et du lemme 2.2.1, on déduit qu’il existe 1’ pour lequel a(n’) a une valeur propre
de multiplicité m — p — 1 égale a 1. Par un changement de base de F', on peut
supposer, sans changer de notations, que la matrice a(n’) considérée est:

10 0
0
b= 1. ,
Aoy .
.0
0 0 Am

par 'hypothese (1) A\p—p < 1.
On note X;, 1 <i<m—p—11es m — p— 1 vecteurs propres linéairement
indépendants correspondant a la valeur propre 1 de a(n/'):

1 0 0
0 1 :
. 0 1
Xl = ) X2 = RS Xm—p—l = 0

o
o -
[a=)

Dans le cas particulier ou Y;, 1 <7 < m — p — 1 sont respectivement les
vecteurs X;, 1 < 7 < m — p — 1, nous avons bien l'existence d’une solution
(A £): & =7 #0et Aest la valeur propre de multiplicité m —p — 1 égale a 1,
vérifiant le systeme (2). Notons alors:

Y,=X;,, 1<i<m-p-—1.

Nous allons montrer que toute autre solution (\, ¢’), dans ce cas particulier,
est de la forme:
A=alet{ =af.

Pour cela il faut montrer que, pour tout & tel que a(£') = ¢ soit linéairement
indépendant de b, il n’existe pas de p pour lequel

Montrons-le par I'absurde:
supposons qu'il existe x’ pour lequel a(x’) = ¢ soit linéairement indépendant
de bet tel que cX; =puX;,, 1 <i<m—p—1.

ler cas: p = 0.
Posons:
cla) =b+ac=a(n + ax’),
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alors:
() X; =bX;+acX; =bX;=X;, 1 <i<m-—p-—1.

On en déduit que 1 est valeur propre de multiplicité m —p — 1 de ¢(«). Si
a tend vers 0, det[—AI + ¢(«)] tend vers det(—AI + b), et par continuité des
valeurs propres a +— \;[c(«)], pour « suffisamment petit:

Mc(a)] = ... = Appalc(@)] > A—ple(a)] > ... > Ay fe(a)].

¢ n’est pas nul, donc ¢ a une valeur propre différente de 0; on peut supposer
A1(c) > 0 quitte a remplacer ¢ par —c.

Considérons les racines de:
det[—AI + ¢(a)] = det(—=A] + b+ ac) = 0.
Au voisinage de 400, nous avons vu qu’il existe un zéro A[c(a)] tel que:
Ae(a)] = ari(c) +0(1).
Pouvant supposer A;(c) infiniment petit, il existe a* tel que:
Me(a)] = ... = Appafc(@)] = Am—ple(@®)] = 1,
ce qui contredit ’hypothese (1).

2éme cas: u # 0.
On pose:
d=c—pb=a(x—pun),
on a alors:
dX;=0,1<i<m-p-1

et on est ramené au cas précédent.

Dans ce cas particulier, le lemme est démontré.

Soit maintenant Y;, 1 <7 < m —p—1, m — p — 1 vecteurs linéairement
indépendants quelconques. Il existe une famille X;(t), 1 <i <m —p—1, de
m — p — 1 vecteurs linéairement indépendants, dépendant continiment de t,
0<t<1, telle que:

En effet on peut construire une base de premiers vecteurs Y; et une autre base
de premiers vecteurs X; de méme orientation. Il existe un chemin continu dans
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I'espace connexe des matrices inversibles de déterminants > 0: t +— U(t) tel
que:
U0)=IletUDX; =Y, 1<i<m—p—1.

On pose:

Pour chaque ¢, 0 < ¢ < 1, on considere le systeme en (\,£'):
a()X(t) = AX;(t), 1<i<m-—p-—1. (3)

C’est un systeme de m(m —p — 1) équations a au moins m(m+1)/2 — (p+
1)(p+2)/2+ 1 inconnues puisque d > m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1. Il a
moins d’inconnues que d’équations pour p < m — 3, en effet:

mm+1)/2—(p+1)p+2)2+1-—m(m—-p—-1) =
=m?/2+m/2—p°/2—3p/2—1+1—m*+mp+m
=-—m?/2+m(p+3)/2—p(p+3)/2 = P(m).
Le discriminant du polynéome P(m) en m est:
AlP(m)] = (p+3/2)* = p(p+3) =p* +3p+9/4 —p* = 3p =9/4,

les zéros de P(m) sont:
my =p+3 et my =p;

donc P(m) < 0 pour m > p + 3 soit pour p < m — 3.
On va montrer qu’en fait le rang de ce systeme est strictement inférieur au
nombre d’inconnues pour p < m — 2, et qu’il admet au moins une solution

(a(&'(t)) # 0, A(t)). On pose:

Le systeme devient:

a; est de dimension réduite supérieure ou égale a m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2
et est diagonalisable [11]; pour simplifier on notera:

A =&

et aussi:
a =®@; a;; =P, 1<4,5<m.

Comme dans le lemme 2.2.1, définissons les ensembles suivants:

T={®/1<i<j<m-—p—1},
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Ji={P®i/1<j<i<metj<m—p—1},

Jo={®/m—p<j<i<m}.

On a alors:
Sl + (&) =
fo+in(g) () - N
o7 So+12(¢) T :
: g g o]
50 + l/Jmfp*l(gl) *
Ji @1 o + Ym—p(£)
: e
: : : T
o R L, O Gt Un(©)

Sans changer les hypotheses du lemme, on peut remplacer I + ®(¢') par
ol + P(&) — 1(€')1, et sans changer de notations, on a:

§ol + (&) =

Lo BE) - Dy
D L t+(l) T :

: g g o bd

50 + wm—p—l(g/) *
Ji (I)Z:Zfl Qo + @Dm—p(f/)
: bt

: : : T2 e

(I)’in . . (I)m—p—l Cbm_p cee (I)%_l 50 + wm(fl)

On pose:
=0, 1<j<i<metj<m—p—1, (i,5)# (1,1),

c’est-a-dire que tous les <I>§~ appartenant a J; sont nuls; alors {, = 0 est racine
multiple d’ordre m — p — 1 donc les mineurs d’ordre p 4+ 2 sont nuls; de plus,
pour de tels &, le déterminant de la sous-matrice constituée a partir des p + 1
dernieres lignes et p+ 1 colonnes correspondantes ne peut étre nul, sinon &, = 0
serait racine d’ordre m — p, ce qui est exclu par ’hypothese (1); donc, si nous
considérons les mineurs d’ordre p + 2 constitués a partir des lignes ¢ = pu, m —
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p,m—p-+1,..,m et des colonnes j = ¢,m—p,m—p+1,...,m, pour tous (u, q)
tels que 1 < pu < g <m —p—1, nous avons:

(<)
0 Yin—p(§) *
det : @ﬁjﬁ“ —
0 oy o1 Ym(E)
Um—p(€')
m—p+1
BH(¢') det Pny’ * =0
D, W a(©)
& ¢p(¢) =0,

ce qui prouve que les ' appartenant a 7" ne dépendent pas des éléments de
Jo, ils ne dépendent donc que des éléments de 7.
Le systeme (3) s’écrit alors:

QN =0, 1<j<i<m-p-—1, (i,j) #(1,1), et & =0,
soit au total:

m(m+1)/2 — (p+1)(p+2)/2 équations.

Puisque le nombre d’inconnues est supérieur ou égal a:
m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1,

le systeme admet donc une solution non nulle.

Le rang du systeme (3) en (A, &’) est donc, pour tout ¢, 0 < ¢ < 1 inférieur
ou égal A m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2. Sit =0, nous avons vu, dans I’étude du
cas particulier, qu’il existe exactement une solution non triviale définie a une
constante pres; donc le rang est exactement égal a m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2.
Par semi-continuité du rang, il existe ¢ > 0 tel que pour 0 <t < ¢, le rang soit
exactement:

m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2;

il y a alors exactement a une constante multiplicative pres un couple:
(At),a(t)) # 0,

ou a(t) = a(&'(t)), qui vérifie (2).
On peut choisir a(t) continue en t tant que le rang du systéme reste égal a
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m(m +1)/2 — (p+ 1)(p + 2)/2. On peut supposer ||a(t)|| = 1 pour une des
normes matricielles usuelles. Puisque:

A0) = Mfa(0)] = . = Ay 1[a(0)] > Ayfa(0)]
la continuité de a(t) et 'hypothese (1) impliquent que:
AMa(t)] = A(t), pour 0 <t <e.

Montrons par I’absurde que pour tout ¢ € [0;1], il ne peut exister deux
solutions linéairement indépendantes.
Soit tg, 0 <ty < 1 le ¢t le plus petit pour lequel il y a au moins deux solutions
linéairement indépendantes; a(t) est continue pour 0 < ¢ < ¢y. La continuité en
t des coefficients du systeme (3) et I'hypothese ||a(t)|| = 1 impliquent I'existence
de b* = a[¢'(to)] # 0 et A* tels que:

V" Xi(to) = N Xi(to), 1<i<m—p-—1;

de plus:
A =M(0") = ... = Aep1 (7)) > A (07).

Soit ¢ = a[n(to)] linéairement indépendante de b* telle que:

Si = 0, en considérant ¢(a) = b* + e, on aboutit, comme au début du lemme
2.2.2 a une contradition a ’hypothese (1).

Sip # 0:
c(a) Xi(to) = (M%) + ap)Xi(ty), 1 <i <m—p—1.
On peut choisir |o*| # 0 assez petit pour que:
Aile(@)] # 0, Mfe(a®)] > Ample(a”)].
On pose: c(a*) = b et on a:
b1 X;(to) = M(b1)Xi(to), 1 <i<m—p—1.
On pose: ¢; = ¢ — uby/A1(by1); alors on a:
aXi(tg) =0, 1<i<m-—p-—1.

Comme b; et ¢; sont linéairement indépendants, par le raisonnement du début
du lemme 2.2.2; on aboutit a une contradiction a ’hypothese (1). Donc pour
tout ¢, le rang du systeme (3) est m(m +1)/2 — (p+1)(p+2)/2, et le lemme
2.2.2 est démontré.
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2.2.3 Lemme
Lemme 2.2.4 On suppose que:
d>mm+1)/2—(p+1)(p+2)/2+1, 1<p<m-—2. (4)
Sim > 6, on suppose aussi que:
m(m+1)/2— (p+1)(p+2)/2—1>m(m—p-2). (5)
De plus, on suppose que, pour tout & # 0, on a:
A[A(E)] > Anopla(€)] (6)
Alors il existe & # 0 tel que ¢ = a(£') vérifie:
A(c) > Aa(c) = ... = Apep(€) > Apu(c).

Remarque 2.2.5 Posant ¢ = m —p, soit p = m—q, 'hypotheése (5) se traduit
ausst par:
m > (¢° — 3¢+ 4)/2.

En effet:
B)emm+1)/2—(m—q+1)(m—q+2)/2—1>m(m—m+q—2)
emP4+m—mP+mg—2m+qgm—q¢+2g—m+q—2—2>2mqg—4m

S2m—q¢*+3¢—4>0

em>(¢*—3q+4)/2.
Cette hypothese est toujours vérifiée lorsque m = 3, 4 ou 5:
sim = 3:
3> (" —3¢+4)2e2>¢ -3¢ ¢ —3¢—2<0
et
A=17=qg< (3+V17)/2 = 3,6,

donc
3> (¢ —3¢+4)/26 q<3;

or ¢ < 2 d’apres 'hypothese (4), donc 'hypothese (5) n’apporte rien de plus a
I'hypothese (4), cette derniére est donc optimale (c’est-a-dire qu’elle entraine
I'hypothese (5)).

sim =4:

4> (*—3q+4)2e4>¢3 -3¢ ¢ —3¢—4<0



Dimension réduite 27

et
A =25=q<A4,

donc
4> (*—3¢+4)/2 e q<3;

or on a déja ¢ < 3 d’apres 'hypothese (4), donc celle-ci est encore une fois
optimale.

sim = b:
5> (¢ —3¢+4)/2e ¢ —3¢—-6<0
et
A:33:q<(3+v33)/2%4,4,
donc

5>(*—3¢+4)26 q< 4
or ¢ < 4 d’apres 'hypothese (4) et, comme précédemment, I'hypothese (4) est

optimale.

Mais cette hypothese (5) s’avere nécessaire des que m > 5, en effet:
m>(¢*—3¢+4)/2=¢" -3¢+4—-2m <0
et
A=9—-44-2m)=8m—-7>0

car m > 1. g doit donc étre tel que:
B—=vV8m—T)/2<q<(34+V8m—7)/2.
m>1=3-vV8m—-"7)/2<1,

donc la condition (3 —+/8m — 7)/2 < 2 est toujours réalisée (ainsi, la condition
p < m — 2 est aussi réalisée).

Si maintenant nous prenons par exemple p = 1, soit ¢ = m — 1, nous pouvons
déterminer la condition a satisfaire sur m pour que I'hypothese (4) soit optimale:

m—1<@B+vV8m—7)/22m—5<V8m—7

& 4m? —20m +25+7 —8m < 0
s m?—Tm+8 <0,
§=17=m < (T+V17)/2~ 5,6,

donc
m > ((m—1)>=3(m—1)+4)/2 = m <5.
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Preuve du lemme.
Comme au début du lemme 2.2.1, il existe une matrice b = a(n’) telle que:

M) = oo = Ay 1 (B) = 1> Ap(B) = Ay (B) = oo > Ana(b).

Les matrices (a%(¢’)) forment un epace vectoriel de dimension supérieure ou
égale a m(m +1)/2 — (p+ 1)(p + 2)/2 lorsque &' décrit F; prenons b comme
élément d’une base de cet espace; dans une telle base, on a:

a(¢’) = vb+ ("),
ou la dimension réduite de ® est supérieure ou égale a:
m(m+1)/2— (p+1)(p+2)/2 - 1.
Montrons d’abord qu'il existe une matrice ¢ = ®(£") # 0 telle que:
cX;=0,2<i<m-p-1, (7)

avec les notations du début de ce paragraphe, cette condition (7) exprime que
I'on a un systeme linéaire de m(m — p — 2) équations a au moins m(m+1)/2 —
(p+1)(p+2)/2 — 1 inconnues scalaires puisque la dimension réduite de ¢ est
supérieure ou égale & m(m +1)/2 — (p+ 1)(p + 2)/2 — 1. Plus précisément,
comme (@;(f" )) est diagonalisable, on peut encore utiliser la proposition 1.0.10:
les @7, ¢ < j appartiennent au sous-espace engendré par les ®%, i > j. On a,
par exemple:

i(€7) PHET) e D 5(E7) Dy (E7) D (E7)
F  1a(¢”)

q)(fﬂ) = : )
Um-2(£")
: Um-1(£")
ES A R O Um(E)
avec: & = (..,&,..), i > j; et (7) est un systeme linéaire de m(m — p — 2)

équations constituées des éléments de ®(£”) appartenant aux colonnes j =
2,...,m—p—1, et sTannulant. On peut montrer que le rang de ce systeme est,
au mieux, inférieur ou égal & m(m—+1)/2— (p+1)(p+2)/2 — 1; pour cela, nous
compartimentons la matrice ®(£”) de la fagon suivante:

hi(€7) D(E") o P
® . T :
. . q)m—p—Z
m—p—1
@(5”) _ : wm—p—l(gﬁ) *
N/ P p1 Ump(E)
: oyt
: Jo -
oy R R N (%
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avec:

T={®/1<i<j<m-—p—1},

Jh={P/1<j<i<metj<m—p—1},

Jo={®;/m—p<j<i<m}

Posons:

P%(£") = 0 pour tout ¥} € Ji;

on obtient la matrice:

0 (")
.
() =
T
0

& = 0 est valeur propre de multiplicité m —p —1 de ®(£") (mais aussi de a(¢’)
en prenant ¢ = 0), et ne peut étre de multiplicité m — p d’aprés I'hypothese
(6). Alors on montre, comme dans le lemme 2.2.1, que ®/(¢”) = 0 pour tout
¢! appartenant a T, c’est-a-dire que les éléments de T" ne dépendent que des
éléments du trapeze J;. Ils peuvent en particulier dépendre aussi des éléments
Donc, puisque le nombre d’éléments de [J;
appartenant & une base est inférieur ou égal a m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2—1, le
rang du systéme (7) est aussi inférieur ou égal a m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2—1,

de la premiere colonne de ®(£”).

(I)}nfpfl
orbd
0 *
0 Y&
m—p+1
bt
0 N (S

d’otut la nécessité de I'hypothese (5); rappelons-la:

mm—p—2)<m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2—1.

Alors le rang du systeme (7) est inférieur ou égal a:

m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2 -2,

le nombre d’inconnues de ce systeme est supérieur ou égal a:

m(m+1)/2—(p+1)(p+2)/2 - 1.

Ce systeme admet donc une solution non nulle, d’oti I'existence de la matrice

c # 0.
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Le systeme (7) implique que 0 est valeur propre de ¢ de multiplicité m—p—2
au moins. En remplagant éventuellement ¢ par —c, on peut supposer A (c) > 0;
alors pour un certain ¢ tel que 1 <7 < m, on a:

/\1(0) > > )\Z(C) =0= -~-)\i+m—p—3 > .2 )\m(C)

Si Aa(c) = ... = Ap—p(€) = 0, comme \i(c) > A\y,—p(c) par hypothese, on a:
A(c) > Aac) = ... = A—p(€) > Apu(c).

Le lemme est donc démontré dans ce cas.

Sinon, en remplacant éventuellement ¢ par —c¢, on a pour un certain ¢ > 2
A(e) > Xa(e) > o> Ni(0) =0 = . Xitm—p—3 > ... > Ap(0).
Posons: ¢(a) = b+ ac, on a:
cla)X;=X;=M0b)X;, 2<i<m-—p-—1.

A1(b) = 1 est donc valeur propre de ¢(«) d’ordre m — p — 2 pour tout a.

Si « est assez voisin de 0, par continuité des valeurs propres de c(a) en «,
les valeurs propres de c¢(«) sont assez proches de celles de b; plus précisément
Am—plc(@)], Ap—pi1lc(@)],..., Ap[c(a)] sont respectivement voisines de A,,—,(b),
Am—p+1(0)5e-es A (b) (méme démonstration que dans le lemme 2.2.1), qui sont
elles-mémes strictement inférieures a 1, et on a:

Amle(@)] < ... < Apple(a)] < 1

Si « tend vers l'infini, A\j[c(a)] et Ag[c(a)] tendent vers l'infini, toujours par
continuité des valeurs propres A[c(«)] (rappelons que lorsque « est suffisamment
grand, A[c(a)] = aA(c) + 0(1)); donc pour « assez grand:

Aile(@)] = Agfe(a)] > Au(b) = 1,

et il existe au moins un o > 0 tel que A,,_p[c(a)] = 1, par le théoreme des
valeurs intermédiaires.

Soit v > 0 le plus petit des o > 0 tels que A,,—p[c(a)] = 1; il est impossible que
I'on ait:

Aale(V)] > Ample(v)];

en effet, sinon il existerait € > 0 tel que Aof[c(y —€)] > 1 (par continuité de
a — Ne(a)l).
On raisonne par I’absurde: supposons que Ay[c()] > 1; posons

A ={a/X[c(a)] > 1},
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A est un ouvert, comme image réciproque de I'ouvert |1; +oo[ par 'application
continue o — Ag[c(a)]; A est non vide car il contient 7. Il existe donc € > 0 tel
que [y —g,v[C A, c’est-a-dire tel que:

Ao[e(a)] > 1 pour tout a € [y — g,7[.

Comme 7 est la plus petite valeur a telle que A, [c(a)] = 1, et que A\, plc(ar)] <
1 pour « > 0 suffisamment petit, alors sur U'intervalle [y — &, [ non vide, on a:

Am—ple(@)] <1 et Agfe(a)] > 1;

1 est donc valeur propre de multiplicité au plus égale a m — p — 3 pour ces
valeurs de «, ce qui contredit le fait que 1 est valeur propre de c¢(a) de multi-
plicité au moins égale a m — p — 2 pour tout o € IR.

Finalement, v est bien telle que:
Aole(y)] = Am—ple(v)], soit:

Mle()] > Aale()] = 1= .. = Ample(r)] > Ame(7)].

Le lemme 2.2.4 est donc démontré dans tous les cas.

Preuve du théoréme 2.1.1.

a(&’) est de dimension réduite supérieure ou égale & m(m+1)/2—(p+1)(p+
2)/2. Supposons qu'il n’existe pas de £’ pour lequel a(¢’) ait une valeur propre
de multiplicité m — p, soit que:

Ve # 0, Mfa(¢)] > Am-pla(d)]-

Soit ¢ la matrice obtenue au lemme 2.2.4, alors A\a(c) = ... = A\,_p(c)
est valeur propre de multiplicité m — p — 1; compte tenu de I’hypothese de
diagonalisabilité, il existe m —p— 1 vecteurs propres linéairement indépendants
Y;, 1 <i<m-—p—1, correspondant a la valeur propre de multiplicité m —p—1:

cYi=XY;, 1<i<m-p-—1

D’autre part, d’apres le lemme 2.2.2, il existe une matrice ¢; = a(§’) # 0 et
un scalaire A tels que:

aY;=AY, 1<i<m-—p—-1,

avec:

A= )\1(01) = .= )\m_p_1<C1) > )\m—p(cl) > > /\m(Cl),
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d’apres ce méme lemme, on sait que toute autre solution (¢}, \') de ce systeme
est de la forme:

¢y = per, N o= pA, p#0.
On a donc:
c=pcy, p#0.

¢ a alors une valeur propre de multiplicité m — p, ce qui est en contradiction
avec ce que 'on a supposé au début, et le résultat principal du théoreme est
démontré.

Montrons finalement que la borne inférieure de d, m(m+1)/2— (p+1)(p+
2)/2 + 1, est la meilleure possible.
Considérons la matrice symétrique m x m, a(¢’') = (a(¢’)) telle que pour tout

¢ J

(%) ak(¢) =0, 1<i,j<p+]1,
(%) Y ag)=o.
i=p+2

Il est clair que la dimension réduite d’ de cette matrice est m(m + 1)/2 —
(p+ 1)(p+2)/2 —1 (la condition (xx) étant celle qui abaisse de un rang la
borne inférieure de la dimension d’ du théoreme 2.0.16).

Nous affirmons qu’il n’existe pas de &’ tel que:

Mfa(€)] = Am—pla(€)].

Démontrons-le par I'absurde. Supposons qu’il existe un tel 7. Comme
tr [a(n')] = 0, d’apres la condition (kx), et a # 0 on doit alors avoir:

Ala(n)] > 0.
On considere la matrice
b= Mila(n)]I —a(n).

L’hypothese A [a(n)] = A\n—pla(n’)] implique que le rang de b ne peut excéder
p; en effet il existe une matrice orthogonale T telle que:

0 --.- 0

T =
Am—py1[a(1')]
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D’apres la condition (%), nous déduisons que le mineur principal de la matrice
b:
1 s p —+ 1 o Np+1
p( P ) = aenpe 2o

Donc le rang de b est au moins égal a p + 1. De cette contradiction découle
la non existence de 7’ tel que:

Mla(n)] = Am-pla(n)]-

Ceci acheve la démonstration du théoréme 2.1.1.
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Chapitre 3

Symétrie des opérateurs
fortement hyperboliques 4 x 4
ayant un point triple
caractéristique dans R’

Annexe:

Théoréme de Puiseux

Soit m € N, Q(t,5) = t"™gn(s) + ... +qo(s),t,s € C, ou les g;(s) sont des séries
convergentes au voisinage de 0 et q,,(s) # 0. Alors il existe un voisinage épointé
de 0 (privé de 0; on peut le prendre de la forme 0 < |s| < d), et des fonctions
analytiques (u;(s)) (multiformes) dans ce voisinage, telles que:

j:m
Q(t,s) = qm(s H t— uj
7j=1

avec, pour chaque j:
ou bien :

ou bien:
uj(s) = as’(1+ o(s)) si s tend vers 0, a € C, b€ Q,

b= k/p, p est un entier > 0, k/p est irréductible ; s* = (s'/P)* et on a choisi
une détermination de s'/?, que I'on suit lorsque s tend vers 0.

Remarque: Le théoreme s’étend bien siir aux séries de Laurent et aux fonc-
tions méromorphes.
Au préalable, il est intéressant d’introduire des résultats connus pour des

opérateurs fortement hyperboliques 2 x 2 et 3 x 3.

35
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3.1 Résultats de Strang et Oshime

3.1.1 Symétrie des opérateurs 2 x 2 dans R

Ici E est un espace vectoriel réel de dimension 3; F' est un espace vectoriel
réel de dimension 2. a est une application linéaire de E dans l'espace des
applications linéaires de F' dans F'.

N est un vecteur non caractéristique, c’est-a-dire tel que: deta(N) # 0; on
remplacera a par a” = a~(N)a, de sorte que a”(N) = I, application linéaire
identité de F' dans F'; on notera plus simplement a? = a.

On choisit une base de E de premier vecteur N; £ € E a les coordonnées:

(5075,) = (50751752)-
a(€) = &l + ar&y + a2k = &l +a(f),

ou a; et ap sont des applications linéaires de F' dans F'.

Théoreme 3.1.1 a est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice
inversible T telle que T a(&)T soit symétrique quel que soit & (on dit alors
qu’elle est présymétrique).

Preuve.
La présymétrie entraine évidemment la diagonalisabilité.

Supposons maintenant a diagonalisable.
Si pour tout &', a({’) a une valeur propre double, alors on a:

et ¢’est fini.

Supposons donc qu’il existe un & # 0 tel que a({’) ait deux valeurs propres
simples; comme a(¢’) est diagonalisable, on a alors pour une base convenable

de E/
a(f):[fo+<(1) 8)514'(602 % >§2
_ ( So+& 5 >
P26 ot p&e )’
alors:

det a(€) = (€ + &) (o + p&2) — P12l
=& + &6 + p&a) + p&i&e — 15263,

son discriminant est:

A = (& — p&a)® + 451 3:63;
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A>0= 518 2 0.
Si 31082 > 0, on pose:

7=(o o)

71 < SENCS >T _ < &1 V 515262 )
6252 P&2 \/5152 2 P&o

alors a est bien présymétrique.

et on a:

Si #; = 0, par I'hypothese de diagonalisabilité, on déduit que Py = 0; a est
donc présymétrique.

Si B, = 0, de la méme fagon que précédemment, on déduit que B, = 0; a
est donc aussi présymétrique.

3.1.2 Symétrie des opérateurs 3 X 3 ayant un point mul-
tiple dans IR?

Ici E est un espace vectoriel réel de dimension 3; F' est un espace vectoriel
réel de dimension 3. a est une application linéaire de E dans l'espace des
applications linéaires de F' dans F.

N est un vecteur non caractéristique, c’est-a-dire tel que: deta(N) # 0; on
remplacera a par a” = a~(N)a, de sorte que a”(N) = I, application linéaire
identité de F dans F'; on notera plus simplement a¥ = a.

On choisit une base de F de premier vecteur N; £ € E a les coordonnées:

(507 6/) = (607 517 52)

a(§) = &l + a1& + axéy = &l +a(f),

ol a; et ap sont des applications linéaires de F' dans F'.

Si on choisit une base de F', on a aussi:

ai(§) =&+ Y all =&l +al(¢).

1<k<2

Si pour tout &', a(¢’) a une valeur propre triple, alors:

et a(€) est évidemment présymétrique.
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On suppose donc qu'il existe £’ # 0 tel que a({’) ait une valeur propre double
non triple; comme a(£’) est diagonalisable, alors pour une base convenable de F,

Matrpa(€') est diagonale et on la choisit comme élément de base de l'espace

des matrices (af(£')); alors par un changement de base de E conservant N

comme premier vecteur de base, on a:

1 00
(@j(€) =&I+| 0 0 0 |& +b&, avec by =0.
0 00

Nous transformons maintenant b par une similitude de matrice:

100
T'=10U
0

ou U est une matrice inversible 2 x 2. Ce type de similitude laisse la matrice
coefficient de &; invariante et transforme la deuxieme sous-matrice diagonale
2 x 2 de b en une des formes canoniques réelles suivantes:

(o) (55) (5a) (502)

Par un changement de base de FE conservant N, on peut écrire b sous 1'une
des formes réduites réelles suivantes:

0 by by
1 bs 0 0
by 0 0
0 b by
17 bs 1 0
by 0 -1
0 by b
117 bs 0 1
by 0 0
0 b by
1V bs 0 1
by —1 0
Proposition 3.1.2 Les opérateurs de la forme:
' 1 00
(@5(§)=&I+ [ 0 0 0 |&+06
000

ou b a une forme réduite du cas I, sont diagonalisables si et seulement si:

<b1b3+b2b4 >0 ou b1 = b2 :bg :b4 :O)
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Preuve.

Il suffit de trouver a quelle condition a(&, 1) est diagonalisable pour tout
& e R

Pour & = 1,I’équation caractéristique de a(¢’) est:
det(—M +a(¢)) =0,

soit:
—A(A? — EX — biby — bsby) = 0.

Le by = by = bg = by = 0 est trivial, nous pouvons le laisser de coté.

Nous considérons alors trois cas (supposant toujours & = 1):
b1by + b3by > 0, bi1by + b3by = O, b1by + b3by < 0.

Si b1by + bsby > 0, I’équation caractéristique a trois racines réelles distinctes
nulle, positive, négative) pour tout & € IR, et a est donc diagonalisable.
11 iti Sgati tout IR, et t d di lisabl

Si b1by + b3by < 0, I'équation caractéristique a deux racines non réelles pour
&1 = 0; donc a n’est pas diagonalisable.

Si b1by + bsby = 0, pour & = 0, 'équation caractéristique a 0 pour racine
triple mais a(0, 1) n’est pas semblable a la matrice nulle; donc a n’est pas di-
agonalisable.

Proposition 3.1.3 Supposons 'opérateur:

| 100
(a;(§)) =&l +| 0 0 0 |& +0&
000

(ot b # 0 a une forme réduite du cas I) diagonalisable.
Alors a est présymétrique, c’est-a-dire qu’il existe une matrice réelle inversible
T telle que:

1 00 1 00 010
T7'{ooo0o|T=[000]|, T7%=al100
000 0 00 0 00

ot « est une constante réelle.

Preuve.
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D’apres la proposition précédente, nous avons:

bi1bs + baby > 0.

o = \/blbg + be4 et

1 0 0
T= 0 bg/a —bg/Oé s
0 b4/Oé bl/Oé

Posant:

on a évidemment:

100 100
T'{0oo00|T=]000],
000 000

puis:
1 0 0 0 b by 1 0 0
T=%T'=]0 b/a bla by 0 0 0 bs/a —by/a
0 —by/a b3/ by 0 0 0 by/a b/

0 by by 1 0 0 010
a 0 0 0 b3/Oé —bz/& = 1 00 .
00 0 0 bi/a bija 00 0

Proposition 3.1.4 Les opérateurs de la forme:

OO =
o O O
o O O

(a(€)) = &I + ( ) & + bés

ou b a une forme réduite du cas 11, sont diagonalisables si et seulement si:
sgnb; = sgn bz et sgn by = sgn by.
(sgn by = sgn by signifie: bibs > 0 ou by = b3 =0).
Preuve.

11 suffit de trouver a quelle condition a(&, 1) est diagonalisable pour tout
& e R

Pour &, 'équation caractéristique de a(&;, 1) est:

det(—A +a(&,1)) =0



Symétrie 41

soit:

(&1 = N (X2 = 1) 4 bibs(A + 1) + byby(A — 1) = 0.

D’abord nous considérons le cas ou bibs # 0 et byby # 0.
Dans ce cas, 1, —1 ne sont jamais racines de I’équation caractéristique et on a:

& =A—bibg/(A=1) = bobs/(A+ 1).

Tragons le graphe de & (\). Remarquons que I'équation caractéristique a
au plus trois racines réelles (comptant leurs multiplicités) pour chaque &; fixé.
Si bibs > 0 et beby > 0, alors la figure (a) nous montre que pour tout & € IR,
a(&1,1) a trois valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

Si bibs < 0 ou byby < 0, alors la figure (d) nous montre que, pour certaines
valeurs de & € IR, a(&;,1) a une seule valeur propre réelle et deux valeurs
propres non réelles.

Ainsi, la proposition est prouvée lorsque 'on a en méme temps bibs # 0 et

boby # 0.

Chacun des deux cas restants est beaucoup plus simple car 1’équation car-
actéristique a toujours 1 ou —1 pour racine lorsque bibs = 0 ou byby = 0
respectivement. Cette racine est de multiplicité 2 quand & = —bobs/(2 + 1)
(respectivement & = b1b3/(2 — 1)) et I'espace propre associé est de dimension
2 si by = by = 0 (respectivement by = by = 0) et de dimension 1 si by # 0 ou
bs # 0 (respectivement by # 0 ou by # 0).

Si bibs ou boby est nul et 'autre négatif, alors I’équation caractéristique a une
seule racine réelle et deux racines non réelles pour certaines valeurs de & € IR,
et ceci complete la preuve de la proposition.

€1

(a) b1b3>0,b9by >0
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€1
\ A
. A
—1 1
(b) by b3 >0,boby <0
&1
A A A
DY
—1 1
(c) b1bgz<0,bobg >0
&1
\ y
A
—1 1

/)

(d) b1b3<0,baby <0
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Proposition 3.1.5 Supposons l'opérateur:

(a}(€)) = &I + & + bés

o O =
o O O
O O O

(ou b # 0 a une forme réduite du cas I1) diagonalisable.

Alors a est présymétrique, c’est-a-dire qu’il existe une matrice réelle inversible
T telle que:

100 1 00 0 a S
T7'fooo0|T=[000]|,7T7%T=]a 1 0
000 00 0 6 0 —1

ou « et 3 sont des constantes réelles.

Preuve.

D’apres la proposition 3.1.4, nous avons:

sgnb; = sgn bz et sgn by = sgn by.

o = iy, 3= b

u{ =a/b si bibs > 0,

Posant:

=1 si b1 = bg = O,
v = ﬁ/bg si bgb4 > O,
=1 si b2 = b4 = O,
1
T=10
0
nous avons le résultat souhaité.

Proposition 3.1.6 Les opérateurs de la forme:

&1+ 06

o O O
o O O

1
(a3(€)) =&l + | 0
0
ot b a une forme réduite du cas I11 (b # 0), sont diagonalisables si et seulement
si une des deux conditions suivantes est vérifiée:
1) blbg >0 et by =0.

2) boby > 0 et by = 0.
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Preuve.

Il suffit de trouver a quelle condition a(&, 1) est diagonalisable pour tout
& € R.

Pour & = 1, I’équation caractéristique de a({’) est:
det(—)\l + a1§1 + az) =0
& N (& = A) 4 (bibs + babg) A 4 biby = 0
& N — &A% — (bibz + baby )\ — byby = 0.
Divisons I’équation par &; et posons
e=1/&;

on a:

8)\3 — )\2 — (blbg + b2b4>8)\ — blb4€ =0.

Supposons biby # 0.
Construisons le diagramme de Newton:

Lorsque € se trouve dans un voisinage de 0, c’est-a-dire lorsque &; est suff-
isamment grand, considérant la premiere droite d’appuie, nous avons deux
racines de la forme:

A\ = u/\/a(l +0(1/61))

ou u est racine de:

blb4 - u2 = 0.

Si b1by > 0, alors u = £+/b1by et lorsque &; tend vers —oo, on a des racines de

la forme:
A = iy /biby/|E1 (1 + 0(1/€));
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il existe donc des racines non réelles et a({;, 1) n’est pas diagonalisable, donc a
non plus.

Si biby < 0, alors u = +i4/|b1by| et lorsque & tend vers 400, on a:

X = iy bibal /& (1 + 0(1/1));

il existe donc des racines non réelles et a n’est pas diagonalisable.
On doit donc avoir nécessairement b1by, = 0 pour que a soit diagonalisable.

Supposons alors b, = 0.
A = 0 est alors racine et les autres vérifient:

A2 — €\ — boby = 0.

Le discriminant est A = &2 + 4byb,.

Si& =0, A =0« bbby =0;0rsi bbby =0et z;y =0, A =0 est racine triple,
et comme b # 0, pour que a(0, 1) soit diagonalisable, il faut que bsby > 0.

Or quel que soit & € IR, A > 0 si et seulement si byby > 0; donc si baby > 0,
quel que soit & € IR, I’équation caractéristique a trois racines réelles distinctes
donc a(&;,1) est diagonalisable pour tout & € IR et on conclut que a est bien
diagonalisable.

Supposons maintenant by = 0.
A = 0 est alors racine et les autres vérifient:

A2 — &\ — biby = 0.

Le discriminant est A = &2 + 4b;bs.

Un raisonnement analogue au précédent nous permet de conclure qu’une con-
dition nécessaire et suffisante pour que a soit diagonalisable est: bibs = 0, et
cela termine la preuve de la proposition.

Proposition 3.1.7 1) Supposons bibs > 0 et considérons ['opérateur:

| 100 0 b b
(@) =&I+[ 000 |&+] b 0 1 |&.
000 0 0 0

Alors, il existe une matrice réelle inversible T telle que, pour tout & € IR®:

' 1 00 010
Ty ()T =8I+ 000 |&+| 101 |&.
000 000
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2) Supposons baby > 0 et considérons l'opérateur:

4 1 00 0 0 by
(a;(f))fof+(0 0 0)51—1-(53 0 1 )52-
00O bs 0 O

Alors il existe une matrice réelle inversible T telle que, pour tout & € IR®:

100 010
T Ha(ENT=&I+[ 000 |&+| 100 |&.
000 010

De plus ces deux opérateurs ne sont pas uniformément diagonalisables.

Preuve.

Commengons par montrer le 1). Posons:

:\/@7

1/bs 0 0
T=| 0 1/a —by/b |,
0 0 1

nous obtenons:

100 1 00
T'f{oo0oo0|T=[000],
000 0 00
0 b by 010
T7'| by 0 1 101
0 0 O 0 00
Le cas 2) se ramene a une transposition du cas 1) car:

100\ '/100\/100
0 01 0 00 001]|=
010 000 010
100\ /0 0 b 100 1 b, 0
0 01 bs 0 1 001 |=]bs 0 0].
010 by 0 O 010 bs 1 0
Pour finir la preuve, nous avons seulement a montrer que la diagonalisabilité

100 010
(0 0 O>£1+(1 0 1)52>(§1,§2€]R)
0 0O 000

—
o O =
o O O
o O O
~

et
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n’est pas uniforme. Pour cela, il suffit de calculer ses trois vecteurs propres et
de construire une diagonalisateur, puis de montrer que celui-ci et son inverse
ne sont pas bornés (pour une norme usuelle). Voir Kasahara-Yamaguti [5] pour
les détails.

Proposition 3.1.8 Les opérateurs de la forme:

1 00

(@) =&I+| 0 0 0 |&+0&
0 0 0

ot b a une forme réduite du cas IV, ne sont pas diagonalisables.

Preuve.

11 suffit de prouver que pour & suffisamment grand, a(£;,1) a des valeurs
propres non réelles. L’équation caractéristique de a(&;,1) est:

det(—=Al + a1&; + a9)
S (A2 +1)(& = A) + (bibg + baby) A + byby — baby =0
& =N HEN = A+ & + (bibs + baby)\ + biby — baby = 0
N — EIX2 4 (1 — bybs — byby) A — byby + bybs — & = 0.
Divisons I'équation par &; et posons:
e =1/&,
alors on a:
eA? — A% 4 (1 — bybg — boby)eA — (byby + bobs)e — 1 = 0.

Construisons le diagramme de Newton:

Considérant la premiere droite d’appuie, lorsque &; est suffisamment grand,
nous avons des racines de la forme:

A=u(l+o(1/6))
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ou u est racine de:
2
14+u” =0,

d’ou:
A= i(1+0(1/&));

donc pour &; suffisamment grand, il existe deux racines non réelles (quels que
soient les coefficients de b), ceci achéve la démonstration.

Combinant les résultats trouvés dans ce paragraphe, nous avons le théoreme
suivant:

Théoréme 3.1.9 Soit a un opérateur engendré par (I,ay,as), une famille non
dégénérée de matrices 3 X 3; nous avons les affirmations suivantes:

1) On suppose que a a un point multiple caractéristique et qu’il est uniformément
diagonalisable. Alors a est présymétrique.

2) On suppose que a n'est pas uniformément diagonalisable (par conséquent,
a doit avoir des valeurs propres multiples). Alors il existe une matrice réelle
inversible T telle que, pour tout & € IR®:

| 100 010
THa ()T =&I+[ 000 |&+]| 101 |&
000 000
ou telle que:
| 100 010
T ay(E)T =8I+ 000 |&+| 100 |&.
000 010

3.2 Casm=4

E est un espace vectoriel réel de dimension 3; F' est un espace vectoriel réel de
dimension 4. a est une application linéaire de F dans I’espace des applications
linéaires de F' dans F'. N est un vecteur non caractéristique, c’est-a-dire tel que:
det a(N) # 0; on remplacera a par a¥ = a~!(N)a, de sorte que a#(N) = I,
application linéaire identité de F' dans F'; on notera plus simplement a# = a.
On choisit une base de E de premier vecteur N; £ € E a les coordonnées:

(507 6/) = (607 517 52)

a(€) = &l + ar&y + a2k = &l +a(f),

ol a; et ap sont des applications linéaires de F' dans F'.
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Si on choisit une base de F', on a aussi:

ab(§) =&+ Y alle = &l +al(¢).

1<k<2

On fait les hypotheses suivantes.

Hypotheése I: a est uniformément diagonalisable (dans le réel) par rapport
a N, c’est-a-dire que:

i) pour tout &, les zéros en T de det(71 + a(§)) = 0 sont réels, cela équivaut
a dire que:
les zéros en A de det(—AI +a(&’)) = 0 sont réels, c’est-a-dire les valeurs propres
de a(¢’) sont réelles, V¢'.

ii) si p est la multiplicité d’un zéro T, la dimension du noyau de 71 + a(§)
est égale a yi; cela équivaut a dire que la dimension du sous-espace propre de
a(&’) relatif au zéro \ est égale a sa multiplicité.

Un diagonalisateur de a(¢') est noté A(E'): A1 (a(€)A(E') est diagonale.

iii) la diagonalisation est uniforme: il existe un diagonalisateur A et un
e > 0 tels que:
Ve NAE)I =1 et [det A(E')] > €.

Cette définition ne dépend pas du choix de la base E pourvu que le premier
vecteur reste N.

Hypotheése I1:La variété caractéristique det a(§) = 0 a au moins un point
triple différent de 0; autrement dit, il existe £ # 0 tel que a(¢') ait une valeur
propre triple.

Définition 3.2.1 a est présymétrique par rapport a N si et seulement si il
existe une base de E de premier vecteur N et une base de F' telles que dans ces
bases, les matrices (a?(é‘)) sotent toutes symétriques (pour tout §). Autrement
dit, si (ai(£)) est la matrice de a(§) dans une base quelconque de F', il existe

j
une matrice tnversible réelle T' telle que:

T (a;(6))T = S(6),
ou S(§) est symétrique; on a aussi:

T (al(€")T est symétrique VE'.
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Il est bien connu que si a est présymétrique par rapport a N, elle est uni-
formément diagonalisable par rapport a N. Nous nous proposons de démontrer
le théoreme suivant

Théoreme 3.2.2 Si a satisfait les hypotheses I et II, c’est-a-dire a est uni-
formément diagonalisable et sa variété caractéristique a un point triple différent
de 0, alors a est présymétrique par rapport a N .

Si on remplace £ par D, il résulte du théoreme de Kasahara Yamaguti [5]
que l'uniforme diagonalisabilité équivaut a la forte hyperbolicité de a(D); les
résultats obtenus se transportent a l'opérateur a(D).

Le résultat précédent annoncé dans [12] est utilisé pour démontrer que si
un opérateur matriciel linéaire réel 4 x 4, a(D) dans IR"™ est de dimension
réduite supérieure ou égale a 4(4 + 1)/2 — 2 = 8 et est fortement hyperbolique
par rapport a N, alors il est présymétrique par rapport a V.

Remarquons d’abord que, si tous les points différents de 0 de det a(€) sont
quadruples, a(§) est de la forme ¢(£)1 ol ¢ est une forme linéaire et a(¢) est
symétrique.

Supposons donc qu’il existe au moins un point triple différent de 0, non quadru-
ple, c’est-a-dire qu’il existe £ # 0 tel que det(&1 + a(€')) = 0 ait une racine
triple non quadruple —); comme a(&’) est diagonalisable, on a alors pour une
base convenable de F: -

a(¢') = 0 § 0 o & #¢&.
€

Par un changement de base de E et en prenant cette matrice comme élément
de base de I'espace des matrices (a%(£’)), on obtient:

@e=ai+|, & 0 |arie

£

Par un changement de base de E qui conserve N comme premier vecteur
de base, on a aussi, sans changer de notations:

1

(a5) =&l + | 0 0 O 16 416, avec bt = 0.
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Notons:

Par un changement de base de F', on peut écrire C' et par suite b sous les
formes réduites réelles suivantes:

cas I:
0 * * =
* a 1 0
<I’1) *x 0 a 1
*x 0 0 «
0 = % %
* aq ﬁ 0 N
(I.2) v —8 a0 ou 3 #0
* 0 0 (0%)]
cas II:
0 * % %
* 1 O
* 0 (03] 0
* 0 0 (0%)]
cas III:
0 * * x
* 0 0
x 0 ay O
* 0 0 a3
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3.2.1 Lemme

Lemme 3.2.3 Les opérateurs de la forme:

1

@En=6al+|, " "

0

& + 06

ou b a une forme réduite du cas I, ne sont pas diagonalisables.

Preuve.

H. Delquié

Cas I.1: Par un changement de base de E conservant N (£ + a&y —

&y, &1 — aby — &), on peut écrire:

1 0 b by b3
i B 0 0 by 0 1 0
0 b 0 0 O
En posant §, = — A\, I’équation caractéristique de a(&y, &) s’écrit:

N =GN = BEN — 46 — 86, =0,

avec:
6 - blb4 + b2b5 + b3b6
Y= b1b5 + b2b6
0= b1b6.
Posons: & =1, =1/&,& #0, on a:

e — A3 — BeX? — el — 6 = 0.

i) Supposons ¢ # 0.

(1)

En vue d’utiliser I’évaluation des zéros A lorsque ¢ tend vers 0 (soit encore
lorsque &; tend vers +00), obtenue a I’aide du premier terme de la série de
Puiseux de A(g), on construit le polygone convexe de Newton; pour cela, on
considere le diagramme des couples (j,v;), ol j est la puissance de A et v; la
puissance de €, j et v; correspondent a un méme monome. On convient que
lorsque pour un couple (j,v;) donné le monéme correspondant est nul alors

v; = +00!
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L’axe horizontal indique donc les puissances de A dans (1) rangées par ordre
croissant, ’axe vertical indique 'exposant de £ dans les coefficients des puis-
sances de A dans (1).

On en déduit I’évaluation des trois zéros correspondant a la premiere face
du diagramme:

A= (=6/€)Y3(1 4 0(1/&)), ou é € IR.

Il est aisé d’en déduire que pour & grand, il y a au moins un zéro A non
réel. a(§) n’est donc pas diagonalisable au sens de la définition.

i1) Supposons 0 = bibg = 0 et v # 0. On a la racine nulle A = 0 et il reste

(&, =0):
A =GN = BA =y =0,

soit:
X — A2 — Bed — e = 0.

Le diagramme de Newton est:

Les racines sont :

E(1+o(1/&)) et £l /& )21+ o0(1/&))

siy > 0 et & tend vers —oo, ousiy < 0 et & tend vers +00; on obtient donc au
moins un zéro A non réel pour &; tendant vers l'infini avec le signe convenable.

i1i) Supposons & = bibg = 0 et v = bybs + bobg = 0.
On a la racine nulle double &, = 0 et les autres racines satisfont a:

AN B=0.

Pour que toutes les racines soient réelles pour tout &, il faut et il suffit que:
£ > 0. On considere donc les sous-cas suivants:
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i11)1 Supposons [3 = b1by + bebs + bsbg > 0, on a trois cas possibles:
17) bl = O, b2 = 0, bgb@ >0
1”) by = O, be = 0, babs > 0
177) bg = 0, b5 = 0, byby > 0.

Considérons le cas 1’). Comme A\ = 0 est racine double, il résulte de
Phypothese de diagonalisabilité que les mineurs d’ordre 3 de la matrice (a}(€))
(prenant & = 1):

& 0 0 b3
by 01 O
bs 0 0 1
b 0 0 O

doivent tous étre nuls quelque soit &;; on doit donc avoir:
§1 — b3bs =0, V& :

ce cas est impossible.

Considérons le cas 17). De méme, les mineurs d’ordre 3 de la matrice

(o =1):

& 0 by b3
by 0 1 0
bs 0 0 1
0 0 0 O

doivent tous étre nuls quelque soit &;; on doit donc avoir:
§1 — baby — b3bs =0, V& :

ce cas est impossible.

Considérons enfin le cas 1”7). De méme, les mineurs d’ordre 3 de la matrice

(& =1):

§1 bi by b3
bs 0 1 0
0 0 0 1
0O 0 0 O

doivent tous étre nuls quelque soit &;; on doit donc avoir:
§1 —baby =0, V& ¢

ce cas aussi est impossible.



Symétrie 55

Remarque: Dans les différents cas précédents, on peut aussi obtenir des
formes réduites de a(€), par exemple dans le cas 177), comme byby > 0, on a:

1 010
e 101
0 00

La méthode de réduction sera expliquée dans des cas suivants.

i1i)y Si B = byby + babs + bsbg = 0, en posant & = 1 et & = 0, A = 0 est
racine de 'équation caractéristique de multiplicité 4, il résulte de I'hypothese
de diagonalisabilité que tous les coefficients de b doivent étre nuls, ce qui est
impossible.

Cas 1.2: Par un changement de base de E conservant N, on peut écrire

(o + a1y = &5, & — & — &, B — &)

1 0 b1 by b3
0 b@ 0 0 «

§1— A &b &by Sobs
by —A
det(a(¢’) — X)) = Zbi Y _5’3 8 —
€2b6 0 0 0452 - A

, ga& - AZ(—A?’ + N2+ A biby + &85 — A& — E3baby + 5615 + AE3babs) —
E5A7b3bg — E5b3bg = 0.

Prenons & = 1, développons et ordonnons le calcul du déterminant, 1’équation
caractéristique s’écrit:

A — (& 4 a)X® + N1 — byby — babs — bsbg + ay)
—)\[blbg) — b2b4 + CY(l - b2b5 — b1b4) + 51]
+Oé(b1b5 — b2b4) — bgbﬁ + Oéfl =0.

On pose € = 1/&; et divisons par £, on obtient:
X — (1 + ae) N + (a+ Be)A? — (1 +ye) A+ a+ de = 0,

avec:

B =1—b1by — babs — bsbs
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Y= b1b5 — bgb4 + O./(l — b2b5 — b1b4)
0= O./(blbg, — bgb4) — bgb(j.

Le diagramme de Newton est:

Sia#0:

Considérant la droite d’appui de pente nulle, lorsque ¢ se situe dans un
voisinage de 0, A = u(1+ o(e)) est racine de I’équation précédente; u est racine
de . — u + au? — u? = 0 et i en est une racine évidente. Donc lorsque &; tend
vers 00, on obtient deux zéros de la forme:

A= +i(140(1/6)).

Il y a donc au moins un zéro non réel.

Si a = 0, on doit distinguer: bsbg # 0 ou bzbg = 0.

Si bgb6 7é 0:

Considérant la droite d’appui horizontale, au voisinage de 0 en &, nous
obtenons la racine A = u(1 + o(¢)) ou u est racine de —u — u® = 0 qui a pour
solutions non nulles +i, c’est a dire des racines complexes non réelles. On
déduit comme précédemment qu’il y a deux zéros de la forme:

A= +i(1+0(1/6))
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et on a donc au moins un zéro non réel.

Si bsbg = 0, A = 0 est valeur propre; les autres valeurs propres vérifient:
N — E N2+ A1 — biby — bobs) — [(bibs — baby) + &] = 0.
On a encore:
eX® — N2 4 eA(1 — byby — bobs) — [1 + (bybs — baby)e] = 0,

et le diagramme de Newton est:

Uj
A

De méme que précédemment, nous obtenons la racine A = u(1 + o(g)), ou
u est racine de u? +1 = 0 dont les solutions sont +i. I’équation caractéristique
a donc deux zéros tels que:

A=2i(1+0(1/&)) si £ — oo

et on a donc des zéros non réels.

Le lemme 3.2.3 montre que les formes réduites du cas I ne peuvent satisfaire
I’hypothese de diagonalisabilité du théoreme.

3.2.2 Lemme

Lemme 3.2.4 Les opérateurs de la forme:

1
@En=6l+|, " o " |a+e

0

ou b a une forme réduite du cas II ne sont pas uniformément diagonalisables.



58 H. Delquié

Preuve.

a) On suppose que ay # ay.
Par un changement de base de E conservant N, on est ramené a:

(bo+ar&e = &5, 8 — by — &)

1 0 by by b
e 0 0 by 0 1 0
0 b6 0 0 «
avec a = ag — aq # 0.
L’équation caractéristique s’écrit (§y = —A\):

det(a(¢') — M) = 0,
M — (& + &)X + [a&1& — (biby + babs + bybe)E3 N> —
[—Oé(blb4 -+ b2b5) -+ blb5]£g>\ + Oéb1b5§§ = 0
Posant & = 1, e = 1/ et divisant I’équation par &, on a:

5)\4 — (1 + @6)/\3 + [O[ — (b1b4 + b2b5 + b3b6)€]/\2 + [O[(blb4 + bgb5) — b1b5]€)\ +
Oéblb5€ =0.

Considérons la premiere droite d’appui (le premier segment du diagramme):
quand ¢ se situe dans un voisinage de 0, nous obtenons une racine de la forme:

A= uy/E(l+ ofe))

ou u est racine de
blb5 + U2 =0.
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Finalement, on obtient les racines:

A = £i\/|b1b5 /&1 | (1 4+ 0(1/&;)) lorsque bybs > 0 et & tend vers —oo
ou lorsque b1b5 < 0 et & tend vers +oo.

Il y a donc au moins un zéro non réel, et a(¢’) n’est pas diagonalisable dans ce
cas.

On suppose désormais b;b5 = 0. L’équation caractéristique a la racine A = 0;
les autres racines satisfont a:

(=X + a&2)[M& = A) + (biba + bobs)E5] — bsbsi A = 0. (2)
i) Supposons: biby + babs # 0.

i1) Supposons by # 0, d’ou bs = 0 et by # 0.
On distingue ensuite:

i) On suppose bsbg # 0.
On pose {& = 1; A = «a n’est pas racine de 1’équation (2) que 'on peut encore
écrire (apres l'avoir divisée par A(A — «)):

51 = )\ — blb4/)\ — bgbﬁ/()\ — Oé).

Distinguons encore:

]_) biby > 0 et bgbG > 0.

Le graphe de & () est de la forme:
&1

| /]

Pour tout & # 0, et pour tout &; on a donc 4 racines réelles caractéristiques
distinctes.
Pour & et & # 0, on a la racine triple A = 0 et la racine A = &;.
Dans les 2 cas, a({’) est donc diagonalisable.
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Nous allons montrer que a(£’) n’est pas uniformément diagonalisable.

On pose: p = v/biby > 0 et

1/b, 0 0 0
o 0 0 1 0 '
0 0 0 p/bsby
la matrice T~ 10T s’écrit:
T-WT =
by 0O 0 0 0 by by b3 /b, 0 0
0 0 1 0 bs 0 0 O 0 0 0
0 O 0 bgb4/p bﬁ 0 0 « 0 0 p/bgb4
0 b1bs  boby b3ba 1/by 0 0 0
_ bap 0 p 0 0 1/p —ba/by 0
o 0 0 0 0 0 0 1 0
b4bgb6/p 0 0 b4b30&/ﬂ 0 0 0 p/(bgb4)
0 0 p
_|r p 0
0 0 0
o 0 «
ouo = b3b6/p > 0.
Apres ce changement de base dans F', on a donc:
1 0 p 0 p
i - 0 p 0 p O
(@) =&l ++| 4 | 8+l 0 00 o0 |&
c 0 0 «

avec p > 0,0 >0, a # 0.

On peut encore remplacer p&, par &; sans changer de notation, on posera

donc p = 1.

Lorsque & # 0, nous allons déterminer les 4 vecteurs propres correspondant
aux valeurs propres distinctes: A = 0,A\1, Ag, A3.

Soit W; un vecteur propre de coordonnées (x,y, z,t), associé a la valeur

propre & = 0,



Symétrie 61

& & 0 & x 0
/ _ & 0 & 0 Y _ 0 :
a( YW, = 0 — 0 0 0 o0 = o | eton obtient le
c& 0 0 ab t 0
systeme suivant:
§iw + &y + &t =0 Sz + &y +1)=0
Sr+&2=0 << r+2=0
0&ox + abst =0 or+at=0
r = «a et t = —o vérifient bien la troisieme équation, alors de la deuxieme
équation on tire z = —« et de la premiere, y = 0 — a1 /&.
oo
Finalement &W, = & ; ga& est un vecteur propre associé¢ a & = 0.
—ag

Soit W; un vecteur propre associé a la valeur propre \; # 0, i = 1,2, 3. soit
(x,y, z,t) ses coordonnées,

S —N & 0 &2 x 0
(a(€)=NDW; =0 <= %2 OA’ _fi 8 Z = 8 =
0'52 0 0 Oéfg — )\z t 0
(E1—A)r+ &y +&t=0 z=0
Sx — ANy +8&z=0 — (=N +&Yy+t)=0
—XNz=0 &r—N\y=20
0 + (a§y — A)t =0 061 + (ay — o)t =0

r = N\ et y = & vérifient la troisieme équation, en remplacant dans la
quatrieme équation on a t = o\;& /(N — als).
Ai

2 AN
Alors, W; = % est un vecteur propre associé a la valeur

oAiba/(Ni — o)
propre \;, 1 <17 < 3.

Résumons.
Pour A = 0, un vecteur propre a pour composantes:

Wy = (04527052 — ay, —aby, —052)-

Pour les valeurs propres \; # 0, 1 < i < 3, on a les 3 vecteurs propres W;
(aprés avoir multiplié chaque composante par \; — a&s):

Wi = (Ai(Ai — a&a), (N — 62)&,0, Aio&).
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On normalise chaque vecteur propre en le divisant par sa longueur. On
calcule |det(Wy, Wy, W5, Wy)|. On vérifie aisément que si & # 0 et si & tend
vers 0, | det(WV)| tend vers 0; donc en posant U(&') = (Wy, Wy, W3, Wy), pour
une norme usuelle, [|U(£)71]| n’est pas bornée, il n’existe donc pas de constante
k telle que pour tout &

TN NUE) T <k

et a({’) n’est pas uniformément diagonalisable.

2) On considere tous les cas ou l'on n’a pas b1by > 0 et bgbg > 0.
Dans tous ces cas, il existe des valeurs propres non réelles, pour & = 1. Par
exemple, si b3bg > 0, biby < 0 et a > 0, le graphe de & () est:
&1

/]

Si >0, biby < 0, bsbg < 0, le graphe de & (\) est:

&1

D

i) On suppose bzbg = 0.
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A= 0et A = a& sont valeurs propres; les deux autres valeurs propres
vérifient I’équation:
AA=&) — 515453 =0.

1) Si b1by < 0, en posant & = 0, on obtient deux valeurs propres non réelles:

)\ == ii‘fg’\/ —b1b4.

2) Si biby > 0, toutes les valeurs propres sont réelles pour tous & et &;
prenons & = 1 et choisissons &; de sorte que « soit valeur propre double de:

Q{(Oé - §1> - b1b4 = 0.

Tous les mineurs d’ordre 3 de la matrice:

0 b by b3
b4 — 1 0
0 0 —a 0
bg 0O 0 0
doivent étre nuls; on a donc b3 = bg = 0.
La matrice caractéristique s’écrit donc:
—A+& hide b 0
bs&2 A & 0
0 0 =X 0
0 0 0 —A + 0652

Comme précédemment, en posant p = /b1by, on effectue un changement
de base dans F' en utilisant la matrice 7" du ¢}) 1), on se ramene (apreés avoir

remplacé p&y par &) a:

“A+& & 0 0
I S AT
0 0 0 —A+a&

et on vérifie que la diagonalisabilité n’est pas uniforme, lorsque & = 1, et
& tend vers 0.
i2) by = 0 et b5 # 0, ce qui implique by # 0.

Alors
0 0 by b3
by 0 1 0
bs 0 0 O
bﬁ 0 0 «
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Ce cas se ramene au précédent en remarquant que

1000 1000 1000 1000
0010 000 0 0oo010| 0000
010 0 000 0 o100]| loooo]|
0001 000 0 0001 000 0
1000\ "/70 0 by by 1000 0 by 0 b
0010 by 0 1 0 0010]| |b 000
010 0 by 0 0 0 0100/ b 100
0001 b 0 0 a 0001 b 0 0 «

La matrice b de ce cas est donc semblable a celle du cas i1); et on obtient
les mémes résultats.

i1) Supposons b1bs = 0 et biby + babs = 0.
A = 0 est racine double; les autres valeurs propres vérifient:

(—A+ag2) (61 — A) — bsbs&s = 0.

Posons: & = 1, a&; — bsbg = 0. A = 0 est alors racine triple et tous les

mineurs d’ordre 2 de la matrice correspondante sont nuls, ce qui est impossible
car a # 0.

b) On suppose: a1 = «s.
Comme précédemment, on se ramene a:

1 0 by by b3
o 0 0 by 0 1 0
0 be 0 0 O

§1— A bi&e ba&o b3&o
bi&s -\ 1 0
bs&s 0 —XA 0
bes O 0 —\

det(a(&") — A1) = det

= M = N3 — N2b1by€2 — bibsAEs — bobsA2E2 + babeA\?ES
= At = N3¢ — N2(byby + bobs + bsbg)€2 — bibsAEs = 0.

Une racine caractéristique A est nulle. Les autres vérifient:

22— E N2 — (byby + bobs 4 bsbg) AEZ — bybsEs.
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On pose & = 1, € = 1/&; et on divise ’équation caractéristique par &;; on
obtient:
X3 — A2 — ae)\ — fe,

avec:
o = b1b4 + bgbg, + bgb@
ﬁ - b1b5.

Construisons le diagramme de Newton:

Les racines sont: & (14 o(1/&1)), £i(|3/&)Y2(1 4+ o(1/£1)) si B > 0 et &
tend vers —oo, ou si 3 < 0 et & tend vers +o00. Il est donc nécessaire que 5 = 0
pour que toutes les valeurs propres soient réelles quel que soit &’; il faut donc:

bibs = 0.
A = 0 est alors racine double et il reste:
A2 — &\ — (byby + babs + b3b6)£§.

Son discriminant est: A = & + 4(b1by + bobs + b3bg). Si & = 0, A =
4(b1by + bobs + bsbg) > 0 si et seulement si byby + babs + bsbg > 0. On doit donc
avolir aussi:

b1by + babs + bsbs > 0.

i) Supposons d’abord: biby + babs + b3bg > 0.

il) b # 0, bs = 0, b1bs + b3bg > 0.
Comme A = 0 est racine double, tous les mineurs d’ordre 3 de la matrice:

S bi&e b2 b3éo
bi$a 0 & 0

0 0 0 0
b, 0 0 0
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doivent étre identiquement nuls, donc supposant & = 1:

& by by
L(} ; §>—det b 0 1 | =—bibg=0,
b 0 0

ce qui implique:
b1b6 =0 d’ou b6 = 0,
on a donc: biby > 0, by = bg = 0 et a(&) s’écrit:

So+& 0ie &y 036

; b
@e =] "ee
0 0 0 &

H. Delquié

En posant: p = +/biby > 0, on procede comme dans le cas a)i}) et on a 2

sous-cas:
Z/1> si bg §£ 0:
1/by 0 0 0
B 0 1/p —by/by 0 : '
posant T' = 0 0 | 0 , on obtient :
0 0 0 p/bsby
1 000 1 0 00
41 0 0 0 0 10000
T 0 00O = 00 00|’
0000 00 00
0 by by b3 0101
1] by O 1 O B 1 010
T 0000|0000l
0O 0 0 O 00 00
et on a:
So+& & 0 &
i _ S & & 0
(a](f)) - 0 0 50 0
0 0 0 &
S—XA & 0 &
det(a(&') — A1) = det Lo —A L 0 NN —gr—)=0.

o 0 =X 0
o 0 0 =X
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On a donc la valeur propre double A = 0 et les autres valeurs propres
vérifient:

M —EA - =0.
Le discriminant du deuxiéme facteur de 1’équation caractéristique, A = &2 442
est toujours positif. Les racines sont de la forme:

A = (& £/ +483)/2.

On suppose & # 0 et on détermine les sous-espaces propres.

Soit V(£) de coordonnées (x,y, z,t) un vecteur propre associé a la valeur
propre A = 0, alors:

Lr+&y+E&t=0 ol r=z
521"1‘523:0 Yy = —glﬁ/gg—t

a&V@:O@{

Donc un vecteur propre quelconque s’écrit :

—&or —& 0
Sr+ &t | &1 1 S 2
£y =Tl + &t 0 | ou (z,t) € R
—&ot 0 -1
Pour A\ = 0, le sous-espace propre est donc engendré par les vecteurs
linéairement indépendants:
—&2
VO =1y ¢ | M=
0
et
0
1
e =172 | mll=1.
-1

Si VI(€), V3(&) (||IV]Il = ||V5]] = 1), forment une base quelconque de ce
sous-espace, on a évidemment: Vi(§) = k(§)V/ (&) + 1(§)V5(E).

Soit maintenant V' (§)(z, y, z,t) un vecteur propre associé a la valeur propre

e = (6 + /€ +463)/2, alors:

§1v + oy + St = Ay
/ _ §ox + §oz = Ary = A+/Eay
AWV =2V = g, < { (E0e) /60 + E2)y = X2 /Eay
0=t
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olt on a bien &AL /Ay + & = (£ + §1\/ €1 + 465 + 263)/2¢; et
NL/& = (267 + 485 + 2611 /&F + 48348 = (&7 + &1/ &F + 465 + 263) /26,
soit &AL/ Ag + & = A1 /&,

Donc deux vecteurs propres quelconques respectivement associés aux valeurs
propres A, et A_ s’écrivent:

(& +/&& +483)/2 (& — /&1 +4£3)/2

y&o 502 et y&o %2
0 0

Donc pour A = (§41/&F + 4€7) /2, (en multipliant par la quantité conjuguée
de la premiére coordonnée de V' (¢), modulo un coefficient multiplicateur) on a:

2%,
Vi(€) = 148 + (V& + 16 - &) VARG S G g =1
0
Pour A = (§ — M)/Q:
26,
Vil€) = /48 + (6 + /& + 482 51*@ Vil =1
0

Posons & = 1, on évalue V(&) — V4 (§) lorsque & tend vers 0:

Vi(§) = Va(§) = &W(E), ou [[W(E)[| = 0(1);

d’autre part:

O O =

V3(§) tend vers: +
0

Tout diagonalisateur, ou les vecteurs colonnes sont de longueur 1 a un
déterminant de la forme:

| det(V{(€), V5(£), Va (&), Va(€)] = | det(V{(£), V5 (€), Va(&), &W (§))]

= [&] det(VY(€), V3(£), V3(£), W(E))I, avec [[V]]| = [|V3]] = 1,



Symétrie 69

|V5]] tend vers 1 et [|[W]| = 0(1).

Par conséquent, quelque soit le diagonalisateur ou les vecteurs colonnes sont
de longueur 1, son déterminant tend vers 0 si |£3| tend vers 0, et n’est donc pas
minoré. L’opérateur aé(f) considéré n’est donc pas uniformément diagonalis-
able (bien qu’il soit diagonalisable).

it) Si b3 = 0, posant

1/by 0 0 0
0 0 1 0 ’
0 0 0 p/bs
on obtient :
1 0 00 1 0 00
41 0 0 00 0000
T 0000 I= 00 00|’
0000 00 00
0 b b 0O 01 00
by 0 1 0 1 010
-1 4 .
r 0000|7000 ol
0O 0 0 O 00 00
et on se ramene a:
So+& & 000
i _ & & & 0
(a](g))_ 0 0 50 0
0 0 0 &

Comme au 7)) cette matrice n’est pas uniformément diagonalisable.

i5) On suppose: by = 0, bebs + b3bg > 0.

Posant
1000
0010
T1_0100’
0001
on a:
00b2b3 0b20b3
by 0 1 0 bs 0 0 0
1| 04 | 0s
T b5000T1_b4100
be 0 0 0 be 0 0 0
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qui n’est autre que la transposée de la matrice b du cas 7). La matrice b de ce
cas est donc semblable a celle du cas 77) et les résultats sont les mémes.

ZZ) On suppose: blb5 = O, blb4 + bgb5 + b3b6 = 0.

Sié =1et & =0, A =0 est racine quadruple, la diagonalisabilité impli-
querait b = 0, ce qui n’est pas par hypothese.

3.2.3 Lemme

Lemme 3.2.5 On considere les opérateurs de la forme:

1 0 b1 by b3

i o 0 0 b4 aq 0 0
(aj (6)) - 501 + 0 0 51 + b5 0 s 0 52

0 b@ 0 0 (0%

ou b a la forme réduite du cas III.

Si by et by sont des réels, on note:

sgnb; = sgnby, si on a: biby > 0 ou by = by = 0.
1. Si ay,ag, as sont différents deux a deux et si:

sgnb; = sgn by, sgn by = sgn bs, sgn bs = sgn b,

alors a est présymétrique par rapport a N.
2. Siaq = ag # ag (deuxr a sont égaux), si:

(blb4+b2b5>0 0Ub1:b4:b2:b520)

et si:
sgn by = sgn bg,

alors a est présymétrique par rapport a N.

3. St = ay = ay et si:
(blb4+bgb5+b366 >0 ou by = by = by = by :b3:b6:0),

alors a est présymétrique par rapport a N.
Dans les cas 1. 2. 3., a est donc uniformément diagonalisable.

4. Dans tous les autres cas, a n’est pas uniformément diagonalisable.
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Preuve.

a) Cas 1: Par un changement de base de E conservant IV, on se ramene a:

1 0 by by b3
(a’J(f)) - 501 + 0 0 51 + b5 0 —1 0 527
0 b@ 0 0 (%
avec o # +1.
Posons & = 1; la matrice caractéristique est:
51 - A bl b2 b3
NooNT by 1—A 0 0
AE)—AT =1y, 0 —1-Xx 0
bﬁ 0 0 a— A

et I’équation caractéristique s’écrit alors:
A=DA+DA=—a)A=¢&) = A —a)(A+1)biby
i) Supposons: biby # 0, bybs # 0.

Alors ]_, —]_, o ne sont pas valeurs propres, et on a:
51 =\— blb4/<>\ — 1) — bgbg,/()\ + 1) — bgbﬁ/()\ — Oé).

i1) Si biby > 0, bobs > 0, bsbs > 0, le graphe de & (A) (figure (a)) montre
aisément que pour tout &;, on a 4 valeurs propres réelles distinctes.

On pose:

~
Il
c o o -
o o
=
at
?
=
[\V}

On vérifie que:

0 by by b3 0 \/51b4 \/bzb5 \/b3b6
i b 100 | Vhiby 1 0 0

bs 0 —1 0 bobs 0 —-1 0 ’

bﬁ 0 0 (67 bgbG 0 0 «

a(&) est donc bien présymétrique.
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i5) Dans tous les autres cas, il existe des valeurs propres non réelles. Par
exemple, si biby > 0, bobs > 0, bsbg < 0, a < —1, pour & = 1, le graphe de
&1 (N) (figure (b)) montre que pour certaines valeurs de &, il existe deux valeurs
propres non réelles.

€1

(a)b1bg>0,bybs>0,b3bg>0

&1

u\/u A A

o -1 1
(b)b1b4>0,babs>0,b3bg <0
€1
A A
A
[eY -1 1

7\

(€)b1bg4>0,babs<0,b3bg>0
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&1

3 |
>//

(d)b1b4>0,bobs <0,b3bg <0

€1

R

(e)b1b4<0,bob5>0,b3bg>0

31

C

(f)b1bg4<0,bab5>0,b3bg<0

73
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€1

7\

(g)b1b4<0,bgbs<0,b3bg>0

&1

(h)b1bg<0,bob5<0,b3bg<0

i11) Si b1by # 0, babs # 0, bsbg = 0.
Posant toujours & = 1, I'équation caractéristique s’écrit alors:
A=DA+DA=a)A=&) = (A= a)A+1)biby
—(A=a)(A—1)bebs = 0.
A = « est alors valeur propre; les autres valeurs propres satisfont 1’équation:
A=DA+ 1A =&) = bibs(A+ 1) = babs(A — 1) = 0.

Le graphe de & (\) (ci-dessous) montre que si bjby < 0 ou bobs < 0, il existe
des valeurs propres non réelles.
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€1

7\

On suppose donc: biby > 0, bobs > 0; toutes les valeurs propres sont réelles
comme le montre le graphe ci-dessous:

b1b4<0,bgbs <0

b1b4>0,b0b5>0

De plus « est valeur propre double si £, est tel que:
(@ =1(a+1)(a—¢E) —bibs(a+1) — babs(a — 1) = 0.

Pour que a(¢’) soit diagonalisable, il faut que les mineurs d’ordre 3 de la

matrice a(’) correspondante soient nuls:

—Oé—i‘él bl bg b3
. b4 l—« 0 0 .
D=1, 0 ~l-a 0|
bs 0 0 0

1 92 4 —Q —|—§1 bl bg
L 1 2 3 = det b4 1—a 0 = b6<04 — 1)b2 = 0,
bg 0 0
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donc bg = 0 puisque « # 1 et by # 0.

De méme:
1 2 3 — +§1 bl bg
L 1 92 4 = det b4 l1—a 0 = bg(Oé - 1)b5 = 0,
bs 0 0

on a donc aussi bs =0 (a # 1 et by # 0).

Si by =bg =0, byby > 0, bybs > 0, on pose:

1 0 0 0
0 by/by 0 0

T =
0 0  /bs/by O

0 0 0 1

et on vérifie comme précédemment que:

0 b b 0 0 Vbiby vbhobs 0
gt b 100 Vbiby 1 0 0
bs 0 —1 0 | VBbs 0 -1 0
0 0 0 « 0 0 0 o}

Ainsi a est présymétrique par rapport a V.

ii3) On obtient de méme:

Si bobs # 0, bsbg # 0, biby = 0, la diagonalisabilité implique
babs > 0, b3bg >0, by = by = 0.

Si b3bg # 0, biby # 0, by = b5 = 0, la diagonalisabilité implique
bsbg > 0, biby >0, by =bs = 0.

Dans ces deux cas, on voit aisément que a est présymétrique par rapport a

iii)

Z’Ml) Si blb4 7é 07 b2b5 = b3b6 =0:
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A = aet A = —1 sont valeurs propres; les autres valeurs propres satisfont

()\ — 1)()\ — fl) — b1b4 - O,
soit encore:
N — (1+E)A+& —biby = 0.
Son discriminant est:

A == (1 + 51)2 - 451 + 4blb4 - (51 - 1)2 + 4blb4.

Donc A > 0 pour tout & si et seulement si biby > 0. La réalité des valeurs
propres implique alors biby > 0 (puisqu’on suppose b1by # 0). Dans ce cas
toutes les valeurs propres sont réelles, de plus pour ¢, tel que:

2(1 +§1) - b1b4 - 0

A = —1 est valeur propre double; on en déduit, comme précédemment, que la
diagonalisabilité implique: by = b5 = 0.

En choisissant &; tel que « soit valeur propre double, on obtient de méme:
b3 = b(,‘ == 0

Si biby > 0, by = bg = bs = bg = 0, on vérifie aisément que a est présymétrique
par rapport a N.

itiy) La diagonalisabilité implique de méme:
si b2b5 7é 0 et biby = b3b6 =0, on a: b2b5 > 0, by =by = b3 = b6 =0,

si bsbg 7&0, b1by = 0 et bybs =0, on a: bsbg > O, by =by=by=bs = O,

dans ces cas, a est présymétrique par rapport a V.

iv) Si biby = babs = bsbg = 0, la diagonalisabilité implique:
by = by = by = bs = b3 = bg = 0.

b) Cas 2: On se ramene a:

1 0 b1 by b3
e 0 0 by 0 0 0
0 b¢ 0 0 1

Pour & = 1, I'équation caractéristique s’écrit:

A2(A = 1) (A — &) — (biby + babs)A(A — 1) — bsbeA? = 0
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A = 0 est valeur propre; les autres valeurs propres vérifient:
AA = 1)(A = &) — (b1bs + babs) (A — 1) — bsbgA = 0.
i) On suppose biby + babs # 0.

i1) On suppose bsbg # 0, A = 0 n’est pas valeur propre double et A = 1 n’est
pas valeur propre, alors:

51 =\— (b1b4 + be5)/)\ — bgbﬁ/(}\ — 1)

On construit & (\):

-

b1bg+bobs>0,b3bg>0

N

b1bg+bobs>0,b3bg <0
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1

b1byg+bobs<0,b3bg>0

|

b1byg+bobs<0,b3bg <0

Pour que (a’

%(&')) soit a valeurs propres réelles, il faut et il suffit que:

b1bs + babs > 0 et bsbg > 0.

Supposons ces conditions remplies. On pose:

1 0 0 0
0 bs/p —ba/p 0
p=1/biby + babs, T = 0 bs/p bi/p 0
000 0 \fhlbs
On obtient:
0 p 0 +/bsbs
o p 0 0 0
Vvbsbg 0 0 1

79
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a est présymétrique par rapport a N.

i5) On suppose bgbg = 0.

On a les valeurs propres: A = 0 et A = 1; les autres valeurs propres vérifient:
A = &) — (byby + babs) = 0.
Pour qu’elles soient réelles, il faut et il suffit que:
bi1by + bobs > 0.

A = 1 est valeur propre double pour un choix convenable de &;. Pour que a(¢’)
soit diagonalisable, il faut que: b3 = bg = 0.

Si biby + bobs > 0 et by = bg = 0, on vérifie, comme précédemment, que a
est présymétrique par rapport a V.

i1) On suppose b1by + bobs = 0.

A = 0 est valeur propre double. Les autres valeurs propres vérifient:
(A= 1)(A = &) — bsbg = 0.
Pour qu’elles soient réelles, il faut et il suffit que:
bsbg > 0.

Supposons cette condition réalisée. Pour & convenable, A = 0 est valeur
propre triple; on déduit que la diagonalisabilité de a(¢’) implique:

by =by =0y =05 =0.

Si b3bg > 0, on voit aisément que a(§) est présymétrique.

Si bsbg = 0, on choisit & = 0; A = 1 est alors valeur propre double; la
diagonalisabilité implique:

by = bg = 0.
c) Cas 3: On se ramene a:
1 0 b1 by b3
; B 0 0 by 0 0 O
0 b 0 0 O
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Pour & = 1, I'équation caractéristique s’écrit:

NIN? — &1\ — (biby + bybs + bsbg)] = 0.

Pour que toutes les valeurs propres soient réelles, il faut et il suffit que:

b1by + babs + bsbg > 0.

i) On suppose biby + bobs + bsbg > 0.

On pose: p = v/b1by + bybs + bsbg.

Si by # 0, on pose:

1 0 0 0
T — 0 b4/,0 bg 0
0 b@/p —bl 0

et on obtient le méme résultat.

i1) On suppose biby + babs + bzbg = 0.
On pose & = 0. La diagonalisabilité implique:
by =by=0b3 =by =0b5 =bg = 0.

Le théoreme résulte des trois lemmes.

81
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