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Introduction

La hauteur est un outil largement étudié et joue un role essentiel en arithmétique dans
I’étude des points rationnels ou entiers dans une variété algébrique. Il permet d’étudier la
“complexité” d’un tel point et traduit ses propriétés arithmétiques ainsi que la géométrie
de la variété ambiante.

Comme on le verra plus loin, la hauteur (normalisée) sur une variété abélienne ou sur
le groupe multiplicatif G est une fonction & valeurs dans les réels positifs. On se demande
alors quand cette fonction s’annule. Le théoréme de Kronecker répond & cette question

(voir prop et prop[L.1.3).

Lorsque la hauteur ne s’annule pas, peut-on trouver une borne inférieure ?

On peut aborder cette question de plusieurs facons différentes. En regardant ’exemple
de Gy, du fait que la hauteur de Weil vérifie h(z™) = |m|h(x) pour tout entier m, on voit
facilement en prenant x = 2m que la hauteur peut tendre vers zéro lorsque m tend vers
I'infini. Puisque dans cet exemple m est de 'ordre du degré de définition D de z sur Q, on
peut imaginer une borne inférieure de la forme ﬁ ou f est une fonction croissante en D
et ¢ une constante qui ne dépend pas de x. D’autres approches cherchent plutot a fixer le
corps de définition de x et expliciter la constante c.

“Le Probléme de Lehmer” s’inscrit dans la premiére approche et on peut le formuler de
la fagon suivante :

Conjecture 1. II existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout o dans Q* qui n’est pas
une racine de l'unité, on ait

h(a) >

Ol o

0i D = [Q(a) : Q.

Dans son article [31], Lehmer se posait la question en sens inverse, a savoir :

pour € un réel positif, existe-t-il un polynéme de la forme
fx)=2"4+az""'+... +a,

ou a; est un entier pour i = 1,...,r, tel que la valeur absolue du produit des racines de f
qui sont a ’extérieur du cercle unité, soit compris entre 1 et 1 + €.
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Il ajoutait “whether or not the problem has a solution for € < 0.176 we do not know.”

En termes de mesure de Mahlelﬂ ceci revient & se demander si M(f) peut prendre des
valeurs arbitrairement proches de 1. La valeur 0.176 correspond en fait a4 la mesure de
Mahler du polynéme

4—:1:3—|—m—i—1

x10+x9—aj7—m6—x5—x
que Lehmer donne dans son article. Jusqu’a présent, malgré beaucoup de recherches, cette
valeur reste la plus petite connue.

Soit o un entier algébrique et f son polynéme minimal. On montre facilement que
M(f) = exp([Q(«) : Q]h(cx)) d’ou I'énoncé du probléme de Lehmer en fonction de la
hauteur.

Plus tard, Smyth ([50]) montra que si a* n’est pas dans l'orbite de Galois de «, le
probléme de Lehmer est vrai pour a. C’est & ce moment-1a qu’on commenca & formuler le
probléme positivement.

1

Probléme de Lehmer Classique

Le meilleur résultat connu jusqu’a présent dans la direction de cette conjecture est un
théoréme de Dobrowolski (voir [20]), qui démontre la borne désirée pour h(a) “a € prés”, a
savoir

Théoréme 2 (Dobrowolski). Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout o € Q* qui
n’est pas une racine de 'unité, on ait

h(e) =

c loglog 3D 3
D\ log2D '

Dans d’autres cas particuliers le probléme de Lehmer a été résolu; notamment si «
appartient a une extension abélienne de Q. Dans ce contexte Amoroso et Dvornicich ([3])
donnent un résultat plus fort :

Théoréme 3 (Amoroso-Dvornicich). Pour tout a dans Q2P qui n'est pas une racine de
lunité,
log 5

12 °

h(a) >

En dimension supérieure, ces questions se généralisent de fagon naturelle aux groupes
algébriques commutatifs, donc aux variétés abéliennes. Dans le cadre du probléme classique
de Lehmer, les généralisations du résultat de Dobrowolski sont des théorémes de Laurent
([30]) pour le cas d’un point dans une courbe elliptique & multiplication complexe et de

'La mesure de Mahler d’un polynéme f notée M(f) est la valeur absolue du produit des racines de f
non contenues dans le disque unité, multipliée par la valeur absolue du coefficient dominant de f.
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David et Hindry [16] pour un point dans une variété abélienne a multiplication complextﬂ
Plus précisément ils montrent :

Théoréme 4 (David-Hindry). Soit A une variété abélienne définie sur K de dimension
g a multiplication complexe, munie d’un fibré L ample et symétrique. Pour tout € > 0 et
P € A(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A, il existe une
constante c(A, K, L) telle que

. r(g)
he(P) > c(A, Ilf,ﬁ) <10glog(3D)> 7
Dy 10g(3D)

ot D = [K(P): K] et k(g) = (29.(g + 1)1)972.

Les auteurs démontrent en fait un résultat plus fort puisqu’ils ont remplacé le degré
par un invariant plus naturel, ’indice d’obstruction (voir déf. .

Des résultats équivalents existent pour un tore multiplicatif G}, lorsque les coordonnées
d’'un point o € G} ne sont pas multiplicativement liées. Il s’agit du résultat suivant de
Amoroso et David [2]

Théoréme 5 (Amoroso-David). Pour tout entier n > 1, il existe un nombre réel ¢(n) >
0 tel que, pour tout élément o de G (Q) dont les coordonnées sont multiplicativement
mdépendantes, on a

ou D =[Q(a) : Q] et k(n) =(n+1)(n+1)I" —n.
Comme dans le cas abélien, les auteurs donnent un résultat plus fort faisant intervenir
un indice d’obstruction.

Les résultats de Amoroso et Dvornicich ont été étendus par Silverman et Baker ([7],
[6]) au cadre des variétés abéliennes, ces derniers démontrent

Théoréme 6 (Baker-Silverman). Soient A/K une variété abélienne définie sur K, L un
fibré en droites ample et symétrique sur AJ/K et h la hauteur canonique associée a ce fibré.
Il existe une constante C = C(A, K, L) > 0 telle que

h(P) > C

pour tout P € A(K®) qui n’est pas de torsion.

Probléme de Lehmer Relatif

La question qu’on se pose ensuite est d’unifier ces deux types de résultats : 'approxi-
mation de Dobrowolski et le théoréme (3 Amoroso et Zannier (voir [4]) trouvent dans ce
sens :

2Voir la définition m d’une variété abélienne & multiplication complexe.



Théoréme 7 (Amoroso-Zannier). Soit K un corps de nombres. Alors pour tout nombre
algébrique o mon nul qui n’est pas une racine de ['unité on a

h(a) > o(K) ( log(2D) ))—13

D \loglog(5D

ot D = [K®(a) : K] et ¢(K) est une constante strictement positive qui ne dépend que

de K.

Ce résultat, a 'exposant du terme en log prés et a la valeur de la constante prés,
implique directement les théorémes [2] et [3

De récents travaux de Delsinne [19] donnent une généralisation de ce théorémeﬂ pour
un point a dans G}, & coordonnées multiplicativement indépendantes.

Dans le cas abélien, 'équivalent du théoréme [7] en dimension supérieure reste encore a
démontrer. On connait des résultats en dimension 1, notamment pour une courbe elliptique
de type CM (voir [40]).

Théoréme 8 (Ratazzi). Soit E/K wune courbe elliptique admettant des multiplications
complezes. Il existe une constante strictement positive c¢(E, K) telle que pour tout point

P e E(K)\ Eios 0n a

fz(P)> ¢(E,K) (logloghD 13
- D log3D ’

ot D = [K*(P) : K?P].
Dans le cadre général, la meilleure conjecture qu’on peut espérer est la suivante :

Conjecture 9 (David). Soit A une variété abélienne définie sur K munie d’un fibré L
ample et symétrique. Alors il existe une constante strictement positive c telle que, pour tout
point P de A(K) qui n’est pas de torsion sur Endg(A), on a

he(P) > eD s
ou D = [Ktors(P) : Ktors] et Kiors = K(Ators)'

Pour voir que cette conjecture est la meilleure possible en fonction de D, on peut
regarder une suite de points de n-division P,, de P ([n|P, = P). D’aprés les propriétés de
la hauteur on a il[;(Pn) = n_QiLE(P) et Dy, = [Kiors(Pr) @ Kiors) < n29. On en déduit pour
un réel z positif

DZh(P,) < en?9m=1)

et donc, si z < é, lorsque n tend vers l'infini on a DﬁﬁL(Pn) — 0.

3Dans [T9] on trouve l’équivalent du théoréme de [4] pour un point dans G7, sous une hypothése
technique. Dans une communication personnelle 'auteur m’indique avoir amélioré son résultat et pouvoir
maintenant se passer de I’hypothése technique, quitte & modifier 'exposant du terme en log D.
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D’autre part, dire que P est de torsion sur End;(A) revient a dire qu'’il appartient
& un translaté par un point de torsion d’une sous-variété abélienne B propre de A et on
voit, facilement que dans ce cas on ne peut pas espérer avoir —1/g en exposant de D mais
—1/go ou go est la dimension de B. En effet il suffit de prendre A = E x E un produit de
courbes elliptiques et @, = (P,,0) ot P, est un point de n-division de P. Dans ce cas on
a iLE(Qn) = %EE(P) et [Kiors(Qn) : Kiors) < 12, donc on ne peut pas remplacer go = 1
par g = 2.

Le résultat principal de cette thése donnera une preuve de cette conjecture a “epsilon
prés”, dans le cas ol la variété abélienne admet des multiplications complexes, & savoir :

Théoréme 10. Soit A une wvariété abélienne définie sur K a multiplication complexe,
munie d’un fibré L ample et symétrique. Alors pour tout € > 0 il existe une constante
positive c(A, K, L,¢) telle que, pour tout point P de A(K) qui n’est pas de torsion sur
Endg(A), on a

he(P) > (A, K, L,0) D77
ou D = [Ktors(P) : Ktors] et Kiors = K(Ators)-

Liens avec la conjecture de Zilber-Pink

Les questions qui se posent autour des points dans une variété satisfaisant certaines
relations de dépendance s’inscrivent dans les généralisations de la conjecture de Manin-
Mumford : si C' est une courbe projective non singuliére de genre g > 2 définie sur un
corps de nombres K, plongée dans sa jacobienne .J, alors ’'ensemble C' N Jyops(K) est fini.

Cette question fut résolue par M. Raynaud [41], [42], qui démontra un résultat plus
fort :

Théoréme 11. Soient A une variété abélienne sur Q et X un sous-schéma fermé intégre
de A. Il existe un entier n, des points £1,...,&, de Ayors €t des sous-variétés abéliennes
Bi,...,By, de A telles que &+ B; C X pour 1 <i<mn et

X( ﬂ Ators U gz tors

Ce résultat a été généralisé par M. Hindry [25] aux variétés semi-abéliennes. On peut
maintenant penser & remplacer la torsion dans la conjecture de Manin-Mumford par une
union de sous-groupes algébriques plus généraux. Ceci donne lieu & la conjecture de Zilber-
Pink. Cette conjecture se trouve sous différentes formes dans la littérature. Les premiers
cas ont été suggérés par E. Bombieri, D. Masser, et U. Zannier (de fagon implicite dans [9]
et plus explicitement dans [I1], [10]), qui démontrent le résultat suivant.



Théoréme 12. Soit C' une courbe irréductible dans GJ, qui n’est contenue dans aucun
translaté d’un sous-groupe propre, alors

U #now,

codimH >2

n

n . est un ensemble fini.

ot l'union porte sur tous les sous-groupes algébriques de G

Plus tard, des généralisations ont été données indépendamment par R. Zilber pour des
variétés semi-abéliennes (voir [52]) et B. Pink pour des variétés de Shimura mixtes (voir
[38]). Dans le cadre des variétés semi-abéliennes on peut I’énoncer ainsi :

Conjecture 13. Soient A une variété semi-abélienne sur un corps K de caractéristique
zéro et X un sous-schéma fermé intégre de A qui n’est contenu dans aucun sous-schéma
en groupes de A différent de A. Alors I’ensemble

X(K)n U G(K)
dim X +dim G<dim A

n'est pas dense dans X (l'union porte sur les sous-schémas en groupes G de A vérifiant la
condition de dimension).

Dans le cas torique, cette conjecture s’intéresse justement aux points vérifiant au moins
dim X + 1 relations de dépendance multiplicative. Dans le cas abélien cette description est
plus compliquée.

Le cas d’une courbe dans la puissance d’une courbe elliptique a été étudié par E. Viada
et G. Rémond (voir [51], [45]).

Théoréme 14. Soient E une courbe elliptique a multiplication complexe et C' une courbe
irréductible de E™ définie sur Q. Si C' n'est contenue dans aucun sous-groupe de codimen-
ston 1 de E™, alors
U #nc@
codimH >2
est un ensemble fini (ow ['union porte sur tous les sous-groupes algébriques de E™ vérifiant
la condition de dimension,).

De fagon plus générale, G. Rémond montre dans [43], [44] que la conjecture |§| permet-
trait d’établir un résultat plus fort dans le cadre des variétés abéliennes (voir appendice A).
En combinant ces résultats et le théoréme [I0] on déduit par exemple le résultat suivant :

Théoréme 15. Soit A une variété abélienne sur Q a multiplication complexe et C une
courbe transversdd sur A. Alors

U HEnc@

codimH >2

40n dit qu’une courbe C est transverse sur A si elle n’est contenue dans aucun translaté de sous-variété
abélienne propre de A.
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est un ensemble fini (ot l'union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant
la condition de dimension).

Ce théoréme implique notamment le résultat de N. Ratazzi (voir théo. 1.7 [39]) obtenu
dans le cas o A est une variété abélienne & multiplication complexe, isogéne & la puissance
d’une variété abélienne simple.

Ces généralisations forment actuellement un sujet trés actif de recherche ot de nom-
breuses questions sont ouvertes.

Contenu de la Thése

La constante dans le théoréme [4 et dans la conjecture [9] dépend de la polarisation
choisie pour A. On remarque par exemple que, si on change le fibré £ par une puissance
de celui-ci L™, on a R )

hpem(P) = mhg(P). (1)

On voudrait donc une borne homogéne par rapport a la polarisation choisie. Pour faire
ceci on va utiliser un indice d’obstruction différent de celui employé dans [16] et [2].

On trouve dans la littérature plusieurs définitions possibles ; & titre indicatif on donnera
les plus courantes et on verra celle qui est la plus appropriée pour le probléme qu’on veut
résoudre.

Définition 16. Soient (A, L) une variété abélienne polarisée définie sur K, V une sous-
variété de A définie sur K et K-irréductible, P un point de V(K) et K' une extension de
K.
(i). L’indice d’obstruction de P noté wg:(P) est Uinfimum des quantités degE(Z)m
ot Z parcourt les sous-variétés propres de A, définies sur K' et K'-irréductibles
contenant le point P.

(ii). On appelle indice d’obstruction de P sur K' par rapport a V noté wk:/(P,V), la

quantité
1
. degE(Z) > codimy, Z
wg' (P, V) = min —== , PeZ
w(BV) { (e

ot Z est une sous-variété propre de V , définie sur K' et K'-irréductible.

Souvent on définit I'indice d’obstruction de P en considérant 'infimum des degrés des
hypersurfaces définies sur K’ passant par P ; notons ce dernier d(P). On voit facilement
qu’a une constante prés ces deux invariants sont les mémes. En effet, de fagon triviale
wg'(P) < dg/(P). D’autre part, si on note V une variété définie sur K’ passant par P
satisfaisant (deg(V))'/cedmV — (., (P), d’aprés le corollaire 2 de [T4] on sait qu'il existe
une hypersurface Z définie sur K’ contenant V' telle que

deg(Z) < Cdeg(v)l/codimv



10

ou ¢ ne dépend que de A, K et £. On en déduit
wi'(P) < dg/(P) < cwgr (P).
On remarque aussi que
wi' (P, A) <wgr(P) < (deg, A)wgr (P, A).
De méme,

wK/(P,V)g( DV))d'mV ot D=[K'(P): K.

deg(
Pour voir ceci, il suffit de considérer la variété W = {o(P), o € Gal(K'/K")}.

Cet indice a de plus la propriété d’avoir le méme type d’homogénéité que la hauteur
par rapport au fibré choisi. En effet, d’aprés les propriétés du degré (voir paragraphe (1.2])

1 . 1
I e

m(P,V) = mi . =m 1w (P,V
Wee ( ) ) min <deg£®m(V) mdlmvdegE(V) m wﬁ( ) )

ce qui correspond a la formule pour la hauteur (on a noté en indice le fibré par rapport
auquel on calcule le degré).

On énonce maintenant une conjecture plus générale qui regroupe tous les énoncés an-
térieurs :

Conjecture 17. Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de
nombres K, munie d’un fibré L ample et symétrique. Soit H une sous-variété abélienne de

A définie sur K et P € H(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Alors il eziste une constante c(A, K, L) strictement positive telle que

7 C(Aa K7 ‘C)
> .
hﬁ (P) N wKtors (P7 H)

Dans cet énoncé, Ko est I'extension engendrée par tous les points de torsion de A.
On remarque que la constante ne dépend pas de H.
On donne a présent un autre énoncé équivalent (voir prop. [1.4.2)) a la conjecture .

Conjecture 18. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie
d’un fibré £ ample et symétrique et P un point de A(K) \ A(K)ors. Soit H la plus petite
sous-variété de torsiorﬂ de A définie sur K contenant le point P et H° la composante
K -irréductible de H — P passant par lélément neutre. Alors, si H® est définie sur K, il
existe une constante c(A, K, L) strictement positive telle que

- (A, K, L)
hE(P) > 7MK(P, H) .

5Une sous-variété de torsion est une union de translatés de sous-variétés abéliennes par des points de
torsion.
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Remarque 19. (i). L’hypothése sur H® est imposée pour assurer [’équivalence des deux
conjectures. Si on l'enléve on montre facilement que la conjecture implique la
conjecture mais en revanche autre implication ne semble pas évidente.

(ii). L’indice wi (P, H) est le mieux adapté a la situation étudiée, il généralise le degré de
P sur le corps K et tient compte de la plus petite sous-variété de torsion contenant
P, ce qui sera d’une grande utilité pour les applications.

On voit immédiatement sur la définition de wg, . (P, A) que la conjecture [17]implique
la conjecture [9] Le but de cette thése est de montrer la conjecture A e-prés pour des
variétés abéliennes CM. De fagon précise on montrera :

Théoréme 20. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K a multi-
plication complexe, munie d’un fibré Ly ample et symétrique et posons L = 5?4. Soit H
une sous-variété abélienne de A définie sur K de dimension go > 0 et P € H(K) tel que
P soit d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Alors il existe une

constante ne dépendant que de A, K et L telle que

2 c(A,K,L) (loglogwg,.,. deg,(H)? r1(g0)
h[:(P) Z ors ’
wKtors (P’ H) log u}[(tors degﬁ (H)2

0’[2 wKtors = wKtors (P7 H) et Kjl(-go) = 22g0+1g§g0 (90 + 1)!290.

Remarque 21. L’hypothése de multiplication complexe est imposée d’une part pour assu-
rer que les endomorphismes de Frobenius se relévent inconditionnellement en des endomor-
phismes en caractéristique 0 de A. On pourrait donc penser a une autre hypothése assurant
qu’il y ait “beaucoup” de places v telles que Frob;, se reléve en un endomorphisme de A
(pour r fixé); c’est le cas si A = E™ ot E est une courbe elliptique vérifiant la conjecture
de Lang-Trotter (voir [28], [22], [21)]).

D’autre part, on lutilise aussi de maniére cruciale dans les réductions (paragraphe @
1l parait donc peu probable de se passer de cette hypothése en suivant une preuve similaire.

La démonstration suit les étapes classiques d’une preuve diophantienne qu’on verra
ci-dessous.

Dans le premier chapitre, on donne tout d’abord quelques rappels concernant la hauteur
d’un point dans une variété, le degré géométrique d’une variété et les endomorphismes de
Frobenius ainsi que les propriétés associées & ces outils dont on aura besoin.

On trouvera ensuite les préliminaires nécessaires sur les sous-variétés de torsion et les
différentes réductions faites pour simplifier la preuve du théoréme [20]

Dans le deuxiéme chapitre, on procéde a 'extrapolation. Il faudra séparer deux cas
(comme dans [4]) qu’on appellera “peu” ou “trés ramifié”. Pour le cas peu ramifié, on suivra
I’approche de [16] en extrapolant sur des conjugués de transformés par des endomorphismes
de Frobenius du point initial. Dans le cas trés ramifié, on suivra plutot approche de [I]
en utilisant des déterminants.
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Dans le troisiéme chapitre, on donne le lemme de zéros qui malheureusement ne permet
pas de conclure immédiatement contrairement au cas de dimension 1. Il faudra faire un
argument de descente proche de celui de [16] en rajoutant un nouvel ingrédient : une suite
de corps de définition pour les sous-variétés construites et une récurrence sur la dimension
de H. On explique aussi dans cette partie le choix des paramétres.

Dans I'appendice, on explique les applications du théoréme principal pour résoudre des
cas particuliers de la conjecture de Zilber-Pink. On donne une simplification de la preuve
d’un théoréme de Rémond [43] afin de montrer I'utilité de 'introduction du degré de H
dans la borne du théoréme



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Hauteurs

Soit K un corps de nombres, Mg l’ensemble des places de K et | |, la valeur absolue
v-adique, normalisée par |p|, = p~! pour une place finie v qui divise p et [2|, = 2 pour
une place archimédienne. On note n, = [K, : Qp] le degré local. Soit P = (x¢ : ... : xy)

un point de P™"(Q). On définit la hauteur logarithmique absolue de P par

1
Q2 " E
vEMK

h(P) =

ot K est un corps de nombres tel que P € P"(K). On liste ici quelques propriétés dont on
aura besoin. Pour les démonstrations et plus de détails voir [20], p. 175-178.

Proposition 1.1.1. Soit P un point de P"(Q).

(i). La hauteur h(P) est indépendante du choix de coordonnées homogénes de P et du
choix du corps K.

(i1). h(P) > 0.
(iii). h(o(P)) = h(P) pour tout o € Gal(Q/Q).
(iv). Pour tous reéls B, D l’ensemble

{P e P(Q), h(P) < B et [Q(P) : Q] < D}

est fini.

(v). (Kronecker) Ecrivons P = (xq : ... : x,) € P"(K) et fizons i tel que x; # 0. Alors
h(P) = 0 st et seulement si le quotient x;/x; est une racine de l'unité ou zéro pour
tout 0 < 5 < n.

Lorsqu’on étudie des points dans des variétés projectives on dispose également d’une
notion de hauteur. Il suffit de choisir un plongement ¢, de la variété V dans un espace

13
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projectif grace & un fibré trés ample £ et définir ensuite la hauteur d’un point dans la
variété comme la hauteur logarithmique absolue de son image par ¢,. Cette hauteur qu’on
note hy ¢z dépend bien évidemment du fibré £ et a une fonction bornée prés elle ne dépend
pas du plongement choisi.

Remarque 1.1.2. De fagon plus générale, on peut associer a n’importe quel diviseur sur
V' une fonction hauteur

hy : Div — {fonctions V(K) — R}.

Cette construction s’appelle la “Machine des Hauteurs de Weil” (voir [20] theo. B.3.2 pour
plus de détails).

A partir de la hauteur sur les variétés on peut construire une nouvelle hauteur : la
hauteur canonique de Néron-Tate, qui a des propriétés plus intéressantes lorsqu’on se place
dans le contexte des variétés abéliennes. Elle est définie comme suit :

har(P) = lim hac(2P)

n—oo 4n

On a noté [m] : A — A I'endomorphisme “multiplication par un entier m” dans A.
On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.3. Soient A/K une variété abélienne, L un fibré en droites sur A trés

ample et symétrique (i.e [-1]*L ~ L) et ha r une hauteur sur A associée a L. Alors on a :
(i). La fonction P hap(P) — hac(P) est bornée sur A(K).

(i). (Fonctorialité) Soit B une variété abélienne et ¢ : A — B un morphisme, alors

hag=c(P) = hpc(o(P)).

(i) (Additivité) Soit M un fibré en droites sur A. Alors ilA,E@M = iALA,E + BA,M-

(iv). VP € A(K), hac([m]P) = m*har(P).

(v). YP,Q € A(K), har(P+Q)+har(P—Q)=2har(P)+2har(Q)

(vi). VB > 0,VD > 0 l’ensemble {P € A(K), harc(P)<B,[K(P):K]< D} est fini.

(vit). La hauteur canonique IA1A7[; : A(K) — R est une forme quadratique définie positive
et
hAvg(P) =0 < Pc A

1.2 Généralités sur les sous-variétés des variétés abéliennes
Soit. A une variété abélienne de dimension g munie d’un fibré en droites Ly ample et

symétrique. Dans toute la suite, on va fixer un plongement de A dans un espace projectif
P™ par un choix de sections globales du fibré £ = 5894.
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On rappelle qu'un plongement p : A — P" est projectivement normal si I'image de A
dans P" est une variété projectivement normale, c’est & dire si son anneau des coordonnées
homogénes est intégralement clos. De fagon équivalente, A C P™ est projectivement normale
si et seulement si elle est normale et pour tout r > 0, la fleche I'(P™, Opn (r)) — I'(A, O4(r))
est surjective (voir [24], L.ex. 3.17, ex. 3.18, Il.ex. 5.14). De plus, si Ly est ample alors
L= L'E)@” est projectivement normal pour tout n > 3 (voir [§], chapitre 7.3, p. 187).

Si V est une sous-variété de A, on note deg, (V') le degré de V relativement a L, c’est &
dire le degré du 0-cycle c1(£)?N[V] oit d = dim V. On a repris ici les notations de [23]. Pour
les définitions précises, voir [23], chapitre 1.4, p. 11-14, chapitre 2.4 p. 35-41 et chapitre
2.5, pp41-43. Les propriétés principales dont on aura besoin par la suite, sont les suivantes
(voir [23] prop. 2.3 et prop. 2.5) :

(i). On note Ag(X) le groupe de k-cycles sur X de dimension k. Il y a un homomorphisme

Cl(ﬁ)ﬂ Ak(X) —>Ak_1(X).

(ii). (Additivité) Si £ et £’ sont deux fibrés en droites sur X et V' une sous-variété de X,
alors
alLL)NV]=c(L)N[V]+e(L)N[V].

(iii). (Formule de projection) Si f : X’ — X est un morphisme propre, £ un fibré en
droites sur X et V une sous-variété de X, alors

fla(fFL) N V]) = cr(£) N [fe(V)].

Soit K’ une extension de K. On rappelle que I'indice d’obstruction sur K’ d’un point
P par rapport a une sous-variété V de A définie sur K et K-irréductible est défini par :

1
d Z codimy, Z
wK/(P,V):min{<deegg(V)> v ,PEZ}

ou Z parcourt les sous-variétés propres de V', définies sur K’ et K'-irréductibles (voir la
définition |16 pour plus de détails).

Définition 1.2.1. Soit R l'anneau des coordonnées de P, V une sous-variété de A et L
un entier positif. On dit que V' est définie incomplétement par des équations de degré < L
st V' est une composante isolée de AN Z(J) ou J est un idéal homogéne de R engendré
par des polynomes de degré au plus L et Z(J) le lieu des zéros de J .

On rappelle aussi que le stabilisateur de V', noté Gy, est le groupe {z € A, z+V C V}.
Par la suite on aura besoin & plusieurs reprises de quelques résultats généraux.

Lemme 1.2.2. Soit V une sous-variété de A, plongée dans P™ via L, Gy son stabilisateur
et Gy, la composante connere contenant lidentité. Supposons V' définie incompletement
dans A par des équations de degré au plus L, ot L est un entier positif. On a
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(i). pour tout Q € Ators, on a deg(V 4+ Q) = deg(V), et V+Q est définie incomplétement
par des équations de degré au plus 2.

(ii). deg(Gy) = deg(GS)|Gy : G| < deg(V)(2L)ImV)=dim(Gv) o Gy est défini in-
completement par des équations de degré < 2L. Plus généralement on a deg(Gy) <
deg(v)dim(V)—i-l.

Démonstration. Voir [16], lemme 2.1. O

1.3 Généralités sur les sous-variétés de torsion

Définition 1.3.1. Soit A une variété abélienne définie sur K. Une sous-variété de torsion
de A est une union de translatés de sous-groupes algébriques propres de A par des points
de torsion.

Soit A une variété abélienne définie sur K, P € A(K) \ Aiors et H la plus petite sous-
variété de torsion de A définie sur K contenant le point P. On note H® la composante
K-irréductible de H — P passant par I’élément neutre.

Puisque H est la plus petite sous-variété de torsion définie sur K, si H® est défini sur
Kona

H= |J H +o(P) (1.1)
o€Gal(K /K)

On notera par la suite |H : H°| le nombre de composantes irréductibles distinctes dans
cette union.

Lemme 1.3.2. Soit H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K contenant le
point P et Z une sous-variété de H définie sur K et K-irréductible passant par P. On
suppose H® défini sur K et on pose Z' = Z N (H® + P). Alors

deg Z
deg(Z/) = W

Démonstration. D’apres (1.1)) et Z/ = Z N (H°+ P) on a
Z=2nN U H+a(P)] = o(Z").
o€Gal(K/K) o€Gal(K/K)
Par conséquent deg(Z) = deg(Z')[H : H°] puisque les o(Z') qui interviennent dans cette

union sont disjoints, leur nombre est le nombre de conjugués distincts de H° + P et ils ont
tous méme dimension et méme degré. O
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1.4 Equivalence des formulations

Dans ce paragraphe on montrera que les conjectures [17] et sont équivalentes. Pour
cela, on montrera plutdt I’équivalence des théorémes “a e-prés”, ce qui parait plus naturel
puisqu’on pourra en déduire le résultat sur les conjectures en oubliant dans la preuve les
termes en log.

Le résultat “a e-prés” de la conjecture [I8 qu’on va démontrer est le suivant :

Théoréme 1.4.1. Soient A une variété abélienne a multiplication compleze définie sur un
corps de nombres K, munie dun fibré Lo ample et symétrique et P un point de A(K) \
A(K)tors- Soient L = L H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K passant
par P et H® la composante K -irréductible de H — P passant par 1’élément neutre. Si H®
est définie sur K, il existe une constante c(A, K, L) strictement positive telle que

he(P) > c(A, K, L) (loglogwg,,,, deg,(H®)? #1(90)
ST wk(PH) \ logwrs,,, deg(H°)? |

Oﬂ /{1 (go) = 22g0+1gggo (go + ]‘)!290? 90 = dlmH et wKtors = wKtors (P7 P + HO)
Proposition 1.4.2. Le théoréme [20 est équivalent au théoreme[1.].1]

Démonstration. Voyons d’abord théoréme |20/ = théoréme Soit P € A(K), £ un fibré
ample et symétrique sur A, H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K passant
par P et supposons H° défini sur K. Puisque H est une sous-variété de torsion, il existe un
point de torsion T tel que P+ H® =T + H°. On vérifie facilement que P + T est d’ordre
infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H°. On applique le théoréme [20] au
point P+T et a la sous-variété abélienne H°. Il existe donc une constante ¢; = qq(A4, K, £)
telle que

R 1 1 P T. H°) d H° 2 N1(90)
h(P _|_ T) Z qﬂ < Og Og wKtors( + Y ) eg< 2) )
Wiy (P + T, H®) logwg,.,.(P + T, H°) deg(H°)

ot gg = dim H® et r1(gg) = 2290+1 gégo (go+1)!%9% (dans la preuve de cette implication tous
les degrés sont calculés par rapport au fibré £). Puisque h(P+T) = h(P) et wg,,,.(P, P+
H®) = wg,,,.(P+ T, H®) il suffit de démontrer

wKtors(P + T7 HO) S CUK(P, H)

Soit Z C H contenant P définie sur K telle que

deg Z codmm gz
deg H ’

wK(RH)_<
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On note Z' = ZN(H°+ P) = ZN(H® —T) et on considére Z' + T'. Puisque H® est défini
sur K, on a que Z' + T est défini sur Ko, contenu dans H® et contient le point P + T
d’ont
deg(Z’ + T) 1/codimgo Z'+T
( deg H° >

par définition de wg, .. (P + T, H°). D’aprés le lemme

2 wKtors (P + T7 HO)

deg(Z) = |H : H°|deg(Z')
=|H : H°|deg(Z' +T)
> |H . HO‘wKtors(P + T, HO)codimHoZ/+T deg(HO)
d’ou
wic(P, H) 2 deg H > |H : H°| deg(H°)wiy,,, (P + T, H®)cotmin?

et alors
CUK(P, H) 2 wKtors(P + T7 HO)'

Voyons maintenant théoréme [1.4.1| = théoréme Soit H une sous-variété abélienne
de A définie sur K et P € H d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Soit £ un fibré ample et symétrique sur A et Z une sous-variété de H définie sur Ko
contenant P telle que

degﬁ 7 ) 1/codimy Z

wKtors (P7 H) = (dech

Notons K(Z) une extension finie de K contenue dans Ky sur laquelle Z est définie.
Puisque Ators = Uyen A[V], il existe M € N tel que K(Z) € K(A[M]). On sait que
A[M] ~ (Z/M)* donc il existe Ty, ..., Toy € A[M] tels que K(Z) C K(Th,...,Ta,). On
pose Q = (P, T1,...,Tog) € Ax ... x A. On voit facilement que la plus petite sous-variété
de torsion contenant le point () définie sur K est

Ho= |J Hx{o(Ty,... Ty}
o€Gal(K/K)

On pose alors

V = U O'(ZX{(Tl,...,TQQ)})7

o€Gal(K/K)

qui est définie sur K contenue dans Hq et contient Q. Soit M = piL ® -+ ® p3 ., L ol
P1,---,D2g+1 désignent les projections de A x --- x A dans A sur chaque variable. Avec ces
notations on a

degp (V) = [K(T1,...,T,) : K|deg,(Z) et
degp((Hg) = [K(Th,...,Ty) : K]deg,(H).
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On applique le théoréme au point @, donc il existe une constante cg = qg(A29+1, K, M) >
0 telle que

) o <1og log wicor.(Q, H + Q) deg i (HE)? ) o)

1(Q) 2 570, Ho) \ Torwrn,. (Q, Hg + Q) deg g (HE)?

puisque go = dim H = dim Hg. On a finalement

he(P) = ha(Q) > @ (CW(HQ)> wiimg? [ loglogwi,,,.(Q, HY + Q) deg u (HE)? w1(90)
M) = deg (V) 108 WK, (@, HY + Q) deg p((HY)?

> <[K (T) : K]deg(H )>1/ codiminZ [ log log wie,,,. (@, HY + Q) deg g (HE)? ) ™
= B\ [K(T) : K] deg,(2) 108 Wi, e (@, HE + Q) deg g (H)?

. @ <loglogwxm<P,H>deg,;<H>2>“<g°>
N wKtors (P’ H) log wKtors (P’ H) degl: (H)2 7

puisque deg(Hp) = deg(H) et

1/codimpy Z
deg v, (Z x {(Tl...,ng)})> "

H¢ <
wKtors(Q7 Q + Q) — ( degM Hg)

_ (degL(Z)>l/COdimHZ
deg,(H)

= wKtors (P7 H)
O

On remarque aussi qu’on a comme corollaire immédiat du théoréme le théoréme
[[0] En effet, si P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A, on
applique le théoréme [20|a P avec H = A et on a le résultat désiré puisque par définition

1
WK ors (P7 A) < C(A, K, c)[Ktors(P) : Ktors] 9.

1.5 Endomorphismes de Frobenius

Soit A une variété abélienne définie sur K et O I'anneau des entiers de K. De fagon
générale, on peut construire un modéle de A sur Spec(Ok), 4. e. un schéma X — Spec(Ok)
dont la fibre générique est isomorphe & A. On peut se servir de cette construction pour
définir 'endomorphisme de Frobenius associé & une place v de K, qui existe que pour un
nombre fini de places. Afin de spécifier les places ou il n’existe pas, il est plus pratique de
construire un modéle particulier, le modéle de Néron. On a le théoréme suivant :
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Théoréme 1.5.1. Pour toute variété abélienne A/K, il existe un modele de Néron A —
Spec(Ok) de A/K. De plus A est un schéma en groupes sur Spec(Ok).

Démonstration. Voir [34] pour la preuve originale et [12] et [5] pour des reformulations et
simplifications. O

Soit A le modéle de Néron de A/K sur Spec(Of), v une place finie de K et k, le corps
résiduel associé. Soit A, = A Xgpec(0g) kv la fibre de A en v. Si A a bonne réduction en v
alors la fléche

pv : Endo, (A) — Endy, (Ay)

est injective, voir [27], théoréme 3.2, page 45. Par définition du modéle de Néron, tout
endomorphisme de A se prolonge en un endomorphisme de A et ceci de facon unique. On
a donc une fléche injective qu’on notera encore p,,

Py End(A) — End(A,).

Sur la variété A, on dispose de I'endomorphisme de Frobenius classique Frob,, correspon-
dant a ’élévation a la puissance N(v) = Card(k,) en coordonnées projectives, et on dira
que o, € Endg (A) est un endomorphisme de Frobenius en v si p,(a) = Frob,,.

Définition 1.5.2. Une variété abélienne simple A est dite a multiplication complexe (ou de
type CM) si son anneau d’endomorphismes tensorisé par Q contient un corps commutatif
F de degré [F : Q] = 2dim A, éventuellement apres extension du corps de base. Une variété
abélienne est de type CM si elle est isogéne 6 un produit Ay X ...x A, de variétés abéliennes
simples de type CM, ou de facon equivalente, si son anneau d’endomorphismes tensorisé
par Q contient un produit de corps commutatifs (aprés extension éventuelle du corps de
base) Fy x --- x F, tels que >, [F; : Q] = 2dim A.

Si A est de type CM, on peut supposer qu’elle posséde un endomorphisme de Frobenius
en presque toute place grace au théoréme suivant de Shimura et Taniyama (voir [49], 111.13
théoréme 1)

Proposition 1.5.3. (Shimura-Taniyama) Soit A = A; X ... X A, avec A; simple de type
CM telles que EndgA; = Op, ot F; = Endg(A4;) @ Q et >;_[Fi : Q = 2dim A. On
suppose que le corps K contient tous les F;. Alors a un mombre fini d’exceptions prés, A
posséde un endomorphisme de Frobenius en toute place finie de K.

A D’aide du modéle de Néron on peut montrer que les exceptions sont justement les
places de mauvaise réduction de la variété abélienne et les places ramifiées dans le corps
des multiplications complexes (voir [49], I11.13).

Il faut voir maintenant qu’on peut en effet se réduire au cas ou les hypothéses de la
proposition [1.5.3|sont vérifiées. On sait que toute variété abélienne est isogéne & un produit
de variétés abéliennes simples et quitte a faire une extension de K de degré borné (cette
borne ne dépend que de dim(A)) les autres hypothéses sont aussi vérifiées.
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Proposition 1.5.4. Soient A/K une variété abélienne, L un fibré ample et symétrique

sur A, H/K une sous-variété abélienne de A et P € H(K) un point d’ordre infini modulo

toute sous-variété abélienne de H.

(i). Soit K' une extension finie de K. Si le théoréme est vrai pour Agr, K', Ly, Hyer

et P, il est vrai pour A, K, L, H et P (on a noté Lx le fibré sur Ag: tiré en arriére
de L par la projection naturelle de Ay sur A).

(ii). Soit : A — A’ une isogénie définie sur K de degré m et ¢ : A" — A lisogénie duale
satisfaisant 1 o ¢ = [m]as. Si le théoreme est vrai pour A, K, ¢*L, w(H) et ¢(P), il
est vrai pour A, K, L, H et P.

Démonstration. (i). D’aprés le théoréme [20] il existe une constante c¢(Ags, K', Lk+) telle
que

e, (P) >

c(Agr, K', L) (logloguwrg (P, Hpyr)deg(Hpr)? F1(90)
Wit (P Hicr) logwg; (P, Hyr)deg(Hkr)? :

De plus deg,(H) = deg, , (Hr) et Kiors C K{o donc on vérifie facilement

wKtors(P’ H) Z wKéors (P7 HK/>

Puisque IAMK, (P) = hpe(P) et K’ est une extension fixée de K, il existe une constante
c3(A, K, L) telle que

/ @A, K, L) <10g log Wkcyos deg(H)2>"“(90)

h/(P) >
e 2 0 B ) \ logwn,, deg(H)?

(73). Si P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H alors 1 (P)
est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de ¥(H). De plus ¢ (H) est dé-
finie sur K puisque H et v sont définies sur K. Le théoréme appliqué a A’, K, ¢* L, (H)
et ¥(P) nous dit qu’il existe une constante c(A’, K, ¢*L) telle que

hoc(Y(P)) >

(A K, 6°L)  (logloguwysc(b(P), b (H)) degy ((H))* | ™
wee£(Y(P), ¥ (H)) logwg£(Y(P),y(H)) deg g (V(H))? )

ot go = dim(¢(H)) = dim(H) (dans l'indice d’obstruction on a mis en évidence le fibré
par rapport auquel on calcule le degré).
D’autre part, notons V une sous-variété de H définie sur Kios et passant par P telle
que
we(P,H) = (degﬁ(v) ) e
deg(H)

Ona (V) C(H), v(P) € (V) et (V) est définie sur Ko, d’olt

(deg¢*c<w<v>>>1/C°dimw<H>w<V>

degyez (W (H)) > werer(Y(P), $(H)) (1.2)
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par définition.
Calculons maintenant deg..(¥(V)) et degy.,(¥(H)). On a

degy £ (P(V)) = degp,,« (V)  (par la formule de projection)
deg v,
= ——deg, .gm2(V puisque £ est symétrique
deg wlv L® ( ) ( )
" dege(V) )
= deg,(V ol d est la dimension de V).
deg v, £
De la méme fagon on trouve
ey c(W(H)) = 2 deg (1)
eg ux = eg .
" degiy, -

En remplagant dans ((1.2)) on a

deg iy, m* deg, (V) |/ en )
deg ¢, m?9 deg(H)

deg ¢| m2d 1/codimygV
H
deg v, m?90

L\ Mao=d)
<we(PH) <d)1) :

m2 (go—

wee£(P(P), p(H)) < <

SWE(P7H) <

1
<we(P,H)—
m

On a aussi
wer £ (V(P), ¥(H)) degge c($(H))? < we (P, H) degp (H)*m? ™1,
Maintenant, d’aprés les propriétés (i) et (iv), on a il(b*[;(w(P)) = m2h.(P) et donc

h (P) > (A, K, ¢*L) loglogw(z,%(w(P),w(H))degwﬁw(H))g #1(90)
c m2wec (P (P), ¥ (H)) log w2 (Y (P), (H)) degge, (¥ (H))?

(A K,¢*L) (loglogw, (P, H)deg,(H)?*m>90—1) %1(g0)
mwe (P, H) log wr (P, H) deg - (H )2m?2(90—1)

4 <log logw, (P, H) degL(H)2>m(g°)

W,C(P7H> 1ng£(P,H)deg£(H)2
avec qg = %ﬁ’;@ qui ne dépend que de A, K et £ puisque m est aussi borné en fonction

de ces quantités. O
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Les endomorphismes de Frobenius possédent les propriétés des isogénies dites admis-
sibles. On rappelle les résultats principaux; pour plus de détails et les démonstrations des
propriétés, voir [16] paragraphe 2.2 et proposition 2.3.

Définition 1.5.5. Soit A une variété abélienne et L un fibré en droites ample sur A. Une
isogénie « est dite admissible par rapport a L si elle vérifie :

— 1l existe un entier q(a) qu’on appelle le poids de a tel que o*L ~ £24(a)
— «a est dans le centre de End(A).

Proposition 1.5.6. Soit A une variété abélienne de dimension g, L un fibré en droites
tres ample sur A, v : A — P™ un plongement projectivement normal associé & L et o une
isogénie admissible pour L de poids q(a). Alors on a les propriétés suivantes :

(i). « peut étre représentée sur t(A) par n+ 1 formes de degré q(«).
(7). Card(ker(a)) = q(a)?.

(i4i). Si V est une sous-variété de A définie sur K et Gy son stabilisateur, on a

dim(V)

deg(a(V)) = -1

= Gy nker(a)] 28V,

et
deg(a™ (V) = g(a)°H™ ) deg(V).

(iv). h(a(P)) = q(a)h(P).

Voyons maintenant que les endomorphismes de Frobenius sont admissibles. Ceci est la
proposition 3.3 de [16].

Proposition 1.5.7. Soit A une variété abélienne définie sur K vérifiant les hypothéses de
la pmposition et Lo un fibré en droites ample et symétrique sur A et L = E%M. Soit
v une place pour laquelle on dispose d’un endomorphisme de Frobenius ou,. Alors o, est
admissible de poids N(v) pour L, ot N(v) est le cardinal du corps résiduel de K en v.

On aura besoin aussi de ’estimation suivante :

Lemme 1.5.8. Soit G un sous-groupe algébrique d’une variété abélienne A et o une iso-
génie admissible de A de poids q(«). Alors

()@ < Card(ker(a) N G) < |G : G°lg(a)d™E),

Démonstration. C’est le lemme 2.5 de [16]. O
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1.6 Notations

On fixe une fois pour toutes les notations suivantes :

K un corps de nombres;

Ok l'anneau des entiers de K;

My Vensemble des places de K;
ny le degré local [K, : Q,], pour v € M;

N (v) le cardinal du corps résiduel de K en v;

O, l'anneau des entiers du complété K, de K en v;

| - | 1a valeur absolue normalisée sur K telle que pour v|p, |pl, = p~* et

|2|, = 2 pour v|oo;

h la hauteur absolue logarithmique h : P*(Q) — R, définie par

1
m Z Ny log max{|zo|y, ..., [Tn|v};
’ ’UGMK

on notera h,, (P) ou h(P) s’il n’y a pas de confusions, la hauteur du point ¢z (P),

h(zg, ..., xn) =

oll ¢, est un plongement de A dans P™ associé au fibré L;
m, I'idéal premier de Ok correspondant a la place finie v de K;
P ’ensemble des nombres premiers >2 qui se décomposent totalement dans K;
ty lapplication translation par le point U;
Gy le stabilisateur de V' ot V' est une sous-variété de A, i.e
Gy ={P€ A P+V CV}

Kiors Uextension de K engendrée par les points de torsion de A.

Si on choisi pour chaque p € P une seule place v de Mg au dessus de p, on notera aussi
o, 'endomorphisme de Frobenius (sl existe) de A en v.

Remarque 1.6.1.

- Soit v € Mk, telle que v|p, p € P et K' une extension galoisienne de K. Soit v’
une place de K' au-dessus de v. On sait que lindice de ramification e, ,, ne dépend
pas de v mais seulement de v, de plus, vu que p se décompose totalement dans K,
Ev' v = €v' [p-

— En général N(v) = plv, ou f, est le degré résiduel de m, dans K, donc pour p € P
et vlp on a N(v) = p.

1.7 Congruences

On fixe d’abord quelques notations. Pour chaque p € P, on choisit une unique place v
de My telle que v|p. Soit L une extension abélienne de K, . C Kjos. Pour tout p € P, on
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notera e, l'indice de ramification de v dans IL. Soit w une place de I au-dessus de v € Mk,
la complétion L., ne dépend que de p et puisque p est totalement décomposé dans K,
K, = Qp. On a que L, est une extension abélienne de @, et, par conséquent, contenue
dans une extension cyclotomique de Q). Il existe donc un entier m tel que L,, C Qp((m)-
On choisit m minimal avec cette propriété et on notera m = p¥q avec (p,q) = 1.

Pour chaque p on va distinguer deux cas suivant que v|p est “peu” ou “trés ramifiée”
dans L (hypothése qu’on quantifiera plus tard).

Dans le cas “peu ramifi¢” on applique le lemme suivant :

Lemme 1.7.1. Soit p € P et v|p la place de K fixée auparavant. Il existe ¢, € Gal(L/K)
tel que

= dprlw < 7

pour tout entier v € L et toute place w de L au-dessus de v.

Démonstration. Voir lemme 3.1 de [4]. O

Remarque 1.7.2. On fize une fois pour toutes un tel élément ¢, satisfaisant le lemme
ci-dessus pour chaque p € P.

Dans le cas “trés ramifi¢” on utilise le lemme 3.2 de [4]. Avec les notations données
ci-dessus, ils construisent un sous-groupe G, de Gal(L/K) de la facon suivante : si p ne
divise pas m ils posent G, = {Id}.

Si k > 1 on considére le groupe %), = Gal(Qp((m)/Qp(Cmyp))- La restriction de X,
a L, est non triviale (& cause de la minimalité de m) et G, est I'image isomorphe de
cette restriction dans Gal(L/K) (on peut voir que G, ne dépend pas de w). Il vérifie les
propriétés suivantes :

Lemme 1.7.3. Pour tout p € P et v|p la place fizée de K au-dessus de p, G, est un
sous-groupe de Gal(L/K) tel que

|Gp| > ey et |Gyl divise |Ep| =p—1, sik=1
|Gp| = |Ep‘ =Dp, S'Lk22

et pour tout entier v € L, toute place w|v de L et 0 € G, on a

VP — 7P| < pil-

Démonstration. Voir lemme 3.2 de [4]. O

Remarque 1.7.4. Pour éviter cette dichotomie on pourrait penser a ne travailler qu’avec
les places non ramifiées sur l’extension L. On sait qu’une place v au-dessus de p est ramifiée
dans 1 si et seulement si p divise |Dy k| (voir par evemple [13], 1.5 théoreme 1); on
pourrait donc se restreindre a ces places-la et on disposerait d’une borne sur leur nombre
qui dépend de [L : K|. Ce facteur apparaitrait donc dans la borne du théoréme principal et
on obtiendrait ainsi un résultat plus faible et qui nimpliquerait pas le “probléme de Lehmer
abélien” a € pres (voir [39)).
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Pour appliquer le lemme de zéros, on aura besoin de compter les composantes isolées
parmi des unions de conjugués de certaines variétés. Pour faire ceci on utilise les résultats
suivants :

Proposition 1.7.5. Soit A une variété abélienne de dimension g > 1 définie sur un corps
de nombres K, munie d’un fibré ample L et V une sous-variété de A géométriquement
irréductible de dimension d définie sur K. On a

(i). Pour tous «, 3 € Endg (A) isogénies admissibles pour L et pour tout o € Gal(K/K)
les sous-variétés (V') et B(a(V')) sont distinctes sauf peut-étre si l'une des conditions
sutvantes est remplie :

— V est un translaté d’une sous-variété abélienne B de A par un point de torsion de

A.
- (@) = q(B).
(7). Soit P un sous-ensemble de Endgi(A) d’isogénies admissibles pour L, deur 4 deux
premiéres entre elledl] Soit S le sous-ensemble de P :

S={aecP, FocGa(K/K),a(V)#V et a(a(V))=a(V)}.

Alors Card(S) < lfogg]g[ ot M est le nombre de conjugués distincts de V.

On notera que cette proposition provient d’une idée de Dobrowolski pour un point dans
Gy, (J20], lemme 3). Dans la situation d’une sous-variété d’une variété abélienne, c’est la
proposition 2.7 de [16].

1.8 Réductions

L’idée de ces réductions a son origine dans 'article de F. Amoroso et U. Zannier [4],
paragraphe 2.
On commence par introduire quelques définitions dont on aura besoin.

Définition 1.8.1. Soit L une extension abélienne de K, p € P, v|p et L, le complété de
L par rapport a v. Soit m le plus petit entier tel que L, C Qp(¢m)-
— On définit f,(L) le conducteur local de I en p comme la plus grande puissance de p
divisant m.
— On pose f(L) =[] ,ep fp(L) le conducteur de L.

On remarque facilement que si L’ C L alors f(L/) < f(L).

Dans la partie |3| nous serons ramenés & montrer une inégalité similaire a celle du
théoréeme principal. 11 s’agit sous les hypothéses du théoréme [20] de montrer, pour toute
extension I C Kiqg, 'inégalité

) 1/g0 r(go)
WP) > s <degH> <loglogDL(P) deg(H))

Dy(P) log D.(P) deg(H)

(1.3)

'Deux isogénies admissibles o et 3 sont dites premiéres entre elles si (g(a), q(3)) = 1.
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avec £(go) = (290(go + 1))!129° et Dp(P) = [L(P) : L]. Pour prouver cela, on aura be-
soin d’assurer que, pour certaines isogénies admissibles 3, on ait 7(8(P)) # [(P) pour
T € Gal(K/K), L € Gp \ {Id}. On va voir qu’on peut faire quelques suppositions sur le
point P et 'extension L de départ pour garantir cette condition.

On suppose qu'il existe P qui contredit I'inégalité ((1.3). On a donc

) deg H \ /% (loglog Dy (P) deg(H)?\ "’
h(P)<<EJ<DL(p)> ( log D(P) deg(H)? )

pour une extension L. C Kios. Parmi tous les points de H d’ordre infini modulo toute
sous-variété abélienne propre qui contredisent 1'inégalité (1.3]) on choisit P et L de fagon
que [L(P) : L] soit minimal. Ce choix fait, on notera D = [L(P) : L.

Lemme 1.8.2. Pour tout T € Hyoys, et L' C Kiors, on a [L'(P+T):L'] > D.

Démonstration. D’apreés les propriétés de la hauteur de Néron-Tate, on sait que il(P-l—T) =
h(P). D’autre part, P+ T est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Supposons [L'(P+1T):L'] < D. On a donc

deg H \ /% (loglog Dy(P) deg(H)? ~(g0)
DL.(P) log Dy (P) deg(H)?

< _ degH Y90 (loglog Dy (P + T) deg(H)2\ "™
G\ DL P+ 1) log D1, (P + T) deg(H )2

WP +T)=h(P) < q5]<

et donc P + T contredit ([1.3]). Par minimalité de D on a [L'(P +T): L] > D. O

On définit maintenant
A={L/K, L C Kios, IT € Hiors, [L(P+T) : L] < D}.

Cet ensemble est non vide puisque par définition de D on sait qu’il existe une extension L
telle que [L(P) : L] = D et on peut prendre T = 0.
On définit ensuite,

f =min f(L).

LeA

Lemme 1.8.3. Pour démontrer l'inégalité , on peut supposer qu’il existe L € A
satisfaisant

(i). [L(P):L]=D;

i) fL) =1
(111). VT € Hioys tel que K(P+T) C K(P) ona K(P+T)=K(P);
(iv). K CL C K(P).
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Démonstration. Puisque A # (), on choisit L. € A de conducteur minimal. D’aprés le lemme
et la définition de A il existe T' € Hios tel que [L(P + T') : L] = D. Donc quitte a
changer P par P + T les conditions (i) et (7i) sont satisfaites.

Pour montrer (iii) on suit le méme raisonnement que dans [40]. Si pour tout 7', K (P +
T) = K(P) il n’y a rien a démontrer. Sinon, on note 7 I’ensemble des points de torsion
de H tels que K(P+T) C K(P) et P =P+ T pour T € 7. On note 77 ’ensemble des
points de torsion de H tels que K(P;+7T) C K(P1). Si 7; est non vide, on choisit un point
Ty € 71 et on pose P, = P; 4+ T sinon on pose P, = P;. On construit de cette fagon une
chaine d’extensions

K(P,) C...C K(P) S K(P).

Soit n le premier entier tel que K (P,) = K(Pp41), ¢’est-a~dire si T' € Hyos et K(Py,+7T)
K(P,), alors K(P,+T) = K(P,). Par définition des P,ona P, = P+ (T+...+T,,—1)
P+ T’ et par le lemme [1.8.2] [L(P +1T"): L] > D. D’autre part, puisque K(P,) C K(P),
alors L(P +T") C L(P) et donc

1N

~

[L(P+T"):1] < [L(P):L] = D.

On obtient donc [L(P + T") : L] = D, donc quitte a remplacer P par P + 7" la condition
(7i7) est satisfaite.

Finalement, pour P ainsi construit (assurant (i) & (iéi)) on peut remplacer L par
L N K(P). Les conditions (i) et (#i7) ne changent pas, (i) est encore vraie d’aprés la
remarque sur le conducteur et la condition (iv) est aussi satisfaite. O

Avant de donner le lemme principal de la réduction on aura besoin de quelques infor-
mations sur les extensions engendrées par des points de torsion des variétés abéliennes.

Lemme 1.8.4. Soit A une variété abélienne CM simple sur K avec F = Endg(A) ®
Q C K et Endg(A) = Endgi(A) = Op. Alors pour tout p totalement décomposé dans F,
lextension galoisienne K (A[p])/K est de degré premier a p.

Démonstration. L’idée de la preuve est de montrer que I'image de Gal(K (A[p])/K) dans
Autp, (A[p]) ~ GLoy(F,) est contenue dans les matrices diagonales (~ (F))?’) donc de
cardinal premier & p.

On considére le diagramme suivant

Gal(K /K) Autg, (T, (A)) CEndz, (Ty(A))

| |

Gal(K (A[p])/K)~——— Autr,(A[p]) C Endg,(A[p])

Comme Tp(A) est un Zp-module libre de rang 2g, il suffit de montrer qu’il existe une base
de T),(A) sur Zj, telle que Gal(K/K) agit diagonalement.
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Maintenant on sait que 7),(4) ® Q, est un F' ® Qp-module libre de rang 1 (voir [47]
lemme 2) et que cette structure est compatible a 'action galoisienne. D’autre part, grace a
I'hypothése sur p, on a F ® Q) ~ Qgg. Puisque O agit sur T,(A), O ® Z,, agit sur T,(A)
de maniére compatible & Galois donc

Gal(K/K) — Autrgg, (Tp(4A) ® Q) — Autg, (Tp(4) ® Q)
Auto,ez, (T (A)) Autz, (T,(A))

I1 suffit donc de remarquer que Of ® Zj, ~ Zgg et que T),(A) est un Op ® Zy-module libre
de rang 1, et ainsi

Autz, (Z29) = (Z29)* = (Z))* — Autg, (Z29) = GLay(Z,).
O

Remarque 1.8.5. D’aprés la proposition [1.5.]] pour montrer le théoreme[20 on peut sup-
poser que A est un produit de variétés abéliennes simples A1 X --- X A, avec multiplication
complexe, telles que pour tout i = 1,...,r si F; = Endg(A;) ® Q on a Endi(A4;) =
Endg(Ai) = OF, et Y ;_[Fi : Q = 2dim A. En appliquant le lemme ci-dessus auz va-
riétés A; on a que K(A;[p])/K est de degré premier a p et donc K(Alp])/K est de degré
premier a p.

On aura aussi besoin du résultat suivant.

Lemme 1.8.6. Soient A/K une variété abélienne CM et oy, un endomorphisme de Fro-
benius en une place vlp de K de bonne réduction ordinaire. Soit K} l'extension mazimale
non ramifiée de K, et Oy son anneau d’entiers. Alors le groupe formel A de A est iso-
morphe sur O™ & G En particulier, pour tout k > 1 A[pF] = GY[pF] = :U’Zk comme
Gal(K)"/ K, )-modules.

Démonstration. C’est le lemme 3.2 de [6] ou lemme 4.27 de [32]. O

Remarque 1.8.7. Si A abonne réduction ordinaire en v on sait que Aloy| C Alp] (voir
lemme 3.2 de [6]) et donc le lemme s’applique & Uextension K (Alay]) (on a noté ici
Alay] = ker(ayp) ).

On donne encore deux lemmes de réduction. Le premier est ’équivalent du lemme 2.1
(ii) de [4] dans le cas d’un point dans G,, et du lemme 3.3 de [40] pour un point dans une
courbe elliptique.

Lemme 1.8.8. Soient p € P, v une place de K au-dessus de p telle que H a bonne
réduction ordinaire en v et o, l'endomorphisme de Frobenius associé a v. Pour démon-
trer , on peut supposer pour toute extension E telle que K C E C L. qu’on a soit
E(ap(P)) = E(P), soit p | [E(P) : E(ap(P))].
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Démonstration. Notons G1 = Gal(E(P, H|ap))/E(ay(P), H[ay))). Sip | |G1] alors on a
fini. Supposons donc p { |G1|. On regarde I'action de Gg = Gal(E(P, H[ay,))/E(ay,(P))) sur
I’ensemble

S={P+T, Te€Hu}

Pour o € G5 on vérifie facilement que oy (o (P)—P) = 0 d’ott 0(P) = P+T avec T € H|oy).
Puisque p 1 |G1] en utilisant le lemme on a p 1 |Ga| et pour toute orbite w de S/G>
on a pf |w|. On fait la somme de tous les éléments d’une orbite w et on trouve

Z P+T=[P+T
P+Tew

avec (r,p) =1 et T" € H|ay)|. 11 existe donc des entiers p, A tels que 7+ Ap? = 1. De plus
[r]P + T est défini sur E(ay,(P)).
Soit a]g I'isogénie duale de «y, on a a;)/ o ay = [pY] et donc

E([p?](P)) = E(ay, 0 ap(P)) € E(ap(P)).
D’autre part E([Ap?] P+ [u]([r]P+T")) C E(op(P)) et alors puisque K (P) = E(P) = L(P)
(d’apres le lemme [1.8.3](iv)) on a
K(P+ [[T") C B(P + [u]T") € E(ay(P)) € B(P) = K(P).

En utiliant le lemme [1.8.3] (iii), K(P + [A\|]T") = K(P) d’'ou E(P) = E(ayp(P)).

On a montré jusqu’a présent que p ne divise pas [K(H[oyp)) : K] et qu'une des deux
assertions suivantet vraie : E(P) = E(ap(P)) ou p | [E(P, H[ap]) @ E(oy(P), Hlay))].
Supposons que la deuxiéme assertion est vraie. On a le diagramme suivant :

K(P, Hloy]) = E(P, H[ay))

\

E(ay(P), Hlay,)
E(

a(P)) —
/

Aley])
K

K(P) =

/
\

On voit facilement sur ce diagramme que p divise [K(P, H|ap]) @ E(ayp)] et puisque p {
[K(Hlop]) @ K] alors p { [K(P, H[ay)) : K(P)]. On a donc nécessairement p | [E(P) :
E(ap(P))]- O

On arrive au lemme qui constitue la réduction la plus importante et permetera de
conclure au moment de la descente dans les cas plus pathologiques.
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Lemme 1.8.9. Soit p € P, v une place de K au-dessus de p telle que A a bonne réduction
ordinaire en v et ay, un endomorphisme de Frobenius associé a v tel que L(oy,(P)) = L(P).
Pour démontrer l’inégalité on peut supposer que, pour toute extension T € Gal(K /K)
de o € Gy \{Id}, on a

7(ap(P)) # ap(P).

Démonstration. Supposons 7(ay(P)) = a,(P) pour 7 € Gal(K/K), 7|L = o € G, \ {1d}.
On montre dans un premier temps que |Gal(Qp(¢m)/Qp(Grnyp))| = p. On applique le lemme
[1.8.8| au sous-corps de L fixé par o qu’'on note E.

Si E(P) = E(ap(P)) alors L(P) = E(ap(P)) et donc L est fixé par o ce qui est
impossible. On a donc p | [E(P) : E(ap(P))]. D’autre part on remarque que E = L N
E(oyp(P)) et donc les cotés opposés du diagramme suivant sont égaux :

IL(P = E(P)

on en déduit que p divise [L : E]. On a [L : E] < |G|, mais on sait que |G,| < p d’apreés le
lemme [1.7.3] _ On a finalement |Gp| = p et par construction |Gal(Qp((m)/Qp(Cmyp))| = p

On affirme qu il existe un entier ¢ tel que (p,¢’) = 1 et L(H|« ]) C Qp(Cpr q)
effet, H|a p] o~ ,upk comme Gal(Qp/Qnr) -modules d’aprés le lemme [1.8.6| donc H o ] est
défini sur QBT (C,). D’autre part, QB est I'union des Q,(Cy) avec p ¢ et donc Hlok] est
défini sur un Qp(Cyr)(Gpr) = Qp(Cpry)- Quitte & augmenter ¢’ on a m|pFq et on peut donc
supposer L. C Qp(Cpr)-

Posons maintenant m’ = p*q’. Soit p un générateur de Gal(Qp(Cnr)/Qp(Cr/p)) dont la

restriction & L est o et soit F le sous-corps de L(H [o/;]) fixé par p. Puisque p fixe (r-1, il
existe une racine p-iéme primitive de I'unité £ telle que

p(Cpk) = ngk .

L’application
(p— 1)« pip — iy
est donc surjective. De plus p est la restriction a Q,((y,/) d'un élément du groupe d’inertie
Gal(@p/@;r) et donc 'action de p commute & I'isomorphisme H[o/;j] o~ ,ui% du 1emmem
On en déduit que
(p—1) : Hla] — Hlay)

est aussi surjective.
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On a vu que X, est d’ordre p et puisque (¢,p) =1 on a

[Qp (G @ (P)) = Qp (Gt ), ap(P))] = p ou 1.

Si cette extension est d’ordre p, puisque L(ay,(P)) = L(P) et L C Qp(()), on peut relever
p en un générateur p de Gal(Qp (s P)/Qp(Grnr /s ap(P)).

On pose @ = p(P) — P. Par construction de p, @ € Hloy]. On peut donc trouver
T € H[p"] tel que (1 — 1)(T) = Q. Finalement, on a

F(P—T) = §(P)— 4(T) = f(P)—~ Q—T = P~ T.
Le point P—T est défini sur L(H[ah], ap(P)) et il est fixé par g, donc F(P—T) C F(a,(P)).
Puisque E C F on a finalement
F(P—T) : F] < [F(a(P)) : F] < [E(a(P)) : E] = D.

On a donc F € Aet F C Qy((pyp) et alors fip(F) < p*~1 < f,(L). Pour un premier q # p
on a toujours fy(F) < f,(L), donc

f(F) < f(L)
ce qui contredit la minimalité du conducteur de L.

Pour conclure, voyons le cas [Qp ({n, ap(P)) - (C ') (P))] = 1. Ceci implique
en particulier ¢, € Qp((yr, ap(P)) et donc L(H [apk]) C Fla ( )). Puisque L. C K(P) on
en déduit

L(H[ay], P) = L(H[ayx], ap(P)) = F(ap(P)).

On a donc le diagramme suivant :

/

IL k1) P

\ > st
On voit donc que F = L(H[a,x]) et donc L est fixé par p ce qui contredit le fait que
pL = o # {id}.

\

O]

Le lemme suivant est I’équivalent du lemme 3 de [20] (dans G,) et du lemme 4.2 de [30]
pour un point dans une courbe elliptique. On peut reprendre cette derniére démonstration
ou bien encore utiliser la proposition m (7i) dans le cas particulier ou V = P.

lOgD d’entre euz on a

Lemme 1.8.10. Pour tout p € P sauf pour au plus 13
L(P) = L(ap(P)).



Chapitre 2

Extrapolation

La preuve du théoréme [20| suit les étapes d’une preuve classique d’approximation dio-
phantienne : construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de zéros.

On devra séparer deux cas : “peu ramifié” et “trés ramifi¢”. Dans le premier on va
construire une fonction auxiliaire grace & un lemme de Siegel absolu, donc & coefficients
dans K, qui s’annule en un point @ donné et en tous ses conjugués sur L & un ordre élevé.
L’extrapolation nous permettra de montrer que cette fonction s’annule en des transformés
de ces points par des endomorphismes de Frobenius & un certain ordre. Dans le deuxiéme
cas on utilisera des déterminants d’interpolation pour arriver a une conclusion similaire :
I'existence d'une fonction a coefficients dans K nulle en des translatés par des points de
torsion des conjugués de () sur L & un certain ordre.

2.1 Lemme de Siegel

Soient A/K une variété abélienne, £ un fibré ample et symétrique sur A et H/K
une sous-variété abélienne de A. Soit Q € H(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne propre de H et L. C Kigs. On se donne des entiers positifs L, M et Ty. On
veut construire un polynéme F bihomogéne de bidegré (L, L) a coefficients dans K, de
hauteur bornée, nul en (Q, M Q) et ses conjugués sur L a l'ordre > Tj le long de T, ()
out:Q— (Q,MQ). Fixons aussi Z une sous-variété propre de H définie sur L passant

par @ telle que

deg(Z) > 1/codimpy Z

W]L(Q7H) = < degH

2.1.1 Préliminaires sur les opérateurs différentiels

On reprend ici briévement les notations et résultats de [16], paragraphe 4.1. On rappelle
qu'il existe un plongement ¢, projectivement normal associé au fibré £, ¢y : A — P™.
Notons # 'idéal premier de définition de A dans K[Xj,...,X,] et A 'anneau des coor-
données K[Xj,...,Xp]/H. Soit u € A(K), m son idéal de définition dans A, Ay 'anneau
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local au point u et .flm son complété pour la topologie m-adique. On sait que A est iso-
morphe & K[[T1,...,Ty]]. En particulier pour u = 0 on fixe un tel isomorphisme qu’on
notera ®y. Si on note s : A x A — A l'addition dans A et s* son image réciproque au
niveau des K-algébres, on peut définir pour tout u € A(K) des isomorphismes ®,, de Am
avec K[[T1,...,T]] par

P, =Ppo(Id@7)os* : Ay = Amy O (Am/mAn) ~ Ay,

ou 7 désigne la projection canonique 7 : A — flm/m.,[lm ~ K.
Maintenant, on peut définir une base de ’espace des opérateurs différentiels
Hompg (Am, K) a laide des (aq’iu)keNg, en posant

g o_ 1O
Pu T ELOTH
(T=0)
ott on note pour k = (ki,...,ky), |k| =ki+---+kget k! =k!---kgl. Soient €1, ..., ¢4 les
vecteurs de la base canonique de RY, alors les Oiju forment une base de I'espace tangent de
A en u, Hom(m/m? K).

On définit maintenant la notion de dérivation d’un polynéme homogéne de K[Xj, ..., X,,]
a lordre > T+ 1 en un point u € A. Soit P un tel polynéme de degré D, u un point de
A et F une forme homogene de K[Xj...,X,] de degré D non nulle en u. On note P,
I'image de % dans Ay. On dit que P s’annule & l'ordre > T' 4 1 au point u si pour toute
carte de A de la forme {F # 0} contenant u on a QI;HP%F = 0 pour tout élément k € NY
tel que |k| < T.

On définit aussi pour V un sous-espace vectoriel de T)yc) de dimension d, la notion
d’annulation de P au point u a Pordre > T 4 1 le long de V. Pour faire ceci on choisit
une base de V qu’on compléte en une base de T(c) a 'aide des 8;0 et on convient que ces
vecteurs sont numérotés de d + 1 & g. On dit que P est nul en v & un ordre > T + 1 le
long de V si 8§)uPu,F = 0 pour tout k € N? tel que |k| < T et ot 'on identifie k € N a
I’élément de N9 dont les derniéres g — d coordonnées sont nulles.

Soit «v une isogénie admissible de degré ¢(«), on note a* le morphisme d’algébres déduit
de o :

o A— A,
P+— P(Poas---,Pna),
ot (Poas---,Pna) est une famille de polynémes homogénes de degré g(a) représentant

action de o sur A. Soit u € A et s* : A — A® Ay le morphisme d’algebres déduit de
l’addition dans A au voisinage de (0, u).

Définition 2.1.1. Soient u € A, o une isogénie admissible et k € N9, Pour tout P € A,
on note 8% ,(P) le coefficient du monéme T* de

(Id® ®,)oca* ®Idosy,(P) € A® K[[Th,...,T,]].
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La série de Taylor Y ponn OF (P)T¥ est limage de P par Uapplication :

AN A® Ay “E A Ay 'E2 A K([TY, ..., Ty)).

On vérifie facilement que 9% ,(P) € A et, au voisinage de lorigine, la nullité de 0% ,(P)
ne dépend pas du choix des formes représentant ’addition ou l'isogénie «.
Soit k un entier positif, V un sous-espace vectoriel de T)yc) de dimension d et J un

idéal homogene de A. On note 85;253 I'idéal
(O8Y(Q), k e N [k| < k,Q €3)

ou on considére k € NY et les d premiéres directions de dérivation correspondent a une
base de V.

Le lemme suivant relie les notations qu’on a introduites plus haut :

Lemme 2.1.2. Soient u,h € A, a une isogénie admissible, k € N, J un idéal homogéne
de A etV un sous-espace vectoriel de dimension d de Ty(c). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i). h e Z(08X7).
(ii). Tout polynome de J s’annule a un ordre > k+ 1 en u+ a(h) le long de V.
Démonstration. C’est le lemme 4.6 de [16]. O

2.1.2 Majoration du rang du systéme

On considére le plongement

t:A— AxA
P+—— (P,MP)

et s un plongement projectivement normal associé au fibré £ = ESM. On pose M =
T L@ 5L le fibré sur A x A construit a ’aide des projections sur les premier et deuxiéme
facteurs. On va construire un élément F' de I'(H x H,M%XH). Soit sg,..., s une base
du K-espace vectoriel I'(H x H, Mg« g) et fi,..., f; des monomes de degré L en les s;,

formant une base de I'(H x H, M%LX ). Le polynoéme F' sera donc de la forme

F = i bi fi
i—1

ot les coefficients b; sont dans K. En utilisant les notations du paragraphe on fixe
une base 8&}0, e ,8;250 de 'espace tangent a l'origine de H x H. Alors, 'espace tangent a
l'origine de «(H) a pour base les opérateurs

ci+Megyti .
5,-:6% 0 5 Z:]_,...,gg
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k7TL 9 2
et on note 5(Q J\</1P8) I'opérateur

e1t+Megy+1 k1 €go+Meag, kgq o % k1 « kgq
(%(Q,MQ) ) O'“o<8¢<Q,MQ) ) =(01otioug)) © o990 °lgmq)

ou k = (ki,...,kg) € N%. Le systéme qu’on cherche a résoudre s’écrit simplement
gEltu© p 0 vk e N®, |k < T, 2.1
Qg F'=0, VkeN?, [kl <T. (2.1)

En fait, puisque QQ € Z et Z est défini sur L, il suffit que F' soit nulle sur tous les points de
la sous-variété +(Z). Notons D l'idéal de définition de ¢(Z) et d = dim(Z). On a le résultat
suivant pour la majoration du rang du systéme :

Lemme 2.1.3. [l existe une constante positive cg telle que le rang du systéme soit
majoré par
@l wr(Q, H)%~4 deg H(LM?).

Démonstration. (Esquisse) Cest le lemme 5.1 de [16] out 'on tient compte du fait que 'on
travaille sur la sous-variété H x H et non A x A, du fait que la variété Z est définie sur IL
et qu’on s’intéresse & une solution dans K. L’idée de la preuve est de se ramener & d’autres
systémes pour lesquels on peut calculer plus facilement et de fagon plus précise le rang.
En notant D l'idéal de définition de ¢(Z) et W l'espace tangent a l'origine de ¢(H), on
considére le systéme
W F et (D), YueuZ),VkeN, k| <Tp. (2.2)
On montre ensuite que toute solution F' de (2.2)) est une solution de (2.1). En effet, si F'
est solution de (2.2]), on pose u = ¢(Q) et on trouve qu’en particulier F' est nulle en ¢(0),

d'ott 6100 F = 0.

Ensuite, quitte & renuméroter les indices, on peut supposer qu’il existe un ouvert €2 de
Z sur lequel les opérateurs 8;:)‘/[690“, .. ,8;9L‘J(;)d+M6290_d
lespace normal & ¢(Z) en «(x), pour tout = € Q. Quitte a restreindre €2, on peut supposer

que si 85(:)715‘]“ (F) est nulle sur +(0), alors a(bei+MegO+iF = 0 pour tout x € €2, pour tout

()
i =1...,90 et toute forme F de H' anneau des coordonnées de H x H plongé dans un

espace projectif via le fibré Mg, g. On note W' le sous-espace linéaire de W engendré
par les vecteurs €; + Megy11,...,€g—a + Mezg,—q et on fixe ¢(x) dans +(€2). On considére
le systéme

se projettent sur une base de

NN GF €1 ,)(D), Wk € NO~ |k < Ty, (2.3)

On montre ensuite que les systémes (2.2)) et (2.3]) sont équivalents (voir [16], p. 39-40).

On peut donc majorer le rang du systéme (2.1) par le rang du systéme (2.3]). Dire que

af’b?;;’IdF € tf(x) (D) revient a dire que I'image de (’“)Lk(g/){fl/dF dans 'H’/ttL(x) (D) est nulle. Le
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nombre de conditions & écrire est donc < dimg(H'/t* () (D))r. D’apreés le théoréme de
14,

dim e (H /1", (D)1 < ez (L ’ d) deg(1(2)) < s deg(1(2)),
d’ou le rang r du systéme est majoré par
T deg(L(2)) L%,
Puisque deg(1(Z)) = (M? + 1)4deg(Z) (voir [36] prop. 7) on a

r coTE ™ (LM?)? deg(Z)

<
go—d 2\d go—d
< coTy” (LM7) wL(Q, H)? ™" deg(H).

2.1.3 Hauteur des équations

Soit F = Y, 5;X’ un polynoéme & coefficients dans K. On définit sa hauteur h(F)
comme la hauteur logarithmique de Weil du point projectif défini par ses coefficients et 1.

Lemme 2.1.4. La hauteur de chaque coefficient du systéme est majorée par
11 (LM?h(Q) + Ty log(Ty + L) 4 Ty log M + L).

Démonstration. On reprend les estimations de [16], p. 41-42. On rappelle que les opérateurs
k1

k
5{“Q7MQ) sont définis comme (51 o tszyMQ)) 0---0 (590 o t>(kQ,MQ)> © 0 montre dans une

premiére partie, que si § est un mondéme de poids k en les 55130 pour 1 < j < 2¢gg et

G eT'(H x H’M%{LxH)’ alors §(G) est un polynéme de degré < L + k et

h(é(G)) < h(G) + cr2(k + klog(k + L) + klog(M)),
voir [15] théoréme 4.1. On applique ceci a I'opérateur d; o - - - 0 d4, et on obtient
W81 008, (G)) < h(G) + exs(kloa(k + L) + Klog(M)).

Ensuite, on utilise le fait que les translations peuvent étre représentées par des formes de
bidegré (2,2) (voir [29], théoréme p. 603) pour déduire que tE‘Q’MQ)(G) est de degré < 2L
et de hauteur < h(G) + c14Lh(Q, MQ). En mettant ces deux inégalités ensemble et en
utilisant la proposition on trouve que pour k € N9 |k| < Tj on a

(8l 110)(G)) < e15(h(G) + L+ LM*1(Q) + Ty log(Ty + L) + Ty log M).

Finalement, on évalue (5&2 MQ)(G) a lorigine pour un monéme G et on obtient le résultat

désiré. O
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2.1.4 Nombre d’inconnues

On veut que F' soit non identiquement nulle sur ¢(H) donc le systéme (2.1) a I =

dimg I'(H x H, M%{LX ) inconnues. En utilisant les estimations de [14], quitte a supposer

que L > deg(H), on sait que cette quantité vérifie la relation

cigdeg(H)(LM?)% < I < ¢ypdeg(H)(LM?)%. (2.4)

2.1.5 Lemme de Siegel

On rappelle que 'exposant de Dirichlet 7 associé a un systéme linéaire est

n:I—r

ou r est le rang du systéme et I le nombre d’inconnues.

Lemme 2.1.5. Si (LM?)%~¢ > clgTé’O_de(Q,H)gO*d et L > deg(H), il existe une
fonction F solution du systéme de hauteur bornée par

cto (MEMR(Q) + Tylog(To + L) + Tylog M + L) +log(LM? deg(H)))  (2.5)

ou n désigne l’exposant de Dirichlet du systéme .

Puisque 'on veut construire la fonction auxiliaire & coefficients dans K on va utiliser

un lemme de Siegel absolu. On définit la hauteur hg sur P*(Q) par

1
. _ 4 12
ho(xg: ... xy) = K 0 g Ty logoréliagxn|:cz|v + E ny log g |zi|2 |,
vGM?{ veEME? 0<i<n

et la hauteur hy d’un sous-Q-espace vectoriel S de dimension s de Q"*! par
hQ(S) = h2($1 VANPIAN QTS)

ou x1,...,Ts est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur lequel S est défini.

Lemme 2.1.6. Soient s un entier et S un sous-K -espace vectoriel de dimension d > 1 de
K*. Il existe un vecteur x # 0 € S tel que

ha(S) n logd

<
ha(w) < = 2

Démonstration. Voir [18], lemme 4.7. O
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On peut continuer la preuve du lemme Soit B la matrice du systéme ([2.1]) et
notons comme précédemment I le nombre d’inconnues. On cherche une solution de {Bb =
0}, donc un élément du noyau A de B. On sait que

dim(N) = I — rang(B) > qm(LM?)% deg(H) — qgT° “wr(Q, H)*~4(LM?)? deg(H).

Maintenant, pour appliquer le lemme il faut calculer ho(N') ou ce qui est équivalent,
hao(N1) (voir [48] lemme IV, p. 10).

Si B est une sous-matrice de rang maximal de B alors N1 est 'espace engendré par
les colonnes de B. On remarque que la hauteur de ’espace engendré par les colonnes de
B est égale a la hauteur de 'espace engendré par ses lignes. Si on note y; une base de cet

espace et on utilise les bornes pour la hauteur des équations et le rang du systéme on a :

ha(N) <) ho(yy)
J

< rang (B) max ha(y;)
J

< qu(LM?h(Q)Tylog(Ty + L) + Tylog M + L).

En appliquant le lemme on trouve qu’il existe un polynéme F & coefficients dans K
tel que

_ a (LM2h(Q) + Ty log(Ty + L) + Tolog M + L)
- I—r
< eon(LM?h(Q) + Tolog(Ty + L) + Tolog M + L) + ¢ log(LM? deg(H))

ha(F) + cg0 log((LM?)% deg H)

ot 7 est 'exposant de Dirichlet du systéme. D’aprés une remarque de Roy-Thunder (p.
7 de [46]) on peut trouver F' a coefficients entiers algébriques dans K tel que h(F') soit
bornée par la méme quantité & une constante prés.

2.2 Extrapolation

2.2.1 Préliminaires

On rappelle que P est ’ensemble des premiers > 2 qui se décomposent totalement dans
K et que pour chaque p € P on a choisi une seule place v de Mg . On rappelle aussi qu’on
a noté e, 'indice de ramification de la place v au dessus de p dans le corps L.

Soient N; et F; des entiers positifs pour ¢ = 1,...,gg. Pour chaque ¢, on définit un
ensemble P; d’endomorphismes de Frobenius de la fagon suivante : on note a;, un endo-
morphisme de Frobenius en v la place de K fixée au-dessus de p et on pose

N;
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On définit ensuite
AP = {a, € Pi, e, < B} U{1d},

A = {a, € Py, ep > B}

Pour chaque ensemble P;, on va procéder de facon différente suivant que l'on a peu ou
beaucoup de grande ramification. On quantifie ceci de la fagon suivante :

Définition 2.2.1. Pour un entier i tel que 1 < i < go on dit que P; est peu ramifié si

)

’A(Pr)
’ 2

Da fagon équivalente, on dit que P; est trés ramifié si

)| _ Pl
A= 5
Etant donné des ensembles P, . .. , Pyo on dira qu’on est dans le “cas peu ramifié” si

tous les ensembles P; sont peu ramifiés.
On sera dans le “cas trés ramifie” s’il existe i, 1 < i < go tel que P; soit trés ramifié.

On fixe des parameétres qui satisfont des conditions différentes dans chaque cas. On fixe
aussi une constante Cy qui ne dépend que de A, K et L assez grande (on veut dire par 1a
que toutes les inégalités qu’on écrira seront vraies et ceci est possible car il n’y a qu'un
nombre fini d’inégalités qui interviendront).

Cas peu ramifié. On pose M, L,T; pour ¢ = 0,...,gg des entiers satisfaisant les
propriétés suivantes :

deg(H) < L; (2.6)
1
(LM?)%0~4 > CETE %wy(Q, H)? %, (2.7)
TilOg(Ngofi)

T; < ; 2.8
H log(Co) Egy—i log(Tiy1 + L) (28)
% > C2log((LM2Ny--- Niy_1)% deg H 2.
Tog(Ny) = Cg log(( 1 k—1)%" deg H) (2.9)
L < M?*<A4L (2.10)

T:log(N, _;
log(LM? deg(H)) < L108Noo—s) (2.11)

].Og(CO)EgO_Z‘ '

Cas trés ramifié. On choisit une fois pour toutes le plus petit indice ¢ tel que P; est
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trés ramifié ; on notera cet indice r(P). On pose M, L, Ty, T} des entiers satisfaisant :

deg(H) < L; (2.12)
1
(LA > CETE (@, H) (2.13)
Tplog N,
log(Ldeg H) < w (2.14)
C()2Nr(73)
Tolog N,
T, < 0 08 r(P) (2.15)
log(Co)N,.(p) log(T1 + L)
TologNr(p) 1
o (2.16)
LN:(py
L < M?<A4L. (2.17)

On verra au cours de la démonstration pourquoi on a besoin de ces conditions. Grosso
modo, les conditions et justifieront la minoration de la fonction de Hilbert.
Ceci joint aux conditions et permettra de construire les fonctions auxiliaires.
Ensuite (dans le cas peu ramifié) et (2.14)), (2.15), (2.16]) (dans le cas trés ramifié)
permettent d’extrapoler.
Pour simplifier les calculs, on va aussi supposer dans les deux cas que M est une
puissance de 2.

Lorsqu’on est dans le premier cas, on procéde & une extrapolation proche de celle de
[16], dans Iautre cas on suivra l'argument de [I].

Soit Q € H comme plus haut, F' la fonction construite a ’aide du lemme de Siegel
pour les paramétres Ty, L et M qu’on vient de fixer, et n I'exposant de Dirichlet associé.
On fait de plus les hypothéses suivantes pour tout ¢ =0,...,g0 — 1 :

~ TZ log N, s
h 90 : 2.18
(Q) (log CO)LM2Ego—iNg0—i e Ngo ( )
T;log Ng,—;
n < — 108 o (2.19)
C§ Ego—-i[Tolog(To + L)M + L]
dans le cas peu ramifié. Ceci entraine en particulier
- Tolog(To + L)M + L
2.2
Dans le cas trés ramifié on impose
. Tolog N,
hQ) bR TR (2.21)
(log Co)N,.(p) LM

On aura besoin de quelques résultats sur le degré des formes représentant les endomor-
phismes de Frobenius et la multiplication par M. Il s’agit des lemmes 6.1 et 6.2 de [16] et
le lemme 2.1 de [17].
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Lemme 2.2.2. (i). Il existe une constante c telle que, pour tout m > 1, il existe des
formes F?" = (FéQm), .. .,Fr(LQm)) € Okl[Xo,...,Xy], homogénes de degré 4™ re-
présentant les formules de multiplication par 2™ et telles que pour toute place finie
v € Mg vérifiant N(v) > ¢ et pour tout x = (xg, ..., zn) € A(Cy) on ait

[aSRICO]
IS

(i1). Soit v|p une place finie de K vérifiant N(v) > ¢, il existe une famille F), de formes
dans Oy[Xo, ..., Xp] homogeénes de degré N (v) représentant l’endomorphisme de Fro-
benius associé a v sur A(C,) et telles que

Iy (@)l = [|2l[3.

Soit P € A(K), v une place finie de K et A et A, les anneaux des coordonnées de A
sur Ok et O, respectivement. On notera mp l'idéal de définition de P dans A et mp, son
extension & A,. Si T est un entier positif, alors on définit

mg) ={Fc A, 8(’{IdF € mp,Vk,|[k| < T}

et mgg son extension a A,. Pour 3 = (B, ...,0s) € P*(K), on notera de la méme facon

m(pg)v (respectivement m(p gy, M(pg) o, mg?)ﬁ)yv) I'idéal de définition du point (P, 3) dans
l'anneau des coordonnées de A x P%.

Théoréme 2.2.3. Soient R un point de A(K), v' une place de L en laquelle A admet
bonne réduction et w une place de L(R) au dessus de v'. Soit également (B4, ...,0s) € O

et B=(1,p51,...,0s) tel que :

Alors, pour tout T >1, on a

(T) .7
MR AW — ™(R,B)

(quitte a renuméroter les variables, on peut supposer que | Xo(R)|w = [|X(R)||w)-

Démonstration. C’est le théoréme 6.4 de [16]. O

2.2.2 Cas peu ramifié

Supposons que les ensembles P1, ..., Py, sont tous peu ramifiés. On définit alors

S = {0(Q), o € Gal(K/L)}
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et pour chaque r =1,...,gg
Y, ={na,o---or4a4(R), REX, o, € AP 1€ Gal(K/K), 771 = bp}

(ot ¢p est I'élément fixé par le lemme et la remarque qui suit lorsque o, est un
endomorphisme de Frobenius en v|p). Lorsque «, = Id, par convention ¢, = Id.

On va montrer que la fonction F' qu’on a construite s’annule sur I’ensemble ¢(X4,_;) &
Vordre Ti41 le long de T, (f7y(c)- On notera Yg,41 := 3.

On sait par construction que F' est nulle sur ¢(X) a l'ordre Ty. On procéde par récur-
rence, donc on suppose F nulle en ¢(3g4)—;+1) & l'ordre T;.

Proposition 2.2.4. La fonction F est nulle & l'ordre > T;11 en tout point de l’ensemble
®r) et 7 e Gal(K/K) tel que T|£1 = ¢p.

U7 0 ap(Egg—it1)), pour tout oy, € Ay,

Soit «;, dans Aggi)i, 7 € Gal(K/K) tel que L = ¢;1 et R € ¥g,—it1. On voudrait
utiliser la congruence du lemme [I.7.1] mais elle ne s’applique qu’a des éléments de O,
pour v/ € Mj,. Soient donc F une extension galoisienne de IL contenant les coefficients du
polynoéme F et les coordonnées du point R et 9% un opérateur différentiel d’ordre |k|.
Soient v' une place de L au-dessus de v|p et w une place de F au-dessus de v’. On va donc
considérer le polynome
J =[] (@*F)°
o€Dy,

ot D,, est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. On sait que D,, ~ Gal(F,,/L,)
et donc J est & coefficients dans L.

On choisit des coordonnées w-entieres R = (Ry, ..., Ry) de R telles que ||R|[, = 1,
on notera R, une coordonnée de R telle que |Ryl|, = 1. On fixe aussi un élément [ =

(1,B1,...,0s) a coordonnées dans O,, tel que O, [%, e %’
al’ordre T; en «(R) et tous ses conjugués sur L, J est nul en ¢(R) a Uordre (T;—|k|)[Fu : Ly
On applique le théoréme [2.2.3| au polynéme J, qui nous dit qu’on peut écrire J comme un
produit de polynémes définis sur L, nuls en ¢(R) quitte a rajouter des “fausses” variables.

On peut donc écrire

} = Oy. Vu que F est nul

t
J(Xo,. o, Xn, FM(X),. . EMD (X)) = 3 [ (X, Y), (2.22)
I s=1

out = (T; — |k|)[F : L] et les h;, sont des polynémes a coefficients dans O,s, nuls en
(R, [3) (on a noté (FO(M)(X), Cee JolSel (X)) des formes homogénes & coefficients dans Og
représentant la multiplication par M). On rappelle qu'on note Fj(X), ..., Fp n(X) des
formes représentant I’endomorphisme de Frobenius a,.

Lemme 2.2.5. Soit v la place de Mk fizée au-dessus de p € P et oy, l'endomorphisme de
Frobenius associé a v. Alors

log | (0% )" (F,(R), FM o Fy(R))| < — T *) pop

w €p
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pour toute valuation w de K prolongeant v, 7 € Gal(K/K) tel que TL = ¢p et e, Uindice
de ramification de v dans L.

Démonstration. On note (Xo, ..., X,) des coordonnées d'un point X € P"*(K) quelconque.
On obtient par définition du Frobenius
N(v)

X;

Fpi(X) — Fp (X)X € 7,04[X].

(2

On rappelle que, d’aprés la remarque N (v) = p. On peut donc écrire
Xpr,i(X) —Fpj (X)Xf € mOk([X].

Soit d le degré de h en X ou h est I'un des h;, dans la décomposition de J. Par homogénéité
on peut écrire

XPIRT(Fy(X), YP) — B, (X)*h7 (XP, YP) € my Oy[X, Y.

En utilisant la congruence sur les coefficients des polynoémes h;, et le petit théoréme
de Fermat pour les polyndémes on obtient

dy T
XPORT(Fp(X), YP) = Fp (X) (WX, X)) € my O [X, Y.
En évaluant cette derniére relation en (R, 3), on obtient l'inégalité
d T €,/
RN (By(R), 67)| < I/

Si pour un w donné on choisit des coordonnées w-entiéres de R et on utilise 1’équation

(2.22)) on obtient
JT e w g, i— k
| (Ep(R),F(M) oF,(R))|w < |p1/ p|51‘; Loy (T3~ I).

Finalement, vu la normalisation choisie et d’aprés la remarque ona | pl/er |lw = pev,
D’autre part, par définition du groupe de décomposition, tous les facteurs de la forme
(0% F)? apparaissant dans J on la méme valeur absolue par rapport a w. On en déduit
immédiatement le résultat désiré. O

Maintenant, on veut faire la somme sur toutes les places w au-dessus de v, mais vu que
I'on a besoin de coordonnées w-entiéres du point (F,(R), FM) o F,(R)) pour chaque w,
on utilise 'astuce suivante de [I6] : on note S, Sy, Sp, Snrp des coordonnées non nulles
de R,FM(R),F,(R) et FIM) o F,(R) respectivement. Pour une place w donnée on note
Sws Sw,Ms Swps Sw,m,p des coordonnées de ces points de valeur absolue maximale pour la
place w. On peut maintenant continuer la preuve de la proposition
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Supposons (9*F)7(F,(R), FM) o F,(R)) # 0 et |k| minimal avec cette propriété. On
peut supposer |k| < T;11 sinon il n’y a rien & démontrer. On note d’abord qu’on peut écrire

@Wy<mm4FWMFNM>:I%mm%ﬂWomm»

Sp ’ SM7p SZ%S][\;LP
_ (akF)T FP(R) ’ F(M) 0 FP(R) « (Sw,pSw,M,zz)L ’
Sw,p Sw,M,p (SpSMvp)

et en utilisant le lemme 2.2.5] on a

(akF)T Fp(R) F(M) o Fp(R) < Mp,@éigw)'
5 St - ‘SpsM,pﬁ

On est dans le cas e, < Ey4,—; donc on peut remplacer dans cette inégalité e, par Eg,_;.
On fait la somme sur toutes les places de F au dessus de v et on obtient

(M) o
U (P TR A

’LU|’U SM,p
ot ny = [Fy : Qu] = [Fy : K,]. En utilisant le lemme (on remarque qu’on a choisi
pour M une puissance de 2 pour faciliter les calculs et pouvoir utiliser ce lemme) cette
quantité est majorée par

—(T; — |k]) logp <|Sprpr’ )
Ego—i Z Z |SpSM,p’w

wlv wlv

_ —(T:— [K)(logp)

[F: K]+ L[F : K]h(ap(R), M(ap(R)))

- Egy—i
< —(Tz _E|k|)A(10gp) [IF . K] + L[F : K] <il(06p(R), M(Oép(R)» + C9)
< =T —E\k!)(logp) [F: K]+ L[F : K] ((M2 + )N (ap)h(R) + 09) :

Puisque R € Xg,_;41, il est de la forme 74 _ij110g0—i+1 © . .. 0 Tgo g, (0(Q)), donc
h(R) < Nyy_is1 ... Nyoh(Q).

(?n utilise le fait que |k| < Tj41 < % (hypothése ), I’hypothése |i et la borne pour
h(Q) (hypothese (2.18)) et on trouve

> 1y log ( (OFF)T (FP(R) P FP(R))

S, ’ S
wlv D M,p

< —ng[F . K]Tzlog Ngo—i
w B Egy—i
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(M) ) A
Notons ¢ = (OFF)7 (F"’é?) F SLF;’ (R)). Puisqu’on a supposé ¢ # 0, par les propriétés des

hauteurs on a h(¢) = h(¢™1), donc

MO = HCT) = g 3 mwlogmax{L (5}
’ wE Mp
> man log max{1, ¢}

wlv
S c24T;1og Ngy—;
B EQO*i

Maintenant, par un lemme classique de hauteurs de polynémes (voir 5.4, éq. (18) [16]) on
a

h ((8kF)T(Fp(R), FOM) o Fp(R))> < e5(Tier log(Tisy + L) + LM?N,,_ih(R) + h(F)).

En mettant ensemble ces deux résultats et la borne ([2.5) on obtient I’équation

gl log Ngo—i

= < (T log(Tigs + L) + LM Nyy—i- -+ Nyph(Q)
go—1

g (1(EM2R(Q) + Ty log(Ty + L) + Tylog M + L) + log(LM? deg(H)))
et d’aprés ([2.20))

a3l log Ngy—;

= < (T log(Tiss + L) + LM Ny i -+ Nyp h(Q)
go—1

+eag (n(Tolog(To + L)M + L) + log(LM? deg(H))) .
D’autre part, (2.8)) et (2.18) impliquent pour Cy assez grand

1 Ty log Nyy—i

@(Tiv110g(Tip1 + L) + LM*Ngy i+ - Ngg 1(Q)) < 1 B
go—1

Finalement (2.19), (2.10) et (2.11]) impliquent pour Cy assez grand

1 g1 log N, —;
cor (n(Tolog(Ty + L)M + L) + log(LM? deg(H))) < 5%
go—1

et en mettant ensemble ces inégalités on a bien une contradiction.
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2.2.3 Cas trés ramifié

On appliquera le raisonnement suivant lorsque parmi les ensembles Pi, ..., Py, il en
existe au moins un avec beaucoup de grande ramification (dans le sens de la définition
2.2.1)).

On va suivre la preuve de la prop. 2.1 de [I] qui permet de simplifier, entre autres,
I’application du lemme de zéros.

On rappelle que ‘H’ désigne I’anneau des coordonnées de H x H, plongé dans un espace
projectif via le fibré M g,y et on notera pour S C H x H un sous-ensemble quelconque
et pour T et L des entiers positifs,

H(S,T,L) := dimg (H' /D)y,

ot D est I'idéal de définition de S% et D) = {F € H', O, F € D, Vk, |k| < T}. Voici
le résultat dont on aura besoin :

Proposition 2.2.6. Soit A une variété abélienne définie sur K, et ¢p : A — P, un
plongement projectivement normal associé au fibré en droites L = ESM. Soient h € Ry,
p €P etT,L des entiers positifs. Soit X C A tel que pour tout QQ € X2, on ait E(Q) <het
oy Uendomorphisme de Frobenius associ€ a la place v de K ramifiée dans L telle que vlp.
On rappelle que v est Uapplication + : A — A x A, définie par Q — (Q, MQ). On définit
les ensembles

S={uQ),QeX} et

S = U 7(v(ker(ap) + X)).
reGal(K/K)
T|LeG),

Soit T" un entier positif tel que T" < T. Alors,

h s o <1 _ H(S,T,L) > (T —T)logp _ logH(S',T"L)
= H(S',T', L) pLM? 2LM?
. T'H(S,T,L)log(T'+ L)  c31
O H(S T, L) LM? M2

Démonstration. Soit D 'idéal de définition de S%* dans H' et D’ I'idéal de définition
de §“* Posons | = H(S',T',L), ly = dimgz (D) /(D)™ N D). Avec les notations
données, lo = H(S",T',L) — H(S,T, L).

Considérons une base de mondmes sy, . . ., 8, de degré L du K-espace vectoriel [H'/D'],
(elle existe car le plongement projectif induit par Mg, g ot M = 77L ® m5L est projec-
tivement normal). On considére les opérateurs 8(’)"1(1 définis auparavant que I’on notera 0¥,
avec |k| < T'. Pour un point quelconque R € S’ on notera R des coordonnées projectives.
Considérons maintenant 1’application

¢ F— (0°F(R)) k<1 Ress
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ou F' € H' de degré L. Le noyau de cette application est justement l'idéal [D’ (T/)] 1 et donc

rang(9) = dimy D(H x H, M7, ) = dimg [D'7)], = H(S',T', 1),

On considére la matrice (8ksj(R)) (\klgT’,ReS’) ; on a vu que son rang est [ donc, quitte

‘7:17"'7m
a renuméroter les indices, on peut choisir k;, R; et s; avec ¢,5 = 1,...,1 tels que la sous-
matrice
k;
B=(0 Sj(Rz'))<1§i§l>
1<5<!
soit de déterminant non nul. D’aprés les définitions, il y a lp polynomes Gf,. .., Gy, linéai-
rement indépendants, non identiquement nuls sur S” a 'ordre T”, nuls sur S a lordre T.
On considére maintenant les polynomes 0¥ G,., pour r = 1,...,ly. D’aprés les choix faits,

OFiG, est non identiquement nul sur S’ a 'ordre T' — |k;| et nul sur S & Pordre T — |k;]|
pour tout r et on peut supposer qu’il s’écrit sous la forme

l
8’“Gr = Zgr]asz]
7j=1

pour gr; € K. De plus, on peut choisir une extension de K assez grande, une place w|v,
renuméroter les indices et faire des combinaisons linéaires de fagon qu’on puisse écrire

- =1, j=1-7+1;
8’%GT — Zé’:rfrl grjakisj oil |grj|w ‘-]_
|grj‘w <l,j=1...,01—r.
D’apres les remarques antérieures, on peut remplacer les derniéres [y colonnes de B par
*G,(Ry) ... OMGi(Ry)
8le’lO (Rl) . 3le1 (Rl)

pour obtenir une nouvelle matrice B(w). On vérifie facilement qu’on peut écrire

10 --- 0 Glp,1 911
) : . .
B(w) = B x P b g
0 0
00 --- 0 0 o g1y

et donc
| det(B(w))|w = |gig,1~to+1 * ** 91,1 |w| det(B)]w = [ det(B)]uw.
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Maintenant, on va calculer |det(B(w))|, et pour cela on va d’abord borner |9*G,.(R)|.
On rappelle que R; est de la forme 7;((& + Q:), M (& + Q4)) ou & € ker(ay), Qi € X et Gy,
est un polynome & coefficients dans K nul en (Q;, MQ;) et ses conjugués sur L & l'ordre
T. On se place sur une carte affine et on note Tt p,...,T¢, des formes représentant la
translation par £.

Comme dans le cas peu ramifié, pour utiliser les propriétés du groupe G, il faudra
travailler avec des polynémes & coefficients entiers dans LL. Plus précisement, on va travailler
sur L, on v’ est une place de L. au-dessus de v|p puisque la congruence du lemme m
est encore vraie pour les entiers de LL,s. On utilise la méme astuce que précédemment : soit
F une extension de K contenant les coefficients de 9*G,, w une place de F au-dessus de

v € My, telle que w|v’. On définit le polynome

J =[] 0*G,)°

O'EDw

ou D,, est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. Puisque D,, ~ Gal(F,, /L), J
est un polyndme a coefficients dans L/, nul sur S a V'ordre (T — |k|)[Fy : Ly/].

Lemme 2.2.7. Soit Q € S. Si on choisit des coordonnées w-entiéres de (£ + Q, M (£ + @Q)),

alors
—(T—|k])[FwiL /]

[T7(Te(Q), FM o Te(Q)lw <p~ 7
pour tout T € Gal(K /K) tel que 7, € Gp.

Démonstration. D’aprés le théoréme m il existe 8 = (1,51,...,8s) ou les [3; sont des
éléments de O, tels que J s’écrit sous la forme

(T k] [FurL,]
J(Xoye o X M (X), . EM X)) =Y T m(XY) (2.23)
l j=1

avec hy; des polynomes a coefficients dans O, 'anneau des entiers du complété L,/ nuls
en (Q+¢,3). Notons h = hy; un de ces polyndémes. On va montrer dans un premier temps

W (Te(Q), FM o Te(Q))| < p'/P.

w

Puisque h[X,Y] € Oy [X, Y] on peut appliquer la congruence du lemme et on obtient

WX, Y) = h"(X,Y)|, < p~ /7

(on prolonge de facon canonique w dans le corps K(X,Y) en posant |X;|, = |Yj|w =1
pour tout 7, ). On a donc

K" (T¢(Q), ) — M(Te(Q), B)|w < p /7. (2.24)



50

On note comme précédemment F, o(X), ..., F, »(X) des coordonnées de F,(X). Par défini-
tion du Frobenius, on sait que pour tout X on a

Xpr7i(X) - Fp,j(X)XZp € mOk[X], Vi,j 0<i,j7<n
et puisque £ € ker(ay), on a Fj, o T¢(X) = F,(X). Donc au niveau des coordonnées on a
Tgyi(X)pr - XfT&j(X)p € mOk([X]
et en utilisant le petit théoréme de Fermat on a
(Te:(X)X; — XiTe ;(X))P € mOk[X].
On note d le degré de h := hy; par rapport au premier groupe de variables et par homogé-
néité on a
(X;-lh(Tg(X),Y) - Tg,j(X)dh(X,Y))p € TyOy[X,Y].
On évalue en (Q + &, B) et on a |h(T¢(Q), B)],, < p~ 1P puis en utilisant on trouve
W7 (Te(Q), )], <p~ /7.

En reportant cette inégalité dans ([2.23]) et en évaluant en (Q + &, 3) on a

— (T k) [FwiL,/]

J(Te(Q.FMoTe(Q)] <p 7

w

O]

Corollaire 2.2.8. Avec les mémes notations que ci-dessus, pour tout point R € S’ on a

—(T—|k|)

|akGr(R)|w <p r

Démonstration. Puisque |J|w = |[[,ep, (0%G,)?|w, par définition de Dy, la norme de tous
les conjugués dans ce produit est la méme et il y en a [F,, : L,/]. En utilisant le lemme
précédant on a le résultat désiré. ]

Continuons la preuve de[2.2.6 Comme on a l'a fait dans le cas peu ramifi¢, pour pouvoir
mettre toutes les places w ensemble, on va choisir des coordonnées w-entiéres : on note
S; et S; v des coordonnées non nulles de T, (Q;) et FM) o T¢,(Q;) respectivement. Pour
une place w donnée on note S; 4, Si . ar des coordonnées de ces points de valeur absolue
maximale pour la place w. Alors

b
Siw Si Mw SSim

T¢,(Qi) FM OTEi(Qi)>| — |(akG )7 (Téi(Qz’) FM OT&(Qi)> (Sz‘,wsi,M,w

O*G,)" ,
'( ) ( . a
—@-THlFL] 1SiwSiarwle

<p :
|Si Si.m |1Lu[]F'L]

>Lmu

w
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Maintenant, on calcule le déterminant de B(w) en développant a partir de la derniére
colonne. On obtient

|det(B(w))]w <  max ‘8ki1G1(Ril)~-8kiloGlo(RZ~lO)

1<y, <l

X max ‘ak” Si—lg (Rll) C 61%1710 S1 (Rilflo)
w

1<y, <I

N lo N Il

< max ‘8 iG;(R;)| max ‘8 isj(Ry
1<i<l w 1<i<l w
1<5<lo 1<5<lo

|Sz wSz Mw|LlO ma ‘Si,wsi,M,w‘fu(l_lo)

=TT TS
? w

< p—(T—T')lo/P

Ll
—(T T')lo/p max |S'L wSz M w|
1<l |8;8; M|Ll

Soit maintenant w une place finie qui ne divise pas v. En utilisant I'inégalité ultramétrique
on a la majoration

< K
| det(B )|w_11g1€;§l!3 155 (Ri) [y

Ll
< max ’Si,wSi,M,w ’w

~ <<l ’SiSi,M’il

Finalement, pour une place w archimédienne, I'inégalité de Hadamard nous dit que

2

| det(B)|w < H Z|ak s;(Ry)[%
Ll
< ma ‘Sz wSz Mw’
- 1<z<l 1S:S; M’Ll

S .S Ll
< ma, Tl ] s (3455, (R,)
i<l |88k 1<i,j<l

l
3
I max [9%s;( 1)\3,)

1<4,5<1

Vu que det B # 0, on applique la formule du produit (ﬁ > w M log |det(B)], = 0) et
on a

T —Tlp] z
0 < —032(p)00gp + 5 log + LUA(R) + cal(T" log(T' + L) +T')

T — T")p]
< —qm p)lo %8b élogl + e3alT log(T" + L) + e33 LM2lh + cs6 L
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d’ot
(T —T"lylogp B T log(T' + L) logl ¢y

h> - _ o
= ST M ST M2 SOTME T M2

O

Lemme 2.2.9. Soit r(P) lindice fixé auparavant tel que l’ensemble Pr(p) est tres ramifié.
Alors si on utilise les paramétres Ty, Th, L, Ny(p) et Ep.(p) fixés pour le cas trés ramifié et
Y ={0(Q),0 € Gal(K/L)}, alors H(S',T1,L) < 2H(S, Ty, L).

Démonstration. On applique la proposition a lensemble X avec T' = Ty, T =T et
L = L. Pour tout Q € ¥ I'hypothése (2.21)) nous dit que A(Q) < h avec

. To IOg(NT(P))
~ log(Co) Nypy LM?’

On obtient 'inégalité

H(S, Ty, L)\ (To —T1)log(N,(p)) log H(S',T1, L)
h > cpn(l- — C42
H(S'.T1, L) Ny p) LM2 L2
L Ts(h+D) e
43 iBYE Ve

Si H(S',Ty,L) > 2H(S, Ty, L), en utilisant le fait que 71 < % (hypothese 1' et une
borne trés générale pour H(S’, Ty, L) (par exemple on prend H(S",Th,L) < H(HxH,L) <
L?9 deg(H)?) on a

Ty log(Ny(py) log(L deg H) Tylog(Ty + L)  cus
h > cy5 N 5~ — C46 3 — s T T3
T(p)LM LM LM M

Finalement en utilisant les hypothéses (2.14)), (2.15]) et (2.16) pour Cp assez grand on a

- ca9To log(Ny(py)
- ]\Q(p)LJ\f2 ’

On remplace h par sa valeur et on trouve

Ty IOg(NT(P)) > To IOg(NT(P))
log(Co)Nypy LM? = BN, o T2

ce qui est contradictoire pour Cy assez grand. O

Voyons maintenant que H(S, Ty, L) < %dimf( L(u(H), M®E). Soit Z la sous-variété

1/codimy Z
fixée satisfaisant wy,(Q, H) = (gggfr)

. Par définition, ¥ C Z et donc S C «(Z).



Chapitre 2. Extrapolation 53

Si on note comme avant D 'idéal de définition de ¢(Z), on voit facilement que

H(S,Ty,L) < dim@(H’/t’L"(v)(D)(To))L
< Ty (LM?)! deg(2)
< ol (LM?) wn(Q, H)*deg H

D’autre part on sait que dim g T'(¢(H), M®E) > c51(LM?)9 deg(H) quitte a ce que (2.12)
soit vérifiée. On a finalement

H(S,Ty,L) < quld® “(LM?)%wr(Q, H)% 4 deg H

< Q%(LMQ)% deg(H) grace a ’hypothése ([2.13)) pour Cy assez grand
1
< dimg P(u(H), MEE,

Il existe donc un polyndéme F de degré L non identiquement nul sur ¢(H), nul sur S’ a
Vordre T§,.
On recapitule dans la proposition qui suit le résultat démontré dont on aura besoin :

Proposition 2.2.10. Soit i un indice tel que 1 < i < go, N;, L, M, Ty, T1 des entiers

vérifiant les conditions a du paragraphe |2.2.1] et Q € H(K) d’ordre infini

modulo toute sous-variété abélienne propre de H wvérifiant (2.21]). Soit v € Mg une place
ramifiée dans L au-dessus de p € P;. Soit oy, un endomorphisme de Frobenius en v (on
rappelle que % < N(v) < N;) et ¥ lensemble de conjugués du point Q@ sur L. Alors il

existe un polynéme F bihomogéne a coefficients dans K de bidegré (L, L) nul sur [’ensemble

U rlker(ay) + %))
reGal(K /K)
T|LEG),

a lordre Ty le long de T, (m(c)-
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Chapitre 3

Lemme de zéros et descente

Dans ce chapitre on applique un lemme de zéros aux fonctions construites auparavant.
Il s’agit d’une variante du lemme de zéros de [16] théo. 4.1. Comme dans la preuve du
probléme de Lehmer classique “4 e-prés”, le lemme de zéros ne suffit pas pour conlure et
il faut faire une descente. Celle-ci est encore proche de celle de [16] mais en plus de tenir
compte des deux cas traités plus haut (peu et trés ramifié) elle fait intervenir un nouvel
ingrédient : une suite de corps emboités qui permettent de capturer plus d’information.
Contrairement au cas classique déja mentionné, ceci ne suffit pas pour démontrer le théo-
réme principal ; il faudra en dernier lieu procéder & une récurrence sur la dimension de la
variété H en question.

3.1 Lemme de zéros

On commence par donner une définition.

Définition 3.1.1. Soit V' une sous-variété de A et V un sous-espace vectoriel de Tyc)-
Soient T et L deux entiers positifs. On dit que V' est définie incomplétement dans A avec
multiplicité > T le long de V par des formes de degré au plus L, s’il existe des formes

qi,---,qs de degré < L telles que V' soit une composante irréductible du lieu des zéros de
lidéal (q1,...,qs) et chaque forme q;, 1 = 1,...,s, s’annule & un ordre > T sur V le long
de V.

3.1.1 Cas peu ramifié

Supposons d’abord qu’on dispose de gy ensembles d’isogénies P1, ..., Py, avec peu de
grande ramification. On utilise le lemme de zéros de [16], théoréme 4.1 en faisant quelques
modifications pour tenir compte des conjugués et avoir des résultats en fonction de wy, et
deg(H). Pour un premier p € P, notons

S, = {r € Gal(K/K), 71 = ¢p}.

95



o6

On rappelle les notations suivantes :

Y ={0(Q),0 € Gal(K/L)} et
Yi=A{najo...otg0a4(R),Re X} pouri=1,...,9

ol «y; parcourt AP ot 7; parcourt Sy si a; = ay, # Id ou 7; € Gal(K/K) tel que T = 1d

i
lorsque «; = Id.

Théoréme 3.1.2. Soient A une variété abélienne plongée dans un espace projectif P™
de facon projectivement normale, B une sous-variété abélienne de A de dimension g,
Q € B(K) et des ensembles ; pouri=1,..., gy comme ci-dessus. Soit F € L[X, ..., X,]
une forme homogéne de degré v non identiquement nulle sur B, nulle a un ordre supérieur
aTi+ ...+ T;O pour T] des entiers positifs, le long de Tg(c) en tous les points de X.
Alors il existe un entier k, 1 < k < gg, une sous-vari€té propre V. de B, géométriquement
irréductible incomplétement définie dans B par des formes de degré < 2Ny --- Np_1v avec
multiplicité > Tj, le long de T'(c), de dimension d > go — k, contenant une composante
wrréductible de Y11, telle que

T;;go_d deg U Toay(V) | < csa(deg B)(wNy ... Nj_q)% ¢

ocpeAl(cpr),TESp

Démonstration. C’est le théoréme 4.1 (avec supplément galoisien) et la scolie 4.8 de [16]
ot l'on a utilisé les idéaux Jy = (F), Jit1 = (35;177"71- jop € Agpr), T € Sp). O

On applique le théoréme [3.1.2] & la trace sur I de la fonction F' construite dans le
lemme [2.1.5] tirée en arriére par la fonction ¢ : A — A x A. Par construction, F' n’est pas
identiquement nulle sur ¢«(H) de bidegré (L, L). On sait de plus que F est nulle en tous les
points de ¢(31) a 'ordre Ty, le long de T} (g(c), donc la fonction G' = TrK/L(Foa), de degré
L(M? +1)[F : L] (ot F est le corps de défintion de F) vérifie les hypothéses du lemme de
zéros avec T} = [gf%} [F:L)et v = L(M?+1)[F : L]. On obtient donc un entier k, 1 < k <
go, une sous-variété V de H, géométriquement irréductible, incomplétement définie avec
multiplicité > T} le long de T () par des formes de degré au plus 2[F : L] LM Ny - Ny,
de dimension d > go — k contenant un point Q1 de la forme 7111 0. .. 0Ty g, (0(Q))
telle que

(Tyo[F : L)% deg U 7op(V)| < cssdeg(H)([F: LILM?Ny ... Ny_q)® ¢

apeA}ipr) ,TES)
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et donc

T2~ deg U 7oa(V)| < aadeg(H)(LM?Ny...N,1)?™%  (3.1)

apeA,(f’r) ,TESp

On veut estimer le mieux possible le degré de la partie gauche de cette inéquation et,
pour cela, compter combien de conjugués différents des o, (V') on a. Par le point (i) du
lemme [I.7.5] on sait que si ay, o sont deux isogénies distinctes de Py, alors on ne peut pas
avoir a1 (71(V)) = ag(m2(V)) pour n’importe quels 71, 75 € Gal(K/K) a moins que V soit
une sous-variété de torsion. Mais V' C H, elle contient )1 et par définition la plus petite
sous-variété de torsion contenant ce point-la est bien entendu H.

D’autre part, si on note Vi, = U cqar/r) 7(V), on a

deg | |J 7(V) | = deg(¢,(V1)) = deg(WL)-
TES)

En utilisant (ii) et puisque a;(pp, VL) # u(¢p, VL) pour tout j # [, alors on peut
écrire

N(ap)d
| ker(ayp) NGy |’

deg U ep(r() | =deg(ln) )

apeAlP?) res, apeAPr)

et en utilisant I'inégalité arithmético-géométrique on a

C54 deg(VL)Ng|A](gpr)‘
aen [TT1ker(ap) N Gy |
Qp

C55 deg(VL)Ng]A;er

v

(pr)
1251 | ker H ap | N G Vi,
apeA](cpr)

puisque les o, sont tous premiers entre eux. Voyons maintenant que

’Al(gpr)| > 56 N '
log N,

D’apreés la proposition [I.5.3] A posséde un endomorphisme de Frobenius en presque toute
place finie de K. On rappelle qu’on a choisi une seule place v au-dessus de chaque premier
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p et donc tous les v, sont premiers entre eux. En utilisant le théoréme de Cebotarev on a
N
que |Pg| > C5710g a7, € donc pour Cy assez grand

Pl Ni
A9 > Pl .
A1 2 2 _CBSIOgNk

Notons s = dim(Gy; ) et rappelons que V est définie incomplétement par des équa-
tions de degré < cs9LM?2Ny--- Ny_;. En utilisant le lemme [1.2.2] le lemme et une
borne trés générale obtenue par le lemme de zéros pour deg(V1,) (on prend ici deg(Vy) <
ceo deg(H)(LM?)%~4Ny ... Nj_1 en prenant o, = Id), on obtient pour une isogénie ad-
missible quelconque 3 de poids ¢(3)

Card(ker(3) N Gy.) |Gy, : G?/qu(ﬁ)s
Q(ﬂ)s deg(GVL)
q(3)* deg(VL)(ALM?Ny - - - Nj_1)**

c61q(B)*(LM?Ny - - - Nj_1)% % deg(H).

(VAN VAN VAN VAN

En mettant ensemble ces inégalités et la borne pour |A,(€pr)|, on a

deg(VL)N,f*SH
log(Ny) @98 /(LM2N; - -~ Njp_1)9 = deg H

deg U ab) | =

apeALpr) ,TES)

D’apres 1) I’hypothése 1’ la minoration de |A§€pr)\ ci-dessus et puisque d > s on a

c63 Nk, deg(VL)nggid

deg(H)(LM?Ny ... Np_1)9~% >
eg(H)( 1 k—1) > log(Nr)

et alors

(LM?Nj ... Ny_1)%~ % deg(H)log(Ny,)
(Tgo )goide‘

. (3.2)

Remarque 3.1.3. Dans application du lemme de zéros on aurait pu considérer des en-
sembles ¥; plus petits en remplacant dans leur définition [’ensemble Agpr) par un Sous-
ensemble de celui-ci. Pour obtenir le méme résultat final (borne (3.9)) il suffit d’assurer

X P ) . N;
qu’il s’agit d’un ensemble de cardinal > cgs g ;-
On peut résumer ces résultats dans le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.4. Soit Q un point de H(K) satisfaisant I’hypothese (2.18)), d’ordre infini
modulo toute sous-variété de torsion de H. Alors il existe un entier k, 1 < k < go, un point
Q1 = Th410h41 O ... 0 Tgy0tg, (Q) pour certains o; € P;, 7; € Sp ou p est tel que o; = oy, et
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une sous-variété propre de H, V définie sur I contenant le point QQ1, de dimension d, ou

d > go— k et dont le degré satisfait ['inégalité :

(LM?Nj ... Np_1)%~%deg(H)log(Ny)
TN,

deg V' < gz

De plus, V est définie incomplétement par des formes de degré < cggLM?Ny --- Nj_1 le

long de Ty (c) avec multiplicité au moins g?fl.

3.1.2 Cas trés ramifié

On se replace dans le cas ou il existe un ensemble P,.(; avec beaucoup de grande

ramification et soit o) € A%g On choisit des paramétres Ty, 11, L, M satisfaisant les

conditions (2.12) & (2.17) et on suppose de plus que la condition est satisfaite.
D’aprés la proposition [2.2.10|il existe un polynéme F' € K[X] nul en t(7(R+ U)) & l'ordre
Ty pour tout U € ker(ay,), 7 € Gal(K/K) tel que 71 € Gy, et pour tout R conjugué de @
sur L.

On rappelle qu’il existe m minimal tel que L. C Q,((y) (voir paragraphe . On
définit le sous-corps L1 de I comme l'intersection

LN (@p(c}n/p)'

Avec cette notation on remarque que G, = Gal(LL/Ly).

Lemme 3.1.5. Il eziste une variété Vi,, de dimension dy définie sur Ly définie incom-
pletement par des formes de degré < cgzLM? avec multiplicité > Ty passant par Q, telle
que

LM2 go—d1
des(op (Vi) < am (i — ) des().
Démonstration. Posons T, = Gal(K/L1) = {7 € Gal(K/K), 71, € Gp}. On suit le lemme
de Zéros de [35]. On pose

J = (nglldT(F ou)oty, U €ker(ay), 7' €T,)

et W = Z(J). Alors il existe une composante V de W, géométriquement irréductible,
passant par (). Puisque W est stable par translation par des points de ay-torsion et par
l'action des 7 € I', alors 7(V) + U est aussi une composante de W lorsque U € ker(ay).
On peut donc écrire

79" %deg | | T(V)+U | < cos(LM?)P~" deg(H),

Ueker(ayp)
Tely
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d’apres le lemme 5 de [37]. En notant Vi, = U, ¢p, 7(V) alors

_ LM?
deg(av, 104pV]L1) < cm( i

)Ml deg(H).

En utilisant la proposition [1.5.6|on a

LM2 go—d1
deg(apVr,) < c69( ) deg(H).

B TN (v)
O
3.2 Paramétres
Considérons P, L et H comme dans le théoréme [20] et supposons que ’'on a
A 1 log 1 dea( H)2\ (295 (9011290
") < 05 oG, (o8t ) | (3.3)
(‘UL(P7 H) C() 10g W, deg(H)Q

L’idée de la descente est de construire une suite de variétés “emboitées” de degré controlé
et dont on controéle aussi les stabilisateurs, a ’aide d’une utilisation répétée des lemmes de
7€r0s et Ces lemmes s’appliquent & des ensembles Py, ..., Py, et des paramétres

LM, Ty,..., Ty, E1,...,Eg, N1,..., Ny, satisfaisant les conditions (2.6) & (2.11]) et (2.19)
ou bien (2.12) a (2.17)) et un point @ satisfaisant (2.18)) ou bien ([2.21)) respectivement. Par

la suite on va définir des ensembles de paramétres et des points satisfaisant ces conditions.

On pose § = g3(go + 1)! + 2 et on définit pour tout i,j = 1,..., go,

pj = 629072 (gy + 1), o) = i.ilép;,

)

b =iilp; et b0 =39 p0),

=11

On remarque que Zle i.i! = (k+ 1)! — 1. Par la suite on notera wy, = wy, (P, H) ou P est
le point de départ pour lequel on veut montrer le théoréme principal. On rappelle qu'on a
supposé plus haut que P satisfait .

Pour simplifier les calculs, on notera aussi

A = log(wy, deg(H)?).
Du fait que £ = E%M et la définition de wy, on a

A > logdeg(H) > log4 > 1.
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On pose maintenant pour tout 1 <i4,j < go les paramétres suivants :

NG _ | (o ¢ B0 | (%
¢ <log A ¢ ¢ log A
On définit ensuite des ensembles d’isogénies Pl(j ), e ég') pour 1 < j < gg par

)
PP = oy, pe P, =i <p< Ny U {1d}

Pour chaque groupe d’isogénies 771»(] ) e g((])) on disposera comme auparavant de deux

cas : tous les ensembles sont “peu ramifiés” ou bien il existe au moins un ensemble trés
ramifi¢ (par rapport aux indices de ramification Efj ), ceey Egg)). Lorsque le deuxiéme cas

se présente, on rappelle qu’on a choisi le plus petit indice 7 tel que Pi(j ) est trés ramifié et

on I’a noté r(PU)). Pour simplifier les notations on le notera dorénavant r(j). On définit
(4,pr) et A(jvtr).

aussi comme auparavant pour tous 1 <4, j < go des ensembles A, i

Pour j donné on pose

B, = {B; = Tl(ﬂagj) o orWall

go go
' z(j) =0p €
—1d si ) = Id. On définit

i

pour ol € Pi(j ) et Ti(j ) un élément de Gal(K/K) qui prolonge ou bien ¢, si «

Agj -Pr) ou bien un élément de G, si al(j ) = ap € Az(j tr) et Ti(j )

Ri ={F; =Bio-0p, B € By}
D’aprés le choix des paramétres on trouve

N(B) < NP N

CoA 3232, dpjial
<bgA>

CoA 6p;l(go+1)!-1]
<bgA> '

(3.4)

Par la suite on va travailler avec une suite de sous-corps de I qu’on construira induc-
tivement a ’aide des isogénies qu’on va obtenir grace aux lemmes de zéros. Ils sont définis
de la fagon suivante :

Définition 3.2.1. Soient B1,...,08y, avec B; € ‘Bj tels que si pour j donné il existe

PT(Z'J)') tres ramifié alors 3; € Aij(’]t)r) On associe une suite d’extensions abéliennes IL; pour
j=0,...,90 de la facon suivante :

*LOZL;
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- 51 Pfjﬂ), cee %H) ont tous peu de grande ramification (au sens de la définition

on pose Lji1 =L; ;
— si on est dans le cas trés ramifié, 3; est un endomorphisme de Frobenius associé a
v|p pour un certain p. Il existe un entier m = m(p,L;) minimal tel que L; C Qp(¢m)

et on pose Lji1 = Lj N Qp(&myp))-

Pour effectuer la descente on commencera par appliquer le lemme[3.1.5]ou le lemme[3.1.2]
a un point P satisfaisant I'inégalité (on vera plus loin que cette derniére implique les
conditions et ), aux entiers Eil), .. ,Eg(,(l)), 1(1), . ,Né;) et & des paramétres
LW, M(l),Tél), . ,Té(}) qu’on va fixer plus bas. L’application des lemmes ou
donne entre autres un élément $; € B et on notera P, = [1(P). On recomencera le
meéme procédé avec le point P est de nouveau parameétres L2, M (2),T(§2), . ,Tg(OQ ) et
ainsi de suite. De cette fagon on construira au fur et & mesure une suite de points P =
Po,Pr, ..., Py.

On peut maintenant préciser les paramétres. Dans le cas peu ramifié on pose pour
j = 1, ..-590

T — :(deg H)4ij1(Pj—17H)W]

Tz(J]r)l - (logTé(Z)))2A <12§AA>b;€)i Vi=0,...,90—1
LO) = :deg(H)%’lel(Pj_l’H)W]

MY =29+ ot g = IS?OLg(g] |

On remarque facilement que pour Cy assez grand

. () )
C3 A9~ (COA )’% oAby

(log Cp)?+1 \log A

1) > (deg H)'wr,_,(Py1, H) (3.5)
Avant de vérifier que ces paramétres satisfont les conditions imposées dans le paragraphe
2.2.1] on donne un corollaire qui facilitera les calculs.

Corollaire 3.2.2. Si les ensembles Pfj), ey ég) ont tous peu de grande ramification et

st les parametres Tl-(j),L(j),M(j) satisfont les conditions a (f?.]ll}, (f?lﬂ) et (f?h?i)
avec @ = Pj_1 et . = L1 alors il existe une variété V définie sur L; = LL;_q, définie
) (4)

incomplétement par des formes de degré < cmL(j)(M(j))QNl(j o Ny avec multiplicité
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> en1Ty, le long de Ty(c) de dimension d et une isogénie 3; € B telle que P; = 3;(Pj_1) €
Vet

degV <

deg(H)wr, ,(Pj_1, H)%= [log A\ 207 +90+1)(90—)
] — 9
(N{)g0—d ( CoA ) '

On a aussi wy,;(Pj, H) <wp, (Pj-1,H).

Démonstration. Pour la premiére inégalité on remplace dans la conclusion du corollaire
les parameétres par leur valeur. On sait qu’il existe k > go — d tel que

(L(J)(M(J))QNl(J)_..,N,gj_)1>go deg(H) IOgngj)
(3 o= N

deg(V) < c72

et on vérifie facilement que

() () \ao— (J) )
(Nlj ...,Nkj_l)go d < 2 (90— d k
Ny, logA
(go—d)(k!—1)dp;—k.E!dp;
< =i >
log A
< 2
T (VP

D’autre part,

. . 7 j
LU < opy ki (Pj—1, H)CZ" +2A2(b_(])+g°)(10g Cp)?90+2
= (lOg A)Qb(])

)

et finalement

deg(V) < cra(log Co) T 9  log(A) deg(H ), (Py-1, H)" ™
Cgb(j)+2A2(b(j)+90) go—d
>< y .
N log 757
deg(H)WI[,j,l(Pj_l,H)QO*d Cgb(j)+2A2(b(j)+go) go
(Nl(j))gofd (log A)2o9)—1

deg(H)wy,_,(Pj—1,H)%~ [ CyA 2(b@ +g0+1)(go—d)
(Nl(j))go—d log A :

IA

cr5(log Cp) (200t 2)g0+1

(log A)°
A

On a utilisé le fait que < ¢ puisque A > 4.
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Ensuite, puisque V' est définie sur Lj, contenue dans H et contient P, wy,; (Pj,H) <

deg V 1/codimgV
deg H

par définition. En remplacant deg V' par la borne ci-dessus on a

a9 _2p() _2g,—
log A L 2b 290—2
WL, (B,H) < WL, 1(Pj_1,H) ( >

CoA
et, d’apres le choix de ¢, agj) > 2b0) + 299 + 2 ce qui permet de conclure. O
Dans le cas trés ramifié, pour chaque j on rappelle qu'on a choisi un ensemble 777%).)
trés ramifié et supposons donnée une suite d’extensions Ly, . ..,y comme auparavant. On
pose
| CoA \ >0
. 0 (AW
Té.]) — (deg H)4w]Lj_1(P]'*17 )CO (1 gA)
c0 _ | T (logA o
1 (log C)2A \ CoA
: CoA \ ™0
L) — deg(H) ij,l(Pj—l,H)Co (logA)
2log?2

On remarque que

deg(H)*w P;_1,H)C, %)JF?)A (<)) !
. y_ {7
> deslH) e, (o1, H)Gy . (3.6)

[€))
(log Co)*(log A)"0)

0

Dans ce cas on a le corollaire suivant du lemme de zéros :

Corollaire 3.2.3. Soit 7(j) le plus petit indice tel que ’ensemble P(J) “beaucoup” de

grande ramification. Si les paramétres Té]) / 9) vérifient les condztwns a (u

t avec Q = Pj_1 et L. = Lj_q, alors zl emste une isogénie B3; € B; et une variété
V' définie sur IL; C IL;_1 de dimension d passant par P;_1 incomplétement définie par des
formes de degré < cye LM? avec multiplicité > T} le long de Ty(c)- De plus on a linégalité

deg(8;(V)) < crrwr,_, (Pj—1, H)* ™" deg(H)(CFA)* .

On a aussi
wi, (Pj, H) < erswr,_ (Pj—1, H)CFA

ou Pj = B;(Pj-1).
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Démonstration. 11 suflit de remplacer les paramétres par leur valeur et suivre le méme
raisonnement que dans le cas peu ramifié. O

Remarque 3.2.4. De facon triviale, on a l'inégalité suivante dans les deux cas
wy, (P, H) < erowr,;_, (Pj-1, H)CFA.

Voyons maintenant que les paramétres fixés vérifient les conditions désirées.

Cas j = 1. Dans un premier temps, vérifions les conditions pour L), M), To(l), cees Tg(g)
les paramétres du cas peu ramifié, le point Py = P et 'extension Ly = L. On va oublier
I'exposant (1) pour simplifier Iécriture.

La condition ([2.6)) est satisfaite puisque deg(H )wr, (P, H) > 1. La vérification de ([2.10)
est aussi immédiate. Pour (2.7) on calcule

LM?2 Cg+2Ab+go
> _— >
Town(PH) = O (logay =7°
ce qui conclut. La condition (2.8)) est vérifiée en calculant
Tilog(Ng,—i) . T;(log A)%0— log(CoA)
(log Co) Egy—i log(Ty+1 + L) ™ (log Co)(ColA)P0-i Alog(CoA)
I log & o our Cy assez grand
> pour Cj assez gran
Alog(Cy)? \ CoA
> Tiqq.

Veérifions (2.9) :

N, CoA \ % 1
> C82
log Ny log((LM?2Njy -+ - Ni_1)% deg H) log A log(ChA)2A

Cgk_lAak_l
- (log A)ak+2
> cg3C0 ! (log A)—4
ol 'on a utilisé de nouveau (1% > 1. Puisque ay > 4 d’aprés le choix de 0 la condition
og A)

est vérifiée. Pour (2.11)) on calcule

E log Ng()—i
log(Co) Eg,—ilog(LM? deg H)

Ago—i—1
Cblogc’ (en utilisant "
0

deg(H)*wL(P, H) pour Cy assez grand
1.

cs deg(H ) wy (P, H)

AVARAY}
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Voyons maintenant que la condition (2.19) sur I’exposant de Dirichlet 7 est aussi vérifiée.
On rappelle que r est le rang du systéme (2.1) au cran 1 pour le point Py = P et I est le
nombre d’inconnues de ce systéme. En appliquant le lemme au point P on a

r < ess T8 Ywr, (P H) =% deg(H)(LM?)?
et d’aprés I'encadrement on a
I > cggdeg(H)(LM?)%.
En utilisant la condition on a pour Cy assez grand I > 2r d’ou

2 T~ %o, (P, H)%0—d
< cg7
(LM?)90—d

< C88 logA b

= C3A% \ ChA )
D’autre part, on remarque que L < Ty et que Tplog(Ty + L)M + L < cg9TpAlog(CoA).
En utilisant (3.5) on a donc

T;log Ny, —; 1 log A b
I = 07 CoA
Cy Ego—i(Tolog(To + L)M + L) Cg Ago X -0
S 1 log A b
— CpA9 \ CoA
> .

Voyons maintenant le cas trés ramifié. La vérification de (2.12) et (2.17]) est triviale.
Pour ([2.13)) on voit facilement que

LM?
Tywy (P, H)

La condition (2.14]) est vérifiée puisque

1
> c91Co > Cj5 .

a 3
T (0) log Ny (o) 4 T pary -1
> deg(H P, H)®
Nyoylog(Ldeg H) — coz deg(H)"wr(P, H) (log A)ar()
> cCo3 deg(H)4w]L(P, I?I)C’ST(UJF3 (log A)ar(l)_Z
> deg(H) wy (P, H)Co ™ (log A)ar)—2

et a,1) +2 > 1. Pour (2.15)) on calcule

Tolog(Ny(1)) - Ty <1ogA>ar<1>
10g(Co)Nyy log(T1 + L) = “*A(log Co) \ CoA

To log A “r™
(log Cp)2A \ CoA

1.

v
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I1 ne reste qu’a vérifier (2.16). On a

Tplog Ny cos deg(H)*Cplog(CoA)
1 Z 1
Cg Ny(1yL Cy
> deg(H)’log(A)
> 1,

ce qu’il fallait démontrer.

Cas général. On procéde par récurrence. On a montré que les différentes conditions
sont vérifiées dans les deux cas pour j = 1. Supposons qu’on a montré que les paramétres
vérifient les conditions imposées a chaque cran pour j = 1,...,4. Ceci implique en parti-
culier d’apreés la remarque [3.2.4]

wi, (P, H) < cgpwr (P, H)CTIA".

Il suffit de reprendre les calculs effectués dans le cas 7 = 1. Les inégalités restent vraies dans
le cas j = i+1 du fait que seules les constantes changent puisque log(Cowy, (P;, H)(deg H)?) <
097A 10g(CoA).

Remarque 3.2.5. D’apres la remarque[3.1.3 on peut appliquer les corollaires[3.2.3 et[3.2.3
a des sous-ensembles 77;(]) des ensembles Pij), pour 1 < i < gg, tant qu’on peut assurer

. . (9
que |73;<(J) N A£J7pr)| est de cardinal > 098112[’Tj)) pour tout 1 < i < go dans le cas peu
og(N;
ramifié, et |77:((Jj.)) N AS(’;;)] > 1 dans le cas trés ramifié.

3.3 Descente

Comme on I'a déja dit, I'idée est de construire une suite de variétés “emboitées”. Pour
conclure il faut ensuite montrer qu’on peut construire de telles variétés de fagon qu’il y en
ait deux de méme dimension et ensuite appliquer le théoréme de Bézout pour obtenir une
contradiction.

C’est 'argument de [16] (7.3) qu'’il faudra modifier puisque ’on dispose de deux lemmes
de zéros différents qu’il faut traiter en méme temps.

Dans cette partie on aura besoin d’un raffinement de l'inégalité de Bézout. C’est le
lemme suivant (lemme 4.9 de [16]) :

Lemme 3.3.1. ] existe une constante c vérifiant la propriété suivante. Soit V une sous-
variété propre de A définie sur IL et L-irréductible, F une forme de degré v sur A, définie
sur I et V' une sous-variété de A, L-irréductible telle que F est nulle avec multiplicité
>m sur V'. Sl existe une composante L-irréductible commune W de V.V' et V.Z(F) de
codimension 1 dans V', alors

Cdeg(V)u

m

deg(W) <
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Remarque 3.3.2. Par la suite, pour utiliser le lemme ci-dessus, on sera amené a calculer
LOMD2ND..ND

- r—1
ey

a plusieurs reprises les quotients avec r < go dans le cas peu ramifié et

L@ M2
T
placant les paramétres par leur valeur et les inégalités et (@ que ces deux quantités
sont majorées par

dans le cas trés ramifié. Pour simplifier les calculs on vérifie facilement en rem-

CoA go'0p;
wi;_, (Pj-1, H) <logA)

dans le cas peu ramifié et

4

CoA \ “r)
log A

cog(log Co)?wr,_, (Pj—1, H)CoA <

dans le cas trés ramifié.

Lemme 3.3.3. Soit j un entier compris entre 1 et go — 1, F; = jo0---0 31 € Ry et
IL; une extension associée. Si P vérifie les conditions et pour les parametres

LM Mm@ Tél), . ,Tg(ol) peu ramifiés et pour les parametres LY | M(l),Tél), Tl(l) trés

(avec les parametres L(j+1), M(j+1), To(jﬂ). .

ramifiés alors P; = F;(P) vérifie les conditions
peu ramifiés) et (avec les parameétres LUHY) M(j+1),Té]+1),T1(J+1) trés ramifiés).

Démonstration. Posons r(go) = (293(go + 1)1)29°. On a Fj(P) = (Bj o -0 1)(P) avec
0 € B;. D’apreés (3.4), 'hypotheése (3.3)) et la remarque on a

E(FJ(P)) =N(B1)-- N(ﬂ])iL(P)
_ [ CoA (oD 1 (log AN )
log & wL(Py H) CoA
ClOO(CSA)j log A r(g0)—(go+1)36p1+65p1
~ wi, (P, H) (COA>
€101 log A #(g0)—(go+1)158p1+67p1—2j
ij(Pj7H><CQA) .

D’autre part, dans le cas peu ramifié, pour tout ¢ =0,...,gyo — 1 I'expression

Tvi(j"rl) log(N(jH))

go—t

(log Co) LUTD (MU+D)2EI D NUFD . NG+

go—1

TG+

* g0
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est minorée par

102 (log A)Qb(j+1)+[(g0+1)!—1]5pj+1

(IOg 00)2i+1ij (_P]’ H) Cgb(j-‘rl)+2+[(90+1)!71]6pj+1 A2b(j+1)+290+[(90+1)!*1]5Pj+1

1 (log A2V +{(90+1)!1=116p;1

wy, (P, H) C§b<j+l)+3+[(go+1)!—1}5pj+1 AT +2g0+[(g90+1)!1-1]6p; 41

1 log A 2b0+D 4290 +2+((go+1)!—1]8pj 41
wy, (P, H) <00A) '

On vérifie facilement d’aprés la définition de § que
30p1 — 25 > (go + 1)10pj+1 — dpjt1 + 290 + 260D 4 2.

Pour conclure il faut simplement vérifier que

k(g0) > (g0 +1)!(go — 1)dp1.

La partie droite de cette inégalité est majorée par (go + 1)!g3(293(g0 + 1)!)?%°~! et on
conclut que (2.18]) est vérifiée quitte a choisir Cyy assez grand.
Pour montrer que ([2.21]) est satisfaite, on remplace les paramétres du cas trés ramifié
par leur valeur et on montre que ’expression
+1
log(N3/1)

LU (MU )2

To(j-f-l)

(log Co) N,

est minorée par

LD
€103 <log A) r(G+1)
Co(log Co)ij (I"], H) C()A
1 log A 90-90'9p;5 11
>
% G, (P, 1) (&z)
1 log A 90-90!6pj+1+2
: (&)
WL, (P, H) \ CoA

Il faut donc montrer
90-90'9pj1+1 + 2 < K(go) — (go + 1)!jdp1 + 6p1 — 25.

On vérifie facilement que djp1 > go.go!dpj+1 + 2 + 27 et, comme dans le cas peu ramifié
plus haut, on a x(gg) > (go + 1)!j0p1 ce qui permet de conclure.

De plus, on remarque que F; est une isogénie et donc F;(P) n’appartient a aucune
sous-variété de torsion propre de H. O
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Définition 3.3.4. Pour 1 < i < gg un entier donné, on notera i la fonction définie par :

(i 1 si Pfi), ceey g(é) ont tous peu de grande ramification,;
i) = ‘
0 sinon.
On pose p(0) = 0.
On rappelle que dans la définition [3:2.Ion a vu comment associer a une suite d’éléments
0B1,...,0, ou B; € B,;, une suite d’extensions Lo, ..., L.

Définition 3.3.5. Soit W ’ensemble des triplets (k,3, W) ou k € [0,go] est un entier,
B = (Bi,...,0k) est un k-uplet d’isogénies admissibles appartenant a By X --- x By,
F,=p10---00 pouri=1,...,k, (Lo,...,Lg) une suite de sous-corps de L. associée
a(Bry...,0k) et W= Wpy,...,Wg) un (k + 1)-uplet de variétés propres de H, satisfai-
sant :

(i). W; définie sur L;, L;-irréductible et P; = F;(P) € W; ;
(ii). ﬂl-_l(Wi) D W;_1 pourtouti=1,...,k;
(iii). pour tout i =0,....k on a
(Poy, Y~ deg(1)
(N0
CoA [90(g0+1)1dpi+1+2(go+1)pipu(4)) (g0 —ds)
<bgA>

deg(VVi) < clo4 il (37)

ot d; = dim W; ;
w). i11) est premier avec |Gy, : | pour tout i, 0 <i<k-—1.
v). N(Bi1) est / Gw, : Gy, touti, 0 <i<k—1

On pose les conventions suivantes : By = 1d, L_1 = Lo, P_1 = Py, pgo+1 = 1.

On veut maintenant trouver un élément (k, 3, W) tel que dim(W;11) = dim(W;) pour
au moins un indice i. Motivés par cet objectif, on pose

Wo = {(k, B, W) € W tels que dim(Wy) < --- < dim(Wg)}.
On cherche donc & démontrer :

Proposition 3.3.6. Soit P € H(K) vérifiant la condition , d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne propre de H. Alors Wo # W.

On va d’abord munir ’ensemble des suites finies d’entiers d’un ordre total noté <.

Définition 3.3.7. Soit (v) = (vi)o<i<s et (u) = (us)o<i<s deux suites d’entiers. On dit
que (v) =< (u) si
(Vi)o<i<min{s,s'} < (Wi)o<i<min{s,s'}

pour l'ordre lexicographique ou si (Vi)o<i<min{s,s’} = (Ui)o<i<min{s,s'} €5 > 8"
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On peut maintenant définir un ordre sur W : on dira que
(5,8, W) = (s, 8", W') si et seulement si (dim W;)o<i<s < (dim W})o<i<s-

Le but des lemmes suivants est de montrer que pour un élément donné (k,3, W) e W
avec k # go on peut construire un nouvel élément (k/,5', W') € W tel que (', ', W') <

(k, 8, W).

Lemme 3.3.8. Soit (k, 3%, WH) e W ou ¥ = (81,...,5) et
Wk — (Wo(k), .. .,W,Ek)). Il existe des éléments Biy1,...,Bq € Bry1 X --- X By, et des
j-uplets de sous-variétés W) = (VVO(])7 e W(])) pour j=k+1,..., g0, tels que

(i). Pour toutj =k+1,...,90, (j, 9, WO satisfait les propriétés (i) et (ii) de la
définition ou ﬁ(J désigne le j-uplet (B1,...,055);
(ii). Pour tout j :k:—l—l,...,go et0<i1<jona

WL;_q (Pi—la H)go_dgj) deg(H)

degW7) < ¢ : 3.8
&) < e e (39
Oy A 190000+ D151 4142(g0+1) i) (90— )
<logA>
ot dz(»j) = dim(Wi(j)) ;
(iii). N(Bj41) est premier avec |GWj(j) : G;Vj(j)| pour tout j =k,...,g0—1;

(iv). Wi(j) ) Wi(jJrl) pour k <j<go—1,0<1i<j.

Démonstration. C’est le lemme 7.5 de [16] ou il faudra faire quelques modifications pour
tenir compte de tous les cas. Il s’agit d’une construction par récurrence. Dans un premier
temps, on voit bien que si (k, Bk W(k)) € W alors les variétés Wi(k) satisfont la condition
(3.8) puisqu’elles satisfont par définition la condition ([3.7)).

On montre par la suite comment construire & partir d’un triplet (k,ﬂ(k), W(k)) un

triplet (k + 1, gD W k),
Premier cas. S'il existe r(k + 1) tel que I’ensemble P((k-s—i) ait beaucoup de grande
ramification, on applique le corollaire au point Fj(P) = Py, et ’ensemble

*(k+1 k+1) k+1 o
,Pr((ki—l)) 7>(+1)\S o S={a,c 7><(k++z),(p,\awék>:GW&)|)¢1}.

Cet ensemble respecte la condition de la remarque [3:2.5] : en effet le lemme [I.2.2] assure

que la partie discréte du stabilisateur de W,gk) est au plus polynomiale en le degré de W,Ek),

donc au plus polynomiale en wy, ,(Pr—1) et deg(H). D’autre part le nombre de premiers
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divisant un entier N donné est un O(log(N)) donc le cardinal de S est inférieur a CpA.

AR o P P [ AL S
rkt1) |~ T2 € onc | r(k+1) r(k+1) | =1
On obtient ainsi une isogénie o, qu’on note [i4+1 (il suffit de compléter par des identités

. 212 s vis(k+1 L.
pour avoir un élément de By.1), une variété W,g _J ) propre de H définie sur Lyiq, de

dimension notée d,(::rll) passant par Pj. On pose

D’autre part ‘

ket 1 < (k41
W,EJ )= ﬁkH(W;ﬁJ ))

et donc d’apres le corollaire [3:2.3]

(k+1)

(k+1)
deg(WE ) < eropwn, (P, H)O %1 deg(H)(CFA)~h
_ (k+1) _, . i .
Dans ce cas u(k +1) = 0 et donc W} vérifie la condition |D de facon triviale.
D’aprés le corollaire il existe des formes définies sur L1 de degré < ¢1g7 LD (M (E+1))2
qui définissent incomplétement Wélﬂrl) T 1(k+1); soient G1,...,Gs de
(k

telles formes. On construit W), D dela fagon suivante : parmi les composantes irréductibles

avec multiplicité >

sur Ly de Wék) NF, 1Z(G;,) on en choisit une ¥; contenant une composante irréductible

de dimension maximale de Wék) NE,; I(Wé{:—l)
a

) passant par P. D’aprés le lemme |3.3.1/on

108 deg(Wék))L(kH) (M(k+1))2N(Fk)

deg(Y7) <
T1(k+1)

On recommence le méme procédé avec G;, et ainsi de suite jusqu’a trouver un entier u tel
que

W N F Z(Gy) N N FT2(G)

ait méme dimension en P que Wék) NF, ! (W,g:rl)

irréductible de Wék) NF,;'2(G1)... F; ' Z(G,) contenant une composante irréductible sur

Lo de dimension maximale de Wék) NF, 1(W,§T1r1)) passant par P. On a donc

). On choisit pour WO(kH) une composante

(k+1) ( g (k+1)y2 u
deg(W{™) < 19 deg(W) (L TOMY)N(By) N(ﬁk)>

T1(k+1)
et en utilisant la remarque [3.3.2] on obtient

deg(Ws" ™) < crodeg(Wy)ww, (P, H)“(CoA)* (log Co)*"

( CoA )go-go!5pk+1u
X

log A (N(Br) - N(B1))".
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Par définition d(()kﬂ) = d(()k) — u et d’apres la remarque et la borne l) on a

CoA (k1) (4 —df+)
log A)

CoA (90-90'0pk 41+ 1+[(g0+1)!=1]6 35, p;) (dék)—dékﬂ))

<10g A) '

(k) _ (k+1)
deg(WF*D) < 11y deg(W Yo, (P, 1) (5 —4) <

On vérifie facilement que

k
90-90'0pk+1+2+2k =9 Z pi < 90-90'0pk+1 + 2+ 2k — kdp <0
j=1

pour k > 0 et donc

CoA > (g0-+1)15p1 (go—1)(d) —dF1))

(k) (k+1)
deg(Wo(kH)) < c112 deg(Wo(k))WLo (Po, H)"o % (logA

Si k=0, Fr, = id et la derniére inégalité est encore vraie.
En utilisant ’hypothése de récurrence on a

(k)
A\ 90(90+1)!8p1(g0—dy )
deg(”o(kﬂ)) < 0113wJLo(P07H)g°7dék+l) deg(H) (fng)

( CoA ) (goil)(gO‘i’l)!(Spl(dék)id(()lvkl))
X

log A

(kJrl))
O—d(()k+1) 0

_ (p H)g CoA >go(go+1)!5/’1(go—d
= C114WLe (L0,

deg(H) <log A

ce qu’il fallait démontrer.

Supposons les variétés Wékﬂ), e ,W,Sf D construites pour m < k — 1 et construisons
Wr(fill). On coupe st}rl par le nombre minimal de formes Gy, ...,G, définissant W,iﬁl)

)

avec multiplicité > Tl(kJrl tirées en arriére par (B o -0 Brma2) ! de sorte que

W A (Bro-0Bmia) "Z(GI) N N (Br o0 Bnra) ' Z(Gl)
ait méme dimension en P41 que
k —1 (k41
WT(nJ)r1 N(Bro--0Lmi2) I(WM ))-

Comme plus haut, on fait ce choix de fagon inductive sur u et on trouve une composante
Lyy41-irréductible de dimension maximale de

W A (Bro-0Bmra) "Z(G1)N...0 (Bro -0 Bmra) "Z(G)
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parmi les composantes contenant ﬁmHW,Sf +b (elle existe puisque W,Sf ) - ,677_11 1(W7§fil)
par hypothése de récurrence et WT(,f ) - Wéf )). On a donc d’aprés le lemme et la
remarque [3.3.2]

deg(WibH) < enis deg(WiL) e, (P, H)"(CoA)* (N (Br) -+ N(Bm2))"

CoA 90-90'6pky1u
. (logA>

(log Cp)*«. (3.9)

Bien entendu, si K = m + 1 on n’a pas besoin de tirer en arriére les formes Gy, ... Gy et le
dernier terme & droite dans cette inégalité disparait simplifiant le calcul.
Lorsque K >m+1ona
k+1 k
degWED) < erigdeg(W) eon,, (P, H)

m

CoA <2+2(km)+go.go!5pk+1+[(90+1)!1]5j_§:+2pj>u
<log A)

et en regardant ’exposant de plus prés on a

k
2(k —m) + 2+ go-g0'0pes1 + [(go + D! =15 > p;
j=m+2

<2(k—=m) 424 g0.90!0pm+3 + (9o + D)I(k —m — 1)6ppmi2 — 6(k —m — 1) ppm2

< (g0 + D!k —m = 1)dpmi2 + 2(k —m+1) + 9090!0pm+3 — 6 pm3

< (g0 + 1)!(go — 1)dpm+a2-
et alors

(90— 1)(go+1)!0pm 2, —d 1)
k+1 k k) _ k1) [ CoA m+1" %m+41

deg(W751+1)) < c117 deg(Wrsw)ﬂ)WLm(Pm?H)dm“ i1 <logA)

( CoA ) [90(90+1)!5Pm+2+2(90+1)!Pm+1u(m+1)}(go—di,]f)ﬂ)

log A

Dans le cas kK = m + 1 on vérifie facilement que cette borne est aussi valable.
De cette fagon on a construit un triplet (k+1, B+, W(k“)) satisfaisant les conditions
demandées.

Deuxiéme cas. Puisqu’on a utilisé des inégalités trés larges dans le premier cas, les
calculs dans ce cas sont presque les mémes. Pour convaincre le lecteur, on expliquera en



Chapitre 3. Lemme de zéros et descente 75

détail seulement la construction de WO(kH). On applique le lemme au point Py et aux

ensembles P; (1) — Pl-(kﬂ) \ S; ou
k+1 o
8= {op € P, (011G G ) # 1)

pour tout i = 1,..., gg. Ces ensembles respectent la condition de la remarque[3.2.5] puisque

le cardinal de S; est inférieur & CpA (comme on vient de le voir dans le cas trés ramifié)
(k+1)
k+1) (k+1,pr) N,
et donc [P} NA; > €119 — 717
| I3 i | = €119 log(kaH))

Ce lemme nous donne un élément G et une variété W définie sur Ly = Lj; passant
par le point fr41(Px) = Pry1. On pose alors

(k+1) _
Wi " =W.

Cette variété vérifie bien la condition (3.8]) d’aprés le corollaire puisque pu(k+1) =1
et 200D + go + 1) < 2(go + 1)!pr41-

On construit WékH) de la méme fagon que dans le premier cas, mais cette fois-ci

en coupant Wék) par le nombre minimal de formes Gi,...,G, définissant ngﬁl) avec

T k+1 - N — . o1
multiplicité > 0120T9(0+ ) tirées en arriére par F +11. Ensuite, on utilise de nouveau le

lemme et la remarque [3.3.2] et on obtient

CoA

golépr+1u
M) (N (Bern) - N(B)™

deg(W3"™) < cra1 deg(Wy" Yo, (Pr, H)" (

D’aprés la remarque et la borne (3.4) on a

deg(Wék+1)) < 192 deg(WO(k))w]LO (P07 H)(d(()k)fd(()k-‘rl))

" CpoA
log A
(k) _ g(k+1)
A\ o(go+1)!dp](dg —dy™ )
< c123 deg(Wék))w]Lo (Fo, H)(dék)_déHl)) <1€§ A)

ChA [90(g0+1)!5p1](go—dS)
log A) '

k41
2k-+90!0pp-41+[(90+1)!—1]5 3 pz] (df) —dg" )
=1

(k+1)
< c124wr, (Po,H)gO_dOk+1 deg(H) (

Pour continuer la construction, on recommence ce procédé cette fois-ci en partant de (k +
1, k1), W(k‘H)) et des ensembles Pl(k+2), cees g(§+2) et ainsi de suite. O

Avant de continuer la preuve de la proposition [3.3.6] on donne un lemme qui utilise la
construction qu’on vient de faire et donne en plus une information sur l'ordre <.
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Lemme 3.3.9. Si k < go et (k,3%), W®)) € W, alors il existe un triplet (k,3,V)eWw
tel que o
(k. 5, V) =< (k, g0, W),

7

On pose maintenant V; = I/Vl-(go) pour 0 <i < ket = (B1,---,0;). On a vu que ce triplet
vérifie les conditions (i), (i) et (i7i) de la définition

Si k <k, alors V; = Wi(k) pour i < k — 1 et puisque gk,ﬂ(k), W(k)) € W, la condition
(iv) de la définition est encore vraie pour le uplet (k, 3, V).

Si k > k, la condition (i7i) du lemme nous dit que N(fF;+1) est premier avec
\GWi(i) : G?/Vﬁi)| et vu que V; = Wi(z) pour tout k < i < k— 1 on a donc N(B;+1) premier
avec |Gy, : G| pour tout i tel que k <i < k. On a donc (l%,,@, V)ew.

Voyons maintenant la condition sur 'ordre : deux cas se présentent. Si k<kona

k k k k
Wé ) L. Wfi_)1 W}é ) Wk(: )
I [l UN
Wégo) o Wfig_ol) W}ggo) o - o Wg(§0)

et on voit clairement que (l;:,/é, V) < (k, %), W), D’autre part, si k> k on a le dia-
gramme

OIS
I I
k—1 k—1 E—1
wD L wE fiq )
I Il [l UN
WO(QO) . Wk(;gO) o é{iol) I;(:go) o W;go)
et encore une fois il est évident que (12,5, V) < (k, g%, w k), n

On peut maintenant démontrer la proposition [3.3.6]

Démonstration. (Proposition [3.3.6) Voyons d’abord que Wy # 0; en effet, soit Wy une

. . de (W) 1/COdimHWO
variété de H définie sur Ly passant par P telle que wy, (P, H) = (M)

deg H
(0,0, Wp) € W.
Puisque ’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et go — 1 de longueur au
plus go strictement croissantes est fini, il existe alors un élément de Wy minimal pour

; alors
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=. Soit (s,3, W) un tel triplet (on remarque que s < gg — 1 sinon, par le principe des
tiroirs, il y aurait un indice ¢ pour lequel dim(W;_1) = dim(W;)). On applique le lemme
m a ce triplet et on obtient un nouveau triplet (3, B, V) qui appartient & W et tel que
(3,3, V) < (s,3, W), mais (s, 8, W) est minimal pour < d’ou (3,5, V) & Wo. O

3.4 Preuve du théoréme principal

On donne une proposition qui regroupe les résultats obtenus jusqu’a présent et résout
le théoréme dans la plupart des cas.

Proposition 3.4.1. Soient A une variété abélienne définie sur un corps de mombres K
admettant des multiplications complezxes, munie d’un fibré Lo ample et symétrique, L = ,ngm
et P un point de A(K)\ A(K)tors. Soit H une sous-variété abélienne de A telle que P € H
et P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Alors une des deux
assertions suivantes est vraie :

(i). si L C Kios 00 a

. 1 (log log wr, degz:(H)2>H(gO)7 (3.10)

hp(P) >
)= o) \ Colog . deg, (112

ot k(go) = (295(go + 1)1)*° et go = dim H ;

(ii). iLL(P) contredit ["inégalité ci-dessus pour un certain L et il existe une sous-variété
abélienne propre B/K de H, des éléments 3; € B, pour j =1,...,go satisfaisant les
hypothéses de la déﬁnition@ une suite de sous-corps IL; associce et un entier i,
0<i<go—1, tel que 777(?;_11) est trés ramifié et

TBit1(5;) — Bit1(P;) € B
pour un certain T € Gal(K [Liy1) tel que Ty, # {Id} et P; = (Bio...0 B1)(P). De

plus on a l'inégalité

deg, U T(P+&+B| < c1osN(Bit1)? Ywy, (P, H)% ™%

Eeker(Bi+1)NH
TEG&I(K/]LHJ)

A [90(g90+1)!0pi+2](go—d;)
Co > (3.11)

x deg,(H) <10gA

ou d; =dim B et i <d;.

Démonstration. Soit P € A(K) contredisant (vérifiant ) On applique la pro-
position qui nous donne un élément (s, 3, W) € W\ Wy. Soit i le plus petit indice
tel que
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Par minimalité on a donc i < d;. ' '
Premier cas. Les ensembles Pl(ZH), ceey ééﬂ) ont tous peu de grande ramification
d’ott L; = L1 et u(i + 1) = 1. Puisque W; C ﬁl-jrll(W,'H) NH, on a

U wWi+ecs iWip)nH.
&eker(Biy1)NH
Pour calculer le nombre de translatés différents dans cette union on remarque que deux
tels translatés £+ W et &'+ W; sont égaux si § — & € ker(Bi41) NGw, NH. Vu que N(Bi+1)
est premier avec |Gw;, : Gy, | on sait que le nombre de translatés est IV (Biyq )90 dim(Gw;)
D’autre part, deg(ﬁijrll(WiH) N H) = N(Bip)©dimaWit1) deg(W;,;) par la proposition
[1.5.6] d’'ou

N(ﬂi_i_l)QO*dim(GWi) deg(W;) < N(ﬂi+1)90*dim(Wi+1) deg(Wiy1)

et alors
N(Bi41)% % deg(W;) < deg(Wis1)

ou s; = dim(Gw;,). Vu que P; € W; C H, par définition on a

deg(WZ) ) 1/codimg (W;)

(P, H) <
w, ( ) < ( dog H

et donc
N(Brsr)™ oy, (Poy H)® % deg(H) < deg(Wis).

En utilisant la borne pour le degré de W; 1 donnée dans la définition cette quantité
est majorée par

wi (P;, H)9%0~4 deg(H) [ CoA [90(go+1)!18pi+2+2(g0+1)!pit11(i+1)](90—ds)
deg(w/i—l—l) < c196 ]Lz( ) g( ) ( 0 >

(N1(i+1))p(i+1) log A
w, (P, H)gO_di deg(H) [ CoA [90(g0+1)!0pit+2+2(g90+1)!pit+1](90—d;)
S C127 Nl(iJrl) <10gA>

et puisque d; > s; on a en particulier

(i+1) CoA
N. <
1 = s <log A

> [90(g0+1)!10pi+2-+2(g90+1)!pi+1](g0—d:)

En remplacant les paramétres par leur valeur on trouve
CoA dpit+1 CoA [90(90+1)16pi+24+2(g0+1)162 psy2](g0—ds)
¢ 0=
(bgA> - H9<bgA>

CoA 83piya CoA 90(90+1)!pit2(go+28)+1
< .
(bgA) <bgA>
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D’aprés le choix de § on vérifie facilement que
62 > go(g0 + 1)!(go + 29)

ce qui est absurde.

Deuziéme cas. 1l existe r(i + 1) tel que pUth beaucoup de grande ramification.

r(i+1)
Comme dans le premier cas on a

U Wi+ £C B (W) N H
geker(Bir1)NH

et on obtient & nouveau
N(Bip1) e, (P, H)%~% deg(H) < deg(Wis1).

Premier sous-cas. Si s; < d;, on remplace deg(W;+1) par sa valeur et on trouve

N(Bit1)wr, (P, H)% ™% < ¢139

wi, (P, H)go—di < CoA > [90(g90+1)!10pit2+2(go+1)!piy1p(i+1)](go—d;)

(N1(i+1))u(i+1) log A
[ CoA 90(go+1)10pit2(go—d;)
< (P, H)oo—d [ 2= :
< ez, (P, H) <logA>
D’aprés le lemme de zéros [3.1.5) ;11 est une isogénie de 73757(’;_13) et elle est différente de
(i+1)
I'identité, d’ou N(Biy1) > . On a donc

Nl(iﬂ) < 132 (COA

92(go+1)!16p;42
log A)

et en remplagant

CoA dpit1 CoA 93(g0+1)16pi 4 2+1
< .
<logA> - (logA>

Ceci implique
dpi+2(8% = gi(g0 + 1)) < 1.
D’aprés le choix de § et p;10 on a

Spiva(62 — gR(go+ 1)) > 6(62 —5+2) > 1

ce qui est contradictoire.

Deuziéeme sous-cas. Si en revanche s; = d;, puisque

U Gw, +zcw;,
zeW;
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on peut écrire

wi=|J G, +v.
yeWw;

De plus, Gy, C H et W; & H et donc par minimalité de H, F; ¢ GYy,- La composante
connexe de W, passant par P; est G?/Vi + P;. Puisque W; est défini sur L; alors

U o, +a(P) C W
o€Gal(K /L;)

De plus, ﬁ;ll(Wi+1) est stable par action de Gal(L;/L;+1). On a donc

U W, + (P +€) C B (Wiga) N H.
{eker(ﬁitl)ﬂH
reGal(K /K)
T‘LiGGal(Li/Li+1)

Si toutes les composantes Gy, + 7(F; + §) sont différentes, on a I'inégalité

N(Bi41)% % [L; : Lij1] deg U G +o@) | < N(Bix1)? % deg(Wip).
o€Gal(K/L;)

D’apreés le lemme [1.7.3]

(i+1)
‘ . @+1) e+ | (i)
[Li : Lipa] = min | E G0, 5 =E, 11

i Pi
alors on a toujours [L; : L;11] > EYJFI) = [(lggi) H]. En remplagant deg(W;y1) et

[]LZ' . Li—i—l] on a

i A [90(g90+1)!0pi42](g0—d;)
E£ +1)WL¢(Pi7H)goidi < ciaawr, (P, H)9 4 (CO )

log A
d’ou
CoA \ Pt CoA (92 (90+1)!16pita]+1
< .
<logA> - (logA)
On a donc
pit1 < g (go + 1)0pita + 1
et alors

5Pi+2(6 ) + 2) S 1
20piv2 <1,
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mais 26p;12 > 20 > 8 ce qui est contradictoire.

Si au contraire il y a des composantes identiques parmi cette union, on est dans le
deuxieéme cas de la proposition avec B = Gy, fi+1 et P; comme ci-dessus. [

Avant de terminer la preuve du théoréme [1.4.1] on donne un énoncé qui nous aidera a
conclure quand le deuxiéme cas de la proposition se présente.

Théoréme 3.4.2. Soient P et H comme dans l'énoncé du théoréme et L C Kiors-
Alors il existe une constante ¢ ne dépendant que de A, K et L telle que

H(P) > e deg H % loglog Dy, (P) deg H (g0)
> Dy (P) log Dp.(P) deg H ,

ot K(g0) = (263(g0 + 1))?* et Dy(P) = [L(P) : L.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension de H.

— Soient P, H comme dans I’énoncé du théoréme et supposons dim H = 1. Supposons
que P contredise le théoréme. Dans ce cas on reconnait la condition et on peut
appliquer ce que l'on a fait dans le paragraphe et choisir P et L minimaux.
D’apreés la proposition |3.4.1] ou bien

1 <log log wr, deg(H)2)K(1)

hMp) >
(P) = wL(P, H) \ Cplogwy, deg(H)?
- deg H (loglog Dy deg H\ "W
= D (P) \ logDLdegH
Dyp(P)

et on a une contradiction (on rappelle que wy (P, H) < dos(m) DAY définition), ou

bien il existe P;, Bi+1 et B satisfaisant (3.11]). On a donc i =0, §; = Id et D (P) <

8
c13swiL (P, H) deg(H) (Sgﬁ) . D’aprés la remarque [3.1.3| on peut donc enlever des

ensembles Pi(l) les éléments «, qui ne vérifient pas L(a,(P)) = L(P) puisque d’aprés
le lemme ils sont en nombre inférieur a cy36A. De plus d’aprés le lemme 5.2
de [7] on peut supposer que A a bonne réduction ordinaire en toutes les places v qui
interviennent dans les ensembles P;. On peut donc appliquer le lemme [I.8.9| qui nous
dit que 7(ap(P)) # ap(P) pour tout ay, ce qui contredit la proposition [3.4.1]
— Supposons maintenant le théoréme vrai pour H tel que dim H < gp.

Soient P, H avec dim H = gg et supposons encore F;, ;11 et B satisfaisant (si
on est dans le premier cas il n’y a rien & démontrer). On peut encore supposer qu’on
a choisi L. et P de facon que le lemme soit assuré.

Voyons d’abord que dans ce cas B = {0}. Dans ce qui suit par abus de notation

on notera L le fibré donnant la polarisation sur H (qui provient de la restriction a
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H du fibré £ sur A). Si dim B > 0, il existe une sous-variété abélienne C' de H de
dimension gy — d; telle que l'application p soit une isogénie de variétés abéliennes
polarisées
:U’:(BWC|B)X(CVC\C) - (Hv[’)
(z,y) — z+y,
voir [8], 5.3.13, p. 128. Soit (z,y) € B x C tel que u(z,y) = P;. Par fonctorialité de la

hauteur canonique, on sait que

~ ~

he(P) = hyec(z,y) = he(x) + he(y).

Puisque C' est une sous-variété abélienne de A et y est d’ordre infini modulo toute sous-
variété abélienne propre de C, le théoréme est vrai pour y. D’autre part,

deg, B[Liy1(y) : Lit1]
| ker pf

deg, U @)+B|=>
T€Gal(K /Lit1)

donc en remplacant dans (3.11) on obtient

[Lit1(y) : Lit1] < cisr

’ker/i’wﬂ_,i (P, H)QO*di deg, H [ CoA [90(90+1)!6pi+2+g0'godpit1](go—ds)
deg, B log A ’

On remarque que dans cette inégalité on a utilisé une borne plus précise pour N(8;+1) que
(3.4) puisqu’il s’agit du cas trés ramifié et donc ;41 est un endomorphisme de Frobenius

dans un certain P;H ) et non une composition de plusieurs isogénies. L’hypothése de
récurrence appliquée a y et 'extension ;11 donne

iL ( ) > < degg C ) ﬁ <10g log D]LiJrl (y) degL C) k(go—d;)
r(y) >c| =———— |
D (y) log Dy, ,, (y) deg, C

- . deg, Cdeg, B 1/g0-di
5\ [ker plwr, (i, H)%o~% deg, H
(log log Dy, (y) deg, C’) #(go—ds) <10g A > 90(90+1)!8pi+2+90!908pi+1
log DLi+1 (y) deg, C CoA
1 log A #(g0—di)+go(go+1)!5pi+2+9g0!g06pit1
e (Gn)

>

D’aprés les propriétés du degré et la décomposition de p*L dans B x (', on sait que

deg, B x deg, C' = c139 deg,- (B x C) = qmagdeg,(1(B x C))| ker pl.
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On rappelle que P contredit I'inégalité (3.10) et donc en reprenant les calculs du lemme
B.o.0lon a

h(P;) <

1 log A £(g0)—(go+1)1idp1+idp1 —2i
w]Li(Pi’H) <00A> '

De plus, hz(P;) > he(y). En mettant ces inégalités ensemble on obtient Dinégalité

log A k(g0)—(go+1)!idp1+idp1 —2i log A k(go—d;)+go(go+1)!10pi+2+90!g00pit+1
.(3.12
(x) (5) (312

On remarque d’aprés la construction des variétés W; que d; > 0. De plus la fonction k(z)
est croissante, donc

k(g0 — di) < K(go — 1).

En remplacant x(x) par sa valeur on voit bien que I'equation (3.12)) est absurde.

On vient donc de montrer que d; = 0 et puisque 7 < d;, on a ¢ = 0. D’aprés la
proposition on a 7((1(P)) = $1(P) et de plus (1 est un enomorphisme de Frobenius
(puisque au cran 1 on se trouve dans le cas trés ramifié) ce qui contredit le lemme|1.8.9 O

On peut maintenant terminer la preuve du théoréme Soit P,IL et H comme
auparavant avec dim H = gg. D’apreés la proposition deux cas se présentent. Si

. c <log log wy, deg(H)2>H(QO)

>
M) 2 P ) \ Cylog . dea(H)?

le théoréme est vrai puisque k(go) < K1(go)-

Sinon, il existe P;, 3;11 et B satisfaisant . Voyons d’abord que dans ce cas on a de
nouveau B = {0}. Si ce n’est pas le cas, on peut reprendre la fin de la preuve du théoréme
et on a encore une variété abélienne C' et un point y € C tels que p(z,y) = P;.
D’aprés le théoréme (3.4.2

1
) ) d w4 (loglog Dy, (y) degy €'\ *(%0~%)
h(P;) > h(y) > c140 <eg£C> " < 08108 Dy, (9) deg ) :
Dy, (y) log Dy, (y) deg, C

De plus, P contredit le théoréme m (sinon il n’y a rien & démontrer) et donc

- 1 log A\ "1 (90)
J(P .
(P) < Soop <COA>

Reprenant les calculs du lemme on a

. 1 log A\ #1(90)—(g0+1)lidp1+idp1 —2i
h(P;) < o8 )
wr, (P, H) \ CoA
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On en déduit comme auparavant

log A k1(go)—(go+1)lidp1+idp1—2i log A x(go—1)+go(go+1)!0p;i+2+g0'g0dpi+1
> .
(&s) (&s)
Comme on I’a vu plus haut, ceci est impossible.

On a donc B = 0 et donc d; = 0. Puisque ¢ < d;, on a ¢ = 0. En remplacant dans

I'inégalité (3.11]) on a

CoA g5 (go+1)1dp2
deg U T(P+&) | <c1a1N(B1)%wL(P, H)% deg(H) <10 A>
EEker(Bl)ﬂH 8
T€Gal(K/K)
’TULEGal(]L/]Ll)

et alors en particulier

CoA 92(go+1)18p2+5p1[(go+1)!—1]
[L(P) : L] < craowr (P, H)% deg(H) <logA>

CoA (g0+1)!10p1
< P H)% H|—— .
< cry3wL (P, H)% deg <log A>

D’apreés le théoréme [3.4.2] on a

. a0 r(g0)
WP) > o deg(H)\ 90 (loglog Dy, (P)deg(H)
Dy (P) log Dr,(P)deg H
(g90+1)!4p1

. deg(H) W log log wy, (P, H) deg(H)? 90
Y5\ wL(P, H)% deg H log wy (P, H) deg(H )2
log log Dy (P) deg H  *(90)
log D1, (P)deg H
C146 log log wy, (P, H) deg(H)? (g07+-1)!0p1+-+(g0)
- W]L(Pa H) IngL(P,H) deg(H)2

qm [ loglogwy(P)deg(H)?\" "
wn(P, )\ Togur (P) deg(H)?

v

ce qu’il fallait démontrer.



Annexe A

Conjecture de Zilber-Pink

A.1 Cas des variétés abéliennes

La véracité de la conjecture [J] permet entre autres de rendre absolu un théoréme de
G. Rémond [43] a propos d’un cas particulier de la conjecture de Pink-Zilber. On donne
d’abord quelques définitions.

Définition A.1.1. Soit A une variété abélienne sur Q et v un entier vérifiant 0 < r <
dim A. On note
A=) HQ

codimH>r

ot l'union porte sur tous les sous-schémas en groupes H de A.
On remarque que AldimAl — 4

Définition A.1.2. Si X est un sous-schéma fermé intégre de A et r un entier, on note
Zg,)o C X(Q) I’ensemble des points P pour lesquels il existe un sous-schéma en groupes H
de A tel que

dimp X N H > max(1,r — codimH).

On remarque que si X est une courbe transverse, c’esta dire X n’est contenue dans
)

aucun translaté d’un sous-groupe algébrique propre, alors Zg,o est vide.
Dans [43], G. Rémond démontre les résultats suivants :

Théoréme A.1.3 (Rémond). Soit A une variété abélienne, L un fibré en droites ample
et symétrique sur A, h une hauteur associée a L et X un sous-schéma fermé intégre de A.
Alors pour tout entier r avec 0 < r < dim A et tout réel R, si la conjecture [ est vraie,
l’ensemble

{Pe(X(@\2z{y)nAll | nP)< R}
est fini.

85
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Théoréme A.1.4 (Rémond). Soit A/K une variété abélienne et C une courbe transverse
sur A. Si la conjecture @ est vraie alors Uensemble C N A2 est fini.

Rémond prouve en fait un résultat plus général et dans sa preuve il montre qu’'une
version “a € prés” de la conjecture [0 suffit pour conclure.

Maintenant, en utilisant le théoréme [10] et le théoréme on déduit les corollaires
suivants :

Corollaire A.1.5. Soit A une variété abélienne avec des multiplications complexes, L un
fibré en droites ample et symétrique sur A, h une hauteur associée a L et X un sous-schéma
fermé intégre de A. Alors pour tout entier r avec 0 < r < dim A et tout réel R, I’ensemble

{Pe(X@\2{y)nAl | nP) <R}
est fini.
De fagon analogue, pour les courbes on trouve

Corollaire A.1.6. Soit A/K une variété abélienne avec des multiplications complezes et
C une courbe transverse sur A. Alors Uensemble C N A2 est fini.

Pour illustrer I'utilité d’avoir une minoration faisant intervenir le degré de la plus petite
sous-variété de torsion au lieu des versions classiques (utilisées dans [9], [51], [43]) on donne
une deuxiéme démonstration du corollaire On sait que A est isogéne a un produit

m

[[47

=1

ou les A; sont des variétés abéliennes simples et deux & deux non isogénes.

Pour simplifier la preuve, on va supposer A = Af avec Ay simple, de dimension go.
Ceci permet de voir plus clairement les arguments, mais la preuve est la méme dans le cas
général. Dans ce contexte, toute sous-variété abélienne de A est isogéne & une sous-variété
de la forme A’g, ou0<k<n.

On rappelle que pour P € A(K)\ Ators, on note Hp la plus petite sous-variété de torsion
de A définie sur K et passant par P et Hp, la composante K-irréductible de Hp — P passant
par I’élément neutre. On a vu dans la partie qu’il existe T' € Agors tel que P+T € Hp,
et que P + T est donc d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de Hp.

Soit Lo un fibré ample sur Ag. On pose £ = Q)" pi Ly o p; désigne la i-éme projection
Di Ag — AO-

On muni End(Ap) ® R d'une norme définie par ||a||? = Tr(aa’) ot I'application a +— o
désigne l'involution de Rosati par rapport & Ly (voir [§] p.114). De cette fagon on a aussi
une norme sur Hom(A, Ag) ® R puisque Hom(A, Ayp) s’identifie naturellement a End(Ap)".

L’idée de la preuve est la suivante : dans un premier temps on construit une hypersurface
passant par P + T de petit degré qui ne contient pas la courbe C + 7. On utilise d’une
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part le fait que la hauteur de P est bornée et d’autre part la borne donnée par le probléme
de Lehmer pour montrer que deg(Hp) est borné indépendemment de P. Pour conlcure on
appliquera la conjecture de Manin-Mumford au quotient A/H?p.

Démonstration. (corollaire |A.1.6|)

Construction d’une hypersurface Z de petit degré : si codimHp = rgp, alors
H?P, est contenu dans un sous-groupe algébrique de A de la forme G = ﬂ§:1 ker(cy;) avec
a; € Hom(A, Ap), de codimension rgo.

Supposons d’abord r = 1; dans ce cas on peut trouver o € Hom(A, Ay) tel que Hp C
ker(a) et tel que |ker(a) : Hp| < ¢ ot ¢ ne dépend que de Ag/K (c dépend entre autres
du groupe de classes de End(Ay)).

Comme dans le lemme 6.1 de [43], on considére une immersion fermée ¢ : Ag — P¥ as-
sociée au fibré trés ample £6®3 c’est-a-dire telle que (t*O(1) =~ L'6®3. On choisit un hyperplan
L de P¥ passant par 0 et on pose Z = a~1(:7(L)). Calculons maintenant deg, Z. D’aprés
les définitions données dans le paragraphe

degp Z = degy(c1(£) ' na (v 71L))
ce qui se traduit en termes de nombre d’intersection en (£971. a*ﬁg)g’). De plus on sait que

(1. 5c) = Tr(ff')wu

pour tout 5 € End(A) (voir [33] p.192 ou [§] p.117) et donc
degﬁ 7 = 6147||a”2.
Minoration de deg Hp, : on montre d’abord que

deg(ker(a)) = cias||al[*.

En effet, on procéde comme plus haut en tirant en arriére par :~! un sous-espace linéaire
L' de P¥ de codimension dim(Im(a)). Puisque dim(Im(a)) = go, il s’agit d'un nombre fini
de points qui ne dépend que de (Ag, Lg). On tire encore en arriére L' par a~! qui n’est
autre qu’'une union finie (qui ne dépend pas de P) de translatés de ker(a). En calculant le
degré comme plus haut on a le résultat désiré.

Dans la premiére partie on a construit pour tout hyperplan L passant par ¢(0) une
hypersurface Z telle que ker(a) C Z et

deg(Z) = cia9 deg(ker(a))l/COdim(H’)) = qmdeg(ker(a))l/go.

Supposons maintenant P € C N A2, alors codim(Hp) > 2. On peut maintenant trouver Z
tel que C+ T ¢ Z et donc dim((C + T) N Z) = 0. Cette intersection est définie sur Ko
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et contient P + 7. On a donc

[Kiors(P+T) : Kiors) deg((C+T)N2Z)
c150 deg(2)
arsmdeg(ker(a))

C151 deg(H]Og)l/Q. (Al)

1/2

IAIA A IA

D’aprés le lemme 3.3 de [43] la hauteur de P est bornée, et on rappelle que h(P+T) = h(P).
On appliquant le théoréme au point P+ T on a

cis2 > h(P+T)

T o tor cg H Kk (90(7L—1))
- ’ d
Ko S(P + l , F[P> ( g( K s(] + Z HP) PO)) 1

Y

deg H% 1/g90(n—1) (n=1))
() | OHk (P T HE) dog Hp) 00

. deg(Hg) | "7 ool HO )€
> l54<(deg(H}?—,))é) (deg(Hp))

1
> qrsadeg(Hp)20t=1

—€1

On a donc
deg(H});) < C155-

Application de la conjecture de Manin-Mumford : on sait qu’il n’existe qu’un
nombre fini de sous-variétés abéliennes de A de degré borné par qrzg, on notera cet ensemble
B. Soit maintenant P € C N A2, il existe B € B telle que, si on considére la projection
mp: A — A/B, I'image de P dans A/B est un point de torsion. Puisque dim(7g(C)) =1
(C est transverse), la conjecture de Manin-Mumford (théoréme de Raynaud) nous dit que

|mB(C) N (A/B)tors| < 0.

Si I'ensemble C N A2 est infini, il existe un sous-ensemble infini P de points de C N A2,
un élément B € B et un point @ dans A/B tel que

VPeP Hp=Betng(P)={Q}.
Ceci implique & son tour qu'il existe une sous-variété de torsion H de A telle que
YVPeP Hp=H.

On a donc que C N H est un ensemble infini mais puisque C est transverse, C ¢ H et donc
dim(C N H) = 0 ce qui est contradictoire.

Pour finir, si 7 > 1 on peut passer directement & la deuxiéme étape en considérant un
sous-groupe propre intermédiaire entre Hp et A de degré borné par cis6 deg(Hlog)l/r. En
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effet, on remarque d’abord qu’on peut trouver G tel que Hp C G = ﬂ;:1 ker(a;) et tel
que l'on controle le nombre de composantes |G : Hp| par une constante qui ne dépend que
de A. On choisit ensuite un élément o parmi les «; tel que

deg(ker(c)) = min {deg(ker(a;))}.

1<5<r
Posons W = (ker(«))°, on a donc
deg(W) < deg(ker(a)) < 157 deg(Hp)Y".

On conclut comme plus haut en étudiant (C +7") N W. O
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