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Introduction

Dans le cadre de I’étude des équations de Fermat généralisées, la motivation principale
de cette these concerne le cas particulier des équations diophantiennes ternaires de type
(p,p,2), ou p est un nombre premier supérieur ou égal a 5. Il s’agit d’équations de la forme

(1) azP + by? = cz?,

ou a, b, ¢ sont des entiers naturels non nuls. On s’interesse a la détermination de I’ensemble
Sp(a, b, c) des solutions propres non triviales de cette équation ; suivant une terminologie
parfois utilisée, on dira quune solution (x,y,z) € Z3 de I’équation (1) est non triviale
si zyz est non nul et qu’elle est propre si z, y et z sont premiers entre eux dans leur
ensemble. D’apres les travaux de H. Darmon et A. Granville, S,(a, b, c) est un ensemble

fini ([Da-Gr]).

Etant donnés trois entiers naturels non nuls a, b, ¢, premiers entre eux deux a deux,
on examinera les probléemes suivants :

Probléeme 1. Supposons que les trois entiers a+b, a — b et b— a n’appartiennent pas
& cZ?. Pour tout nombre premier p assez grand, en fonction de a, b, ¢, I'ensemble S, (a, b, c)
est-il vide ?

Probleme 2. Supposons que 'un des entiers a + b, a — b et b — a appartienne a
¢Z?. Pour tout nombre premier p assez grand, en fonction de a, b, ¢, 'implication suivante
est-elle vraie :

(z,y,2) € Spla,b,c) = axy==+1 7

Probléeme 3. Le nombre premier p > 5 étant fixé, comment déterminer S,(a,b,c) ?

La conjecture (abc) entraine que la réponse aux problemes 1 et 2 est positive et 'on
a la conclusion souhaitée si p > a + Blog(abc), ou a et 3 sont deux constantes absolues
positives. L’étude du probleme 2 est en fait plus difficile que celle du probleme 1. La raison
en est que si a —b, a+b ou b—a est dans cZ?, et si ab est distinct de 1, il existe un point
«évident» (z,y,2) € Sp(a,b, c) tel que xy = £1.

Afin d’aborder ces probléemes, on emploie principalement deux méthodes. La premiere
est la méthode modulaire qui utilise les travaux de G. Frey, J.-P. Serre, K. Ribet et A.
Wiles sur les représentations modulaires, qui ont conduit a la démonstration du théoreme
de Fermat (cf. [Fr], [Ri], [Se2], [Wi]). En ce qui concerne les problemes 1 et 2, 'approche
modulaire permet de relier la description de Sy (a, b, ¢) a 'existence d’'une courbe elliptique
définie sur Q, dont le conducteur ne dépend essentiellement que de a, b, ¢, et possédant
au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. C’est la raison pour laquelle on a été amené
a examiner le probleme suivant :



Probléme 4. Etant donné un entier naturel N , comment déterminer les classes de
Q-isomorphisme de courbes elliptiques sur Q de conducteur N et possédant au moins un
point d’ordre 2 rationnel sur Q ?

Si N est un nombre premier, ce probleme a été résolu par B. Setzer en 1975 ([Set]). On
généralisera ses travaux au cas ou N est le produit d’une puissance de 2 par un nombre
premier.

Dans certaines situations, la description de Sp(a, b, ¢) est par ailleurs liée a la recher-
che des points rationnels sur Q de courbes hyperelliptiques de genre > 2. La deuxieme
méthode que I'on utilisera dans cette direction est la méthode dite de Chabauty elliptique,
basée sur les travaux de C. Chabauty ([Ch]), et qui a été développée ces dernieres années,
du point de vue de leffectivité, par V. Flynn, N. Bruin, J. Wetherell et S. Duquesne (cf.
[Brul], [F1], [F1-We], [Du]).

Cette these comporte quatre chapitres. Donnons maintenant un apercu du contenu
de chacun d’eux.

Chapitre 1

Ce chapitre est consacré a 1’étude de I’équation (1) dans le cas ol abc est une puissance
de 2. Pour tout nombre premier p > 7 et tout entier § tels que 1 < g < p—1, on
détermine les ensembles S, (1,20, 1) et S,(1,1,2). En application, on obtient des résultats
nouveaux concernant certaines équations diophantiennes. Par exemple, (78,23, 3) est le
seul triplet d’entiers naturels vérifiant I'égalité 222 — 1 = ¢y avec © > 1, y > 2 et
n > 3. A des modifications mineures pres, le contenu de ce chapitre est paru dans la
revue Acta Arithmetica ([Iv]). Les résultats qui s’y trouvent ont par ailleurs été obtenus
indépendamment par M. Bennett et C. Skinner ([Be-Sk]).

Chapitre 11

Dans ce chapitre, on décrit toutes les classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques
sur Q ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q et de conducteur de la forme
2Np, ol p est un nombre premier impair. On a toujours N < 8 (cf. par exemple [Pa)).
Au cours de cette description, on a été amené a déterminer les solutions entieres de
certaines équations diophantiennes ternaires. Signalons que 'on a utilisé pour cela les
résultats obtenus dans le chapitre I, ainsi que des résultats concernant des minorations
de formes linéaires en deux logarithmes ([Mi]). Les entiers N et p étant donnés, on peut
trouver a 'adresse http://www.math.jussieu/ ivorra, un programme fonctionnant sous
le logiciel de calculs PARI, donnant la liste effective des classes de Q-isomorphisme de
courbes elliptiques comme ci-dessus. Ce chapitre a été soumis pour publication dans la

revue Dissertationes Mathematicae en février 2003.

Chapitre II1

On s’intéresse dans ce chapitre a 1’étude de 1’équation (1) dans le cas ou le produit
des diviseurs premiers de abc divise 2¢, ou £ est un nombre premier impair. En utilisant
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les résultats du chapitre II, on résoud de maniere effective le probleme 1 pour le triplet
(a,b,c) si certaines conditions sont satisfaites par ¢ et par 'exposant de 2 dans abc. Par
exemple, dans le cas ot £ = 5 mod. 8, on démontre que pour tout m > 1, si l'on a

16(¢—1)
p>m et p><8v€+1+1>

)

alors I'ensemble S, (1, (™, 2) est vide.

Pour certains triplets (a,b,c) pour lesquels on ne sait pas traiter le probleme 1,
on apporte une réponse partielle en prouvant l'existence d’un ensemble & de nombres
premiers, de densité § > 0, tel que S,(a,b,c) soit vide pour tout p € Z. 1l en est ainsi,
par exemple, du triplet (1,¢,1) si 'on a £ = 7 mod. 8 et £ # 7 ; si de plus ¢ n’est pas
un nombre de Mersenne, on a § > i. Ce type de résultats peut s’obtenir en utilisant un
complément de la méthode modulaire, appelé méthode symplectique dans [Ha-Kr-2]. Dans
cette direction, signalons que ’on obtient des informations nouvelles sur une conjecture
de J.H.E. Cohn relative & la recherche des couples (z,z) € N2 tels que 22 + 7 = 2P (cf.
[Co2], p. 380).

En ce qui concerne le probleme 2, on détermine dans ce chapitre les ensembles
Sp(4,1,3) et Sp(64,1,7) en utilisant des propriétés arithmétiques des courbes elliptiques
sur Q & multiplications complexes (cf. [Mom] et [Da-Me]).

Comme conséquence des résultats obtenus, on peut parfois déterminer les points
rationnels sur Q des courbes hyperelliptiques d’équation

Cap:y* =12 +d ou deZ.

Par exemple, si £ est un nombre premier congru a 3 modulo 8 et distinct de 3, les ensembles
Crp(Q) et C_y ,(Q) sont vides si p est assez grand en fonction de £. Un complément de la
méthode modulaire, appelé méthode de réduction dans [Ha-Kr-2], permet de démontrer
que C_3,(Q) est vide si I'on a 5 < p < 10%. Ce chapitre a été soumis pour publication,
en collaboration avec A. Kraus, au Journal Canadien de Mathématiques en octobre 2003.

Chapitre IV
Ce chapitre concerne le probleme 3 dans le cas ou a = b = 1. On aborde la question
suivante qui est un cas particulier d’une question posée dans [Kr6] :
Question. Soient p un nombre premier > 7 et N, 'ensemble des entiers ¢ > 3 possédant
les deux propriétés suivantes :
() c est sans facteurs carrés ;
(ii) pour tout diviseur premier ¢ de ¢, on a £ # 1 mod. p.
Existe-t-il ¢ € M, tel que S,(1,1,c) soit non vide ?
Le nombre premier p étant donné, ’ensemble des entiers ¢ € 1, susceptibles de
répondre positivement & cette question est fini. (loc. cit.). Par ailleurs, on ne connait
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aucun exemple de tel entier c. L’étude de cette question se ramene en fait a celle de la
détermination des points rationnels sur Q des courbes hyperelliptiques C,/Q et D,/Q,
p—3

de genre ~5-, d’équations

ou @, est le p-ieme polynome cyclotomique (loc. cit.). La méthode de Chabauty elliptique
permet parfois cette détermination. On démontre par cette méthode que, dans le cas ou

pe {7, 11,13, 17}, on a

Cp(@):{(—1,—1),(—1,1),(0,—1),(0,1)} et Dp(@):{(1,—1),(1,1)}.

Pour ces nombres premiers p, cela entraine qu’il n’existe pas d’entiers ¢ € 91, répondant
positivement a la question posée.



Chapitre 1

Sur les équations xP + 28yP = 22 et xP + 28yP = 22°.

Introduction

Soient p un nombre premier > 5 et § un entier tels que 0 < # < p— 1. On s’intéresse
dans ce chapitre a I’étude des équations

(1) zP + 2PyP = 22,

(2) zP 4+ 2PyP = 222

Soient x et y deux entiers relatifs et z un entier naturel. Nous dirons que (z,y, z) est une
solution de I’équation (1) si 'on a 2P + 2%yP = 22, que cette solution est propre si I'on a
pged(z,y, z) = 1 et qu’elle est non triviale si zyz est non nul. Nous définissons de méme
le fait pour (z,y, z) d’étre une solution propre non triviale de 1’équation (2). On notera
dans ce chapitre So(3, p) I'ensemble des solutions propres non triviales de ’équation (1)
et S1(f,p) son analogue pour ’équation (2).

En 1993, H. Darmon a étudié I’équation (1) dans le cas ou 5 = 0 ; il a démontré
que Sp(0,p) est vide si p > 17 et p = 1 mod. 4 (cf. [Dal]). En 1997, H. Darmon et L.
Merel ont ensuite prouvé que So(0,p) est vide pour tout p > 7 ([Da-Me]), et B. Poonen
a étendu ce résultat au cas ou p =5 ([Po]). Par ailleurs, les travaux de N. Bruin en 1999
permettent de prouver que 'on a (cf. [Brul] et [Bru2)) :

So(1,5) ={(-1,1,1)}, So(2,5)={(2,1,6)}, So(3,5)={(1,1,3)},

So(4,5) ={(2,-1,4)}, S51(0,5) ={(-1,3,11), (3,-1,11), (1,1,1)}.

De plus, S1(6,5) est vide si B est non nul. On le vérifie facilement si 3 est pair ;
si (0 est impair, cela se déduit directement des égalités ci-dessus. On pourra trouver en
appendice quelques indications sur la démonstration de ces résultats.

Lorsque 'on a p > 7, en utilisant les travaux de A. Wiles et K. Ribet sur les
représentations modulaires ([Ri] et [Wi]), on détermine dans ce chapitre les ensembles
So(3,p) si B est distinct de 1 et p— 1, ainsi que les ensembles S; (3, p). On donne quelques
résultats partiels concernant Sy(1,p) et So(p — 1, p).

Par ailleurs, en 1997, Y. Bugeaud s’est intéressé a ’existence de certains quadruplets
d’entiers (z,y, m,n) vérifiant I’égalité

$2_2m :yn,
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pour lesquels il obtient un énoncé de finitude et une majoration de n de I'ordre de 10°
([Bu]). Les résultats que I'on démontre sur I’équation (1) permettent de déterminer ces
quadruplets dans le cas ou m > 2.

Je remercie M. Bennett et C. Skinner pour m’avoir signalé qu’ils avaient obtenu par
ailleurs les résultats présentés ici ([Be-Sk]).

1. Enoncé des résultats

Soient p un nombre premier supérieur ou égal a 7 et 3 un entier naturel vérifiant les
inégalités 0 < < p— 1.

Théoréme 1.

1) Si ( est distinct de 1, 3, p — 3 et p — 1, I'ensemble Sy(3, p) est vide.
2) On a Sy(3,p) = {(1, 1,3)}.

3) On a So(p —3,p) = {(2, 1,3.2%;3)}.
4) Si (z,y, z) est un élément de Sy(1,p), I'entier xy est impair.

5) Si (z,y, z) est un élément de So(p — 1,p), on a = 2 mod. 4.

Comme conséquence de ce résultat, on obtient I’énoncé suivant :

Corollaire 1. Soit S I'ensemble des quadruplets (x,y, m,n) € Z* vérifiant les conditions
suivantes :
(i) on a x* — 2™ =y" ;
(ii) on a x > 1 et y est distinct de 0 et £1 ;
(iii) on a pged (z,y) =1 ;
(iv) onam > 2 et n > 3.

Alors, S est égal & {(13, 7,9,3), (T1,17,7, 3)}.

Théoreme 2.
1) Si 3 est non nul, 'ensemble S1(3,p) est vide.

2) On a S1(0,p) = {(1,1,1)}.

On en déduit le résultat ci-dessous :

Corollaire 2. Soit (x,y,n) un triplet d’entiers naturels vérifiant les conditions suivantes :
(i) on a2x®—1=y";

(ii) onazxz >1lety>2;

(iii) on an > 3.

Alors, on a (x,y,n) = (78,23, 3).
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2. Démonstration du théoréme 1

On considére un élément (z,y, z) de Sp(3,p). Compte tenu des résultats de [Da-Me]
rappelés dans I'introduction, on supposera désormais que 'on a 3 > 1.
Etant donné un entier n, on notera vy (n) la valuation 2-adique de n.

2.1. Cas ou x est impair

Démontrons ’énoncé suivant :

Proposition 1. Supposons x impair. Alors, I'une des conditions suivantes est vérifiée :
1) ona3=1 ety est impair ;
2) onaf=3et(x,y,2)=(1,1,3).

Considérons pour cela la courbe Ey sur Q d’équation de Weierstrass
(3) Y2 = X34 2:X% +2PX.
Les invariants standard c4, cg et A associés a cette équation sont ([Ta], p. 36) :
cy = 24(42% — 3zP), ce = 202(92P — 822) et A =20+8yZryp,

On a A # 0. Par suite, Ey est une courbe elliptique définie sur Q. On désigne par Ng,
son conducteur.

Lemme 1.
1) Soit ¢ un nombre premier impair. L’équation (3) est minimale en £. Si ¢ ne divise pas
xy, Ey a bonne réduction en ¢. Si ¢ divise vy, Fy a réduction multiplicative en {.

2) Supposons y impair. Si (3 est distinct de 1 et 3, on a v3(Npg,) < 4. On a

e ={3 5075

3) Supposons y pair. On a v2(Ng,) < 4.

Démonstration : Par définition, si £ ne divise pas xy, Ey a bonne réduction en £. Si
¢ divise xy, le fait que les entiers x, y et z soient premiers entre eux entraine que ¢ ne
divise pas ¢4, puis I'assertion 1. Par ailleurs, si y est impair, on a (x étant impair)

va(A) =6+ 8, wvalca) =4 et wva(cg) =6.

La classification qui se trouve dans le tableau IV de [Pa] implique alors directement
I’assertion 2. De méme, si y est pair, on a

v2(A) =6+ 5+ pva(y), wv2(ca) =4 et wva(ce) =6,
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et le tableau IV de loc. cit. entraine ’assertion 3. D’ou le lemme.

Soit Q la cloture algébrique de Q contenue dans C. Notons Ey[p] le sous-groupe des
points de p-torsion de Ej (@) C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur Z/pZ sur lequel
le groupe de Galois Gal(Q/Q) opere de facon naturelle. Soit

pEo : Gal(Q/Q) — Aut(Eolp)

la représentation ainsi obtenue. Soient k et N (pfo) le poids et le conducteur de pfo
respectivement, qui sont définis par J.-P. Serre dans [Se2].

Lemme 2.
1) Onak=2.
2) Supposons y impair. Si 3 est distinct de 1 et 3, il existe un entier s < 4 tel que
N(pfo) =2% 0Ona
7 : g
Mo =3 55
3) Supposons y pair. Il existe un entier s < 4 tel que N(pfo) = 2%,

Démonstration : D’apres le lemme 1, I’exposant de p dans le discriminant minimal de
Ey est multiple de p. La proposition 5 p. 191 de [Se2] implique alors k = 2. Les assertions
2 et 3 sont des conséquences directes du lemme 1 et de la proposition p. 28 de [Kr2].

Lemme 3. La représentation pfo est irréductible.

Démonstration : On suppose que pfo est réductible. Puisque Fy a un point d’ordre 2
rationnel sur Q, a savoir le point (0,0), il en résulte que Fy possede alors un sous-groupe
d’ordre 2p stable par Gal(Q/Q). On en déduit que p = 7 (cf. [Ke], th. 1). La courbe
modulaire X((14) est une courbe elliptique de rang 0 sur Q ([Li], th. 5.1.1) D’apres
le corollaire 4.3 de [Ma], Ey a donc potentiellement bonne réduction en tout nombre
premier impair. Par suite, d’aprés l'assertion 1 du lemme 1, on a x = +1 (car = est
impair) et y = 42" ot r > 0. On obtient ainsi 2°+™ = 22 4 1 et l'on vérifie que cela
entraine 3+ rp € {1,3}, d'ou z € {1,3}. Cela conduit & Ng, € {32, 128,640} et a une
contradiction (cf. [Crl], pages 111, 122 et 195). D’ou le lemme.

Terminons maintenant la démonstration de la proposition 1. Etant donné un entier
n > 1, notons S5 (I‘O(n)) le C-espace vectoriel des formes modulaires paraboliques de
poids 2 pour le sous-groupe de congruence I'g(n). Désignons par S; (n) le sous-espace
vectoriel de S3(I'g(n)) engendré par les newforms au sens de [At-Le] ; c’est un espace
vectoriel de dimension finie g3 (n) sur C ; on pourra trouver dans [Kr4] la détermination
de g4 (n).

La représentation pfo étant irréductible de poids 2 et Ey étant modulaire (cf. [Di] et
[Wi]), il existe une newform f de S5 (N (p£®)) dont le développement de Taylor & I'infini
est

T—q+ Z an(f)q" ou q = exp(2mir),
n>2
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et une place P de Q de caractéristique résiduelle p, telles que pour tout nombre premier
Z, on ait

(4) a¢(f) = ae(Ep) mod. B, si £ ne divise pas pNg,.
(On pourra consulter & ce sujet la remarque 2, p. 325 de [Se3]).

Supposons que 3 soit distinct de 1 et 3. D’apres le lemme 2, il existe un entier s < 4
tel que N(pgo)) = 2% On a gj (2°%) = 0, d’olt une contradiction, et le fait que (z,y, 2)
n’existe pas dans ce cas.

Si 8 = 1, l’assertion 3 du lemme 2, et le méme argument que celui utilisé ci-dessus
entrainent que y est impair.

Supposons 3 = 3. Comme ci-dessus y est impair ; on a N(pf“) =32 et 93(32) =1.
La newform f correspond donc a la courbe elliptique E de conducteur 32 d’équation

Y?2=X3-X,

qui est celle notée 3242 dans les tables de [Crl]. C’est une courbe a multiplications
complexes par 'anneau d’entiers de Q(3).

Soit pl : Gal (Q/Q) — Aut(E[p]) la représentation donnant I'action de Gal(Q/Q) sur
le sous-groupe des points de p-torsion de E (@) 11 résulte de la condition (4) que pfo
et pf ont des semi-simplifiées isomorphes. Puisqu’elles sont irréductibles, elles sont donc
isomorphes. L’image de ,050 est donc contenue dans le normalisateur d’un sous-groupe de

Cartan C de Aut(Ep[p]) (cf. [Sel]).

1) Supposons que C soit déployé. On a alors p = 1 mod. 4. Si 'on a p > 17, le
théoreme 1 de [Ha-Kr-1] implique Ng, = 32. L’entier y étant impair, on déduit de la que
xy = £1 (lemme 1), puis (z,y,2) = (1,1,3). On a la méme conclusion si p = 13 (cf.
[Da-Me]|, p. 89, deuxieme alinéa de la démonstration de la prop. 4.2).

2) Supposons que C' soit non déployé. L’'image de pfo est alors le normalisateur de C
(cf. [Sel], prop. 12). La courbe elliptique Ey possede un point d’ordre 2 rationnel sur Q.
L’invariant modulaire j de Ej appartient donc a Z[%] ([Da-Me], th. 8.1). On a I’égalité
8(42% — 3xP)3

7= (z2y)P

Les entiers 8(422 — 3xP)3 et xy sont premiers entre eux. On en déduit que xy est au
signe pres une puissance de p, puis que p divise zy ou bien que zy = +1.
Supposons que p divise xy. Dans ce cas, Ey a mauvaise réduction de type multiplicatif
en p. Soit I un sous-groupe d’inertie en p de Gal (@/ Q) (qui est bien défini a conjugaison
pres). L'ordre de pfo (I) est p—1 ou p(p—1) (cf. [Sel], prop. 13). Par ailleurs, E a par
hypothese bonne réduction de hauteur 2 en p, donc 'ordre de pf(] ) est p? — 1 (loc. cit.,
prop. 12). Cela contredit le fait que pf et pfo sont isomorphes ; ainsi p ne divise pas xy.
Par conséquent, zy = £1 et I'on a de nouveau (z,y,2) = (1,1, 3).
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Cela termine la démonstration de la proposition 1.

2.2. Cas ou x est pair
On va démontrer dans ce cas ’énoncé suivant :

Proposition 2. Supposons x pair. Alors, 'une des conditions suivantes est vérifiée :
1) onaf=p—1etvy(zr)=1;
2) onafB=p—3et(x,y,z) = (21,32079/2),

Démonstration : On remarque d’abord que z est pair et par suite y est impair. Il
existe donc un entier impair z; > 1 tel que 'on ait 22 = 2822, Par ailleurs, il existe un
entier r > 1 et un entier impair z; tels que x = 2"z;. On a 2P~ Az] + P = 22, Soient u
et t des entiers tels que rp — B =up +t avec 1 <t < p— 1. On a I’égalité

yP + 2124 )P = 22

Les entiers y, x1 et z; sont non nuls et premiers entre eux. On en déduit que (y,2%x1, 21)
appartient a So(t, p). Puisque y est impair, il résulte de la proposition 1 que 1’on est dans
I’'un des deux cas suivants :

1) on a t = 1, auquel cas u = 0 (prop. 1), puis r = 1. Cela conduit & § =p —1 et
vg(x) = 1.

2) On a t = 3. Dans ce cas, on a (y,2%z1,21) = (1,1,3) (loc. cit.). On obtient ainsi
y = 1. De plus, on a v = 0, puis 7 = 1 et par suite 8 = p — 3. On déduit ensuite que x = 2
et que z = 3.2(P=3)/2_ D’on la proposition.

Le théoreme 1 est alors une conséquence directe des propositions 1 et 2.

Remarques

1) Nous donnons une description incomplete de Sy(1,p). Cela tient au fait que si
(x,y, z) appartient a Sp(1,p) et si z est impair, on a N(pf“) = 27 (prop. 1 et lemme 1).
Les courbes elliptiques sur Q de conducteur 27 n’étant pas & multiplications complexes, les
arguments que l'on utilise dans ce travail semblent insuffisants pour dcterminer Sy(1, p).

Cela étant, la conjecture ci-dessous concernant la comparaison galoisienne des points
de torsion des courbes elliptiques, entraine que 'on a Sy(1,p) = {(—1, 1, 1)} des que p est
assez grand (cf. par exemple [Da2], p. 148) :

Conjecture. Soit A une courbe elliptique définie sur Q. Soit P I’ensemble des nombres
premiers p pour lesquels il existe une courbe elliptique sur Q, non isogene a A sur Q, dont
le module galoisien des points de p-torsion soit isomorphe a celui de A. Alors, P est fini.
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2) On est confronté a la méme situation si § = p — 1. En effet, si (z,y, z) appartient

a So(p — 1,p) I'équation (3) n’est pas minimale en 2 : on a ve(z) = 1, v2(22) =p—1, et

si Pon pose o = 2wy, 22 = 2P~ 122 p =4t +r avec r = 1 ou 3, le changement de variables

X =2%2X'Y = 23Y’ transforme (3) en le modele
Y2 = XPB 42 2 X2 4 272P X/,
qui est minimal. On en déduit que v2(Ng,) = 7 et I’on a encore N(pfo) =27,

3. Démonstration du corollaire 1

Soit (z,y, m,n) un élément de S. Puisque = et y sont premiers entre eux, = et y sont
impairs. Par ailleurs, n est impair ([Bul, p. 3205, 4).

Soit p un diviseur premier de n. Posons n = rpet m =tp+u, avec 0 < u < p — 1.
On a I’égalité

(y")P +2"(2)F = 22,
autrement dit, (y”, 2%, x) est un élément de Sy(u, p).
Si p > 7, il résulte du théoreme 1 que I'on est dans I'un des cas suivants :
(i)u=1t=0,doum=1;

(i) u=3et (y",2% ) =(1,1,3), doty =1 ;
(iii) u=p—3et (y", 2%, z) = (2, 1,3.21%3), douny=2;
(iv) u=p—1 et y est pair.
Cela conduit a une contradiction.

Sip = 5, les résultats issus des travaux de N. Bruin, rappelés dans I'introduction, montrent
que l'on a

(u,y", 2", x) € {(1, -1,1,1),(2,2,1,6),(3,1,1,3), (4, 2, —1,4)},

douy € { +1, 2}, et 'on obtient de nouveau une contradiction.

Sip=3,ona (y")®— 22 =—-2m et la table 4a, p. 125 de [Bi-Ku| entraine alors que I’on
a

(2,7 m) € {(13,-7,9), (71,17,7) },
ce qui implique 7 = 1 puis n = 3. D’ou le corollaire 1.

4. Démonstration du théoréme 2

On considére un élément (z,y, z) de S1(53,p).

Démontrons 'assertion 1 du théoréme :
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Proposition 3. On a g = 0.

Démonstration : Supposons que l'on ait 3 > 1. On a alors

(5) x=0mod. 2, y=1mod.2 et [ =2vy(z)+1.
Posons © = 2"z oll 1 impairet r > 1, et z = 2%2’1. On a I’égalité
(6) 2P Pl LyP = 22,
Il existe deux entiers naturels q et u tels que 'on ait rp — B =gp+uet 1 <u<p—1.
L’égalité (6) s’écrit
yP + 24292, )P = 27,

Le triplet (y, 2%z, 21) appartient donc a Sp(u, p). Puisque y est impair, la proposition 1
implique v = 1 ou v = 3. Par ailleurs, on a la congruence § = —u mod. p. On en déduit
que 3 = p — u, ce qui contredit le fait que (8 soit impair. D’ou le résultat.

Prouvons maintenant 'assertion 2. Il résulte de la proposition 3 que 'on a
(7) zy = 1 mod. 2.
On considere la courbe E; sur QQ d’équation de Weierstrass
(8) Y2 = X3 +42X% + 2P X.
Les invariants standard ¢4, cg et A associés a cette équation sont (cf. [Tal) :
cy = 2°(82% — 3yP), c6 = 2%2(9yP — 162?) et A = 29gPy?P,
On a A # 0, donc E; est une courbe elliptique sur Q. Soit Ng, son conducteur.

Lemme 4.

1) Soit ¢ un nombre premier. L’équation (8) est minimale en ¢. Si { ne divise pas 2zy,
FE1 a bonne réduction en £. Si ¢ divise xy, F1 a réduction multiplicative en /.

2) On avy(Ng,) = 8.

Démonstration : La condition (7) implique la minimalité de 1’équation (8) en 2. Si ¢
est un diviseur premier de xy, ¢ ne divise pas ¢4 car x, y et z sont premiers entre eux ;
d’ou I'assertion 1. Par ailleurs, on a

va(cq) =5, va(cg) = 8 et va(A) =9,
ce qui entraine l'assertion 2 ([Pal, tableau IV).

16



Notons Fj [p] le sous-groupe des points de p-torsion de E; (@) et pfl la représentation
donnant ’action de Gal (@/ Q) sur Eq[p|. Soient k et N (pfl) le poids et le conducteur de
pfl respectivement.

Lemme 5. Onak=2et N(pfl) = 28,

La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme 2.

Lemme 6. La représentation pfl est irréductible.

Démonstration : Supposons que ,051 soit réductible. Comme dans la démonstration
du lemme 3, cette condition entraine p = 7 et que E; a potentiellement bonne réduction en
tout nombre premier impair. D’apres (7), cela implique zy = +1, puis (z,y, 2) = (1,1,1).
On en déduit que Ng, = 28, d’olt une contradiction (cf. [Crl], p. 139) et le lemme.

Il résulte alors des lemmes 5 et 6 lexistence d’une newform f de Sj (2%) dont le
développement de Taylor a I'infini est

T—q+ Z an(f)q" ou q = exp(2mir),
n>2

et d’une place P de Q de caractéristique résiduelle p, telles que pour tout nombre premier

Z, on ait
9) a¢(f) = ag(E1) mod. P, si £ ne divise pas 2pxy,
(10) a¢(f) =£(¢ + 1) mod. B, si ¢ divise xy et £ # p.

(La condition (10) s’obtient en utilisant la théorie de la courbe de Tate qui fournit une
description de la restriction de pfl a un sous-groupe de décomposition en £.)
On a g7 (2%) = 6. On est donc dans I'un des cas suivants :

a) la newform f correspond a 'une des quatre classes d’isogénie de courbes elliptiques
sur Q de conducteur 28 (cf. [Cr1]) ;
b) les coeflicients a,(f) appartiennent a un corps quadratique K.

Le cas b) ne convient pas : en effet, on vérifie que le polynéme caractéristique de
I'opérateur de Hecke T35 agissant sur S;r (28) est

X3(X —2)(X +2)(X? -38).

Il en résulte que Ky = Q(ﬂ), et que l'on a asz(f) = £2v/2. Par ailleurs, E; ayant un
point d’ordre 2 rationnel sur Q, on déduit des congruences (9) et (10) que l'on a

as(f) =0,£2 mod. B, si 3 ne divise pas xy,
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as(f) = £4 mod. B, si 3 divise zy.

Cela entraine une contradiction et prouve notre assertion.

On est donc dans le cas a). On constate que les courbes elliptiques sur Q de conducteur
28 sont & multiplications complexes par I’anneau d’entiers de K, ot K est le corps Q(i)
ou Q(\/—_Q) On en déduit que I'image de p{fl est contenue dans le normalisateur d’un
sous-groupe de Cartan C' de Aut(E; [p]).

a.1) Supposons que C' soit déployé. Dans ce cas, p est décomposé dans K et 'on a
p > 11. Si p est distinct de 13, on doit avoir N, = 28 ([Ha-Kr-1], th. 1), ce qui entraine
(x,y,2z) = (1,1,1). Si p = 13, on a la méme conclusion (cf. [Da-Me], p. 89, deuxieme
alinéa de la preuve de la prop. 4.2).

a.2) Supposons que C' soit non déployé. L’image de pfl est alors le normalisateur
de C (cf. [Sel], prop. 12). D’apres le théoreme 8.1 de [Da-Me], I'invariant modulaire de
E4 doit appartenir a Z[%]. Cela entraine zy = +1 puis (z,y, z) = (1,1, 1), ou bien que p
divise xy ; cette derniere possibilité ne peut se produire, comme on le vérifie en utilisant
les mémes arguments que ceux qui se trouvent dans l’alinéa 2) de la preuve du théoreme
1.

Cela termine la démonstration du théoreme 2.

5. Démonstration du corollaire 2

1) Supposons qu’il existe un nombre premier p > 5 qui divise n. En posant n = rp,
on vérifie alors que (y", 1, x) appartient a S1(0,p). Lorsque p > 7, le théoréme 2 entraine
une contradiction. Si p = 5 les travaux de Bruin rappelés dans l'introduction conduisent
a la méme conclusion.

2) Supposons que 3 divise n : posons n = 3r. Dans ce cas, on vérifie que (2y", 4x) est
un point entier sur la courbe elliptique d’équation

Y2 = X3 +8.

C’est la courbe notée 576A1 dans [Crl]. Elle est de rang 1 sur Q et 'on vérifie en utilisant
le logiciel de calcul Magma que les points entiers de cette courbe elliptique sont (—2,0),
(1,4£3), (2,44), (46, £312) (cf. [Magmal). Cela conduit a (z,y,n) = (78,23, 3).

3) Supposons n pair. D’apres les alinéas précédents, on peut supposer que n est une
puissance de 2. Puisque 'onan > 3,onan = 4r et (y", 1, z) est une solution de ’équation

X4 +v4=927%

On obtient ainsi une contradiction (cf. par exemple [Mor| p.18). D’ou le résultat.
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Appendice

Sur la détermination des ensembles S,(3,5) et S,(0,5)

On se propose ici de fournir quelques indications sur la méthode décrite par Bruin
dans [Brul] qui permet de démontrer les résultats, signalés dans l'introduction, & propos
des ensembles Sy(/3,5) et S1(0,5).

L’assertion concernant Sy(3,5) peut se déduire directement du lemme 4.8.3 et des
propositions 4.8.17 et 4.8.18 de [Brul] (signalons que dans I’énoncé de la proposition
4.8.18, on a en fait X(P) = —1). De méme, celle concernant S;(0,5) résulte du lemme
4.8.2 et des propositions 4.8.14, 4.8.15 et 4.8.16 de loc. cit..

Indiquons la démarche suivie pour la détermination de l’ensemble Sy(1,5). Con-
sidérons pour cela un élément (x,y, z) de Sp(1,5). On a

x5 4+ 2° = 22
Choisissons une racine a dans C du polynéme X° — 2 et notons K le corps Q(a). Posons
Q=X"4+aX*+a? X%+ X +a*.
OnaX®—-2= (X — a)Q. On a le résultat suivant :
Proposition. Soient C; et Cy les quartiques définies sur K d’équations
C1:Y?=Q(X) et Co:(a—1)Y?=Q(X).
Alors, il existe 6 € K tel que (—%, 5) appartienne a C1(K) ou a Cy(K).
Démonstration : Notons Q le polynéme homogene associé & Q. On a 1’égalité
(z + ay)Q(z, —y) = 2°.

L’anneau des entiers Ok de K est principal (cf. [Pari]). Soit 7 un élément irréductible de
Ok dont 'exposant dans la décomposition de  + ay en produit d’éléments irréductibles
de Ok est impair. On vérifie que 7 divise 2 ou 5, puis que 7 est associé & a ou o? + 1.
Par ailleurs, les entiers

uy=a—1 et 'U/2:Oé3+04+1,

forment une base du groupe des unités de Ox modulo { +1} (cf. loc. cit.) On en déduit
I’existence d’entiers n; égaux a 0 ou 1 tels que 'on ait

r+ay =+ uft uh? o™ (o +1)™ mod. K*2.
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Puisque la norme de K sur Q de x + ay est un carré dans Q, il en résulte que
T+ ay = ut uh? mod. K*2.

Soient P, l'idéal de Ok au-dessus de 2 et Ky, le complété de K en Po. Les entiers x et y
étant premiers entre eux, x est impair et x + ay est une unité de Ky,. Sa classe modulo
les carrés de K, ne dépend donc que des classes de = et y modulo 8. En utilisant le fait

que
xr + oy %9
u7111 u7212 S K‘l‘z’

on constate alors que I'on doit avoir ny, = 0, ce qui entraine la proposition.

Les quartiques C'; et C5 sont birationnellement équivalentes a deux courbes elliptiques
sur K et une 2-descente permet de démontrer qu’elles sont de rang 2 sur K. D’apres la
proposition, on est amené a déterminer les points d’abscisse dans Q de C (K) et de Cy(K).
On peut utiliser pour cela les méthodes de type Chabauty qui se trouvent dans [Brul] ou
dans le chapitre IV de cette these. Les détails des arguments qui interviennent sont trop
longs pour étre présentés ici. Signalons simplement que I'on peut par exemple déterminer
ces points & I'aide du logiciel de calculs ALGAE qui a été écrit par Bruin (cf. [Bru2]).
On constate alors que si u € Q est 1'abscisse d’un point de C1(K), on a u € {0,3/4}. De
méme, si u € Q est 'abscisse d'un point de Cy(K), on a u = 1 ou u = —3. On obtient
ainsi le fait que So(1,5) = {(—1,1,1)}.

Les mémes arguments que ceux indiqués ci-dessus permettent de déterminer les en-
sembles Sy(2,5) et So(4,5).
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Chapitre 11

Courbes elliptiques sur Q, ayant un
point d’ordre 2 rationnel sur Q,

de conducteur 2Vp

Introduction
Soient p un nombre premier impair et N un entier naturel. On s’intéresse dans ce
chapitre au probleme suivant :
Probleme 1. Déterminer toutes les classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques sur

Q de conducteur 2N p et ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q.

D’apres les résultats de I. Papadopoulos ou bien de P. Lockhart, M. Rosen et J. H.
Silverman, il n’existe pas de courbes elliptiques définies sur Q dont le conducteur soit
divisible par 27 ([Pa] ou [Lo-Ro-Si]). On supposera donc dans toute la suite que I'on a

0< N 8.

Par ailleurs, d’apres le théoreme de Shafarevich, il n’existe qu'un nombre fini de telles
classes d’isomorphisme ([Sil], p. 263). Dans le cas ou N est nul, B. Setzer a obtenu en
1974, le résultat ci-dessous (cf. [Set]) :

Théoreme. Soit p un nombre premier distinct de 17. 1l existe une courbe elliptique
définie sur Q, de conducteur p et possédant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q,
si et seulement si p — 64 est un carré dans 7. Dans ce cas, il existe a Q-isomorphisme prés
deux telles courbes elliptiques. Des équations de ces courbes sont

2 = 23 + /p—642% — 16 z,

P = 2% — 2\/p—64 2% + pu,

ol /p — 64 désigne la racine carrée de p — 64 congrue a 1 modulo 4.

Des modeles minimaux de ces courbes sont donnés par les équations

VvVp—64—1
y2—|—acy:x3+< p y )xQ—x,
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vVp—64—1
y 4oy =z° + (pT>$2+4$+\/p_647

pour lesquelles les discriminants sont respectivement p et —p?. Il se trouve aussi dans
[Set] la liste des quatre classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques sur Q qui sont
de conducteur 17.

Dans ce travail, on obtient des résultats analogues au théoreme de Setzer pour les
entiers N < 8. Pour cela, on est principalement confronté, comme dans loc. cit., au
probleme de la détermination des solutions entieres de certaines équations diophantiennes
ternaires (cf. le paragraphe 2.2). Un probleme typique auquel on est conduit est celui de
la détermination, pour tous les entiers naturels r et s non nuls, des entiers x € 7Z vérifiant
I’égalité

1172 _ 9T — ps‘
Si r = 1, en utilisant les résultats de M. Mignotte sur les minorations de formes linéaires
en deux logarithmes qui se trouvent dans [Mi], on démontre que l'on a

s < 164969.

Cette inégalité nous suffit en pratique pour obtenir les entiers x cherchés. Supposons
r > 2. 8il'on as > 2, on est amené a utiliser les résultats démontrés dans le chapitre
I. Si s =1, les travaux de F. Beukers ([Beu], cor. 1 et 2) permettent de borner 'entier
r par une fonction qui ne dépend que du logarithme de p (formule (1)). La encore, la
majoration obtenue nous suffit pour les résultats que 'on a en vue.

Signalons que dans le cas ou p est congru a 3 ou 5 modulo 8 et distinct de 3, T. Hadano
a déterminé en 1974 les entiers x vérifiant 1’égalité ci-dessus, a condition de supposer que
les conjectures d’Ankeny-Artin-Chowla et ses analogues sont vraies (cf. [Had], lemma p.
200). Ces conjectures ne sont toujours pas démontrées aujourd’hui.

Afin de simplifier la présentation des résultats, on s’est limité au cas ou p > 29.
Ce choix n’est pas restrictif, puisque J. Cremona a explicité toutes les classes de Q-
isomorphisme de courbes elliptiques sur Q dont le conducteur est plus petit que 15000
(cf. [Cr1], [Cr2]). En particulier, le probléme 1 est résolu si 'on a 2¥p < 15000. Les lemmes
diophantiens se trouvant dans la partie 2.2 de ce travail permettent aussi de résoudre le
probléeme posé si p < 29.

On pourra trouver & l'adresse, http://www.math.jussieu.fr/ ivorra, un programme
fonctionnant sous le logiciel de calculs PARI (cf. [Pari]) permettant, un nombre premier
p étant donné, de résoudre le probleme 1. A titre indicatif, pour p = 414977, les courbes
elliptiques sur Q de conducteur 2Vp et ayant au moins un point d’ordre 2 sur Q sont,
a Q-isomorphisme pres, celles indiquées dans les tableaux ci-dessous. Elles sont données
par des équations minimales de la forme

y2+a1$y:w2+a2x2+a4aj+a6_
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a; as a4 ag m a as (N ag | m
1 160 —64 0 1 0 1282 —4096 | 0 | 6
1 160 256 41024 | 1 0 | —2564 | 1659908 | 0 | 6
0 | —641 | —1024 0 4 0 | —1282 | —4096 | 0 | 6
0 | 1282 | 414977 0 4 0 | 2564 | 1659908 | 0 | 6

Par exemple, si p = 4000237, il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q de conducteur

2Np ayant un point d’ordre 2 sur Q.

Le probleme 1 est un cas particulier du probleme suivant, que nous ne savons pas
traiter en général :

Probleme 2. Déterminer toutes les classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques sur
Q de conducteur 2V p.

Il semble que les premiers résultats démontrés sur ce probleme soient dis a A. Ogg en
1966. 11 a déterminé les courbes elliptiques définies sur Q dont le conducteur est de la forme
2N ou 2V.3 (cf. [Ogl] et [Og2]). Celles de conducteur 11 ont été ensuite explicitées par
J. Vélu (cf. [Vel]). En ce qui concerne la recherche des courbes elliptiques de conducteur
premier p, J.-F. Mestre et J. Oesterlé ont obtenu des tables de courbes de Weil fortes de
conducteur p < 10000 ; A. Brumer et O. McGuinness ont déterminé les courbes elliptiques
de conducteur p < 108. Ces travaux ne sont pas publiés dans la littérature. Par ailleurs,
comme nous I’évoquions ci-dessus, le probleme 2 est résolu si 2V p est plus petit que 15000.
Ce sont, a notre connaissance, les principaux travaux existant concernant ce probleme.

Pour certains nombres premiers p, toute courbe elliptique sur Q ayant un conducteur
de la forme 2% p possede un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Pour un tel nombre premier
p, les résultats que ’on obtient permettent ainsi de résoudre le probleme 2. Rappelons un
critere pour qu’il en soit ainsi (cf. [Set] et [Had]) :

Proposition. Soit p un nombre premier.

1. Supposons que les nombres de classes des deux corps

Q(vp) et Q(V-p)

ne soient pas divisibles par 3 et que p soit congru a 1 ou 7 modulo 8. Alors, toute
courbe elliptique sur Q de conducteur p a au moins un point d’ordre 2 rationnel sur

Q.
2. Supposons que les nombres de classes des quatre corps

Q(vp), QWV=p), Q(V2) et Q(V-2)
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ne soient pas divisibles par 3.

(i) Si p est congru a 3 ou 5 modulo 8, il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q de
conducteur 2p.

(ii) Si p est congru a 1 ou 7 modulo 8, toute courbe elliptique sur Q de conducteur

2Np, avec N > 1, a au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q.

Les nombres premiers p < 1000 congrus a 1 ou 7 mod. 8 pour lesquels les nombres

de classes des corps Q(\/}_)), Q(\/—p), Q(\/Z_p) et Q(\/—Qp) ne sont pas divisibles par 3

sont les suivants :

{7, 17,41,47,73,97,103,113,191, 193, 281, 409, 463, 479, 577, 607}

{647, 719,769, 887,911, 919,937,953, 967}

Par exemple, si p = 967, on peut ainsi démontrer qu’il n’existe pas de courbes el-
liptiques sur Q, de conducteur 2¥p si N =0, 2,3, 50u 7. Si N =1, 4, 6 ou 8, la
liste exhaustive des courbes elliptiques sur Q de conducteur 2Vp est donnée, comme
précédemment, dans les tableaux ci-dessous.

ay as ay ag m ay ag a; | ag | m
1 21 128 0 1 0 88 2 0] 8
1 21 —512 | —10880 | 1 0| —176 | 7736 | 0 | 8
0 | —85 | 2048 0 4 0| —88 2 0] 8
0 | 170 | —967 0 4 0| 176 | 7736 | 0 | 8
0 | 170 8192 0 6 0 88 1934 | 0 | 8
0 | —340 | —3868 0 6 0 | —176 8 0] 8
0 | =170 | 8192 0 6 0| —88 | 1934 | 0 | 8
0 | 340 | —3868 0 6 0| 176 8 0] 8

Si N =1 les courbes sont, a Q-isomorphisme pres, celles notées 1934 A1 et 193442 dans
les tables de Cremona (cf. [Cr2]).

Signalons enfin que si p = 1299709, ’hypothese de I’assertion 2 de la proposition est
aussi satisfaite, et il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q de conducteur 2V p.
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1. Enoncé des résultats

Soient p un nombre premier et N un entier vérifiant les inégalités
p=>29 et 1< NS

Nous énoncons dans ce qui suit huit théoremes qui décrivent, a Q-isomorphisme pres,
toutes les courbes elliptiques sur Q, de conducteur 2% p, ayant au moins un point d’ordre
2 sur Q. Chaque théoreme correspond a une valeur de N. Les résultats que 1’on a obtenus
sont présentés sous forme de tableaux analogues a ceux de [Crl]. Dans chaque ligne on
explicite une courbe elliptique E définie sur QQ réalisant les conditions souhaitées. Les
colonnes des tableaux fournissent les données suivantes sur E :

1. Un modéle minimal de E de la forme

3 2

y2 +arxzy = x° + agx” + a4 x + ag,

ou les a; sont dans Z. Sil’on a N > 2, on peut choisir un tel modele avec a1 = ag = 0.
Dans les énoncés des théoremes 2 a 8, on a donc omis les colonnes qui correspondent
a ces coefficients.

L’ordre |T3| du groupe T3 des points de 2-torsion de F rationnels sur Q.
La factorisation du discriminant minimal A de FE.

Les symboles de Kodaira de F en 2 et p.

AN R

Les courbes elliptiques liées a F par une isogénie sur Q de degré 2.

11 apparait par ailleurs dans les tableaux des lettres d’identifications (A, B,---) pour
chaque courbe elliptique. Les courbes elliptiques qui sont libellées par une méme lettre
sont liées par une isogénie sur Q de degré 2 ou un composé de deux telles isogénies.
Elles sont de plus numérotées dans I'ordre ou elles ont été déterminées. Dans la colonne
Isogénies, nous avons indiqué par leurs numéros les courbes liées a F par une isogénie de
degré 2. Ce degré est rappelé en gras.

Notations

a) Pour toute courbe elliptique F sur QQ, on désignera par E’ la courbe elliptique sur Q
déduite de F par torsion par y/—1.

b) On notera f la fonction réelle définie sur N* par

logn

in < 2%
log 2 sin

18+ 2

) ) = -
435 + 10 28" iy > 296,
log 2
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c) Etant donné un entier n qui soit un carré dans Z, on désignera, pour toute la suite,
par y/n la racine carrée de n vérifiant la condition suivante :

(2)

vn =1 mod. 4

V=0

si n est impair

si n est pair.

Théoreme 1. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 2p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, sont celles pour lesquelles il existe un entier k

vérifiant les inégalités

7T<k<f(p),

tel que I'une des conditions suivantes soit satisfaite :

1) Ientier p — 2% est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

ai as as ag | T3] A Kodaira | Isogénies
Al |1 | MRl gks 0 2 | 222 | Iy oLy | 2:2
A2 |1 | MEZEL gkt oke6 Sy ok | | o0 | o, | 201

2) lentier p + 2% est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
ay as a4 ag |T3| A Kodaira | Isogénies
Bl | 1 | YZZL | gkt 0 2 | 2212 | Iy Iy | 2:2
B2 | 1 | MEEZU G gkt | _gk6 fpqok | 2 | ok o2 | gL | 2:1

3) lentier k est pair, on a p = 25+l 41 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
a as aq ag |T3| A Kodaira | Isogénies
CL|1]| &2 L 0 4 | 2k6p2 | oL |2:2 3,4
C2 | 1| gt | RS | e g | o Spt | L | 201
c3 | 1] 5t | B 0 9 | 912 I Wl | 2:1
C4 |1 |1-p| 12 L 2 | 257 | L gL | 2:1




4) Ientier 2% — p est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
a; as aq ag |T3| A Kodaira | Isogénies
DI | 1 | Yl gk 0 2 | =222 | Iy g | 202
D2 | 1 | ME 2L gkt | gke6 ok | g | 2662 | LT | 2:1

5) lentier k est pair, on a p = 25+l _ 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
a; as ay ag |T5| A Kodaira | Isogénies
El| 1| 22 el 0 4 2862 | I gL | 2:2 3,4
B2 | 1| —gpt | GHpedh | besd g oSyt L | 201
E3 |1 |-z | @f 0 2 | 2% | Ly oy | 2:1
E4| 1 |p+1 et etl 2 25-3p I 4.1, 2:1

Corollaire. Il existe une courbe elliptique définie sur QQ, de conducteur 2p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si il existe un entier k vérifiant
les inégalités

T<k<f(p),

tel que I'un des entiers p — 2%, p+2F et 28 — p soit un carré. Si tel est le cas, p est congru
a 1 ou 7 modulo 8.

Théoreme 2. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 4p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, sont celles pour lesquelles la condition suivante
est satisfaite :

Pentier p — 4 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as as | T3] A Kodaira | Isogénies

Al p—4 | 1| 2 24p TAT 2:2

A2 | =2yp—4 | p 2 | =282 | IV* L 2:1
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Corollaire. Il existe une courbe elliptique définie sur QQ, de conducteur 4p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si p — 4 est un carré. Si tel est
le cas, p est congru a 5 modulo 8.

Théoreme 3. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 8p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, sont celles pour lesquelles I'une des conditions
suivantes est satisfaite :

1) P’entier p — 16 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as ay | Ty A Kodaira | Isogénies

Al p—16 | -4 2 25p I 2:2

A2 | —-2p—16| p 2 | =292 | III* I, 2:1

2) Ientier p — 32 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as ay | |To| A Kodaira | Isogénies

Bl| vp—32 |-8| 2 | 29 | 11",y | 2:2

B2 | -2yp—-32| p 2 —oMp2 | II* I, 2:1

3) Pentier p + 32 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

ag as | |To] | A | Kodaira | Isogénies

Cl| +p+32 8| 2 | 29 | III*I 2:2

c2| —2vp¥32|p | 2 |29 | II' D 2:1

4) on ap =31 et E est Q-isomorphe a 'une des courbes elliptiques :

as as | |T3] A Kodaira | Isogénies

D1| 1 8 2 | =21931 | III*,1, 2:2

D2 |-2|-31] 2 211312 I11*1, 2:1
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Corollaire. Supposonsp > 31. Il existe une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur
8p et ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si I’'un des entiers
p— 16, p — 32 et p+ 32 est un carré. Si tel est le cas, p est congru a 1 modulo 8.

Théoreme 4. Les courbes elliptiques E définies sur QQ, de conducteur 16p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, sont celles pour lesquelles il existe un entier k
vérifiant les inégalités

4< k< f(p),
tel que I'une des conditions suivantes soit satisfaite :

1) lentier p — 2% est un carré et E est Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques :

as aq VEY A Kodaira | Isogénies

Al | —y/p—2F| =262 ] 2 2%k sl | 2102
A2 | 24/p—2F P 2 | =22 | I LD 2: 1

2) lentier p + 2% est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes
elliptiques :

as ay | |1 A Kodaira | Isogénies

Bl | —+/p+2F |22 2 2%k p seell | 232

B2 | 24/p+2F | p 2 | 2MSp2 | I LD 2: 1

3) lentier k est pair, on a p = 25+l 1 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
as aq T3] A Kodaira | Isogénies
Cl| p+1 P 4 2kop 1 Ix LI | 2:02,3,4
co| -zt @l oo | 9%, fpoon | o2:1
C3|22p-1)| 1 2 | 2%%1p I, 0 2: 1
cal22-p) | p? 2 | —29+ipt I L 2: 1

4) Ientier p — 4 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as ay | |To| A Kodaira | Isogénies

Dl | —p—4|-1| 2 | 2% | ILL 2: 2

D2 | 2yp—4 | p 2 —28p? I;.1o 2: 1
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5) Ientier 2% — p est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
as as | |1y A Kodaira | Isogénies
El| —y/2F—p|2"2| 2 | =2%p | I}, L 2: 2
E2 | 2y/2—p | —p | 2 |2M6p? | ' | 2: 1

6) lentier k est pair, on a p = 25+l _ 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
as as |T3| A Kodaira | Isogénies
F1 1—p —p 4 [ 2MSp2 | I L | 2: 2,34
F2 | ol e I IS (B PO
F3 | 2(p+2) p? 2 | 25+9pd I D 2: 1
F4 | —2(2p+1)| 1 2 | 259 I o h 2: 1

Corollaire. Il existe une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur 16p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si il existe un entier k vérifiant
les inégalités

4<k < f(p),

tel que I'un des entiers p — 4, p — 2%, p+ 2F et 2F — p soit un carré. Si tel est le cas, p est
congru a 1, 5 ou 7 modulo 8.

Théoreme 5. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 32p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, sont celles pour lesquelles I'une des conditions
suivantes est satisfaite :

1) lentier p — 1 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as ay | |T3| A Kodaira | Isogénies
A | 2yp=T | 1| 2 | 25 | 111,1, | 2: 2
A2 | —4yp—=T1 | 4p | 2 | 2| IL.h 2: 1
AUV | —oyp=T| 1| 2 | 25 | 11, | 2: 2
A2 | 4yp—1 | 4p 2 | —212p? 13,1, 2:1
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2) ’entier p — 8 est un carré et E est Q-isomorphe a 'une des courbes elliptiques :

as ay | |Ts| A Kodaira | Isogénies
B1 p—8 | —2| 2 26p 1115 2: 2
B2 | -2yp—-8]| p 2 | —2%? 1,15 2: 1
Bl'| —\/p—-8|-2| 2 20p 1111, 2: 2
B2 | 2y/p—38 P 2 | —2%? 15,15 2: 1

3) Pentier p + 8 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as as | |T2| | A | Kodaira | Isogénies

Cl| p+8 | 2| 2 | 26p | III L, 2: 2
C2 | —2p+8| p 2 | 2%? 1.1, 2: 1
Cl'| —vp+8 | 2| 2 | 2% | IILIL 2: 2

C2 | 2yp+8 | p| 2 |2 | LI 2: 1

Corollaire. II existe une courbe elliptique définie sur QQ, de conducteur 32p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si I'un des entiers p — 1, p — 8
et p+ 8 est un carré. Si tel est le cas, p est congru a 1 modulo 4.

Théoreme 6. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 64p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, sont celles pour lesquelles il existe un entier k
vérifiant les inégalités

2<k < f(p),

tel que I'une des conditions suivantes soit satisfaite :

1) ’entier p — 1 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as ay | |T3| A Kodaira | Isogénies

Al | 2¢p—1 P 2 | —26p? 11,1, 2: 2

A2 | —4p—1| 4| 2 212p .5 2: 1

Al | =2p—11| p 2 | =26p? 11,1, 2: 2

A2 | 4yp—1 | —4| 2 | 22p | I, 2: 1
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2) Pentier p — 2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as as | |75 A Kodaira | Isogénies

Bl | 2¢4/p—2F | =28 | 2 | 226p 1 Iy L | 2: 2
B2 | —4y/p—2F| 4dp | 2 | =22 I D 2: 1
Bl | —=2+/p—2~ | —=2F | 2 22k+6y R 1 2: 2

B2 | 4y/p—2F | 4p | 2 | =232 | Ir D 2: 1

3) lentier p + 2% est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes
elliptiques :

as ayg | |1y A Kodaira | Isogénies
Cl | 2y/p+2F [ 28] 2 | 22M6p | 5 | 2: 2
C2 | —4y/p+2F [dp | 2 | 2M2p? | I L 2: 1
ClU | =2y/p+2k |2V ]| 2 | 2%t6p | I3 Iy 2: 2
C2 | 4y/p+2F [4p| 2 [ 2M2p2 | Ir | T, 2: 1

4) Dentier k est pair, on a p = 25+l 4+ 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes
elliptiques :

as a4 | T3] A Kodaira | Isogénies
D1 | 2(p+1) 4p 4 obrizp? | I, L | 202,34
D2 | 4(2p—1) 4 2 | 2315 Ii I 2: 1
D3 | 4(2-p) 4p? 2 | —25+15pt Lk 2: 1
DA | —(p+1) (p—41)2 9 92k+6,, 2 2: 1
DU | —2(p+1) 4p 4 g I, | 202,34
D2’ | —4(2p— 1) 4 2 | 23+l Iy o h 2: 1
D3’ | —4(2—p) 4p? 2 | —25+15pt Iy i 2: 1
D4 | p+1 (p ~ D ity | Iz L | 2:1
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5) Ientier 2% — p est un carré, k est impair et E est Q-isomorphe a I'une des courbes
elliptiques :

as ay | |T3| A Kodaira | Isogénies

El | 2¢/2k—p | 28 | 2 [ =22Cp |\ [ I | 2: 2

E2 | —44/2k —p | —4p | 2 | 2F1%2 | I¥

k+2,IQ 2: 1

EU | =2y/2F—p | 28 | 2 | —226p | I L | 2: 2

E2 | 4y/2F—p | —dp | 2 | 2132 | I

k+2712 2: 1

6) I'entier k est pair, on a p = 25+l 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes

elliptiques :
as as |T3| A Kodaira | Isogénies
F1 | —2(p—1) —4p 4 | 2MZpr L |25 02,34
F2 | —4(2p+1) 4 2 | 280p | Ip L 2: 1
F3 | 4(p+2) 4p? 2 | 25+t Iy 2: 1
F4 | p—1 (p 21)2 2 | —2%ibp | I L | 2:1
FU'| 2(p—1) —4p 4 | 2Mpr D [ 202,34
F2' | 4(2p+1) 4 2 | 25+l Ll 2: 1
F3' | —4(p+2) 4p? 2 | 28t | Iy ool 2: 1
Fe | —p-1) | 2 21)2 2 | —2%ibp | I L | 2:1

Corollaire. Il existe une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur 64p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, si et seulement si il existe un entier k vérifiant
les inégalités

2< k< f(p),

tel que I'un des entiers p — 1, p — 2¥, p + 2% et 2% — p soit un carré.

Théoreme 7. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 128p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, sont celles pour lesquelles I'une des conditions
suivantes est satisfaite :
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1) il existe k € {1,2} tel que 2p* — 1 soit un carré et E est Q-isomorphe a I'une des
courbes elliptiques :

as ay | |75 A Kodaira | Isogénies
Al | 24/2pF—1 | =1 | 2 27pk 11,1, 2: 2
A2 | —4r/2p% —1 | 8pF | 2 | —2¥p? | [IT* Iy, | 2: 1
AV | =24/2pF =1 | =1 | 2 27pk I1.1; 2: 2
A2 | 42k —1 | 8pF | 2 | —2Mp?F | I Iy | 2: 1
Bl | 2¢/20F—1 | 2% | 2 | =28%% | III Iy, 2: 2
B2 | —4+/2pF —1| —4 | 2 213 pk I Iy 2: 1
Bl | —2+/2pF —1 | 2pF | 2 | —2%p%* | III Iy 2: 2
B2 | 44/2pF -1 | —4 | 2 213 pk LI, 2: 1

2) il existe un entier impair k vérifiant les inégalités 1 < k < 164969, tel que p* + 2
soit un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as as | |1yl A Kodaira | Isogénies
CL| 2y/pF+2 | ph | 2 |2 | 11Dy | 2: 2
C2 | —ay/ph+2| 8 | 2 | 29pf | IIT I | 2: 1
Cl' | =24/pF+2 | pF | 2 | 27p% | II, Iy 2: 2
C2 | 4P +2 | 8 | 2 |2Mph |1 | 21
DI | 2y/pF+2 | 2 | 2 | 2% | 1T | 2: 2
D2 | —4y/pr 2| 4ph | 2 | 29p% | LDy | 2: 1
DI | —2y/pr+2| 2 | 2 | 2% | 1L | 2: 2

D2 | 4y/pF+2 | 4pF | 2 | 28p* | I, Iy 2: 1
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3) Pentier p — 2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques :

as as | T3] A Kodaira | Isogénies
El| 2vp=2 | p 2 2p? | I, 1, 2: 2
E2 | —4/p—2| 8| 2 24y | I 1 | 2: 1
EU|-2yp—21| p | 2 —27p% | II, I, 2: 2
E2 | 4/p—2 | =8| 2 Wy | I 1) 2: 1
F1| 2yp—2 | 2| 2 28p III 1, 2: 2
F2 | —4yp—2 | 4p 2 —213p2 13,15 2: 1
FI' | —2p—2 | -2 2 28p II1, 1, 2: 2
F2' | 4yp—2 | 4p 2 | —213p? I, I 2: 1

Corollaire. Il existe une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur 128p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur QQ, si et seulement si il existe un entier impair k
vérifiant les inégalités

1 < k < 164969,

tel que 'un des entiers p* +2, 2p — 1, 2p® — 1 et p — 2 soit un carré.

Théoreme 8. Les courbes elliptiques E définies sur Q, de conducteur 256p et ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, sont celles pour lesquelles I'une des conditions
suivantes est satisfaite :

k
1) il existe k € {1,2} tel que % soit un carré et E est Q-isomorphe a I'une des

courbes elliptiques :

as as | |Ty| A Kodaira | Isogénies
Al | 422 | 2| 2 Xpk | IILIL | 2: 2
A2 | 8/ | 8pF | 2 | —28p% | [IT* Iy | 2: 1
AU | 422 | 2| 2 Xpk | IILL | 2 2
A2 | 8\ /B [ sph | 2 | 28 | 11Dy | 201
Bl | 4/ | 2pF | 2 | —2%% | IIL Iy | 2: 2
B2 | —8/E2L | =8| 2 | 2Bk | IIIL, | 2: 1
BU | —4/22 | 2pF | 2 | 2% | IIL Iy | 2: 2
B2 | 8B | =8| 2 | 2Bk | IIrfp, | 2: 1
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k
2) il existe k € {1,2} tel que I’entier ”TH soit un carré et E est Q-isomorphe a I'une
des courbes elliptiques :

as as | |1y A Kodaira | Isogénies

Cl | 4/ | 2 | 2 | 2%F | 11,1, | 2: 2

C2 | =8/ | 8ph | 2 | 29p% | IIT* I | 2: 1

ClU | —dy/2H | 2 | 2 | 2%F | IIL,I, | 2: 2

C2 | 8/ | 8pk | 2 | 26p* | [IT* I | 2: 1

D1 | 4/Z2 [2pF | 2 | 2%% | IIT, Iy | 2: 2

D2 | -8/ | 8 | 2 | 2Bpk | 1T I, | 2: 1

DU | 4/ 272 [ 2pF | 2 | 2% | IIL, Dy | 2: 2

D2 | 8/ZH | 8 | 2 | 2% | I | 2: 1

Corollaire. II existe une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur 256p et ayant au

. . . . . . 1 2_1
moins un point d’ordre 2 rationnel sur si et seulement si I'un des entiers 2=, £E—
’ 2 2

1 241 ,
% et % est un carré.

2. Lemmes préliminaires

2.1. Modeéles de Weierstrass

Considérons une courbe elliptique E définie sur Q, de conducteur 2Vp avec N > 1,
ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. On utilisera dans toute la suite du
texte le résultat suivant :

Lemme 1. Il existe un modéle de Weierstrass de E de la forme
(3) y? = (2 + az + b),

ot a et b sont des entiers sans diviseurs communs impairs. Ce modele est minimal en
dehors de 2. Les invariants standard c4, cg et A qui lui sont associés sont

(4) cy =2%a? —3b), cg=2a(9b—2d%) et A =2'*(a® — 4b).

Dans le cas ou I'on a N > 2, I’équation (3) est un modele minimal de E.

Démonstration : Si N = 1 cet énoncé est une version particuliere du lemme 1 de
[Me-Oe].
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Supposons N > 2, autrement dit, que E ait mauvaise réduction de type additif en 2.
Considérons un modele de Weierstrass minimal de E sur Z

312 + a1xy + agy = z3 + a2x2 + a4 + ag.
Posons comme dans [Tal,
b2 :a%+4a2, b4 :a1a3+2a4 et b6 :a§+4a6.

En effectuant le changement de variables

(5) X=z e Y=y+ %—l—a;),,
On obtient comme nouveau modele de E

by by be
6 YZ=X34+ 2 X242 X4+ 2,
(6) + 4 + 2 + 4

C’est un modele entier de . En effet, il résulte de 'hypothese faite sur £ que l'on a les
congruences (cf. [Pa], tableau IV, p. 129)

cs =0 mod. 16 et c¢g =0 mod. 32.
D’apres les égalités
cy = b3 —24by et cg = —b3 + 32baby — 216b,
on a ainsi

bo =0mod. 4, by =0mod. 2 et bg=0 mod. 4,

ce qui prouve notre assertion. Vu le changement de variables (5), le modele (6) est donc
minimal. Soit u ’abscisse d’un point d’ordre 2 de E dans ce modele ; ¢’est un entier relatif.
Le changement de variables

X=z4+u e Y =y,

conduit alors & un modele minimal de E de la forme 3? = z(2? + ax + b) o1 a et b sont
des entiers. On vérifie que l'on a les formules (4) (cf. [Ta]). Le fait que E ait réduction
semi-stable en dehors de 2 entraine que a et b n’ont pas de diviseurs communs impairs.
D’ou le lemme.
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2.2. Lemmes diophantiens

Dans ce paragraphe, la lettre p désigne un nombre premier impair. On explicite ici
des résultats concernant certaines équations diophantiennes qui interviendront dans la
suite.

Les lemmes 2 et 3 ci-dessous se trouvent respectivement dans les alinéas 1 et 2 du
lemme p. 200 de [Had].

Lemme 2. Soient m et n deux entiers naturels. Soit x un entier > 1 tel que 'on ait

z? —1=2mp".
On est dans I'un des cas suivants :

1. p=3et (z,m,n) € {(2,0,1),(3,3,0),(5,3,1),(7,4,1),(17,5,2)} ;
2. p=5et (z,m,n) € {(3,3,0),(9,4,1)} ,-

3. p=2""241avecm>=5et (z,n)=(2p—1,1) ;
4. p=2m"2—1avecm =5 et (z,n) = (2p+1,1).

Lemme 3. Soient m et n deux entiers naturels. Soit x un entier > 1 tel que 'on ait

2+ 1=2mp".
On est dans 'un des cas suivants :
1. p=3mod. 4 et (z,m,n) = (1,1,0) ;
2. p=13 et (z,m,n) € {(5, 1,1), (239,1,4)} ,-

3. p#13, p=1mod. 4 et (m,n) € {(0,1), (1,1), (1,2)}.

Lemme 4. Soient m et n deux entiers naturels > 1. Soit x un entier > 2 tel que ’on ait
2 m __ . n
z°+ 2" =p".

On est dans I'un des cas suivants :

1. p=3et (x,m,n) € {(5,1,3),(7, 5,4), (1,3, 2)} ;

2. p=5et (z,m,n) € {(11,2,3),(3,4,2)} ;
3.p:2m_2—|—1avecm>5et(x,n):(p—2,2);

4. n=1letm< igigg;

Démonstration : Le cas ou n > 3 est traité dans [Le]. Supposons n = 2. On a dans ce
cas (p — x)(x + p) = 2™. D’ou l'existence de deux entiers naturels u et v tels que u > v,
p+r=2%p—zx=2"ctu+v=m. Ona2p=2%+2 doup=2""14 2! Puisque
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u > v et que p est impair, onav =1. Onadoncm > 2, p=2%"1 41, puisp = 2m 2 + 1.
On en déduit les triplets (x,m,n) intervenant dans ’énoncé du lemme lorsque n = 2. Si

n=1,p—2" est positif, d’ott m < 28

Tog(3) et le lemme.

Lemme 5. Soient m et n deux entiers naturels tels que m > 2 et n > 1. Soit x un entier
naturel non nul tel que I'on ait

n

2 — 2™ = p".

On est dans I'un des cas suivants :
1. p=1T7 et (x,m,n) = (71,7,3) ;
2.p=2""2%—1avecm >4et (z,n)=(p+22) ;
3. n=1etm< f(p).
Démonstration : Si I'on a n > 3, le corollaire 1 du chapitre I montre que I’assertion
1 est satisfaite.

Supposons n = 2. Dans ce cas, on a (z + p)(x — p) = 2™. Par conséquent, puisque x
et p sont des entiers positifs, il existe deux entiers naturels u et v vérifiant u + v = m et
u > v, tels que

p+ax=2" et x—p=2"

Cela conduit & * = p+2Y et & p = 2471 — 2v~1 Comme les entiers u et v vérifient
I'inégalité u > v et que p est impair, ceci entraine v = 1, puis u = m — 1. Par conséquent,
on a

p=2""2%_1 et r=p+2,

ce qui entraine en particulier m > 4.

Sil'on a n =1, les corollaires 1 et 2 de [Beu] conduisent alors & la majoration de m
se trouvant dans l’assertion 3.

Lemme 6. Soient m et n deux entiers naturels > 1. Soit x un entier > 1 tel que I'on ait
562 _ 2m — _pn.

On est dans I'un des cas suivants :
1. p="Tet (x,m,n) =(13,9,3) ;
2. n=1etm< f(p).
Démonstration : D’apres le théoreme p. 3204 de [Bul, 'entier n est impair. Si n = 1,

la majoration de m résulte des corollaires 1 et 2 de [Beu]. Supposons n > 3 ; on a m > 2,
et le corollaire 1 du chapitre I entraine que ’assertion 1 est satisfaite.
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Lemme 7. Soient n et x des entiers naturels > 1.
1. Supposons que ’on ait

202 +1=p".
On est dans 'un des cas suivants :
(i) p=3et (z,n)=(11,5) ;
(ii) n =1 ou 2.
2. Supposons que l'on ait
252 — 1 =p".

On est dans 'un des cas suivants :
(i) p =23 et (z,n) = (78,3) ;
(ii) n =1 ou 2.

Démonstration : L’assertion 1 est une reformulation de 'alinéa 4 du lemme de [Had].
L’assertion 2 est une conséquence directe du corollaire 2 du chapitre 1.

Lemme 8. Supposons p > 29. Soient n et x des entiers > 2 tels que
- —2=p"

Alors, n est impair et on a n < 164969.

Démonstration : Dans toute la suite, pour tout z € C, on désigne par |z| le module
de z. Supposons qu’il existe deux entiers naturels non nuls x et n tels que 'on ait

xt—2=p".
Le fait que n soit impair se vérifie directement. Pour démontrer I'inégalité annoncée, nous
allons utiliser des minorations de formes linéaires de logarithmes qui se trouvent dans
[Mi].

Notons v/2 la racine carrée positive de 2. Soient A ’anneau d’entiers de Q(\/i) et u
I'unité fondamentale de A. On a

u = \/5— 1.
Dans A, on a
(7) Pt = (z —V2)(z +V2).

Puisque p est impair, il en est de méme de z. Il en résulte que les entiers z — /2 et z+ /2
sont premiers entre eux. De plus, 2 étant un carré modulo p, 'entier p est décomposé
dans Q(v/2). 1l existe ainsi deux éléments irréductibles conjugués et positifs m et m de
A vérifiant les conditions suivantes :
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1. onap=mmy;

2. il existe deux entiers relatifs ¢ et k vérifiant 0 < ¢t < n tels que 'on ait

(8) r+V2=uttrt et oz — V2= (—u) Tt

Pour tout nombre réel z non nul, on note log x le logarithme de x : si > 0, c’est le
logarithme usuel ; si < 0 on le définit par ’égalité

logxz = log |z| + iw.

En suivant les notations de [Mi], posons

(9) by =t, by=n, ap = ——, 042:(—1)’%2"3E et A=t loga; —n logas.
U 2

En utilisant la remarque 4 p. 111 de loc. cit. avec la forme linéaire de logarithme A, on
va démontrer I'inégalité

2
n n 21 log p
10 log [A| > —634,304 [ Max J 0,06 + 1 = 1,802 ).
(10) 0g |A| ( ax{ +Og<10gp+3,604+3,604> 2}) X( 5 T )

Par ailleurs, on va prouver 'inégalité

(11) log |A| < log2v/2 — glogp-i—O,IOB.
On déduit alors de (10) et (11) la majoration de n indiquée dans 1’énoncé du lemme.

Commencons par démontrer l'inégalité (11). On a

Posons
2v/2
o ut+knon
On a ,
«
_711 =1—«
o2

41



On en déduit que

Il en résulte I'inégalité

Par ailleurs, on a

D’apres (7), on a

d’ou 'on déduit 'inégalité
24/2
log 4] < 1og(n—f).
p2 — 2\/§

On obtient ainsi

2+/2
log|A| < log 2v/2 — glogp—log(l — \/_)

pz

Les inégalités p > 29 et n > 2 entrainent alors (11).

Démontrons maintenant l'inégalité (10). Vérifions pour cela les deux conditions sui-
vantes :

3. les nombres réels a; et as sont multiplicativement indépendants ;

4. on a |ag| =1 et |as]| > 1.

Supposons qu’il existe deux entiers relatifs n, et ny tels que l'on ait
altas? = 1.

En considérant la valuation en 7 des deux membres de cette égalité, on constate que
ny = 0. Par suite, on a af!' =1, d’ott n; = 0 et assertion 3. On a |ay| > 1. Par ailleurs,
I'inégalité

|z + V2| > |2 — V2[|u*,

entraine

n /1’

‘ u2knﬂ_?
Ty

d’olt |az| > 1 et assertion 4.

Déterminons les constantes qui interviennent dans la remarque 4 de [Mi] dont on
reprend les notations sans autre précision. On a Q(ay, o) = Q(ﬂ), d’ou

D =2.
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Il s’agit ensuite de choisir des nombres réels A;, pour i € {1,2}, tels que 1'on ait

|log ;| 1
log A; > Max{ h
og ;> Max{ (), 5, 2

ou h(a;) est la hauteur logarithmique absolue de «;.

On vérifie que 'on a h(a1) = — logu, d’ott h(ay) ~ 0,8813. De plus |log(ay)/2| ~ 1,8011,
de sorte que 1’on peut prendre
log A1 = 1, 802.

Calculons h(as). La norme sur Q de ay est égale a 1 ; en utilisant ’assertion 4 ci-dessus,
on vérifie que l'on a

1
h(az) = Og2|a2|.
Démontrons que 'on a
1
(12) h(as) < ng 10,882,
On a |asg| = ‘u%:—;} On déduit de p = mm que 'on a
w2k

o] =p W—%

Remarquons que puisque 'on a p > 29, 'entier x est supérieur ou égal a 3, ce qui entraine
x —+/2 > 1. Il résulte alors de (8) que I'on a

d’ou
2t 1
log |az| < logp + — log ~

puis
log |a2] < logp + 1,763,

ce qui conduit a I'inégalité (12).

Il reste a majorer |log as|. D’apres (9), on a les égalités
log ay = log(—1)% + log |aa| = im + log |aa].

On obtient alors
|log cva| < logp + (1,763 + im| < logp + 3,603,
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de sorte que
[logaz| _ logp
2 2

+1,802.

Il en résulte que 'on peut prendre

log p

log Ay = + 1,802.

La remarque 4 de [Mi]| conduit alors a l'inégalité

2

¢ 21 1
log |A| > —352 Max{o,06+1og <logp+3 it 3 204),7} x 1,802<% +1,802>.

L’inégalité (10) résulte alors du fait que 'on a t < n.

Posons

n n 21
A=Max 40,06 +1 =4
ax{ 00+ log (logp+3,604+3,604)’ 2 }

Les inégalités (10) et (11) entrainent que l'on a
1 1
log 2v/2 — %n 40,103 > —634,304 A2 x (% n 1,802),

d’ou

1 1
log 2v/2 + 0,103 + 634,304 A% x (% +17802) > ngn,

et

log 2v2 + 0,1 4
2<—°g V240, O3> + 634,304 A% x <1+3’60 >>n
logp logp

Puisque 'on a p > 29, on a

log 29 log p

log 2v/2 1 log 2v/2 1 4 4
o[ log V240,103 S of log V240,103 - 3,60 - 3,60 7
log 29 log p

n n 21
Max 4 0,06 + 1 2l a
ax{ 0+ Og(log29+37604+37604)’ 2 }

On en déduit I'inégalité

2

n n 21
1 1313,197 M I — >n.
(13) 0,679 4+ 1313,197 ax{(),06+ og (log29+3,604+3,604>’ 2} n

Supposons n > 81254.

n n 21 n n
M 1 2 (" : '
ax{0,06—|— og <1og29+3,604 + 37604), 5 } 0,06 + log (10g29+3,604 + 3,604)
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D’apres (13), on a ainsi

2
0,679 + 1313,197 [ 0,06 +1 ( i 4+ > >
(0] =N
’ ’ : &\ 1og29 + 3,604 " 3,604

Cela entraine I'inégalité
n < 164969.

D’ou le lemme.

3. Démonstration des résultats
3.1. Principe de la démonstration

On démontre d’abord que les courbes elliptiques se trouvant dans les énoncés des
théoremes 1 a 8 vérifient bien les propriétés voulues. On utilise pour cela la classifica-
tion obtenue par I. Papadopoulos (cf. [Pa]) des types de Néron des courbes elliptiques
en fonction de leurs invariants minimaux. On explicite ensuite toutes les classes de Q-
isomorphisme possibles de courbes elliptiques définies sur Q, de conducteur 2Vp (avec
N > 1) et possédant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Le lemme 1 permet de
ramener ce probleme a la recherche des entiers a et b sans diviseurs premiers communs
impairs, pour lesquels il existe des entiers naturels m et n vérifiant 1’égalité

b?(a® — 4b) = £2™p".

Les lemmes diophantiens permettent la détermination de ces entiers. On en déduit alors
que, a Q-isomorphisme pres, les courbes elliptiques indiquées dans les théoremes 1 a 8
sont les seules a avoir les propriétés annoncées.

3.2. Les courbes elliptiques intervenant dans les énoncés des théoremes

Dans cette partie, nous allons démontrer que les courbes elliptiques figurant dans les
énoncés des théoremes 1 a 8 vérifient bien les propriétés annoncées.
Pour cela, il nous faut vérifier :

(i) que les modeles indiqués dans les tableaux sont entiers ;

(ii) les factorisations indiquées dans la colonne A ;

(iii) Pordre du groupe T5 ;

(iv) les informations données dans la colonne isogénies ;

(v) que le conducteur des courbes elliptiques est bien celui annoncé ;

(vi) que les modeles se trouvant dans les tableaux sont minimaux ;
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(vii) les symboles de Kodaira indiqués.

1. En ce qui concerne les théoremes 2 a 8, le point (i) se vérifie directement a partir
des conditions précédant chaque tableau. Pour les modeles se trouvant dans ’énoncé du
théoreme 1, on utilise de plus la condition (2).

2. Pour le point (iii), on vérifie que les courbes elliptiques indiquées dans 1’énoncé des
résultats ont toutes au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. On a donc |T5| =4 si le
discriminant de ’équation considérée est un carré et |1z| = 2 sinon.

Considérons alors une courbe elliptique E intervenant dans 'un des énoncés des
théoremes 1 a 8 et donnée par I’'équation

E:vy¥  +aay =2 + avz® + aux + ag,

ou les a; sont dans Z. Soient b, by, bg, bs, c4, cg et A les invariants standard qui lui sont
associés par les formules qui se trouvent dans [Tal, p. 36.

3. Les factorisations indiquées dans la colonne A des tableaux se déduisent de loc.
cit.. Dans certains cas, on est amené a utiliser la remarque ci-dessous :

Remarque 1. Soit k£ un entier naturel pair.
(i) Dentier p + 2* est un carré si et seulement si p =251 41 ;
(ii) entier 2% — p est un carré si et seulement si p = 25+1 — 1,

En effet, soit u I'entier positif tel que p + 2* = u2. On a (u + 2§)(u — 25) = p, de
sorte que u + 2% = petu— 2% = 1, puisp—1= 25+1 De méme, soit v ’entier positif tel
que 28 —p =92 On a (2§ +v)(2§ —v) =p, d’on 2% fp=p, 25 —v=1etp+1=25TL
Les implications réciproques sont immeédiates.

4. Les informations qui se trouvent dans la colonne Isogénies des tableaux s’obtien-
nent & partir des résultats de J. Vélu [Ve2]. Plus précisément, si P est un point d’ordre 2
de FE, notons < P > le sous-groupe de E engendré par P. Il existe une courbe elliptique
E/ < P > sur Q, unique a Q-isomorphisme pres, qui est liée & F par une isogénie sur Q
de degré 2 et de noyau < P >. Nous indiquons dans les tableaux ci-dessous, en utilisant
les résultats de loc. cit., une équation de E/ < P >. Les isogénies indiquées dans 1’énoncé
des résultats se déduisent alors de ces tableaux par spécialisation des parametres a et b.
On utilise les tableaux des alinéas 1 et 2 pour le théoreme 1 et les tableaux des alinéas 3
et 4 pour les autres théoremes.

Lemme 9.
1) Supposons qu'il existe a et b dans Z tels que E ait pour modeéle de Weierstrass

3

v+ a2y = 22 + az? + ba.
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Le point (0,0) est d’ordre 2 dans E(Q) et une équation de E/ < (0,0) > est donnée
ci-dessous :

a | as | ay ag Isogénies

FE 1| a b 0 2:2

E/<(0,00> | 1| a|—-4b|-b1+4a)| 2:1

2) Supposons qu’il existe a et b dans Z tels que E ait pour modéle de Weierstrass

y2+xy:x3+ax2+%a:.

Les points (0,0), (—1,3) et (—a, %) sont d’ordre 2 dans E(Q) et I'on a le tableau

ci-dessous :

a | as a4 ag Isogénies

E 1| a g 0 2:2 34

3) Supposons qu'il existe a et b dans Z tels que E ait pour modele de Weierstrass
v = 2% + ax? + b

Le point (0,0) est d’ordre 2 dans E(Q) et une équation de £/ < (0,0) > est donnée
ci-dessous :

al | ao a4 ag | Isogénies

E 0 a b 0 2:2

E/<((0,00> | 0| —2a|a®>—4b| 0 2:1

4) Supposons qu'il existe a et b dans Z tels que E ait pour modele de Weierstrass
vP + oy = 2% — (a+b)2? + ab .

Les points (0,0), (a,0) et (b,0) sont d’ordre 2 dans E(Q) et 'on a le tableau ci-
dessous :
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aq as a4 ag | Isogénies

E 0| —(a+b) ab 0 12:2,3,4

E/<(0,0)> | 0 afh e | o 2:1

E/ < (a,0)> | 0 | 2(b—2a) | b 0 2:1

E/<((b,0)> | 0|2a—2b)| a* |0 2:1

Démonstration : 1) L’alinéa 1 s’obtient directement & partir des formules de [Ve2].

2) Vérifions les assertions relatives a ’alinéa 2. On vérifie directement que les points
indiqués sont d’ordre 2 dans E(Q). Soit P I'un de ces points. L’équation de E/ < P >
que l'on obtient en utilisant les formules de Vélu est :

y2+xy:x3—|—ax2—aa:—(1+4a)% si P =1(0,0),
3 5) 7 3 11
92+90y=$3+a1‘2+ (ia_l_6>x+a2_ﬁa+6_4 si P:(_Z7§)a

3 7 1
y2 + xzy = 22 + a2 — (5&2—§a)w + 3a3—1a2+1a si Pz(—a,%).

Les changements de variables

r=X —a, y:Y—l—g si P =(0,0),

1 1 11
x=4X+Z—a, y=8Y~|—2X—|—g—§ si Pz(—— —>,

z=X+a, y:Y—g si P:(—a,g),

conduisent alors aux équations indiquées dans le tableau.

3) En ce qui concerne 'alinéa 3, une équation de E/ < (0,0) > est
2 = 23 + ax® — 4bx — 4dab.

Le changement de variables
x=X —a, y=Y,

conduit alors au modele indiqué.
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4) Vérifions les assertions relatives a l'alinéa 4. Soit P l'un des points d’ordre 2
indiqués dans I’énoncé. L’équation de £/ < P > obtenue en utilisant les formules de Vélu
est :

y? = 2% — (a+b) 2% — 4abx+ 4ab(a+ D) si P =(0,0),

y? =2 — (a +b) 2° + a(6b — 5a) = + a(Tab — 4b* — 3a?) si P =(a,0),
y*> = 2% — (a +b) * + b(6a — 5b) = + b(Tab — 4a* — 3b%) si P

Les changements de variables
r=4X +a+b, y=8Y si P =(0,0),

r=X+b—a, y=Y s P =(a,0),
r=X+a—0b, y=Y si P =(b0),

entralnent alors le résultat.

Cela termine la démonstration du lemme 9.

5. Compte tenu de ce qui précede, il nous reste a vérifier les points (v) a (vii). On
utilise pour cela les résultats de [Pa]. Apres avoir vérifié que le conducteur de E est bien
celui annoncé, les symboles de Kodaira et la minimalité du modele considéré se déduisent
des tableaux de loc. cit..

La suite de ce paragraphe est donc désormais consacrée a la détermination du con-
ducteur de E. Le calcul des invariants c4, cg et A montre que E a bonne réduction en
dehors de 2 et p, et que E a réduction multiplicative en p. Par suite, le conducteur de F
est de la forme 2N p ou N est un entier tel que 0 < N < 8. Deux courbes elliptiques sur
Q qui sont Q-isogenes ont le méme conducteur. Par suite, il nous suffira de choisir pour
E une seule courbe elliptique parmi celles identifiées par la méme lettre dans les énoncés
des théoremes.

Dans toute la suite, étant donné un entier relatif n, on désignera par v(n) sa valuation
2-adique.
3.2.1. Le théoreme 1

On est amené a déterminer les conducteurs des courbes elliptiques notées Al, Bl1,
C1, D1 et E1 dans I’énoncé du théoreme 1. Soit k£ un entier naturel vérifiant les inégalités
7 < k < f(p). Les invariants standard de ces courbes sont donnés dans le tableau suivant :

Al B1 C1 D1 El

cs | p— 9k—2 P+ ok—2 P+ 9k+2 | 9k—2 _ P ok+2 _ P

A 22k712p 22k712p 2k76p2 _22k712p 2]<776p2
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On constate alors que les entiers ¢4 et A sont premiers entre eux. Ces courbes ont donc
réduction multiplicative en 2 et p et leur conducteur est 2p.

3.2.2. Le théoréme 2.

Vérifions que la courbe elliptique A1 est de conducteur 4p. On a
_ o4 _ 5 __ o4
cy =2%(p—1), ce =—2°/p—4(2p+1) et A = 2%p.

On en déduit que v(cqy) = 6, v(cg) = 5 et v(A) = 4. D’apres le tableau IV p. 129 de
[Pa], on est dans le cas 3 ou 5 de Tate. Utilisons la proposition 1 p. 124 de loc. cit. avec
r=t=1.0nar>—1=0ett?— /p—4 est pair. D’apres la condition (2), 4 divise
—1+4+ /p—4. On est donc dans le cas 5 de Tate, d’ou I’assertion.

3.2.3. Le théoréme 3

1) Vérifions que la courbe elliptique A1 est de conducteur 8p. On a

CLlZO, a2 = /P — 67 CL3:0, a4:_47 CEGZO,

bQ - 4 p - 16, b4 - —23’ b6 = 0’ b8 = —24’
¢ =24(p—4), g = —2°/p—16(p+2), A =2%p.

On a
v(cq) = 4, v(cg) = 6, v(A) =8.

D’apres le tableau IV p. 129 de [Pa], on est dans le cas de Tate 6, 7 ou 8. Utilisons les
propositions 3 et 4 de loc. cit.. Posons r =2 et t = 2. On a la congruence

bs + 3rbg + 3r2by + 13by + 3r* = 0 mod. 32.
Par ailleurs, en utilisant la condition (2), on vérifie que ’'on a
ag + raq + rlas + 13 — tas — t2 — rta; = 0 mod. 16.
On est donc dans un cas de Tate > 7. De plus, si s est un entier, on a
a2+3r—sa1—325ﬂ+2—3253—32 mod. 4.

Il n’existe donc pas d’entier s tel que as + 3r — 52 = 0 mod. 4. On est donc dans le cas de
Tate 7 et le conducteur de A1 est 8p.

2) Vérifions que la courbe elliptique B1 est de conducteur 8p. On a

ale, CLQZ\/p—?)Q, CL3:0, CL4:—8, CLGZO,
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by =4y/p—32, by=-2* bsg=0, bg=-2°

cs=2"p—8), c=-25/p-32(p+4), A=2"

On a
v(cy) =4, v(cg) = 6, v(A) = 10.

On est dans le cas de Tate 7 ou 9. Utilisons la proposition 4 de loc. cit.. L’entier r = 4
vérifie la congruence

bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* = 0 mod. 32.

L’entier s = 1 vérifie la congruence as + 3r — sa; — s> = 0 mod. 4. On est donc dans le
cas de Tate 9, d’ou 'assertion.

3) Vérifions que la courbe elliptique C1 est de conducteur 8p. On a

a1 =0, ax=+/p+32, a3=0, as4=8, ag=0,
by =4y/p+32, by=2 bg=0, bg=—25

cs =24 (p+8), ce=—2%p+32(p—14), A =210,

On a
v(cq) =4, v(cg) = 6, v(A) = 10.

On est dans le cas de Tate 7 ou 9. Comme ci-dessus, I'entier » = 4 vérifie la congruence
bs + 3rbg + 3r°bs + by + 3r* = 0 mod. 32.

L’entier s = 1 vérifie donc la congruence as + 3r — sa; — s> = 0 mod. 4. On est dans le
cas de Tate 9, d’ou le résultat.

4) Supposons que p soit égal a 31. Dans ce cas, on vérifie par exemple a 'aide du
logiciel de calculs PARI (cf. [Pari]) que le conducteur de D1 est 8 x 31 = 248.

3.2.4. Le théoréme 4

Soit k£ un entier naturel vérifiant les inégalités 4 < k < f(p).

1) Vérifions que la courbe Al est de conducteur 16p. On a

ap =0, as :_\/p_Qka az =0, a4:_2k_27 ag = 0,
by = —4\/p—2F, by=—-2F"1 pg=0, bg=—2%"1
cy =24 (p—2F72), s =2°vp—2F (p+2F3) et A=2%p
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On a
v(cy) =4, v(cg) =6 et v(A)=2k.

On est dans un cas de Tate > 6. On utilise les propositions 3 et 4 de [Pa).
1.1) Supposons k = 4. L’entier r = 2 vérifie la congruence

bs + 3rbg + 3r2by + 13by + 3r* = 0 mod. 32.

Avect =2,0n a
v(ag + ras + r?as +1° —tag — t* — rta,) = 3.

On est alors dans le cas 6 de Tate et le conducteur de A1l est 16p.

1.2) Supposons k > 5. On est dans un cas de Tate > 7. L’entier r = 4 vérifie la
congruence

bg + 3rbg + 3T2b4 + T3b2 + 3r* = 0 mod. 32.

Par ailleurs, il n’existe pas d’entier s vérifiant la congruence
as + 3r — sa; — s = 0 mod. 4.

On est donc dans le cas 7 de Tate et le conducteur de Al est 16p.

2) Vérifions que la courbe Bl est de conducteur 16p. La démonstration est la méme
que celle de I'alinéa 1.2) ci-dessus. On a

cy =24 (p+2F72), cs =2°v/p+2F (p—2F3) et A =2%p,

d’ou
v(cq) = 4, v(cg) =6 et v(A) =2k,

et 'on est dans un cas de Tate > 7. La proposition 4 de [Pa], utilisée avec r = 4, entraine
alors notre assertion.

3) Vérifions que la courbe elliptique C1 est de conducteur 16p. On a
CL1:O, a'2:p+]-7 CL3:0, a4 =P, a6:O7
b2:4(p+1)7 b4:2p7 b6:07 bSZ_p27
=22 —p+1), co=-2(p+1)(2p* —5p+2) et A=2F0p2

On a
v(cy) =4, v(cg) =6 et v(A)=k+6.

On est dans un cas de Tate > 7. L’entier r = —1, vérifie la congruence

bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* = 0 mod. 32.
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Par ailleurs, il n’existe pas d’entier s vérifiant la congruence as +3r —sa; — s = 0 mod. 4.
D’apres la proposition 4 de [Pal], on est dans le cas 7 de Tate, ce qui entraine notre
assertion.

4) Vérifions que la courbe elliptique D1 est de conducteur 16p. On a
ap =0, ax=-—yp—4, a3=0, as=-1, as=0,

cy = 2%p —1), cc=2°p—4(2p+1) et A=2%.

On a
v(cq) = 6, v(cg) =5 et v(A)=4.

On est dans un cas de Tate 3 ou 5. Utilisons la proposition 1 de loc. cit. avec r =t = 1.
Les entiers a4 + 72 et t2 + aqas — ag sont pairs. De plus d’apres la condition (2), 4 ne
divise pas ag + ras + r2as + r3 — tag — t2 — rta;. On est donc dans le cas 3 de Tate, d’ou
I’assertion.

5) Vérifions que la courbe elliptique E1 est de conducteur 16p. La démonstration est
la méme que celle de lalinéa 1.2) ci-dessus. On a

ca=22"2-p),  =-2V2"—p(p+2"%) et A=-2%p

d’ou
v(cy) =4, v(cg) =6 et v(A) =2k,

et 'on est dans un cas de Tate > 7. La proposition 4 de [Pa], utilisée avec r = 4, entraine
alors notre assertion.

6) Vérifions que la courbe elliptique F1 est de conducteur 16p. On a
a1 =0, ax=1-p, a3=0, as=-p, as=0,
b2 = 4(1 _p)a b4 - _2p7 b6 = 07 b8 = _p27

64224(p2 +p+1)’ 66:25(p—1)(2p2+5p—|-2) et A:2k+6p2.

On a
v(eq) =4, v(cg) =6 et v(A)=k+6.

On est dans un cas de Tate > 7. L’entier r = —1, vérifie la congruence
bs + 3rbg + 3r2by + 13by + 3r* = 0 mod. 32.

Il n’existe pas d’entier s tel que as + 3r — sa; — s2> = 0 mod. 4, donc on est dans le cas 7
de Tate et le conducteur de F1 est 16p.
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3.2.5. Le théoréme 5

1) Vérifions que la courbe Al est de conducteur 32p. On a
ay =0, a2:2\/p_17 a3 =0, as=-1, ag=0,

ey =244p - 1), cs=—-2%/p—18p+1) et A =2,

On a
v(cy) =4, v(cg) 26 et v(A)=6.

On est donc dans le cas 3 ou 4 de Tate. Posons 7 = 1 et t = 0. Les entiers a4 + 72 et
t2 4+ aqas — ag sont pairs. De plus, lentier ag + ras + r2as + r3 — tag — t2 — rta; est
un multiple de 4. D’apres la proposition 1 de loc. cit., on est dans le cas 4 de Tate. Le
conducteur de Al est donc 32p.

2) Vérifions que la courbe A1’ est de conducteur 32p. On a
a1 =0, ay=-2v/p—1, a3=0, a4=-1, ag=0,

cy =244p - 1), c6=2%p—108p+1) et A=2%.

On a
v(cy) =4, v(cg) 26 et v(A)=6.

On est donc dans le cas 3 ou 4 de Tate. On démontre alors comme dans ’alinéa 1 ci-dessus
que 'on est dans le cas 4 de Tate, d’ou 'assertion.

3) Vérifions que les courbes B2, B2’, C2, C2’ sont de conducteur 32p. Les invariants
standard des courbes B2 et C2 sont donnés dans le tableau ci-dessous :

B2 2
cy 24(p — 32) 24(p+32)
s | —2°vp—8(p+64) | —2°Vp +8(p - 64)
A —29p? 2%p?

On constate que I'on a dans les deux cas v(cq) = 4, v(cg) = 6 et v(A) = 9. On utilisera a
plusieurs reprises la remarque suivante :

Remarque 2. Soient W et W’ deux équations de Weierstrass sur Q qui sont tordues
quadratiques 'une de l'autre par v/—1. Soient c4, cg et A les invariants standard associés
aWetcy, cget A’ ceux de W’. On a les égalités

ca=c), cg=—c5 et A=A

54



Les courbes B2’ et C2’ sont les tordues quadratiques respectivement de B2 et C2 par
v/—1. D’apres la remarque 2, les valuations des invariants de B2 et C2 sont les mémes que
celles des invariants de B2’ et C2’. Notre assertion se déduit alors directement du tableau
IV p. 129 de [Pa].

3.2.6. Le théoréme 6

Soit k un entier vérifiant les inégalités

2< k< f(p)

1) Vérifions que la courbe Al est de conducteur 64p. On a
ay =0, a2:2\/p_17 a3 =0, as=p, asg=0,

cy = 24(p—4), cs=2p—1(p+8) et A=-20p%

On a
v(cq) =4, v(cg) =26 et wv(A)=6.

On est dans le cas 3 ou 4 de Tate. Posons r = 1 et t = 0. Les entiers as+7?2 et t>+aqas —ag
sont pairs. Puisque p — 1 est un carré on a p = 1 mod. 4. On vérifie alors que ’entier

2

ag + ras + r?as + r3 — tag — t2 — rta; n’est pas divisible par 4. On est dans le cas 3 de

Tate, d’ou 'assertion.

2) Vérifions que la courbe A1’ est de conducteur 64p. On a
a1:07 a2:_2\/p_17 CLgZO, a4 =P, aGZOa

cy =24(p —4), cs=-2%/p—1(p+8) et A=-20p%
On a
v(cq) =4, v(cg) =26 et wv(A)=6.

On est dans le cas 3 ou 4 de Tate et la méme démonstration que celle de I'alinéa 1 ci-dessus
montre que l'on est dans le cas 3 de Tate, d’ou I'assertion.

3) Vérifions que les courbes B2, B2’, C2, C2’, D1, D1’, E2, E2’, F1 et F1’ sont de
conducteur 64p. Les invariants standard des courbes B2, C2, D1, E2 et F1 sont donnés
dans les tableaux ci-dessous :

B2 2 D1
e 20(p — 2+2) 20(p + 2+2) 2(p* —p+1)
o | —2°4/p—28(p+28T3) | =204 /p+28(p—28T3) | —28(p—2)(2p—1)(p+ 1)
A _2k+12p2 2k+12p2 2k+12p2
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E2 F1
s 26(2k42 _ p) X +p+1)
e | 204/28 —p(p+2F3) | 285(p—1)(2p+ 1)(p+2)
A 2k+12p2 2k+12p2

On constate que 'on a dans tous les cas v(cq) = 6, v(cg) =9 et v(A) > 14. Compte
tenu de la remarque 2, notre assertion se déduit directement du tableau IV p. 129 de [Pa].

3.2.7. Le théoréeme 7

Vérifions que les courbes Al, B1, C1, D1, E1 et F1 , ainsi que leurs tordues quadra-
tiques par v/—1, sont de conducteur 128p. Leurs invariants standard sont donnés dans les
tableaux ci-dessous :

Al B1 C1 D1
cy 24(8p' — 1) 25(p' — 2) 24(pF + 8) 25(2pF +1)
cs | —20/20 — 1(16p +1) | 273/2p' — 1(p' +4) | 2°4/pF +2(p* — 16) | =27\ /pF + 2(4p" — 1)
A 27pz' _28p2i 27p2k 28pk
El F1
c 24(p —8) 25(2p — 1)
e | 25vp—2(p+16) | —=27\/p—2(4p+1)
A 072 28p

On constate alors que 'on est dans I'un des cas suivants :
1) onawv(cs) =4, v(cg) =6 et v(A)=T7;
2) on a v(cy) =5, v(cg) =7 et v(A) =8.

La remarque 2 et le tableau IV p. 129 de [Pa] entrainent alors notre assertion.
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3.2.8. Le théoréme 8

Vérifions que les courbes A1, B1, C1 et D1, ainsi que leurs tordues quadratiques par
v —1, sont de conducteur 256p. Les invariants standard des courbes Al, B1, C1 et D1
sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Al Bl C1 D1
cy 2°(4pF — 1) 2°(pF —4) 2°(4pF + 1) 2°(p* + 4)
e | —2V/EE 80+ 1) | 20/ IR0 +8) | 28/ sk 1) | 28/ - )
A 29pk _29p2k 29pk 29p2k

On constate alors que 'on a dans tous les cas v(cs) = 5, v(cg) = 8 et v(A) = 9. La
remarque 2 et le tableau IV p. 129 de [Pa] entrainent alors notre assertion.

Cela termine la vérification du fait que les courbes elliptiques qui interviennent dans
les énoncés des théoremes satisfont aux conditions annoncées.

3.3. Liste des classes de (Q-isomorphisme

Soit E une courbe elliptique définie sur Q, ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel
sur Q et de conducteur de la forme 2Vp avec N > 1. D’apres le lemme 1, il existe deux
entiers a et b sans diviseurs communs impairs tels que F possede un modele de Weierstrass,
minimal en dehors de 2, de la forme

v =2 +az*+ba.
Rappelons que les invariants standard ¢4, cg et A associés a ce modele sont
cy = 2%a® = 3b), g =2%a(9b—2a%) et A =2%%(a® — 4b).

On déduit de ’hypothese faite sur le conducteur de E, 'existence de deux entiers naturels
m et n, avec n # 0, tels que 'on ait ’égalité

(14) b?(a? — 4b) = £2™p".

On a b # 0. Dans ce qui suit, on va examiner les quatre cas suivants :
A) on ab >0 et pne divise pas b.
B) on ab >0 et p divise b.

C) on a b < 0 et p ne divise pas b.
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D) on a b <0 et p divise b.

A) Cas ou b est positif et p ne divise pas b
On a le lemme ci-dessous :

Lemme 10. Supposons b > 0 non divisible par p. Alors, on est dans I'un des cinq cas
suivants :

1. il existe un entier k vérifiant les inégalités 2 < k < f(p) tel que I'une des conditions

ci-dessous soit vérifiée :

(i) entier p + 2% est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

P = 22 £/p+2ka? + 22 g P = 2% £2p+2F 2? + 2F o

(i) entier 2% — p est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

2 = g% £ /2 —pa? + 282 g, P = 23 £22F —pa? + 2F o
Yy p

2. il existe un entier k > 5 tel que I'une des conditions ci-dessous soit vérifiée :
(i) on a p = 2F + 1 et E est Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques
y? = a3 £202p—1) 2% + =z, P = 2% £4(2p—1) 2 + 4.
(ii) on ap = 2F — 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
y? = 2® £(p+2)2* + (p+1) y? = 2® £2(p+2) 2 + 4(p+1)
v = 2% £202p+1) 2% + =z, y? = 2° +4(2p+1) 2* + 4.

il existe un entier impair k vérifiant 1 < k < 164969 tel que p* + 2 soit un carré et
que E soit Q-isomorphe & 'une des courbes elliptiques

y? = 23 £2pF+22% + 21, y? = 23 +4pF+22% + 8a.

Pentier (p? 4+ 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

[p? +1 [p? +1
y2:x3:|:4p;_x2+2x, y2:3:3:|:8 ]%:ﬁ—}—Sx.

. entier (p+ 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

/ 1 / 1
y2:a:3i4 Z%xZ%—Qx, y2=x3j:8 Z%x2+8:1:.
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Démonstration : Il résulte de (14) que les seuls diviseurs premiers positifs possibles
de b sont 2 et p. Il existe donc un entier i tel que I'on ait

0<2i<m et b=2"
On obtient ainsi
(15) a? — 212 = fgom=2ipn,
On est donc dans 'un des trois cas 1), 2) et 3) ci-dessous :
1) On a i+ 2 > m — 2i. Dans ce cas, v(a?) = m — 2i. On a donc
m = 0 mod. 2.
En posant

(16) u=

on déduit de (15) que 'on a

1.1) Supposons que 'on ait
(17) ’U/2 _ 23i—|—2—m — pn
1.1.1) Supposons l'on ait
(18) 3i+2—m =2
D’apres le lemme 5, on est dans I'un des cas ci-dessous :

(i) onap=2%""_—1avec 3i —m >5,n=2et u==£(p+2).
(i) onan=1,3i+2—m< f(p).
Supposons que 'on soit dans le cas (i). La courbe E a alors pour modele de Weier-

strass
o= 2 £2770 (p+2) 2? + 20z

Il existe deux entiers ¢; et r1 tels que 'on ait

%—i:2q1+r1 avec 1 = 0 ou 1.
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En posant

- . Yy
22q1 23q1”’

(19)
on obtient comme nouveau modele de E :
Y2 = X3 £(p+2) X2 + (p+1) X ou Y? = X3 £2(p+2) X% + 4(p+1) X,

selon que 71 = 0 ou r; = 1. On se trouve ainsi dans le cas 2 (ii) de ’énoncé du lemme
avec k = 31 — m.

23i—|—2—m

Supposons que l'on soit dans le cas (ii). D’apres (16) et (17), U'entier p + est

un carré et ’on a
a=42%7"\/p+ 23it2-m,

La courbe E a donc pour modele de Weierstrass

y? = 2% £25 70 \/p23it2-m 42 4 9f

En effectuant le changement de variables (19), on obtient comme modele de F

Y? = X° +£/p+23it2-m x2 4 9%-m X,

ou bien
Y2 = X% £2\/p+23it2-m x2 4 93H2m x|

selon que 7 = 0 ou 7 = 1. On est donc dans le cas 1 (i) du lemme avec k = 3i + 2 — m.
D’apres (18) et la condition (ii) envisagée ci-dessus on a 2 < k < f(p).

1.1.2) Supposons 'on ait
(20) 3i+2-—m=1

D’apres (17) on a ’égalité
u? —2=7p"

D’apres le lemme 8, n est impair et on a n < 164969. L’entier p™ + 2 est un carré et I'on a

a=+2%"1/pr +2.

La courbe E a donc pour modele de Weierstrass

y: = 23+ 25 70+ 2 22 4+ 2 g
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Il existe deux entiers qo et ro tels que 'on ait

%—i—1:2q2+7"2 avec ro = 0 ou 1.

En posant - y
- 22q2 et YV = 23q2”’

on obtient, en utilisant la condition (20), comme nouveau modele de F :
Y? = X3 +£2p"+2X%? +2X ou Y? = X% +£4/pn+2X% + 8 X.
suivant que 72 = 0 ou ro = 1. On est ainsi dans le cas 3 du lemme avec k = n.

1.2) Supposons que 'on ait

U2 o 23i+2—m — _pn‘

D’apres le lemme 6, on an = 1 et 3i +2 —m < f(p). L’entier 23+2=™ — p est un

carré et l'on a
N =y

La courbe E a pour modele de Weierstrass
y2 = 23 + 2%_i\/2?’i“——"1—jo 2 4+ 2% .
Le changement de variables (19) conduit au nouveau modele de F
Y? = X® /282 m —p x? 4 2¥m X,

ou bien
Y? = X% £2\/2%F2m —p x? 4 23 mE2 X

selon que 1 = 0 ou r; = 1. On est donc dans le cas 1 (ii) du lemme avec k = 3i + 2 — m.
Notons que 'on a 2 < k < f(p).

2) On a i+ 2 =m — 2i. D’apres (15), on a dans ce cas
v(az) >4+ 2.

On est alors dans 'un des cas ci-dessous :

2.1) Pentier i est pair. Dans ce cas, on a

7
> —+ 1.
v(a) 5 +
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Posons

11 résulte de (15) que 'on a

Le lemme 2 entraine alors une contradiction.

2.2) lentier i est impair. Dans ce cas, on a

41
v(a) > a + 1.
2
Posons
_a
u= 2i—}2-1+1
Il résulte de (15) que l'on a
2u? —1=p".

D’apres 'alinéa 2 du lemme 7, on an =1 oun = 2.

(i) Supposons n = 2. L’entier (p? + 1)/2 est un carré, on a u = ++/(p2 +1)/2 et E
a pour modele de Weierstrass

Il existe deux entiers q3 et r3 tels que

— 1
! 5 = 2q3 + r3 avec r3 = 0 ou 1.
En posant
__* _ Y
(21) = o O Y=g

on obtient comme nouveau modele de E :

2+ 1 211
Y2 = X3 44 Z%X2+2X ou Y2 = X3 48 Z%X?Jrgx,

suivant que 73 = 0 ou r3 = 1. On est donc dans le cas 4 du lemme.

(ii) Supposons n = 1. L’entier (p+ 1)/2 est un carré. On a u = ++/(p+1)/2 et E a
pour modele de Weierstrass

2 = 2° iﬁlﬂ/pTl 2 + 2.

62




Le changement de variables (21) conduit au nouveau modele de E
1 1
Y2 = X3 44 Z%XQ +2X ou Y? = X° i8\/1%X2 18X,
suivant que 73 = 0 ou r3 = 1. On est alors dans le cas 5 du lemme.

3) On a i+ 2 < m — 2i. D’apres (15), on a v(a?) =i + 2, de sorte que i est pair. On

a donc v(a) =i/2 + 1. Posons
a

U= — .
2z +1

On déduit de (15) que l'on a
'LL2 - 1= 2m—3i—2pn.
D’apres le lemme 2, on est dans I'un des cas ci-dessous :
(Jonap=2m"3"441lavecm—3i—2>5n=1letu==+(2p—1);

=
>5n=1etu==+(2p+1).

(ii) on a p = 2m73=% — 1 avec m — 3i — 2
Supposons que 1'on soit dans le cas (i). La courbe E a pour modele de Weierstrass
y? = 2® :I:Q%"H(Qp— 1) 2% + 2° x.
Il existe deux entiers q4 et r4 tels que
i
3 = 2qq + 74 avec r4 = 0 ou 1.

En posant

v et Y:y

<22) - 9294 923q4 ’

on obtient comme nouveau modele de E
Y2 = X3 4£22p—-1) X% + X ou Y? = X% +4(2p—1) X? + 4 X,

suivant que r4 = 0 ou 74 = 1. On constate alors que 'on est dans le cas 2 (i) du lemme
avec k =m — 31 — 4.

Supposons que 1'on soit dans le cas (ii). La courbe E a pour modele de Weierstrass
y: = 2® :I:Q%"H(Qp—i— 1) 2% + 2°x.
Le changement de variables (22) conduit au nouveau modele
Y2 = X3 £22p+1) X2 + X ou Y? = X® £4(2p+1) X? + 4 X,
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suivant que 74 = 0 ou 4 = 1. On est ainsi dans le cas 2 (ii) du lemme avec k = m —3i —4.
Cela termine la démonstration du lemme.
B) Cas ou b est positif et p divise b
On a le lemme ci-dessous :

Lemme 11. Supposonsb > 0 divisible par p. Alors, on est dans I'un des neuf cas suivants :

1. il existe un entier k vérifiant les inégalités 0 < k < f(p) tel que I'une des conditions
ci-dessous soit vérifiée :

(i) entier p — 2% est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
y? = 23 +£2p—2F 2% + puo, y? = 23 +4p—2F 2% + 4dpx.
(i) I'entier p 4 2% est un carré et E est Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques

y? = 23 +£2p+2F 2% + puo, 2 = 23 +4p+2F2? + 4dpx.

2. il existe un entier k > 5 tel que I'une des conditions ci-dessous soit vérifiée :

(i) on ap = 2F + 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
y =2’ £ (2p-1)2® + (p-pz, y* =2’ £2(2p-1)2® + 4p-1)puz,
vt = 2% £2(p—2) 2% + p?z, y? = 2 £4(p—2) 2% + 4p* x.
(ii) on a p = 2F — 1 et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
y* =2’ £ (p+1)2® + (p+pa, y* = a2’ £2(2p+1) 2® + Ap+1)pa,
vt = 2% £2(p+2) 2? + p? oz, y? = 2 £4(p+2) 2? + 4p* 2.
3. D’entier 2p® — 1 est un carré et E est Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques

P = 23 222 —12% + 2%z, y? = 23 422 —12% + ? a.

4. Pentier 2p — 1 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

P =2 £22p—-12% + 2px, y? = 2 £4/2p—12° + 8p .
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Pentier (p? — 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

-1 , 2 3 pP—1
2x—i—2pa: y:xj:82

y? = 23 +4 z? + 8p* x.

lentier (p —1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

p—1 p—1 ,

y2:x3 +4 5 z° + 2px, y2:x3 +8 5 z° + 8p x.
Pentier (p? 4+ 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
1 p?2+1
y? = 23 +4 P 2 + 2%z, y? = 23 +£38 + z? + 8p? m.

2 2

Dentier (p 4+ 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a 'une des courbes elliptiques

/ 1 / 1
y? = 3 +4 p—;— > + 2px, y? = 23 +£38 ]%x2+8px.

il existe un entier impair k vérifiant 1 < k < 164969 tel que p* + 2 soit un carré et
que E soit Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

P o= 2 £2pF+222 + pkoa, 2= 2 4 pF+222 + 4pF o

Démonstration : D’apres (14), les seuls diviseurs premiers positifs possibles de b sont

2 et p. Puisque a et b n’ont pas de diviseur commun impair, p ne divise pas a et on a

n = 0 mod. 2.

Il existe donc un entier ¢ tel que 'on ait

n

0<2i<m et b—2l 2,

En utilisant (14), on obtient ainsi

(23)

CL2 . 2’L+2p% — i2m72i'

On est donc dans 1'un des trois cas 1), 2) et 3) ci-dessous :

1) On a i +2 > m — 2i. Dans ce cas, on a v(a?) = m — 2i. On a donc
m = 0 mod. 2.
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En posant

(24) u =

on déduit de (23) que 'on a

1.1) Supposons que 'on ait

D’apres le lemme 2, on est dans I'un des cas suivants :

(Jonap=2"""4Tlavec3i+2-—m>5 2 =1ectu==+(2p—1);

5, 2=1letu==x(2p+1).

>
29 3

(ii) on ap=2%"™ —1 avec 3i +2 —m

Supposons que 'on soit dans le cas (i). D’apres (24), la courbe E a pour modele de
Weierstrass
P = 2 £27 70 (2p—1) 2% + 2.

Il existe deux entiers ¢; et r1 tels que 'on ait

%—i:2q1+7“1 avec r; = 0 ou 1.

Posons

:221 et Y= Y

(25) = S

En effectuant ce changement de variables, on obtient comme nouveau modele de E
Y2 = X34+ 2p-1) X2+ (p—1DpX ou Y? = X3 +£202p—-1)X? +4(p—-1)p X,

selon que r;1 = 0 ou ;1 = 1. Puisque p > 29, on a 3t —m > 5 ; on est ainsi dans le cas 2
(i) du lemme avec k = 3i — m.

Supposons que 'on soit dans le cas (ii). Il résulte de (24) que la courbe E a pour
modele de Weierstrass

y? = 2% £2770 (2p+1) 2?2 + 2'p .
En effectuant le changement de variables (25), on obtient comme nouveau modele de E
Y2 = X3+ 2p+1) X% 4+ (p+1)pX ou Y? = X% +22p+1) X% + 4(p+1)p X,
selon que r; = 0 ou r; = 1. On est dans le cas 2 (ii) du lemme avec k = 3i — m.

66



1.2) Supposons que l'on ait

U2 - 23i—|—2—mp% - 1.

D’apres le lemme 3, on est dans I'un des cas suivants :
(i)onadi+2-m=1et § =2;
(ii)onadi+2-—m=1et 5 =1

Supposons que I’on soit dans le cas (i). L’entier 2p? —1 est un carré et u = 4/2p? — 1.
On déduit de (24) que la courbe E a pour modele de Weierstrass

y? = 2% £2570 /2p2 —1 2% 4+ 292 .

Il existe deux entiers ¢ et 5 tels que 'on ait

%—i—1:2q2+r2 avec ro = 0 ou 1.
En posant
_ 7 _ Y
(26) 92¢2 et ¥ = 23q2”

on obtient comme nouveau modele de E

Y2 = X3 222 —-1X% + 22X ou Y? = X3 +£4/2p2-1X? + 87 X,

selon que ro = 0 ou r9 = 1. On est dans le cas 3 du lemme.

Supposons que 'on soit dans le cas (ii). Dans ce cas, l'entier 2p — 1 est un carré et
u = ++4/2p — 1. On déduit de (24) que la courbe E a pour modele de Weierstrass

= 2% £2% 70 \/2p—1a% + 2pu.
Le changement de variables (26) conduit au nouveau modele de F
V2 = X2 £2/2p-1X? + 20X ou Y? = X? +4/2p—-1X% + 8§ X,
selon que ro = 0 ou r9 = 1. On est dans le cas 4 du lemme.
2) On a i+ 2 =m — 2i. On a alors, d’apres (23) :
v(a?) =i+ 2.
On est donc dans 'un des cas ci-dessous :
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2.1) Pentier i est pair. On a

0
> —+1
o) > o+
Posons
a
) T
On déduit de (23) que 'on a
u? —p? =+1

On est donc dans 'un des cas suivants :

2.1.1) Supposons que 'on ait

D’apres le lemme 3, on a 5§ = 1. L’entier p — 1 est donc un carré et u = ++/p — 1. On

déduit de (27) que la courbe E a pour modele de Weierstrass
y? = 23 4+ 03t! \/ﬁ z? + 2 .
Il existe deux entiers q3 et r3 tels que 'on ait
% = 2q3 + r3 avec r3 = 0 ou 1.

En posant .
X=—2 o v=-L_
92243 2343

on obtient comme nouveau modele de F
Y?2 = X3 +2p—-1X2 +pX ou Y? = X3 +4/p—-1X? + 4p X,

selon que 73 = 0 ou 73 = 1. On est dans le cas 1 (i) du lemme avec k = 0.

2.1.2) Supposons que 'on ait

On déduit alors du lemme 2 une contradiction.

2.2) entier ¢ est impair. On a alors

L+ 1
v(a) > L + 1.
2
Posons
a
(28) u=




On déduit de (23) que l'on a
2u? —p2 = +1.

On est donc dans 'un des cas suivants :

2.2.1) Supposons que l'on ait
2u? — p% =—1.

D’apres 'alinéa 1 du lemme 7, on est dans 1'un des cas ci-dessous :

(i)ona g =2;

(ii) on a § = 1.

) : : ) : 2 / _ 2-1
Supposons que 'on soit dans le cas (i). L’entier (p®—1)/2 est un carré et u = £/ 2.
On déduit de (28) que E a pour modele de Weierstrass

i 2 _1 .
y2 — 3 4ot p 22 + 2ip? .

Il existe deux entiers g4 et r4 tels que 'on ait

— 1
! 5 =2q4 + 174 avec rg =0 ou 1.
En posant
_ T _ Y
(29) = 227 et Y = 23q4 s

on obtient comme nouveau modele de E

2 _ 1 2—-1
y? = x3 14\/]37 X2 + 22X ou Y2 = X3 iSWDT X2 + 8p? X,

selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 5 du lemme.

, . .. s . , . -1
Supposons que 1’on soit dans le cas (ii). L’entier (p—1)/2 est un carré et u = 4/ %5=.
On déduit de (28) que F a pour modele de Weierstrass

i —1 X
y? = 2% 2T Tl p2 ? 4+ 2 .

En utilisant le changement de variable (29), on obtient comme nouveau modele de E

-1 -1
y? — x° i4,/pT X2 4+ 29X ou Y2 = X3 iS,/pT X2 + 8 X,
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selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 6 du lemme.

2.2.2) Supposons que l'on ait
2u? — p% =1.

D’apres 'alinéa 2 du lemme 7, on est dans 1'un des cas ci-dessous :
(i)ona g =2;
(ii) on a § = 1.

p2+1

Supposons que I'on soit dans le cas (i). L’entier (p?41)/2 est un carré et u = 44/ 2

On déduit de (28) que E a pour modele de Weierstrass

211 _
y? = o3 2= ]% 2 + 2% x.

Le changement de variables (29), conduit au nouveau modele de E

241 241
Y2 = X3 +4 Z%X?Jrzp?)( ou Y? :X3i8\/%X2+8p2X,

selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 7 du lemme.
, . . R . p . +1
Supposons que 1'on soit dans le cas (ii). L’entier (p+4-1)/2 est un carré et u = £/ 5=,
On déduit de (28) que E a pour modele de Weierstrass

y? = 23 4o 1 \/]%1 z? + 2'p x.

En utilisant le changement de variables (29), on obtient comme nouveau modele de E

1 1
Y2 = X3 +4 I%XQ 29X ou Y2 = X3 i8\/1% X2 + 8 X,
selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 8 du lemme.

3) On a i +2 < m — 2i. On déduit de (23) que v(a?) = i + 2. Par conséquent, i est
pair et I'on a v(a) = £ + 1. Posons

a
(30) u = S
11 résulte de (23) que l'on a

w2 — p% = 4om—3i-2

On est donc dans 'un des cas ci-dessous :



3.1) Supposons que l'on ait

U2 —p2 = _2m—31—2'

On déduit du lemme 4 que 'on est dans I'un des cas suivants :

(Jonap=2m"3"4 4t Tlavecm—3i—2>5 2=2etu==2(p—2);

’ 2

. n : log (p)
(i) ona 5 =1et m—3i —2 < ;25

Supposons que 'on soit dans le cas (i). Il résulte de (30) que E a pour modele de

Weierstrass .
y? = a® £22 1 (p—2)2? + 2p? 1.

Il existe deux entiers ¢5 et 75 tels que 'on ait
i
3 = 2q5 + 5 avec r5 = 0 ou 1.

En posant

_ 7z _ Y
© 92¢s et Y_23Q5’

(31)
on obtient comme nouveau modele de E
Y2 = X3 £2p—2) X2 + p2 X ou Y? = X3 £4(p-2) X? + H* X,

selon que 75 = 0 ours = 1. Onam —3i —4 > 5 et 'on est dans le cas 2 (i) du lemme
avec k =m — 31 — 4.

Supposons que 1'on soit dans le cas (ii). L’entier p — 2™ 7372 est un carré et I'on a

u=t+/p—2m=3=2 1] résulte de (30) que E a pour modele de Weierstrass
y? = 23 + 23+l Vp —2m=3i=2 g2 4 9%y g,

Le changement de variables (31) conduit au nouveau modele de F

Y2 = X3 +2/p—2m-3-2X%2 L p X ou Y? = X3 +4/p—2m-3i-2 X2 4 4p X,

selon que 75 = 0 ou 75 = 1. On est dans le cas 1 (i) du lemme avec k = m — 3i — 2.

3.2) Supposons que l'on ait

u2 o p§ — 2m73172.

Distinguons les cas suivants :
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3.2.1) Supposons que 'on ait m — 3i — 2 > 2. D’apres le lemme 5, on est dans I'un
des cas ci-dessous :

((Jonap=2""%"1—Tavecm—3i—2>4, 2 =2ctu==%(p+2);
(ii)ona §=1etm—3i—2< f(p).

Supposons que 'on soit dans le cas (i). Il résulte de (30) que E a pour modele de
Weierstrass _
y? = 23 £22F (p42) 22 + 29p? 2.

Le changement de variables (31) conduit au nouveau modele de F
Y2 = X? £2(p+2) X% + p* X ou Y? = X3 +4(p+2) X? + 4p* X,

selon que 15 =0 oury = 1. Onam —3i —4 > 5 et 'on est dans le cas 2 (ii) du lemme
avec k =m — 31 — 4.

Supposons que 1'on soit dans le cas (ii). L’entier p + 2™ 7372 est un carré et 1'on a
u=++/p+2m=3=2 1l résulte de (30) que E a pour modele de Weierstrass

y? = 23 + 93+l \Vp+2m—3i=2 x2 4 9l g

Le changement de variables (31) conduit au nouveau modele de F

Y?2 = X3 4£2p+2m3-2X%2 4 pX ou Y? = X3 +4/p+2m-3i-2 X2 4 4p X.

On est dans le cas 1 (ii) du lemme avec k = m — 3i — 2.

3.2.2) Supposons que l'on ait m —3i —2=1. On a

U2—p

I3

= 2.

D’apres le lemme 8, 5 est impair et on a § < 164969. L’entier pz + 2 est un carré, on a

uw=++p2 + 2 et E a pour modele de Weierstrass

= 2? 4+ 23t! \VpE +22% + 2ip? .
Le changement de variables (31) conduit au nouveau modele de F

Y2 = X% £24/pF +2 X% + p2 X ou Y? = X° +44/pF +2 X% + 4p?F X.

n

On est donc dans le cas 9 du lemme avec k£ = 5 -

Cela termine la démontration du lemme.
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C) Cas ou b est négatif et p ne divise pas b
On a le lemme suivant :

Lemme 12. Supposons b < 0 non divisible par p. Alors on est dans I'un des huit cas
ci-dessous :

1. il existe un entier k vérifiant les inégalités 2 < k < f(p) tel que I'entier p — 2% soit un
carré et que F soit Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

P o= 2 £p—2F2? — 272 g, P o= 2® £2p—2k 22 — 2F g

2. il existe un entier k > 5 tel que I'on ait p = 2% 4+ 1 et que E soit Q-isomorphe a I'une
des courbes elliptiques

v =2 £(p-2)2* — (p—1) =, v = 2% £2p—-2) 2% — 4(p—1) 2.

3. DPentier p — 2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

y2:x3 +2/p—22% — 2z, y2:x3 +4/p—22* — 8.

4. Pentier p — 1 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

y2::1:3 +2/p—12% — z, y2::c3 +4\/p—12% — 4z

5. I’entier (p> —1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

p2—1 2

p*—1
y? = 23 +4 5 2 — 2z, y? = 2® £38 5 x© — 8.

6. lentier (p — 1)/2 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques

p—1 ,

-1
y2:x3i4p2 2 — 2z, y? = 2® £38 21‘—8$.

7. Pentier 2p® — 1 est un carré et E est Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques

y? = 23 222 — 122 — z, y? = 23 422 —12% — 4.

8. Pentier 2p — 1 est un carré et E est Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques
y2:x3 +2./2p—12% — =z, y2:x3 +4/2p—12% — 4z
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Démonstration : Il résulte de (14) que le seul diviseur premier positif possible de b
est 2. Il existe donc un entier ¢ tel que 1'on ait

0<2i<m et b=-2"
On déduit de (14) que l'on a
(32) a® + 202 = gm—2ign,
On est donc dans 'un des trois cas 1), 2) et 3) ci-dessous :
1) On a i+ 2 > m — 2i. Dans ce cas, on a v(a?) = m — 2i. On a donc
m = 0 mod. 2.
En posant

(33) u=

on déduit de (32) que 'on a
U2 + 23i+2—m — pn.

D’apres le lemme 4, on est dans I'un des cas suivants :

(Jonap=23""4+1,3i—m+2=5n=2ectu==x(p—2);

=z _ - _ log(p)
(ii)onan=1et3i+2—m< Tog(2) -

Supposons que ’on soit dans le cas (i). On déduit de (33) que E a pour modele de
Weierstrass

y? = 23 j:Q%_i(p—Q) 2 — 20 .

Il existe deux entiers ¢; et r; tels que 'on ait

m
E—i:2q1+r1 avec 1 = 0 ou 1.

Posons

_ 7T _ Y
(34) X = 227 et Y = 23(]1 .

En effectuant ce changement de variables, on obtient comme nouveau modele de FE
Y2 = X3 £(p-2)X? - (p—1)X ou Y? = X3 +2(p—-2) X? — 4(p—-1) X,
selon que r; = 0 ou r; = 1. On est dans le cas 2 (i) du lemme avec k = 3i —m.
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Supposons que ’on soit dans le cas (ii). Dans ce cas, I'entier p — 23727™ est un carré
et u = +4/p— 23+2=m On déduit de (33) que E a pour modele de Weierstrass

y? = 2% £2%5 70 /p—23i+2-m 42 _ 9l g

Supposons 3i + 2 — m > 2. Le changement de variables (34) conduit au nouveau

modele de E
Y? = X® &£/p—23it2-m x? _ 9¥m x|

Y2 = X3 :|:2\/p_23m X2 . 23i+2—m X,

selon que r;1 = 0 ou r; = 1. On est dans le cas 1 du lemme avec k = 37 + 2 — m.

ou bien

Supposons 3i + 2 —m = 1. Il existe deux entiers gs et o tels que 'on ait

%—i—legz—{—rg avec 79 = 0 ou 1.

Le changement de variables

conduit au nouveau modele de F
Y2 = X3 +2p—-2X? —2X ou Y? = X3 +4/p—-2X? — 8 X,
selon que 7o = 0 ou r9 = 1. On est dans le cas 3 du lemme.

2) On a i+ 2 = m — 2i. D’aprés (32), on a v(a?) > i + 2. On est dans 'un des cas
sulvants :

2.1) lentier i est pair. En posant

on obtient d’apres (32)

D’apres le lemme 3, on a n = 1. L’entier p — 1 est un carré, u = +£4/p — 1 et E a pour
modele de Weierstrass

y2 = g3 :I:Q%H\/p—lar2 — 2.

Il existe deux entiers q3 et r3 tels que 'on ait
i
3 = 2q3 + r3 avec r3 = 0 ou 1.
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Le changement de variables

conduit au mouveau modele de E

Y? = X3 +£2p—-1X? — X ou Y? = X3 +£4p-1X% - 4X.

selon que r3 = 0 ou r3 = 1. On est dans le cas 4 du lemme.

2.2) lentier ¢ est impair. Dans ce cas on a

4+ 1
v(a) > s + 1.
2
En posant
_a
U= 2i~£1+17
on déduit de (32) que 'on a
2u? +1=p".

D’apres 'alinéa 1 du lemme 7, on est dans 'un des cas suivants :
(i)onan=2;
(ii) on an = 1.

Supposons que 'on soit dans le cas (i). Dans ce cas, 'entier (p? — 1)/2 est un carré.
On a u=++/(p?> —1)/2 et E a pour modele de Weierstrass

y2 = 23 :I:2i§1+1\/p22_1 22 — 20 .

Il existe deux entiers q4 et r4 tels que 'on ait

1—1
2

= 2q4 + 74 avec 74 = 0 ou 1.

Le changement de variables

(35)

conduit au nouveau modele de F

2 _ 1 21
Y2 = X3 44 ]’TX2—2X ou Y2 = X3 48 pTXQ—SX,

selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 5 du lemme.
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Supposons que 'on soit dans le cas (ii). L’entier (p — 1)/2 est alors un carré. On a
u==+4/(p—1)/2 et E a pour modele de Weierstrass

2 3:|:2iJ2rl+1 p—l

2 i
- 2"z
2.1’ x

Le changement de variables (35) conduit au nouveau modele de F

Y? _X3i4,/ Lxr oy ou Y? :X?’:I:S\/ X2— X,

selon que r4 = 0 ou r4 = 1. On est dans le cas 6 du lemme.

3) On ai+2 < m — 2i. Il résulte de (32) que I'on a v(a?) =i + 2, de sorte que i est
pair. On a donc v(a) = % + 1. Posons

(30) u= ot

On déduit alors de (32) que 'on a
u2 11 = 2m—3i—2pn'

Rappelons que n est non nul. D’apres le lemme 3, on est dans I'un des cas suivants :
(i)onam—3i—2=1etn=2;
(ii)onam—3i—2=1etn=1.

Supposons que 1'on soit dans le cas (i). L’entier 2p? — 1 est alors un carré et 1'on a
u = +4/2p? — 1. Il résulte de (36) que E a pour modele de Weierstrass

Y2 = X3 £ 28t /o2 1 X2 - 20 X

Il existe deux entiers g5 et r5 tels que 'on ait
i
3 = 2q5 + 5 avec r5 = 0 ou 1.

Le changement de variables

(37) X=—" o V=_0

conduit au mouveau modele de E

Y? = X3 +£2/202-1X%2 — X ou Y% = X3 +£4y202-1X?% — 4X,
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selon que r5 = 0 ou r5 = 1. On est dans le cas 7 du lemme.

Supposons que 'on soit dans le cas (ii). Dans ce cas, l'entier 2p — 1 est un carré et
l'on a u = 44/2p — 1. On déduit de (36) que E a pour modele de Weierstrass

P = 23 + 2%+1\/2p—1ac2 — 2z,
Le changement de variables (37) conduit au nouveau modele de F
Y? = X3 +£2/2p—1X? — X ou Y? = X3 +4/2p—1X? — 4 X,

selon que r5 = 0 ou r5 = 1. On est dans le cas 8 du lemme.

Cela termine la démonstration du lemme.
D) Cas ou b est négatif et p divise b

On a le lemme ci-dessous :

Lemme 13. Supposons b < 0 divisible par p. Alors, il existe un entier k vérifiant les
inégalités 2 < k < f(p) tel que l'entier 2% — p soit un carré et que E soit Q-isomorphe &
I'une des courbes elliptiques

P = 2 £228 —pa? — pa, P o= 2 £4V2k —pa? — 4dp.

Démonstration : D’apres (14), les seuls diviseurs premiers positifs possibles de b sont
2 et p. Puisque a et b n’ont pas de diviseur commun impair, p ne divise pas a et I'on a

n =0 mod. 2.
Il existe donc un entier ¢ tel que 'on ait
0<2i<m et b=—2p2.
11 résulte alors de (14) que l'on a
(38) a® 4 20F2p% = gm=2,
On est donc dans 'un des trois cas 1), 2) et 3) ci-dessous :
1) On a i +2 > m — 2i. Dans ce cas, on a v(a?) = m — 2i. On a donc

m = 0 mod. 2.
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En posant
a

on déduit de (38) que 'on a

d’ou une contradiction

2) On a i+ 2 =m — 2i. On a alors, d’apres (38) I'inégalité

v(a?) =i+ 2.

On est donc dans 'un des cas ci-dessous :

2.1) Dentier ¢ est pair. Posons
a

D’apres (38), on a

ce qui est impossible.

2.2) entier ¢ est impair. On a alors

Posons
a

On déduit de (38) que l'on a
2u> —|—p% = 1.

On obtient de nouveau une contradiction.
3) On a i+ 2 < m — 2i. D’aprés (38), on a v(a?) = i + 2, donc i est pair et I'on a
v(a) = % + 1. Posons
a

2
U= —F:".
925+1

I1 résulte de (38) que 'on a

% _ gm—3i-2

u? +p
% =1letm—3i—2 < f(p). On en déduit que I'entier 2™ =3=2 —p

D’apres le lemme 6, on a 3
est un carré et que l'on a u = ++/2m—3=2 — p_ Ainsi E a pour modele de Weierstrass
y2 =22 + 2%+1\/2’”T—2—19 2 — 2 .
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Il existe deux entiers q et r tels que I'on ait
i
3 =2q+ravecr =0ou l.

Le changement de variables

X
X:ﬁ et YZZTQ’

conduit au mouveau modele de F

Y2 = X3 £2/2m3i-2 _p X? — p X ou Y? = X3 +£4/2m-3-2_p X? _ 4p X,

selon que r =0 ou r = 1. Posons k =m — 3i —2. On a 2 < k < f(p) et la conclusion du
lemme avec I'entier k.

3.4. Fin de la démonstration

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que les courbes elliptiques indiquées dans
les énoncés des théoremes 1 a 8 sont les seules, a Q-isomorphisme pres, vérifiant les
propriétés annoncées. Il suffit pour cela de démontrer ’assertion ci-dessous :

(x) Soit F' une courbe elliptique se trouvant dans les énoncés des lemmes 10, 11, 12
ou 13. Alors, F est de conducteur p ou est Q-isomorphe a l'une des courbes elliptiques
intervenant dans les énoncés des théoremes 1 a 8.

En effet, soient N un entier tel que 1 < N < 8 et E une courbe elliptique sur Q,
de conducteur 2Vp, ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. D’apres I’étude
faite au paragraphe précédent, E est Q-isomorphe a une courbe elliptique F' se trouvant
dans les énoncés des lemmes 10, 11, 12 ou 13. Elle n’est pas de conducteur p. D’apres
I'assertion (), F' est donc Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques se trouvant dans
les énoncés des théoremes 1 a 8. Par suite, tel est aussi le cas pour F. Puisque FE est de
conducteur 2%Vp, il résulte alors du paragraphe 3.2 que E est Q-isomorphe & I'une des
courbes elliptiques indiquées dans les tableaux du théoreme portant le numéro N. Cela
termine alors la démonstration des théoremes.

Vérifions que I'assertion (*) est une conséquence de I’assertion (x) suivante :

(xx) Soit F une courbe elliptique se trouvant dans les énoncés des lemmes 10, 11, 12
ou 13. Soit F’ la tordue quadratique de F par /—1. Alors, l'une des courbes F et F’ est
de conducteur p ou est Q-isomorphe a l'une des courbes elliptiques intervenant dans les
énoncés des théoréemes 1 a 8.

Considérons en effet une courbe elliptique F' se trouvant dans les énoncés des lemmes
10, 11, 12 ou 13. D’apres (**), on peut supposer que F’ est de conducteur p ou est
Q-isomorphe a I'une des courbes elliptiques intervenant dans les théoremes 1 a 8.
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a) Supposons F’ de conducteur p. Puisque F' a un point d’ordre 2 sur Q, tel est aussi
le cas de F’. On en déduit que F’ est Q-isomorphe a I'une des deux courbes de Setzer se
trouvant dans I'introduction. On constate alors que F' est Q-isomorphe a 'une des courbes
Al et A2 du théoreme 4 avec k = 6. L’assertion () est donc démontrée dans ce cas.

b) Supposons que F” soit Q-isomorphe & 1'une des courbes intervenant dans les théo-
remes 1 a 8.

b.1) Si F’ est isomorphe a l'une des courbes des théoremes 5 a 8, on vérifie qu’il en
est de méme de F.

b.2) Si F’ est isomorphe a 'une des courbes des théoremes 2 et 3, alors F' est iso-
morphe a 'une des courbes du théoreme 4.

b.3) Si F” est isomorphe a I'une des courbes du théoreme 1, alors F' est isomorphe a
I'une des courbes du théoreme 4 ; on le vérifie en effectuant les changements de variables
qui se trouvent dans le tableau ci-dessous.

changement de variables nouveau modele
Al =% y=2FX Y?=X3+/p—2F X? - 22X
A2 | o= X2 VX e sy ok X2 4 X
B1 r=4% y=1X Y2 =X34/p+2k X2 422X
By | o= XVPIE VX o s g ok X2 4 px
C1 p=51 = Y2=X—(p+1)X*+pX
C2 x=X1 4= Y2=X3-22-p) X2+ p’X
3 p=X y= XX Y?= X9y rlx g ol y
C4 p=51 4= Y2=X3-22p-1)X*+ X
D1 r=% y=ILX Y2 = X34 /28 —p X2 4 262X
D2 | 2= X 42k>p y:Y7X+8\/ﬂ YQ:X3—2\/2’“——pX2—pX
El m:% y:% Y2=X3-(1-p)X?-pX
E2 r=31 gy = Y?2=X%-2(p+2)X?+p’X
E3 p=X y—rX Y2 = X3 ply?y Wy
E4 p=51 = Y?=X3422p+1)X*+ X

b.4) Supposons maintenant que F” soit Q-isomorphe & I'une des courbes elliptiques
se trouvant dans I’énoncé du théoreme 4.

Si F” est isomorphe a 'une des courbes Al et A2 : si k =4 ou k = 5, la courbe F
est isomorphe a la courbe A1l ou A2 du théoreme 3 ; si k = 6, le conducteur de F est p ;
si 'on a k > 7, la courbe F' est isomorphe a la courbe Al ou A2 du théoreme 1, comme
on le constate a I’aide du tableau ci-dessus.
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Si F” est isomorphe a la courbe B1 ou B2 : si k£ = 5, alors F' est isomorphe a la courbe
B1 ou B2 du théoreme 3 ; si I'on a k > 7, F' est isomorphe a 'une des courbes B1 et B2
du théoreme 1.

Si F’ est isomorphe a l'une des courbes intervenant dans les alinéas 3) et 6) du
théoreme 4, alors F' est isomorphe a 'une des courbes Ei et Ci du théoreme 1.

Si F” est isomorphe a la courbe D1 ou D2, alors F' est isomorphe a la courbe Al ou
A2 du théoreme 2.

Si I’ est isomorphe a la courbe E1 ou E2 : si k =5, F est isomorphe a la courbe D1
ou D2 du théoreme 3 ; si l'on a k > 7, F' est isomorphe a 'une des courbes D1 et D2 du
théoreme 1.

Cela prouve que 'assertion (x) est de nouveau vérifiée dans ce cas.

Tout revient ainsi & démontrer 1’assertion (#*) pour chacun des lemmes 10 a 13.

3.4.1. Le lemme 10
I) Considérons un entier k vérifiant les inégalités 2 < k < f(p).

1. Supposons que p + 2¥ soit un carré. Rappelons que si k est pair, compte tenu de
la remarque 1 et de la condition (2), on a

1
p:2§+1—|—1, \/p+2k’zz% et k>8 (carp>29).

(i) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass
2 o= 2 — \p+2ka? + 2P 2 g

Supposons k pair, le modele ci-dessus s’écrit

2 _ .3 bptl , (p—1)?
Yy = x 5 T +—16 x.

On obtient dans ce cas la courbe C2 du théoréeme 4. Supposons k impair. Si k = 3, on
retrouve la courbe C1’ du théoreme 5. Si k > 5, on retrouve la courbe B1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
y? = 23 + 2/p+2k2® 4 2F g

Supposons k pair. L’équation ci-dessus s’écrit

—1)2
v =2 + (p+1)2® + %x

On obtient alors la courbe D4’ du théoreme 6. Si k£ est impair, on retrouve la courbe C1
du théoreme 6.
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2. Supposons que 2¥ — p soit un carré. Dans le cas ol k est pair, compte tenu de la
remarque 1 et de la condition (2), on a

1—
p=23t1 1, \/2k—p:Tp et k>8 (carp>29).

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation
P o= 2 — 2k —pa? + 2F 2 g

Si k pair, le modele ci-dessus s’écrit

2 _ 3 p—1 4 (p+1)?
s N T

et I'on obtient la courbe F2 du théoreme 4. Si k impair, on a £ > 5 et 'on obtient la
courbe E1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
P o= 2 + 22k —pa? + 2F gz

Si k est pair, ’équation s’écrit

(p+1)?

y2:x3+(1—p)w2+ 1 T,

et ’on obtient la courbe F4’ du théoreme 6. Si k est impair, on retrouve la courbe E1 du
théoreme 6.

IT) Soit k£ un entier > 5.

1. Supposons que l'on ait p = 2¥ + 1. En posant k = % +1,on at> 8 ettest pair.
Il en résulte que :

(i) la courbe elliptique d’équation

> = 2% 4+ 22p—1) 2% + 2

est la courbe C3 du théoreme 4.

(ii) La courbe elliptique d’équation

est la courbe D2 du théoréme 6.
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2. Supposons que l'on ait p = 2¥ — 1. Comme ci-dessus, si k = % +1,onat>8ett
est pair.

(i) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass

¥ =2 — p+2)2® + (p+1)z.

Le changement de variables x = X + 1 et y =Y, conduit a la courbe F1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass
2 _ 3 2
y© = x° + 2(p+2)z° + 4(p+1) x.

Le changement de variables x = X —2 et y =Y, conduit a la courbe F1’ du théoreme 6.

(iii) La courbe elliptique d’équation
vt = 2% — 22p+1) 2* + 2.
est la courbe F4 du théoreme 4.
(iv) La courbe elliptique d’équation
v = 2° + 4(2p+1) 2* + 4.
est la courbe F2’ du théoreme 6.

IIT) On vérifie que les courbes elliptiques intervenant dans 1’alinéa 3 du lemme sont
les courbes D1, D1’, C2 et C2’ du théoreme 7. Celles des alinéas 4 et 5 sont les courbes
C1, C1’, D2 et D2’ du théoreme 8.

3.4.2. Le lemme 11

I) Soit k un entier vérifiant les inégalités 0 < k < f(p).
1. Supposons que p — 2¥ soit un carré.

(i) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass

y: = 2 + 2p—2k2? + pa.

On retrouve les courbes Al du théoreme 6, E1 du théoreme 7, D2 du théoreme 4, B2’
du théoreme 5 ou A2 du théoreme 4, selon respectivement que 'on ait £ = 0, 1, 2, 3 ou
k> 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass

P = 23 + 4p—2F 2 + 4pa.
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On retrouve les courbes A2’ du théoreme 5, F2’ du théoreme 7, B2’ du théoréeme 6,
respectivement selon que k£ =0, 1, ou k > 2.

2. Supposons que p + 2F soit un carré. Si k est pair, compte tenu de la remarque 1 et
de la condition (2), rappelons que 1'on a

1
p=2%+1+1, \/p+2k:]% et k>8 (carp > 29).

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation

2 = 23 + 2p+2F 2 + pa

Si k est impair, on retrouve les courbes elliptiques C1 du théoreme 7, C2’ du théoreme 5
et B2 du théoreme 4, respectivement selon que k£ = 1, 3 ou k > 5. Si k est pair, ’équation
ci-dessus s’écrit

> = 2 + (p+1) 2 + pa,

qui est la courbe C1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
vt = 2% + 4Vp+2F 2?4 4p .

Si k est impair, on retrouve les courbes D2’ du théoreme 7 ou C2’ du théoreme 6, respec-
tivement selon que kK =1 ou k > 3. Si k est pair, I’équation ci-dessus s’écrit

v = 23 + 20p+1) 2 + 4dpa,
qui est la courbe D1 du théoreme 6.

IT) Soit k un entier > 5.

) ok c_t .
1. Supposons que l'on ait p =2+ 1. Sik= 5+ 1,onat > 8 et est pair.

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation

y> = — (2p-1)a® + (p-pu

Le changement de variables z = X + p et y =Y, conduit a la courbe C1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
v = 2% + 22p—1) 2% + 4(p—1)p .
Le changement de variables x = X — 2p, y =Y, conduit a la courbe D1’ du théoreme 6.
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(iii) La courbe elliptique d’équation

est la courbe C4 du théoreme 4.

(iv) La courbe elliptique d’équation
vt = 2% + 4(p—2) 2* + 4p* 2.

est la courbe D3’ du théoreme 6.

2. Supposons que 'on ait p = 2¥ — 1. Comme ci-dessus, en posant k = % + 1, on a
t > 8 et t est pair.

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation
2 _ .3 2
y> = x> + 2p+1) 2z + (p+1)px.

Le changement de variables x = X —p et Y = y, conduit a la courbe F1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
v = 2% + 22p+1) 2% + 4(p+1)p .

Le changement de variables x = X — 2p et Y = y conduit a la courbe F1 du théoreme 6.

(iii) La courbe elliptique d’équation
y? = 2% + 20p+2)2* + p?

est la courbe F3 du théoréme 4.

(iv) La courbe elliptique d’équation
v = 2% + 4(p+2) 2® + 4p° .
est la courbe F3 du théoreme 6.

IIT) On vérifie que les courbes elliptiques intervenant dans les alinéas 3 et 4 du lemme
sont les courbes B1, B1’, A2 et A2’ du théoreme 7. Les courbes les alinéas 5, 6, 7 et 8 du
lemme sont les courbes B1, B1’, A2, A2’ D1, D1’, C2 et C2’ du théoreme 8. Celles de
I’alinéa 9 du lemme sont les courbes C1, C1’, D2 et D2’ du théoreme 7.

3.4.3. Le lemme 12

I) Soit k un entier vérifiant les inégalités 2 < k < f(p) et tel que p — 2% soit un carré.
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(i) Considérons la courbe elliptique d’équation

2= 2 — p—2ka? — 2F 2 g

On retrouve les courbes elliptiques D1 du théoreme 4, B1’ du théoreme 5 ou Al du
théoreme 4, respectivement selon que k = 2, 3 ou > 4.

(ii) La courbe elliptique d’équation

y? = 2 + 2y/p—2ka? — 2F g,
est la courbe B1 du théoréme 6.

II) Soit k un entier > 5 tel que p = 2% + 1. En posant k = % +1,onat>8ettest
pair.

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation
v =2+ (p—-2)2* - (p—1) .

Le changement de variables z = X + 1 et Y = y, conduit a la courbe C1 du théoreme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique d’équation
vt = 23 4+ 2p—2) 2% — 4(p—1) x
Le changement de variables x = X + 2 et Y = y, conduit a la courbe D1 du théoreme 6.

IIT) On vérifie que les courbes elliptiques intervenant dans ’alinéa 3 du lemme sont
les courbes F1, F1’, E2 et E2’ du théoreme 7. Les courbes de 'alinéa 4 du lemme sont
les courbes A1, A1’ du théoreme 5 et A2, A2’ du théoreme 6. Les courbes des alinéas 5
et 6 sont les courbes Al, A1’, B2 et B2’ du théoreme 8. Celles des alinéas 7 et 8 sont les
courbes A1, A1’, B2 et B2’ du théoreme 7.

3.4.4. Le lemme 13

Soit k un entier vérifiant les inégalités 2 < k < f(p) tel que 2¥ — p soit un carré. Si
k est impair, on a k > 5. Si k est pair, compte tenu de la remarque 1 et de la condition
(2), on a
1 —
p:2§+1_1, \/2k—p:Tp et k>8 (carp>29).

(i) Considérons la courbe elliptique d’équation

y? = 23 + 22k —pa? — pua.
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Si k est impair, on retrouve la courbe E2 du théoreme 4. Si k est pair, le modele s’écrit
y' =2 + (1-p2° — pua,

et 'on obtient la courbe F1 du théoréme 4.

(ii) Considérons la courbe elliptique de modele de Weierstrass

v = 2% 4 428 —pa? — 4dp .

Si k est impair, on retrouve la courbe E2’ du théoreme 6. Si k est pair le modele s’écrit
v = 2% + 2(1 —p) 2® — 4dp

qui est la courbe F1 du théoreme 6.

Cela termine la démonstration de l’assertion (xx) et des théoremes.

Compte tenu de la remarque 1, les corollaires résultent directement des théoremes.
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Chapitre 111

Quelques résultats sur les équations
azxP + by? = cz?

Introduction

Soient p un nombre premier supérieur ou égal a 5 et a, b, ¢ trois entiers naturels non
nuls premiers entre eux deux a deux. On s’intéresse dans ce travail a I’étude de ’équation
diophantienne

(1) azP + by? = cz°.

Nous dirons qu’une solution (z,y,z) € Z3 de I'équation (1) est propre si I'on a I’égalité
pged(z,y, z) = 1 et qu’elle est non triviale si zyz est non nul. On désigne par S,(a,b, c)
I’ensemble des solutions propres non triviales de ’équation (1). H. Darmon et A. Granville
ont démontré vers 1993, en utilisant le théoreme de Faltings sur la finitude de I’ensemble
des points rationnels des courbes de genre au moins deux, que Sy(a,b,c) est fini ([Da-
Gr]). Notre objectif principal est de décrire Sy,(a,b,c) dans certains cas particuliers, a
travers les problemes 1, 2 et 3 énoncés dans I'introduction. On formulera ici les problemes
1 et 2 sous forme de conjectures. On donnera par ailleurs, en application des résultats
obtenus, des informations concernant la recherche des points rationnels sur QQ des courbes
hyperelliptiques de la forme y? = zP + d, ou d est un entier.

Conjecture 1. Supposons que les trois entiers a + b, a — b et b — a n’appartiennent pas
A cZ?. Alors, il existe une constante f(a, b, c) telle que I'on ait 'implication :

p > f(a,b,c) = Sy(a,b,c) est vide.

Conjecture 2. Supposons que 'un des entiers a+b, a—b et b—a appartienne a c¢Z?. Alors,
il existe une constante g(a, b, ¢) telle que, pour tout p > g(a, b, ¢), I'on ait 'implication :

(z,y,2) € Sp(a,b,c) = zy = £1.

Comme on le signalait dans I'introduction, ces conjectures sont des conséquences de
la conjecture (abc), et 'on a la conclusion annoncée des que p > a + (log(abc), ou «v et
[ sont deux constantes absolues > 0. Rappelons que sous les hypotheses de la conjecture
2, si ab est distinct de 1, on dispose d’un point «évident» (x,y,z) € Sy(a,b, c) tel que
ry = *+1.
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La méthode, aujourd’hui classique, que nous utiliserons pour aborder ces conjectures
est la méthode modulaire, qui repose sur les travaux de G. Frey, K. Ribet, J.-P. Serre et
A. Wiles sur les représentations modulaires (cf. [Fr], [Ri], [Se2] et [Wi]). Sans rentrer ici
dans les détails, elle consiste a associer a tout élément de S, (a, b, ¢) une courbe elliptique
sur Q, appelée parfois courbe de Hellegouarch-Frey ou courbe de Frey, et a exploiter les
propriétés galoisiennes de ses points de p-torsion. Signalons que, dans notre contexte, on
peut associer a chaque élément de S, (a, b, ¢) deux courbes elliptiques définies sur Q, qui ne
sont pas isogenes en général, et qui permettent chacune la mise en ceuvre de la méthode.
Nous rappellerons son principe et certains de ses compléments au paragraphe 4. Cette
approche permet par ailleurs de relier les conjectures 1 et 2 a d’autres plus centrales en
théorie des nombres. Par exemple, elles se déduisent de la conjecture suivante concernant
la comparaison galoisienne des points de torsion des courbes elliptiques (cf. [Da2] et le
paragraphe 4) :

Conjecture 3. Soient E une courbe elliptique définie sur QQ et Ag I'’ensemble des nom-
bres premiers p possédant la propriété suivante : il existe une courbe elliptique sur QQ, non
isogene a E sur QQ, dont le module galoisien des points de p-torsion soit isomorphe a celui
de E. Alors, ’ensemble Ag est fini.

On ne connait aucune courbe elliptique F/Q pour laquelle la conjecture 3 soit démontrée.
Signalons que les seuls résultats partiels déja prouvés a ce sujet concernent le cas o F a
des multiplications complexes.

Dans toute la suite nous nous préoccuperons de la situation ou le produit des diviseurs
premiers de abc divise 2/, ou ¢ est un nombre premier impair. Précisons maintenant le
contenu de ce travail.

1. Sur la conjecture 1

Le premier résultat la concernant est dit a H. Darmon qui, en 1993, a démontré que
Sp(1,4,1) est vide si p > 17 ([Dal]). Il se trouve dans [Kr3] un résumé du fait que si £ est
un nombre premier congru a 3 modulo 8, autre que 3, I'ensemble S,(1,/¢,1) est vide si p
est assez grand en fonction de £ ; ce résultat n’a pas été rédigé par la suite. M. Bennett et
C. Skinner en 2002 ont prouvé la conjecture 1 pour certains triplets d’entiers (a, b, ¢), pour
lesquels abc est de la forme 2“6? 03, ot £y et f5 sont des nombres premiers inférieurs & 80
([Be-Sk]). Par ailleurs, on peut trouver dans le chapitre I des résultats sur les ensembles
Sp(a,b,c) si abc est une puissance de 2. Ils ont été obtenus indépendamment par Bennett
et Skinner dans loc. cit.. Par exemple, la conjecture 1 est vraie si ab est une puissance de 2
et ¢ = 1. Ce sont a notre connaissance les seuls travaux déja publiés sur cette conjecture.

On consideére ici un nombre premier impair ¢. En utilisant les résultats démontrés
dans le chapitre II, on prouve ici la conjecture 1, de facon effective, dans certains cas
particuliers ou le produit des diviseurs premiers de abc divise 2¢ (théoremes 1 et 2).

A titre indicatif, considérons un entier m > 1. Explicitons I’énoncé de la conjecture
1 pour les triplets de la forme (1,£™,1) : si ™ + 1 € Z? on vérifie que m = 1 et £ = 3, et
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sifm—1¢€Z*onam =1 (cf. le lemme 3 du chapitre II). Par suite, si la condition
suivante est satisfaite :

(m =1, £#3 et ¢—1n’est pasun carré) ou bien m > 2,
la conjecture 1 affirme que S,(1,¢™,1) est vide si p est assez grand en fonction de £ et m.
Comme cas particulier du théoreme 1, on obtient ’énoncé ci-dessous dans lequel on pose

log ¢

18 +2 si 0 < 29

f(0) = o

log ¢
435 + 10 285 i ¢ > 296,
log 2

Théoreme. Supposons que 'une des quatre conditions suivantes soit réalisée :
1) on a ¢ =1 mod. 8 et les deux assertions suivantes sont satisfaites :
(i) les entiers ¢ — 1, £ — 8 et £ 4+ 8 ne sont pas des carrés ;
(i) pour tout k tel que 7 < k < f(£), les entiers £ — 2¥ et £ 4 2% ne sont pas des carrés.
2) On a ¢ =3 mod. 8 et £ # 3.
3) On a £ =5 mod. 8 et £ — 1 n’est pas un carré.

4) On a £ = 7 mod. 8 et pour tout k tel que 7 < k < f({), I'entier 2¥ — ¢ n’est pas un
carré.

Alors, pour tout nombre premier p tel que

2(0—1)
(2) p>m et p>< 8(€+1)+1) ,
Iensemble S, (1,¢™,1) est vide.

Si I’'une des conditions précédentes est satisfaite par ¢, la conjecture 1 est ainsi démon-
trée pour (1,¢™,1). En particulier, si 'on a £ = 3 ou 5 mod. 8, la conjecture 1 est vraie
pour le triplet (1,¢,1). Dans les cas ou 'on a m > 2 ou bien si £ est congru a 1 ou 7
modulo 8, on obtient des conditions qui sont conjecturalement superflues pour assurer
la conclusion du théoreme. Néanmoins, elles s’averent assez efficaces en pratique (cf. la
remarque 1 du paragraphe 1).

Pour tout entier n > 0, on obtient plus généralement dans le théoreme 1 des condi-
tions portant sur ¢ qui entrainent que S,(2",¢™,1) et S,(2"¢™,1,1) sont vides si p est
assez grand. On dispose aussi d'un énoncé analogue concernant les ensembles S, (1, (™, 2)
(théoréme 2). Par exemple, S,(1,¢™,2) est vide si I'on a ¢ = 5 mod. 8 et si p est assez
grand.

Pour certains triplets (a, b, ¢) pour lesquels on ne sait pas démontrer la conjecture 1,
on apporte dans le théoreme 3 une réponse partielle en démontrant I'existence d’un en-
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semble & de nombres premiers p de densité > 0 (dépendant de a, b, ¢), tels que Sy(a, b, c)
soit vide. On utilise pour cela un complément de la méthode modulaire, appelé méthode
symplectique dans [Ha-Kr-2] (cf. 4.2). Tel est par exemple le cas des triplets (1,¢™,1) si
¢ =7 mod. 8, ¢ # 7 et si m est impair. Lorsque ¢ n’est pas trop grand, on peut expliciter
un tel ensemble &. On pourra trouver au paragraphe 7 des exemples illustrant cette
situation, notamment si ¢ = 23 (la condition 4 du théoréeme n’est pas vérifiée si £ = 23 :
on a 2 — 23 = 452).

2. Sur la conjecture 2

Si (a, b, c) est un triplet d’entiers vérifiant les hypotheses de cette conjecture, il existe
un point (z,y, z) satisfaisant I'’équation (1) tel que zy = £1. Ce point est dans Sy(a, b, c)
si z est non nul. Comme il est expliqué dans le paragraphe 2, on peut lui associer deux
courbes elliptiques définies sur Q (y compris si z = 0, mais on ne se placera pas dans cette
situation). Dans chacun des cas ou la conjecture 2 a été démontrée, ces courbes possedent
des multiplications complexes. On ne dispose d’aucun exemple dans le cas contraire,
notamment s’il existe un nombre premier impair qui divise ab. Nous n’aborderons pas
cette situation.

Les travaux déja publiés sur la conjecture 2 sont les suivants :

1) En 1997, H. Darmon et L. Merel l'ont prouvée si a = b= c =1 ([Da-Me]). Ils ont
démontré que Sp,(1,1,1) est vide si p > 7. Il en est de méme si p =5 ([Po]).

2) On peut trouver dans le chapitre I une démonstration du fait que, pour tout p > 7,
I'on a les égalités

S,(1,1,2) = {(1, 1,-1), (1,1,1)} et S,(8,1,1) = {(1,1,3), (1,1,—3)}.
3) M. Bennett et C. Skinner dans [Be-Sk| ont aussi traité les cas ou
a=b=1 et ce {2,3,5,6, 10,11,13,14, 15,17, 19},

en montrant que Sy(1, 1, c) est vide si p > 7 ne divise pas ¢ (loc. cit., th. 1.1 : le cas ou p
divise ¢ semble avoir été omis).

Dans l’énoncé du théoreme 1.2 de [Be-Sk| il y a des imprécisions concernant les
triplets (8,1,1), (4,1,3) et (64,1,7). On fournit au paragraphe 6 une preuve du fait que
I’'on a

\%

Sp(4,1,3):{(1,—1,1),(1,—1,—1)} si p>T,

Sp(64,1,7)={(1,—1,3),(1,—1,—3)} sip>11.

Ces égalités se démontrent en utilisant, entre autres, des propriétés arithmétiques des
courbes elliptiques sur Q a multiplications complexes (cf. [Mom], [Da-Me] ; voir aussi [Ha-
Kr-1]). Nous ne savons pas décrire I’ensemble S7(64,1,7) ; il semble que les arguments
utilisés dans ce travail ne permettent pas de conclure (cf. la prop. 1 et le paragraphe 4).
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3. Sur les ensembles S,(a, b, c) avec (p,a, b, c) fixé

Considérons un triplet d’entiers naturels non nuls (a, b, ¢) et un nombre premier p > 5
fixés. On s’intéressera au probleme suivant :

Probléme. Comment démontrer que Sy(a,b,c) est vide, si tel est le cas 7

Un nombre premier p > 7 étant donné, signalons qu’'un cas particulier de I’étude faite
dans [Kr6] est celui de la description des ensembles S,(1,1,c) pour les entiers ¢ > 3 sans
facteurs carrés vérifiant la condition suivante :

pour tout diviseur premier ¢ de ¢, on a ¢ # 1 mod. p.

On démontre dans loc. cit., en utilisant les résultats de [Da-Gr|, que I’ensemble des entiers
¢ > 3 sans facteurs carrés vérifiant cette condition, pour lesquels S, (1, 1, ¢) est non vide, est

fini. On prouve dans le chapitre IV qu’il n’existe pas de tels entiers ¢ si p € {7, 11,13, 17}
en utilisant la méthode de Chabauty elliptique.

Pour aborder ce probleme, outre la méthode modulaire classique, on utilisera ici
la méthode symplectique et un autre de ses compléments appelé méthode de réduction
dans [Ha-Kr-2]. La méthode de réduction a aussi été utilisée pour la résolution de certaines
équations ternaires dans [Kr5] et [Cr-Si]. On rappelera au paragraphe 4.1 son principe dans
le cadre considéré ici. On lillustrera a travers des exemples numériques au paragraphe
7. Elle permet par exemple de démontrer que S,(1,7,1) est vide si 'on a 11 < p <
10%. De méme, S11(1,11™,1) est vide pour tout m < 10. On obtiendra par ailleurs des
informations nouvelles sur une conjecture de J.H.E. Cohn concernant la recherche des
couples (z,z) € N? tels que 22 +7 = 2P ([Co2], p. 380).

4. Sur les points rationnels des courbes y? = xP +d (d € 7Z)

Soient p un nombre premier > 5 et d un entier sans puissances p-iemes. En application
des résultats obtenus dans ce travail, on peut parfois déterminer les points rationnels sur
Q de la courbe hyperelliptique, de genre %, d’équation

Cd’p : y2 =zP +d.

En fait, si Sp,(1, |d|, 1) est vide, alors si (z,y) € Cq,(Q), on a zy = 0 (lemme 11). Il résulte
par exemple du théoreme énoncé précédemment que pour tout nombre premier ¢, si I’on
a:

(ﬁ =3 mod. 8, { # 3) ou bien (f =5 mod. 8 et ¢ —1 n’est pas un carré),

les ensembles C ,(Q) et C_;,(Q) sont vides dés que p est plus grand qu’une constante
dépendant de /. A titre indicatif, si £ = 11 tel est le cas pour tout p > 7. On abordera une
discussion concernant I'ensemble C_3 ,(Q). La méthode de réduction permet de prouver
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qu'il est vide si 'on a 5 < p < 10* ; on démontre qu’il en est de méme pour les nombres
premiers p = 3 mod. 4 tels que 2p + 1 soit premier.

Ces résultats permettent par ailleurs d’expliciter de nombreux exemples de courbes
Cy ., qui contredisent le principe de Hasse. En effet, C'y,, posseéde des points rationnels sur

P P
tous les complétés de Q. Par suite, si Cy,(Q) est vide, Cy, est un contre exemple a ce
p ) P » “d,p p

principe. Il en est ainsi des courbes C1; , et C_1;, pour tout p > 7.
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Sur les points rationnels des courbes y? = 2P +d

1. Enoncé des résultats sur la conjecture 1

Considérons un nombre premier impair ¢ fixé. Rappelons que ’on note

log ¢
1842 =28 si 0 < 296
log
f(6) =
logl¢ . 96
435 + 10 sil > 2%,
log 2

Introduisons la terminologie suivante :

1) on dira que ¢ vérifie la propriété (A) si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(i) on a £ =1 mod. 8 ;
(ii) pour tout k tel que 7 < k < f(£), les entiers £ — 2* et £ + 2¥ ne sont pas des carrés.
2) on dira que ¢ vérifie la propriété (B) si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(i) on a £ =7 mod. 8 ;
(ii) pour tout k tel que 7 < k < f(£), Pentier 2 — £ n’est pas un carré.

3) on dira que ¢ vérifie la propriété (C) si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(i) on a £ =7 mod. 8 ;
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(ii) pour tout entier impair k tel que 1 < k < 164969, I'entier £* 4 2 n’est pas un carré.

Etant donnés deux entiers m > 1et n > 0, le résultat qui suit fournit des con-
ditions suffisantes, portant sur le couple (¢,n), pour que les ensembles S, (2", 0™, 1) et
Sp(2™0™,1,1) soient vides si p est assez grand en fonction de ¢, m et n.

Théoréme 1. Soit n un entier naturel. Supposons que le couple (¢,n) vérifie I'une des
quatre conditions suivantes :

1) ¢ vérifie la propriété (A) et 'une des assertions suivantes est satisfaite :

(i)onan>T7;

(ii) on an = 6 et £ — 64 n’est pas un carré ;

(iii) on an € {4, 5} et les entiers £ — 16, £ — 32 et £ 4+ 32 ne sont pas des carrés ;
(iv) on an € {O, 3} et les entiers £ — 1, { — 8 et { 4+ 8 ne sont pas des carrés ;

(v) on an =2 et pour tout k € {4, 5,6}, ¢ — 2% et £+ 2% ne sont pas des carrés ;
(vi) on an =1 et les entiers 2¢ — 1 et 2¢?> — 1 ne sont pas des carrés.

2) On a ¢ = 3 mod. 8 et 'une des assertions suivantes est satisfaite :
(i)onan>6;
(ii) on an € {0,2,3,4,5} et £ # 3 ;
(iii) on an =1 et £ — 2 n’est pas un carré.
3) On a £ =5 mod. 8 et I'une des assertions suivantes est satisfaite :
(i)onan=>6;
(ii) on an € {4,5} et { #5;
(iii) on an € {0,3} et £ — 1 n'est pas un carré ;
(iv) on an =2 et £ — 4 n’est pas un carré ;
(v) on an =1 et les entiers 20 — 1 et 20> — 1 ne sont pas des carrés.

4) ¢ vérifie la propriété (B) et I'une des assertions suivantes est satisfaite :

(i)onan#1;

(ii) on an =1 et ¢ vérifie la propriété (C).

Alors, pour tout entier m > 1 et tout nombre premier p tels que

8(¢—1)
(3) p > Max(m,n+6) et p> < 32(€+1)+1> )
les ensembles S, (2", 0™, 1) et S,(2"¢™,1,1) sont vides.

En ce qui concerne les ensembles S,(1,¢™,2), avec m > 1, on a I’énoncé suivant :

Théoreme 2. Supposons que I'une des quatre conditions suivantes soit réalisée :

. 2 — ’
1) on a ¢ =1 mod. 8 et les entiers ZT“, ”Tl et ETI ne sont pas des carrés.
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2) On a f =3 mod. 8 et 15771 n’est pas un carré.
3) On a £ =5 mod. 8.

4) On a £ =7 mod. 8, ¢ # 23 et les entiers 527“ et HTI ne sont pas des carrés.

Alors, pour tout entier m > 1 et tout nombre premier p tels que

16(¢—1)
(4) p>m et p><8\/€—|—1+1>

Y

Iensemble S, (1,0™,2) est vide.

Les théoremes 1 et 2 affirment que la conjecture 1 est vraie pour certains triplets
d’entiers de la forme (2™, ¢™,1), (2"¢™,1,1) et (1,£™,2). On en déduit par exemple le
résultat suivant :

Corollaire.
1) Si ¢ =3 ou 5 mod. 8, la conjecture 1 est vraie pour les triplets (1,¢,1) et (1,¢,2).
2) Si £ = 3 mod. 8, la conjecture 1 est vraie pour le triplet (2,4, 1).
Dans certains cas ou le théoreme 1 ne permet pas de conclure, pour n € {O, 1,3, 5}
et £ =1 ou 7 mod. 8, le résultat qui suit apporte une réponse partielle a la conjecture 1.

On note r le nombre de classes de Q-isogénie de courbes elliptiques sur Q de conducteur
20 ayant au moins un point d’ordre 2 sur Q.

Théoreme 3. Supposons n € {0, 1,3,5} et que le couple ({,n) vérifie I'une des deux
conditions suivantes :

1) on a £ =1 mod. 8 et 'une des assertions suivantes est satisfaite :

(i) on an =1 et les entiers 2¢ — 1 et 2(?> — 1 ne sont pas des carrés ;
(ii) on an € {0, 3} et les entiers £ — 1, ¢/ — 8 et ¢ + 8 ne sont pas des carrés ;
(iii) on an =5 et les entiers ¢ — 16, { — 32 et ¢ + 32 ne sont pas des carrés.

2) On a £ =7 mod. 8 et I'une des assertions suivantes est satisfaite :
(i) on an =1 et ¢ vérifie la propriété (C) ;
(ii) on an € {0,3} et 0 #7;
(iii) on an =5 et £ # 7,23, 31.
Alors, pour tout entier naturel impair m, il existe deux ensembles & et &' de nombres
premiers (dépendant de ¢, m et n), dont les densités sont > 0, tels que pour tout p dans
P (resp. &'), 'ensemble S, (2",¢™,1) (resp. S,(2"¢™,1,1)) soit vide.
Si 6 est la plus petite des densités de & et &', on a :

1
5> si n=0 et 5>27 si ne{l,3,5}.

1
AT
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Remarque 1.
1) Les propriétés (A), (B) et (C') sont souvent réalisées en pratique. En effet :

1.1) il y a 2384 nombres premiers congrus & 1 modulo 8 plus petits que 10° et il y en
a 1812 qui vérifient la propriété (A).

1.2) Il y a 2399 nombres premiers plus petits que 10° congrus & 7 modulo 8. Il y en
a 2256 qui vérifient la propriété (B) et 2333 qui vérifient la propriété (C). Les propriétés
(B) et (C) sont toutes les deux satisfaites pour 2201 d’entre eux.

2) Supposons ¢ = 7 mod. 8. Dans ce cas, on a r = 1 si £ n’est pas un nombre de
Mersenne, i.e. n’est pas de la forme 2! — 1 ; on a r < 2 sinon. Cela résulte du théoréme 2
de [Beu] et du théoreme 1 du chapitre II, tout au moins si £ est distinct de 7 et 23.

2. Courbes elliptiques

Considérons trois entiers naturels non nuls a, b, ¢ et un nombre premier p > 5. On
suppose, pour toute la suite, que la condition ci-dessous est satisfaite :

a, b et ¢ sont premiers entre eux deux a deux.

Soit (x,y,z) un élément de Sp(a,b,c). On va lui associer deux courbes elliptiques E;
et Fs définies sur QQ, ayant chacune au moins un point d’ordre 2 sur Q, dont on va
décrire les propriétés de réduction. Pour simplifier cette étude, on suppose de plus, dans
ce paragraphe, que les quatre conditions suivantes sont réalisées :

(C1) b est impair.
(&
(
(

) ¢ est sans facteurs carrés.
C'3) Si cz est impair, on choisit z de sorte que 'on ait ¢z = —1 mod. 4.
)

Les entiers ax et by sont premiers entre eux.
Pour tout nombre premier ¢, on note désormais v, la valuation /-adique de Q.

Remarque 2. La condition (C4) est la seule contraignante pour démontrer les
résultats que l'on a en vue. On devra en tenir compte dans la suite. Notons cependant
que si pour tout nombre premier ¢ divisant ab, on a

(5) ve(ab) =1 mod. 2 et wve(ab) < p,
alors, la condition (Cy) est satisfaite.

2.1. La courbe FE;

Soit Fq la courbe d’équation de Weierstrass
(6) Y2 = X%+ (2c2) X? + (aca?) X.
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Les invariants standard qui lui sont associés sont (cf. [Tal, p. 36) :
cy = 2*c(4cz® — 3axP), cg = 2°c*2(9ax? — 8cz?), A = 2°(a*bc?)(2?y)P.

Puisque A est non nul, F; est une courbe elliptique définie sur Q. On note Npg, son
conducteur.

Lemme 1. Soit ¢ un nombre premier impair.

1) Si ¢ ne divise pas abcxy, Eq1 a bonne réduction en /.
2) Si ¢ divise abxy, E; a réduction multiplicative en ¢, et I'on a vy (NEl) =1.
3) Si ¢ divise ¢, Ey a réduction additive en ¢, et 'on a vy (NEl) = 2.
4) L’équation (6) est minimale en {.
Démonstration : L’assertion 1 résulte du fait que ¢ ne divise pas A.

2) Supposons que ¢ divise ¢4 et que ¢ divise abxy. Si ¢ divise ax, alors ¢ divise cz

puis by, ce qui contredit la condition (Cy). Ainsi ¢ divise by. D’apres (Cy), ¢ ne divise
pas ¢, d’ou la congruence 4cz? = 3azP mod. ¢. D’apres 'égalité axP + byP? = cz?, on a
ax? = cz? mod. ¢, d’olt ax = 0 mod. ¢ et une contradiction. Cela prouve l'assertion 2.

3) On suppose que ¢ divise ¢. La condition (Cy4) entraine que ¢ ne divise pas abxy.
Puisque c est sans facteurs carrés, on a ainsi vg(A) = 3, et I’équation (6) est donc minimale
en /. Puisque /¢ divise ¢4, E1 a réduction additive en £. Si £ # 3, on a vy (NEl) = 2 ([Ta,

p. 46). Si ¢ = 3, cette égalité résulte de l'algorithme de Tate (cf. loc. cit. p. 47-48) : en

suivant ses notations, on a a3 = ag = 0 , as = acz?, by = 8cz et bg = —a’c?z?P. Par suite,

¢ divise az,ay et by, (? divise ag et ¢ étant sans facteurs carrés (condition (Cy)), £3 ne
divise pas bg. Le type de Kodaira de F; en 3 est donc III, d’ou I'assertion 3.

L’assertion 4 est une conséquence de ce qui précede. D’ou le lemme.
En ce qui concerne le type de réduction de E; en 2, on a I’énoncé suivant :
Lemme 2.
1) Sic est pair, E; a réduction additive en 2, et I'on a v (NEl) = 8.
2) Sia est pair, £y a réduction additive en 2, et I'on a

’U2(NE1) = {7 51: vo(a) =1 et x est impair
6 sinon.

3) Supposons ac impair.
3.1) Supposons y pair.
Sip=>5 et vo(y) =1, Ey a réduction additive en 2, et I'on a v¢(Ng, ) = 3.

Sip > T ouwvs(y) > 2, Ey aréduction multiplicative en 2, et ’on a v9 (NEI) =1.
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3.2) Si y est impair, Fy a réduction additive en 2, et I'on a

6 six est pair
(NEl) 6 acx =1mod. 4
5 siacr =—1 mod. 4.
4) L’équation (6) est minimale en 2 si et seulement si Ey a réduction additive en 2.
Comme conséquence directe des lemmes 1 et 2, on obtient :

Corollaire 1. Soit Ap, le discriminant minimal de E;. On a
26(a?bc?) (x%y)P  si By a réduction additive en 2

(7) AE1 =
27%(a%bc?) (x%y)P  sinon.

Démonstration du lemme 2 : Les invariants standard bs, by, bg et bg associés a 1’équa-
tion (6) sont (cf. [Ta]) :

by =8¢z, by =2acxP, bg=0, bg=—a’c?z?’.

1) Si ¢ est pair, abzy est impair (condition (Cy)). Puisque c¢ est sans facteur carré
(condition (C3)), on a donc

va(cq) =5, wva(cg) =28 et wy(A)=09.

D’apres le tableau IV de p.129 de [Pa], on a alors vy (Ng, ) = 8. D’ou lassertion 1.

2) Supposons a pair. Dans ce cas, bcyz est impair (condition (Cy)).

2.1) Supposons z pair. On a alors
va(cy) =6, wa(cg) =9 et wva(A) > 18.

Le tableau IV de loc. cit. entraine alors vg (NEl) = 6.

2.2) Supposons z impair. On a

ok o) =2
(v2(ca), va(co) v2(A)) = (6, > 9,12) Z vz(a) _3
(6,9, > 14) si va(a) > 4.

Le tableau IV de loc. cit. entraine le résultat si ve(a) # 3.
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Supposons vy(a) = 3. Il s’agit de démontrer que le type de Néron de F; est I5. On
utilise pour cela l’algorithme de Tate (cf. [Ta], p. 49, 8.). Les conditions intervenant dans
cet algorithme sont réalisées. Avec ses notations, on a

acxP

P(T)=T%+czT? + 1

T.

Le polynéme P a dans Fs une racine simple (7" = 1) et une racine double (7" = 0), car cz
est impair. Il s’agit alors de décider si le polynéme czX? + %X a deux racines distinctes
modulo 2, ce qui est le cas, car vy(a) = 3 et cxz est impair. D’ou 'assertion.

3) On suppose ac impair.

3.1) Supposons y pair. Dans ce cas, acxz est impair (condition (Cy)). On a donc
va(ca) =4, wva(cg) =6, et wv2(A) > 11.

Suivant la terminologie employée dans [Pa], on est dans un cas de Tate > 7. On utilise
la proposition 4 de loc. cit.. D’apres la condition (C3), on a ¢z = 3 ou 7 mod. 8 et par
ailleurs, on a

azP = cz? mod. 32.

On en déduit que 'entier » = 1 vérifie la congruence
bs + 3rbg + 3r2by + by + 3r* = 0 mod. 32.

La congruence 2cz + 3 — s? mod. 4 étant satisfaite avec s = 1, il en résulte que 1'on est
dans un cas de Tate > 8.

3.1.1) Supposons p = 5 et va(y) = 1. Compte tenu du fait que b est impair (condition
(C1)), on a
(v2(ca), v2(c6), v2(A)) = (4,6, 11),

de sorte que le type de Kodaira de E; est II* et 'on a vs (NEl) = 3.
3.1.2) Supposons p > 7 ou bien v(y) > 2. Dans ce cas, on a

va(es) =4, wa(c) =6, et va(A) > 13,

et 'on déduit de ce qui précede que I’équation (6) n’est pas minimale en 2, ce qui entraine
le résultat.

3.2) Supposons y impair.

3.2.1) Si z est pair, cz est impair (condition (Cy)). On a ainsi

U2(64) = 6, UQ(CG) =9 et UQ(A) 2 16.
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Il en résulte que vs (NEI) = 6.

3.2.2) Supposons z impair. Puisque az? et byP sont impairs, z est pair. On a donc
02(04) = 4, U2(C6) 2 7 et UQ(A) = 6.
On est dans le cas 3 ou 4 de Tate. On utilise la proposition 1 de [Pa] avec r =1 et t = 0,
ce qui entraine le résultat.

4) L’assertion 4 est une conséquence de ’étude des cas précédents.

Cela termine la démonstration du lemme 2.

2.2. La courbe E,

Soit Es la courbe d’équation de Weierstrass :
(8) Y? = X3 4+ (2c2) X2 4 (bey?) X.
Les invariants standard associés a ce modele sont
cy = 2c(4cz® — 3byP), ¢ = 207 2(9byP — 8cz?), A = 2%(ab*c?)(xy?)P.

On a A # 0, donc Es est une courbe elliptique sur Q. On note Ng, son conducteur.

Lemme 3. Soit ¢ un nombre premier impair.

1) Si ¢ ne divise pas abcxy, Fo a bonne réduction en /.

2) Si ¢ divise abxy, Es a réduction multiplicative en ¢, et I'on a vy (NEZ) = 1.
3) Sit¢ divise ¢, FEy a réduction additive en £, et 'on a vy (NEz) = 2.

4) L’équation (8) est minimale en £.

La démonstration du lemme 3, étant directe et identique a celle du lemme 1, est
omise ici. En revanche, bien qu’étant analogue a celle du lemme 2, nous détaillerons ici,
vue la longueur des calculs et son importance dans la suite, la preuve du lemme qui suit.
Lemme 4.

1) Sic est pair, E5 a réduction additive en 2, et I'on a v (NEQ) = 8.
2) Supposons a pair.
2.1) Supposons x pair.

Sip=75,vy(a) =1 et vo(x) =1, E5 a bonne réduction en 2.

Sip > 17, ouwvy(a) = 2, ouve(x) > 2, Fy a réduction multiplicative en 2, et I'on a
(%) (NE2) =1.

2.2) Supposons z impair. Dans ce cas, Fo a réduction additive en 2 sauf si va(a) > 6.
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UQ(NE2) _ {4 si acx = 4 mod. 16

2 siacx =12 mod. 16.

( ) = 3, on avg(NEz) = 5.
Si va(a) € {4,5}, on a vg(NEQ) = 3.
(a) = 6, E2 a bonne réduction en 2.
Sivy(a) > 7, By a réduction multiplicative en 2, et I'on a v (NE2) =1.

3) Supposons ac impair.
3.1) Si y est pair, E5 a réduction additive en 2, et 'on a v9 (NEQ) =6.
3.2) Supposons y impair et x pair.
Sip =75 et va(x) =1, Ey a réduction additive en 2, et I'on a v (NEQ) = 3.
Sip > T ouwve(x) > 2, Ey aréduction multiplicative en 2, et I'on a v (NEQ) =1.
3.3) Si xy est impair, Fy a réduction additive en 2, et I'on a

_ (5 siacx =1 mod. 4
UZ(NEz) - {6 si acx = —1 mod. 4.

4) L’équation (8) est minimale en 2 si et seulement si Ey a réduction additive en 2.

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2. Soit Ag, le discriminant minimal de E3. On a

26(ab?c?)(xy?)P  si By a réduction additive en 2
(9) AEQ =
275(ab?c?)(zy?)P  sinon.

Démonstration du lemme 4 : Les invariants by, bg, bg et bg associés a 1’équation (8)
sont :
by = 8cz, by =2bcy?, bg =0, bg=—b>c?y*".

1) Si ¢ est pair, abry est impair (condition (Cy)). Puisque ¢ est sans facteurs carrés,
on a donc
va(cq) =5, wa(cg) =28 et wva(A)=9,

et le tableau IV de [Pa] entraine le résultat.

2) Supposons a pair. D’apres la condition (Cy), bcyz est impair.

2.1) Supposons que 'on soit dans I'un des cas suivants :
x est pair ou bien <x est impair et wvq(a) > 6).
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On a
va(cq) =4, wv2(cg) =6 et wva(A) > 12.

On est donc dans un cas de Tate > 7. Par ailleurs, on a
by? = cz* mod. 32.
Cela conduit a
b2y?? = ?2* mod. 32 et 6bey? = 6¢22% mod. 32.

Il s’agit alors de déterminer un entier r tel que
(10) bg + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* = 0 mod. 32,
autrement dit, tel que

—c* 2t 4+ 6¢%2%r% + 8czr® + 3r* = 0 mod. 32.

Compte tenu du fait que cz = —1 mod. 4 (condition (C3)), on vérifie que » = 1 convient.
D’apres Passertion (b) de la proposition 4 de [Pa], utilisée avec s = 1, on constate que
I'on est dans un cas de Tate > 8. D’apres le tableau IV de loc. cit. 'équation (8) n’est
donc pas minimale en 2. D’ou ’assertion dans les cas envisagés.

2.2) Supposons x impair et va(a) < 5.
2.2.1) Si va(a) =1, on a

02(64) = 4, U2(C6) =6 et UQ(A) = 7,

et le tableau IV de [Pa] entraine directement le résultat.

2.2.2) Supposons v2(a) = 2. On a
va(cq) =4, wva(cg) =6 et wvy(A)=38.
On est dans un cas de Tate > 6. On utilise la proposition 3 de loc. cit. ; on a
bey? = ?2% — aca? = ?2% — 4 mod. 8.
Puisque cz = —1 mod. 4, on a donc
bcy? =5 mod. 8.

On vérifie alors, en considérant les deux restes de bcy? modulo 16, que l'entier » = 1
satisfait la congruence (10). Par ailleurs, en posant t = 2, on a

bey? + 2¢z +1 —t? = 0 mod. 8.
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On constate alors que la condition

(bcyp = 5 mod. 16 et cz = 3 mod. 8) ou (bcyp = 13 mod. 16 et cz = 7 mod. 8),
implique vo(bey? + 2cz + 1 — t2) = 3. De méme, on vérifie que si I'on a

(bcyp = 5 mod. 16 et cz = 7 mod. 8) ou (bcyp = 13 mod. 16 et cz = 3 mod. 8),

alors vo (beyP +2c2+1—12) > 4. Les propositions 3 et 4 de [Pa] entrainent alors le résultat.

2.2.3) Si va(a) =3, on a
va(eq) =4, wa(cg) =6 et wva(A) =09,

d’otu le résultat (tableau IV de [Pal).
2.2.4) Supposons va(a) € {4,5}. On a

(va(eq),v2(ce),v2(A) € {(4, 6,10), (4,6, 11)}.

On est dans un cas de Tate > 7. Par ailleurs, on a

bey? = ?2% — aca? = ¢®2? mod. 16.

Puisque cz = 3 ou 7 mod. 8, on a donc
bey? =1 ou 9 mod. 16.

On vérifie alors que l'entier r = 1 satisfait la congruence (10). En posant s = 1, on a
2cz+ 3 — 52 = 0 mod. 4, on est ainsi dans un cas de Tate > 8, ce qui entraine le résultat.

3) On suppose ac impair.

3.1) Supposons y pair. Dans ce cas, z est impair (condition (Cy)) et l'on a
va(cy) =6, valcg) =9 et vy(A) > 16,

d’ou l'assertion (tableau IV de [Pal).

3.2) Supposons y impair et z pair. L’entier z est impair. On a donc
va(cs) =4, wva(cg) =6 et wva(A) > 11.
On est dans un cas de Tate > 7. On a
by? = cz? mod. 32.
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On en déduit que l'entier = 1 vérifie la congruence (10). On a va(2cz + 3 — s?) > 2 avec
s = 1, donc on est dans un cas de Tate > 8.

3.2.1) Si p =5 et va(z) = 1, compte tenu du fait que b est impair, on a

<U2(64), 'UQ(CG), UQ(A)) = (4, 6, 11),

le type de Kodaira de Fs est II* et I'on a vy (NEQ) =3.
3.2.2) Sip > 7 ou bien va(x) > 2, on a

va(cq) =4, wva(cg) =6 et wvy(A) > 13,

et I’équation (8) n’est pas minimale en 2, d’ou le résultat.

3.3) Supposons zy impair. Dans ce cas, z est pair et 'on a
02(04) = 4, UQ(CG) 2 7 et UQ(A) = 0.
On est dans le cas 3 ou 4 de Tate. La proposition 1 de [Pal, utilisée avec 7 =1 et t = 0,
entraine alors le résultat.

4) L’assertion 4 se déduit de ce qui précede.

Cela termine la démonstration du lemme 4.

3. Représentations galoisiennes

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls, premiers entre eux deux a deux, et p un
nombre premier > 7. On consideére un élément (x,y, 2) € Sp(a, b, ¢) vérifiant les conditions
(C1),--+,(Cy) du paragraphe 2. Pour ¢ € {1,2}, soit F; la courbe elliptique associée &
(x,y,z) définie par I’équation (6) ou (8). Soient Q la cloture algébrique de Q contenue
dans C et E;[p| le sous-groupe des points de p-torsion de E; (@) Le groupe de Galois Gg
de Q sur Q agit sur E;[p] et cette action fournit une représentation de dimension 2 sur
7./pZ

pf" : Gg — Aut(E;[p)]).

Proposition 1. Pour i € {1, 2}, on a les assertions suivantes :
1) sip > 11, pFi est irréductible ;

2) sip=171, pfi est réductible si et seulement si on a
(a,b,c) = (64,1,7) et (z,y,2z)=(1,—1,-3).

Dans ce cas, les conducteurs de E; et E5 sont respectivement 2°.7% et 72.

Démonstration : La courbe E; a un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Par suite, si pfi
est réductible, il existe un sous-groupe de FE; (@) d’ordre 2p stable par Gg.
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1) Pour tout nombre premier p > 11, la courbe modulaire Y;(2p) n’a pas de points
rationnels sur Q (cf. [Ke]), d’ou l'assertion 1.

2) Supposons p = 7. La courbe modulaire Yy(14) est la courbe elliptique notée 14A1
dans les tables de [Crl] ([Li], p. 45). On en déduit que Yp(14) possede exactement deux
points rationnels sur Q. Ils correspondent & deux classes de Q-isomorphisme de courbes
elliptiques sur Q d’invariants modulaires —15% et 2553 : en effet, ce sont les invariants
modulaires respectivement des courbes notées 49A1 et 49A2 dans [Crl] et elles ont un
sous-groupe 14 stable par Galois.

Notons jg, 'invariant modulaire de E;.

2.1) Si (a,b,c) = (64,1,7) et (z,y,2) = (1,—1,-3), on vérifie que l'on a jp, = —15°
et jp, = 2553, donc pfl et pf2 sont réductibles.

2.2) Inversement, supposons pfi réductible. On a donc jg, € { — 153, 2553}. Il ex-
iste ainsi un entier d sans facteurs carrés tel que E; soit isomorphe sur Q a la tordue
quadratique de la 49A1 ou 49A2 par v/d ; notons respectivement F 1,d €t Fo g ces tordues
quadratiques. Vérifions que 1'on a

de{+1,£2}.

Supposons pour cela qu’il existe un nombre premier impair ¢ qui divise d. Dans ce cas, F 4
et Iy 4 ont réduction additive en £ et I'exposant de ¢ dans leurs discriminants minimaux
vaut 6 ou 9 (ce dernier cas se produisant si ¢ = 7). Par ailleurs, d’apres les lemmes 1 et
3, 'exposant de ¢ dans le discriminant minimal Apg, de E; est 3, d’oll une contradiction
et I’assertion. En calculant les discriminants minimaux et les conducteurs de Fy 4 et F5 4,
on en déduit que 'on a

(AEi,NEi> e {(173,72), (221273 24 72), (i218.73,26.72)}.

Il résulte alors des assertions 1 des lemmes 2 et 4 que ¢ est impair. D’apres les lemmes 1
et 3onadoncc="Tetb=1.

On a Ag, # £7 car E; a mauvaise réduction en 2 (lemme 2). Par suite, E; a
réduction additive en 2 et d’apres la formule (7) on a

Ap, = 2%(a2b®) (z2y)7 € { + 921278, 1218.73}.

Supposons Ap, = +£212.73. Compte tenu de 1’égalité az” + 37 = 722 et de la condition
(C3), cela implique a = 8 et (z,y,2) = (1,—1,1), ce qui conduit & j(E;) = —64 et & une
contradiction. On a donc A, = 42!8.73, ce qui entraine que xy est impair puis a = 64
et (x,y,2) = (1,-1,-3).
Supposons Ag, = £73. Dans ce cas, E» a bonne réduction en 2 et d’aprés la formule
(9), on obtient
2 6a(zy®)" = +1,
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ce qui entraine a = 64 et (x,y,2) = (1,—1,—3). Supposons Ag, # +73. Dans ce cas, Fy
a réduction additive en 2 et 'on a

Ap, = 25(abc®)(zy?)" € { + 21273, 1218.73}.

Légalité Ap, = +212.73 conduit de nouveau & a = 64 et (z,y,2) = (1,—1,—3) [en fait,
cette situation ne peut pas se produire car si a = 64 et si x est impair, Fs a bonne
réduction en 2. Si l'on a Ag, = 28,73 on obtient a(zy?)” = £212, d’ont

(a,7,y) € {(32,2,i1), (212, l,il)},

ce qui contredit I’égalité az” + vy = 722.

On a ainsi dans tous les cas la condition annoncée. D’ou la proposition.

Si p =5, il est plus difficile d’obtenir un énoncé analogue a la proposition 1 permet-
tant de décider a priori si pfi est ou non irréductible. Cela est di au fait que la courbe
modulaire Y;(10) est isomorphe sur Q & la droite projective P!. Néanmoins, il y a des
situations simples, dans lesquelles on peut conclure (cf. le paragraphe 7).

On suppose désormais que la condition suivante est réalisée :

(Cs) ab est sans puissances p-iemes. Autrement dit, pour tout nombre premier ¢, on a
ve(ab) < p.

Pour 7 € {1, 2}, soit k le poids de pfi défini par Serre dans [Se2] : il est le méme
pour E; et E5, comme on le constate ci-dessous tout au moins si p ne divise pas ¢, ce qui
est le cas qui nous intéressera dans la suite :

Proposition 2.
1) Sip divise ab, on a k =p+ 1.
2) Si p ne divise pas abc, on a k = 2.

Démonstration : 1) Si p divise ab, E; a réduction multiplicative en p (lemmes 1 et 3).
D’apres la condition (C5), p ne divise pas v, (ab), i.e. p ne divise pas v, (jg, ). La proposition
5 de [Se2| implique alors k = p + 1.

2) Supposons que p ne divise pas abc. Si p ne divise pas xy, E; a bonne réduction en
p. Si p divise zy, E; a réduction multiplicative en p et dans ce cas, p divise v,(jg,). Cela
entraine k = 2 (loc. cit.). D’ou le résultat.

Soit N (pf*) le conducteur de pE+ défini par Serre dans [Se2]. C’est un entier premier
a p qui divise Ng,. Il est donné dans les deux énoncés suivants, qui résultent directement
des lemmes 1 a 4, des corollaires 1 et 2, et par exemple de la proposition p. 28 de [Kr2].
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Proposition 3. On a

NePy=2t I ¢ I ¢

Llabl#2,p  Llc,t#2,p
ou t est 'entier défini ci-dessous.
1) Sic est pair, on at =8.

2) Si a est pair, on a
;= { 7 siwve(a) =1 et x est impair
6 sinon.

3) Supposons ac impair.

3.1) Supposons y pair.

Sip=>5etuva(y)=1,0onat=3.
Sip>Touve(y)>2,onat=1.

3.2) Si y est impair, on a

6 acx=1mod. 4

6 six est pair
t =
5 siacx = —1 mod. 4.

Proposition 4. On a

NPy =20 I ¢ I ¢

Llabf#£2,p  Llel#2,p
ou t est 'entier défini ci-dessous.
1) Sic est pair, on at = 8.
2) Supposons a est pair.
2.1) Supposons x pair.

Sip=>5, on a
t:{O siva(a) =1
1 sinon.

Sip>17,o0na
t:{O siva(a) =6

1 sinon.
2.2) Supposons x impair.

Sive(a)=1,0onat="1.

Sivs(a) =2, on a
t:{4 si acx = 4 mod. 16
2 siacxr =12 mod. 16.

Sivy(a)=3,onat=>5.
Siva(a) € {4,5}, onat=3.
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Siva(a) =6,0nat=0.
Sivg(a)>T7,onat=1.

3) Supposons ac impair.
3.1) Si y est pair, on at = 6.
3.2) Supposons y impair et x pair.

Sip=5etuve(x)=1,0onat=S3.
Sip>Touve(zx)>2,0onat=1.
3.3) Si xy est impair, on a

1 mod. 4

f— {5 si acx
N —1 mod. 4.

6 siacx

4. La méthode modulaire

Cette méthode est maintenant bien connue et a été exposée dans de nombreux travaux
(cf. par exemple [Se3]). Rappelons en quoi elle consiste dans notre contexte.

Etant donnés deux entiers naturels non nuls k et N , avec k pair, on note Sy (FO(N )) le
C-espace vectoriel des formes modulaires paraboliques de poids k£ pour le sous-groupe de
congruence I'g(NV). Soit S; () le sous-C-espace vectoriel de Sy, (I'o(NV)) engendré par les
newforms au sens d’Atkin-Lehner ([At-Le]). C’est un espace vectoriel de dimension finie
g (N) sur C. Une newform f de S, (N) possede un développement en série de Fourier

f= Zan(f)q” ou ¢ =exp(2mit), Im(r)>0.
n>1

Dans le cas ou f est normalisée, i.e. si ai(f) =1, les a,,(f) sont des entiers algébriques, et
Iextension Q(f) de Q obtenue en adjoignant & Q les coefficients a,,(f) est une extension
finie de @ qui est totalement réelle. Pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas N, as(f)
est valeur propre de l'opérateur de Hecke T, opérant sur S;'(N ). 11 existe exactement
g (V) newforms normalisées. Elles forment une base de S;" (N).

Soient p un nombre premier > 5 et a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls premiers
entre eux deux a deux. On suppose qu’il existe un élément (x,y,z) de S,(a,b,c) tel
que zy # +1, les conditions (C4),---, (Cs) du paragraphe 2 étant satisfaites. En vue de
prouver la conjecture 1 ou 2 pour le triplet (a,b,c), ou de résoudre le probléeme énoncé
dans 'introduction, notre objectif est de démontrer, dans certains cas particuliers, que
ces hypotheses conduisent a une contradiction.

Dans ce qui suit, I'indice ¢ désigne I'un des entiers 1ou2:onai € {1, 2}. Considérons
la courbe elliptique E;/Q associée a (x,y,z) et a (a,b,c) comme dans le paragraphe 2.
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Soient p’ la représentation de Gg dans Aut(E;[p]), k son poids et N (p[*) son conduc-

teur : ils sont donnés dans les propositions 2, 3 et 4. Soit

L(Es) = Y )

ns
n=1

la fonction L de Hasse-Weil de F;. Il est maintenant démontré que E; est modulaire ([Wi],
[Br-Co-Di-Tal). Supposons que pfi soit irréductible. Dans ce cas, il existe une newform

normalisée f; de S;" <N (pfi)>a

fi=a+> an(fi)d",

n>2

et une place B; de Q de caractéristique résiduelle p telles que, pour tout nombre premier
¢, on ait (cf. par exemple [Se3], 2) :

(11) ae(fi) = ae(E;) mod. By, si £ ne divise pas pNg,,

(12) a¢(fi) = £(£+1) mod. Py, si £ divise Ng, et £ ne divise pas pN (p)?).

Pour démontrer que l'existence du point (x,y, z) envisagé conduit a une contradiction,
il suffit donc de prouver, en considérant au choix ,051 ou pr, qu’il n’existe pas de tel
couple (f1,%B1) ou (f2,%P2), pour lequel les congruences (11) et (12) soient satisfaites. En
pratique, ce choix est dicté par les conducteurs de ces représentations.

Dans certaines situations, f; «correspond» a une courbe elliptique sur Q de conduc-
teur N (pf) En effet, supposons que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
(i) ona k=2;
(ii) pour tout n > 1 le coefficient a,(f;) appartient a Z.

Dans ce cas, il existe une courbe elliptique F;/Q, de conducteur N (pfi), telle que pour
tout n > 1 on ait

an(fi) = an(Fy),
ou a,(F;) est le n-ieme coefficient de la fonction de L de F;. La courbe F; est unique a
Q-isogénie pres. Le Gg-module Fj[p] des points de p-torsion de F; est isomorphe & E;[p]
et 'on a ([Kr-Oe], prop. 3) :
(13) a¢(F;) = a¢(F;) mod. p,  pour tout ¢ premier ne divisant pas Ng, .

En fait, les conditions (i) et (i) sont réalisées si p est assez grand, de sorte que pl
«provient» alors, au sens précédent, d’une courbe elliptique sur Q de conducteur N (pf)
Plus précisément, pour tout entier n > 1, posons

2 g5 (n) 2
n cm (4,n
1) umy=n [] (1+%), F(n)—( %H) , c;(n)—( —“(ppﬁ( ’)H),

iln
premier
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Proposition 5. Pour i =1 ou ¢ = 2, supposons que I'on ait
abcZ0 mod.p et p> Max(F(N@?)),G(N<pfi)>)_

Alors, il existe une courbe elliptique F;/Q, de conducteur N(pfi) et ayant au moins un
point d’ordre 2 rationnel sur Q, telle que les Gg-modules E;[p| et F;[p| soient isomorphes.

Démonstration : Puisque p ne divise pas abc, on a k = 2 (prop. 2). D’apres 'inégalité
p > F <N (pfi)>, il existe une courbe elliptique F;/Q, de conducteur N (pfi), telle que
les Gg-modules E;[p] et F;[p] soient isomorphes ([Kr4], th. 3). Par ailleurs, en utilisant
I'inégalité p > G(N (pfi)), on déduit, de la méme fagcon que dans la démonstration du

théoreme 4 de loc. cit., que I'on a I'assertion suivante :
a¢(F;) = ¢+ 1 mod. 2, pour tout nombre premier ¢ qui ne divise pas 2N(p5i).

Compte tenu du théoreme de densité de Chebotarev, cela entraine que F; a un point
d’ordre 2 rationnel sur Q. D’ou le résultat.

Lorsqu’il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q, de conducteur N (,051’) et ayant au
moins un point d’ordre 2 sur Q, ce résultat permet d’obtenir la contradiction souhaitée,
tout au moins si p est assez grand. Nous 1'utiliserons pour démontrer les théoremes 1 et
2. La proposition 5 permet par ailleurs de démontrer que la conjecture 3 énoncée dans
I'introduction entraine les conjectures 1 et 2.

S’il existe des courbes elliptiques sur Q de conducteurs N (pfl) et N (,052) ayant au
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, il est plus difficile d’obtenir une contradiction
a lexistence de (z,y, z). On dispose néanmoins de deux méthodes, présentées ci-dessous,
qui permettent parfois d’y parvenir.

4.1. La méthode de réduction

On conserve les hypotheses faites et les notations utilisées précédemment. En parti-
culier, pour ¢ € {1,2}, il existe un couple (f;,P;) vérifiant les congruences (11) et (12). La
méthode de réduction permet d’éliminer certains couples (f,J3) comme ci-dessus parmi
ceux susceptibles de vérifier ces congruences.

Considerons un nombre premier ¢ satisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) ona ¢g=1mod.p ;
(i) Ej et E5 ont bonne réduction en g.

La condition (ii) signifie que g ne divise pas abcry (lemmes 1 et 3). Par suite, E; a
bonne réduction en ¢ si et seulement si tel est le cas de Es. Par exemple, la condition (ii)
est satisfaite si pouri =1oui=2:
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(iii) ¢ ne divise pas abc et a,4(f;) # £2 mod. ;.

Notons ici que nous ne disposons pas a priori de criteres simples utilisant seulement
I’égalité (1), permettant de décider si la condition (ii) est réalisée.

Si u est un entier, notons @ son image dans F,. On pose ¢ = np + 1 ou n > 1. Pour
toute courbe elliptique E/F,, posons par ailleurs

a(E) =1+q— |E(F,)],

ou |E(Fq)| est le cardinal de E(Iﬁ‘q).

Considérons I'ensemble R, des triplets (o, 3,7) € ]Fg vérifiant les égalités suivantes :
(15) Q" =p"=1 et aa+b3=c~>
A chaque élément & = (e, B,7) € Ry, on associe les équations de Weierstrass sur Fy
Ere:Y?=X%4(2¢7)X? + (ac )X,

Eae:Y? = X34 (26 9)X% + (be B)X.

Puisque ¢ ne divise pas abc et que a8 n’est pas nul, E—Tg et E;; sont des courbes elliptiques
sur [F,.

Lemme 5. Il existe un élément £ € R, tel que I'on ait

(16) aq(fi) = a(E\;g) mod. ;.

Démonstration : Puisque ¢ ne divise pas zy, on a (zP)" = (gP)™ = 1 et l'on a 1’égalité
azP + by? = ¢z2, de sorte que le triplet

vérifie les égalités (15) i.e. £ appartient a R,. Soit E la courbe elliptique sur F, déduite
de E; par réduction modulo q. On a E; = E; ¢, d’out 'on déduit que aq4(E;) = a(Ei’g). La
congruence (11) entraine alors le résultat.

La méthode de réduction consiste en pratique a sélectionner un nombre premier ¢
congru a 1 modulo p satisfaisant la condition (iii). On explicite ensuite tous les éléments
§ de R, et on calcule les entiers a(/E—’:g) correspondants. Si aucun de ces entiers ne vérifie
la, congruence (16), le couple (f;, ;) ne satisfait pas les congruences (11) et (12) et est
ainsi écarté. Cette méthode utilisée avec un nombre premier ¢ # 1 mod. p ne permet pas
d’éliminer un tel couple (f;, ;) car dans ce cas on a F;? = F; et en pratique le lemme 5
ne peut pas étre contredit.
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4.2. La méthode symplectique

Pour ¢ = 1 ou ¢ = 2, considérons un couple (f;,P;) vérifiant les congruences (11) et
(12). On suppose que f; «correspond» a une courbe elliptique F; /Q de conducteur N (pfi)
(auquel cas on peut prendre P; = pZ). Les Gg-modules F;[p] et E;[p] sont isomorphes.
Afin d’écarter cette situation, la méthode envisagée ici consiste a utiliser le résultat suiv-
ant, obtenu a partir d'un critere permettant de décider si les modules E;[p| et F;[p] sont
ou non symplectiquement isomorphes ([Ha-Kr-2]). On note A, le discriminant minimal
de Fz

Proposition 6. Soient ¢ et {5 deux nombres premiers distincts, autres que p. Supposons
que les deux conditions suivantes soient réalisées (pour i =1 oui = 2) :

(i) E; et F; ont réduction de type multiplicatif en {1 et {5 ;
(ii) on a vy, (Ag,)ve, (Ag,) # 0 mod. p, auquel cas vy, (Ap,)ve, (AF,) # 0 mod. p.
Alors,
vg, (Ag, )ve, (Ap,) mod. p et vy, (Ap,)ve, (Ar,) mod. p,

different multiplicativement par un carré de [,.

5. Démonstrations des théorémes
On pose
8(¢—1)
o) = ( 3200+ 1) + 1) .
5.1. Démonstration du théoréme 1

On distingue deux cas suivant que n est nul ou non. Si n = 0, il suffit de démontrer
le théoreme énoncé dans 'introduction, compte tenu du fait que

D) = (\/8(6 1)+ 1)2“_1) < C(0).

Pour certaines autres valeurs de n, quant a 'effectivité du théoreme 1, on peut diminuer
sensiblement la constante C'(¢) comme dans le cas ou n = 0. Les constantes obtenues
étant néanmoins loin d’étres optimales, nous ne les avons pas explicitées dans ’énoncé du
théoréme 1 afin d’en simplifier sa présentation.

5.1.1. Casoun =20

Démontrons le lemme suivant :

Lemme 6. Soient M un entier naturel non nul et p un nombre premier tels que
p> Max(M, D(z)).
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Soit (u,v,w) un élément de S,(1,¢M 1). Alors, ¢ divise u.

Démonstration : Supposons que ¢ ne divise pas u. Les conditions (C7), (C2), (C4)
et (C5) des paragraphes 2 et 3 sont alors satisfaites par (u,v,w) et (1, 1). Quitte &
changer w en son opposé, on peut supposer que la condition (C3) 'est aussi. Soient E; et
E5 les courbes elliptiques associées & (u,v,w) et (1,¢M,1) comme dans le paragraphe 2.
L’inégalité p > D(¥) entraine

p=>11 et p#L.

Par suite, pfl et pf2 sont irréductibles (prop. 1) et 'on est dans 'un des quatre cas
suivants (prop. 3 et 4) :

(i) v est pair et N (p)*) =20 ;

(ii) w est pair et N(pf?) =20 ;
(iii) v est impair, on a u = —1 mod. 4 et N (p]*) = 32¢ ;
(iv)

Par ailleurs, on a (cf. par exemple [Ha-Kr-2]) :

v est impair, on a © = 1 mod. 4 et N(p?) = 32¢.

gy (320) =0 —1 et g5 (20) <l —1.

Dans chacun des cas ci-dessus, on vérifie que I'on a 'inégalité (cf. formules (14))

Max(F(N(pfﬁ),G(N(pfﬁ)) < D) (aveci=1oui=2).

Puisque 'on a p # ¢, on déduit alors de la proposition 5 qu’il existe une courbe elliptique
sur Q de conducteur 2¢ ou 32¢ possédant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Si
I'on a ¢ > 31, compte tenu des hypotheses faites sur ¢, les corollaires des théoremes 1 et
5 du chapitre II entrainent une contradiction a l’existence d’une telle courbe elliptique.
Si l'on a ¢ < 31, on obtient directement une contradiction en utilisant les tables de [Crl].
D’ou le lemme.

Le théoreme se déduit comme suit : considérons un entier m > 1 et un nombre premier
p vérifiant les égalités (2) et supposons qu’il existe un élément (z,y,z) de S,(1,0™,1).
D’apres le lemme 6, ¢ divise z. Les entiers x, y et z étant premiers entre eux, on en déduit
que ¢ ne divise pas y. L’inégalité m < p entraine alors que m est pair et que 2v,(z) = m.
Posons z = (%1, z = £% 21 avec a > 1 et vy(z1) = ve(21) = 0. On a

yP + Ep*m(éo‘*lxl)p = z%

Il en résulte que (y,£* 'x1,21) appartient & S,(1,¢P~™ 1). Par ailleurs, on a 1 < m < p,
d’ou les inégalités p > p — m > 0. Puisque ¢ ne divise pas y, le lemme 6, utilisé avec
M = p — m, conduit alors a une contradiction. D’ou le théoreme 1 si n = 0.
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5.1.2. Casoun >1

On utilise dans ce cas le résultat suivant :

Lemme 7. Soient M un entier naturel non nul et p un nombre premier tels que
p > Max(M,n+6) et p>C({).

Pour tout s = (u,v,w) € 73, on a les assertions suivantes :
(i) sis€ S, (2”,£M, 1) UsS, (2p_”,€M, 1), alors ¢ divise u ou v est pair ;
(ii) sis € S, (Q"EM, 1, 1) UsS, (2”‘”€M, 1, 1), alors ¢ divise v ou v est pair.

Démonstration : Soit s = (u, v, w) un élément appartenant & 1’'un des quatre ensembles
envisagés ci-dessus. Les conditions (C7), (C3) et (C5) sont satisfaites et quitte a changer
w en —w, la condition (C3) l'est aussi. Il s’agit de démontrer que la condition (Cy) n’est
pas vérifiée.

On suppose le contraire. On désigne indifféremment par E5 la courbe elliptique as-
sociée & s et I'un des triplets (27, ¢M 1), (2P=" (M 1), (27¢M 1,1) et (2P~¢M 1,1),
définie par ’équation (8). L’inégalité p > C(¢) entraine

p=>11 et p#L.

On est amené a distinguer les deux cas ci-dessous.
1) Supposons s € S, (2”,£M, 1) UsS, (2"€M, 1, 1). La représentation ,052 est irréduc-
tible et 'on a (prop. 4) :

20 si u est pair et n # 6
Es\ _ p
N<’Op)_{€ si u est pair et n = 6,

((128¢ sin=1
4¢ ou 164 sin =2
By ) 320 sin=3 . . .
N(pp)— 30 sin€{4,5} si u est impair.
l sin==6
\ 2/ sin>7

On vérifie par ailleurs que I'on a
gF(1280) =4(6 — 1) et g¢F (N(p§2)> <4(6—1).

11 en résulte Iinégalité

(17) Max(F(N (o)), G(N (f?)) ) < C(0).

D’apres la proposition 5, il existe donc une courbe elliptique de conducteur N (p]??) ayant
au moins un point d’ordre 2 sur Q. Les hypotheses faites sur le couple (¢,n) entrainent
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alors une contradiction : dans le cas ou £ > 31, cela résulte du théoreme 2 de B. Setzer
[Set] et des corollaires des théoremes 1 a 5 et 7 du chapitre II (dans le cas ou n = 1, on
notera que si 22 — 1 est un carré on a £ = 1 mod. 4 (lemme 3 de loc. cit.)). Si £ < 31,
on le constate en utilisant les tables de [Crl] et [Cr2] (on utilise cette derniere référence
sin=1et{=19).

2) Supposons s € S, (2p*",€M, 1) UsS, (QP*WM, 1, 1). Par hypothese,onap—n > 7.
On a ainsi (prop. 4) :

N (p52) = 2/.

L’inégalité (17) est satisfaite. Comme ci-dessus, on déduit de la proposition 5 'existence
d’une courbe elliptique sur Q de conducteur 2¢ et ayant au moins un point d’ordre 2 sur
Q. Les hypotheses faites sur le couple (¢,n) conduisent de nouveau a une contradiction.
En effet, si ¢ vérifie la propriété (A) ou (B), il n’existe pas de telles courbes elliptiques et
il en est de méme si £ est congru & 3 ou 5 modulo 8 (cf. le chapitre II et [Crl]). D’ou le
lemme.

Considérons alors un entier m > 1 et un nombre premier p vérifiant les égalités (3).
Supposons qu’il existe un élément

(z,y,2) € Sp (27, 0™, 1) [ ) Sp (2707, 1,1).

1) Supposons que (z,y,z) appartienne a S,(2",¢™,1). D’apres l'assertion (i) du
lemme 7, il existe deux entiers naturels a et 3 tels que 'on ait

x=10z, y=2y avec (a,3)#(0,0), 1 #0mod. ¢, y; #0mod. 2.

On distingue alors plusieurs cas.

1.1) Supposons a = 0. Dans ce cas, on a 3 > 1 et x est impair. De I'inégalité p > n,
on déduit que n est pair et que z = 2% 2, oi1 z; est impair. On a 1’égalité

p—nm (25_1y1)p + 2P = Z%,

d’ott il résulte que (2°~ 1y, x, 21) appartient & S,(2P~"¢™, 1,1). Puisque z est impair et
que ¢ ne divise pas x, l'assertion (ii) du lemme 7 entraine ainsi une contradiction.
1.2) Supposons 8 = 0. On a a > 1, m est pair et 'on a z = 2% z;, avec z; non

divisible par . On a

P (PO g VP P = 27
et ((*"'xy,y,21) appartient & S,(2"¢P~™ 1,1). Compte tenu du fait que y est impair et
que ¢ ne divise pas y, l'assertion (ii) du lemme 7, utilisée avec M = p — m, conduit de
nouveau a une contradiction.

1.3) Supposons a3 # 0. Dans ce cas, ona z = 2% £ z;, avec z; impair et non divisible
par £. On a
2p_"(25_1y1)p F P )P = 22
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et (2°71y;, 21z, 21) appartient & S, (2P~ ¢P~™ 1). Par ailleurs, I'’hypothese faite en-
traine que ¢ ne divise pas y et que x est impair. On obtient ainsi une contradiction
(assertion (i) du lemme 7).

2) Si (z,y, 2) appartient a S,(2"¢™,1,1), il existe, d’apres le lemme 7, deux entiers
naturels « et 3 tels que 'on ait

y=2%y;, avec (a,B3)#(0,0), 31 #0mod. ¢, 1y #0 mod. 2.

On vérifie, comme ci-dessus, que ’on obtient dans chacun des cas une contradiction.

Cela termine la démonstration du théoréme 1.

5.2. Démonstration du théoréme 2
Posons

H(0) = (8\/€ T1+1

Lemme 8. Soient M un entier naturel non nul et p un nombre premier tels que

>16(£—1).

p> Max<M, H(f)).

Soit (u,v,w) un élément de S,(1,¢M2). Alors, ¢ divise u.

Démonstration : On suppose que ¢ ne divise pas u, les conditions (Cy), - -, (C5) étant
satisfaites par (u,v,w) et (1,¢*,2). Soit E la courbe elliptique associée & ces triplets par
I’équation (8). Onap > 11 et p # ¢, pr est irréductible et I'on a (prop. 4) :

N (p}?) = 256¢.

On a g5 (256¢) = 8(¢ — 1), d’ot1 I'inégalité

Max(F(N (o)), G(N(pf?)) ) < H(®),

Il existe donc une courbe elliptique sur Q de conducteur 256¢ ayant au moins un point

d’ordre 2 rationnel sur Q (prop. 5). Si £ > 31, le corollaire du théoréme 8 du chapitre II
”Tl n’est pas un carré,
tel est aussi le cas de ng_l : la méme conclusion vaut si £ = 3,7 mod. 8 et si 4—71 n’est

pas un carré). Si £ < 31, on obtient une contradiction en utilisant [Crl] et [Cr2]. D’ou le
résultat.

entraine une contradiction (on notera que si £ = 1,5 mod. 8 et si

Considérons alors un entier m > 1 et un nombre premier p vérifiant I'inégalité (4).
Supposons qu’il existe un élément (z,y, z) de S,(1,¢™,2). D’apres le lemme 8, ¢ divise z.
Puisque I'on a m < p, I'entier m est pair et 2v,(z) = m. Posons z = (“z; et z = {2 z; ou
l'on a ve(z1) = ve(21) = 0. On a 'égalité

Y PO g )P = 222,
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d’ott Pon déduit que (y, £~ 'z, 21) appartient & S, (1, P~™, 2). L’entier y n’est pas divisi-
ble par ¢. Par suite, le lemme 8, utilisé avec M = p — m, entraine une contradiction. D’ou
le théoreme 2.

5.3. Démonstration du théoreme 3

Soient m un entier naturel impair et p un nombre premier. On suppose qu’il existe
un élément

(z,y,2) € Sp (27, 0™, 1) | S, (2707, 1,1),

les conditions (C1),---,(Cs) étant réalisées (cf. la condition (5)). Il s’agit de démontrer
que p n’appartient pas a un ensemble convenable de nombres premiers de densité > 0.
On suppose pour cela, ce qui n’est pas restrictif, que I'on a

(18) P> Max(m,C(ﬁ)).

On choisit un systeme de représentants {Al,--‘,Ar} des r classes de Q-isogénie de

courbes elliptiques sur Q de conducteur 2¢ ayant au moins un point d’ordre 2 sur Q ;
notons A4, le discriminant minimal de A;.

On distingue deux cas suivant que n est nul ou non.

5.3.1. Casoun =0

On peut supposer que (x,y, z) appartient a Sp(l, o 1). Soient E et E5 les courbes
elliptiques associées a (z,y, z) et (1,£™,1). On est dans I'un des quatre cas suivants (prop.
3etd):
(i) y est pair et N(pfl) =20 ;
(ii) z est pair et N(ph2) =20 ;
(iii) y est impair, on a 2 = —1 mod. 4 et N (p]*) = 32( ;
(iv) y est impair, on a x = 1 mod. 4 et N(pg;?) = 32/.
D’apres les hypotheses faites sur £, il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q de conduc-
teur 32¢ ayant au moins un point d’ordre 2 sur Q (cf. cor. du th. 5 du chap. II et [Crl]).
On déduit alors de la proposition 5 et de (18) que l'on est en fait dans le cas (i) ou (ii).
Il résulte de plus de cette proposition, que 'une des assertions suivantes est vérifiée :
(V) y est pair et il existe h € {1, e ,r} tel que le module Ay |[p] soit isomorphe a Eq[p| ;
(vi) y est impair, x est pair et il existe k € {1, e ,r} tel que Ag[p] soit isomorphe & Es[p).

Si y est pair, F; a réduction multiplicative en 2 et en ¢ (lemmes 1 et 2). D’apres le
corollaire 1, on a dans ce cas :

Ap, = 2—6ym (ny)p.
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Par ailleurs, si y est impair et z est pair, F5 a aussi réduction multiplicative en 2 et en £
(lemmes 3 et 4) et 'on a (cor. 2) :

Ap, = 27502 (2y%)P.
Pour tout 2 € {1, e ,7“}, posons
n; = —6m UQ(AAi)Ug(AAi) et t; = 2n;.

En utilisant la proposition 6, avec ¢ = 2 et f5 = ¢, on déduit de I’assertion (v) ou (vi)
que l'on a :

(19) (%) ~1 ou (%’“) ~ 1.

Considérons alors ’ensemble &7, des nombres premiers ¢ tels que

(%):—1 pour tout i€ {1,---,r},

et ’ensemble &5 des nombres premiers ¢ tels que

(%)Z—l pour tout i€ {1,---,r}.

Posons & = &, N P. D’apres la condition (19), p n’appartient pas a &?. Tout revient
alors & démontrer que & est de densité 1/2° pour un certain entier s < 2r. D’apres le
théoreme de densité de Chebotarev, il suffit pour cela de vérifier que & n’est pas vide.
Soit S I'ensemble des nombres premiers ¢ vérifiant les deux conditions suivantes :
1) onaqg=7mod. 8 ;
2) on a (g) = 1 pour tout diviseur premier impair u divisant le produit des n; : par
exemple ¢ = —1 mod. u pour ces nombres premiers u.

L’ensemble S est contenu dans &;. Par ailleurs, si ¢ est dans S, 2 est un carré dans F,

et 'on a 1'égalité

t' .

(l) = <&> pour tout 7€ {1,--',7“}~
q q

Par suite, S est aussi contenu dans 5. Puisque S est non vide, cela prouve notre assertion.
D’ou le théoreme si n = 0.
5.3.2. Cas oun € {1,3, 5}

Posons t := (x,y,z). Soit Es la courbe elliptique associée a t et I'un des triplets
(2™, 0™ 1) et (27€™,1,1). D’apres la proposition 4, on est dans I'un des deux cas suivants :

(i) x est pair et N (p)?) =20 ;
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(ii) z est impair et 'on a

128¢ sin=1
N(py?) =432 sin=3
8¢  sin=5.

I1 résulte des hypotheses faites sur ¢ et de la proposition 5, que 1'on est dans le cas (i)
(cf. cor. des th. 3, 5 et 7 du chap. II et [Crl], [Cr2]). La courbe E5 a donc réduction
multiplicative en 2 et £, et 'on a :

2n602m (py?)P sit € (27, 4™, 1)
Ag, =

2n=6gm gy sit e S,(2m,1,1).
Pour tout 7 € {1, e ,7“}, posons

2m(n — 6) U2<AAi)Ug(AAi) site Sp<2n,£m’ 1)
n; =

m(n —6) va (A, )ve(Aa,) siteSy(2mm,1,1).

On déduit des propositions 5 et 6 'existence de h € {1, e ,r} tel que

G@):L
p
Par suite, p n’appartient pas a ’ensemble des nombres premiers ¢q tels que

(%):—1 pour tout i€ {1,---,r},

dont on vérifie qu’il est de densité 1/2° avec s < r. D’ou le théoréeme 3.

6. Description de S,(4,1,3) et Sp(64,1,7)

Etant donnés trois entiers non nuls a, b et ¢, premiers entre eux, on supposera pour
toute la suite, sans autre précision, que les éléments de S,(a,b,c) que 'on considérera
vérifient la condition (C3). Etant donné s € Sp(a,b,c), les conditions (Ch),- - -, (Cs) étant
implicitement satisfaites, on notera désormais E1(s) et Ea(s) les courbes elliptiques as-
sociées & s et (a,b, c) respectivement par les équations (6) et (8), sans préciser le triplet
(a,b,c), ou plus simplement E; et F5 si le contexte ne préte pas a confusion. Par ailleurs,
pour toute courbe elliptique E/Q on notera Ag son discriminant minimal, jg son invari-
ant modulaire, pf la représentation donnant I’action de G sur le groupe E[p| des points
de p-torsion de E et a,(E) le n-ietme coefficient de la fonction L de Hasse-Weil de E.

Rappelons le résultat bien connu suivant que 1’on utilisera a plusieurs reprises, qui
est une conséquence de la théorie de la courbe de Tate (cf. [Sil], p. 355) :
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Lemme 9. Soient A/Q une courbe elliptique et ¢, p deux nombres premiers distincts.
Supposons que A ait en ¢ réduction additive et que vy(j4) < 0. Soit ny I'ordre de I'image
par p;;‘ d’un sous-groupe d’inertie en £ de Gg. On a ny = 2 si p divise vy(ja) et ny = 2p
sinon.

6.1. L’équation 4x? + yP = 322

Soit p un nombre premier > 7. On va démontrer que 1'on a
(20) Sp(4,1,3) = {(1,-1,1),(1,-1,-1)}.

On considere un élément ¢t := (x,y, z) de Sp(4,1,3).

1) Prouvons que y est impair. Supposons que y soit pair. Posons n = vs(y). Il existe
deux entiers impairs y; et z1, premiers entre eux, tels que l'on ait y = 2"y, et z = 22;.
On a 'égalité

2P~2(2n Ly )P 4 2P = 327,

autrement dit, s := (2" 'y, x,21) appartient a S,(2P72,1,3). La représentation pr(s)

est irréductible de poids 2 (prop. 1 et 2) et 'on a (prop. 4) :

By(s)y _ J 18 sin=2oup=>11
N (o) {n sin=1etp="T.

On a g5 (18) = 0 et g5 (72) = 1. Par suite, on an =1, p = 7T et p$2(8) est isomorphe
a pF, olt E est la courbe elliptique notée 72A1 dans les tables de [Crl]. La courbe E a
réduction additive en 3, et I'on a v3(jg) = —1. D’aprés le lemme 9, I'image par p¥ d'un
sous-groupe d’inertie en 3 de Gg est d’ordre 14. Par ailleurs, F5(s) a réduction additive
en 3 et jp, () est entier en 3. Le défaut de semi-stabilité de Ea(s) en 3 étant d’ordre 4 ou
12 (lemme 3 et [Krl], p. 356), cela conduit & une contradiction. D’olt notre assertion.

Les conditions (C1), - -, (C5) sont donc satisfaites par ¢ et (4,1,3).

2) L’entier x est impair : en effet, dans le cas contraire, pf 2(M) serait irréductible de

poids 2 et de conducteur 18, ce qui n’est pas car g;(18) = 0.

3) Prouvons maintenant ’égalité (20). Puisque x est impair, on a :

iz =1mod. 4
N (B2 {36 six
(Pp ) 144 sixz = —1 mod. 4.

On a g, (36) = 1 et g5 (144) = 2. Par ailleurs, il existe deux classes de Q-isogénie de
courbes elliptiques de conducteur 144 ([Crl], p. 124). On en déduit que pp, 2() et isomor-
phe a pg , ou F' est une courbe elliptique de conducteur 36 ou 144. On peut supposer que
F' est I'une des trois courbes elliptiques notées 36A1, 144A1 et 144B1 dans les tables de
loc. cit.. Le cas ou F est la courbe 144B1 ne peut se produire : on le vérifie en utilisant le

lemme 9, en remarquant que l'invariant modulaire de la 144B1 n’est pas entier en 3. Ainsi,
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pf 2(1) ost isomorphe a ,05 , ou F' est 'une des courbes 36A1 et 144A1. Ces courbes sont a

multiplications complexes par ’anneau d’entiers de Q(\/—3). Il en résulte que 'image de

Pp B2(1) o5t contenue dans le normalisateur dun sous-groupe de Cartan C' de Aut (Eg (t)[p])

(cf. [Sel]).

3.1) Supposons p = 1 mod. 3. Dans ce cas, C' est déployé. Si I'on a p > 17, les
conducteurs de F' et Fo(t) sont égaux ([Ha-Kr-1]) ; puisque xy est impair, le lemme 3
entraine alors xy = 1, puis x = 1, y = —1, et le résultat. Supposons p = 13. La courbe
E(t) correspond alors & un point de la courbe modulaire X(26) rationnel sur Q(v/=3).
Par ailleurs, la jacobienne Jy(26) de X((26) est isogéne sur Q au produit des courbes
elliptiques notées 26A1 et 26B1 dans les tables de [Crl]. Les tordues quadratiques de ces
courbes par y/—3 sont de rang 0 sur Q. En particulier, J(26) posséde un quotient non
trivial de rang 0 sur Q(\/—_?)) Compte tenu du fait que zy est impair, il résulte alors du
corollaire 4.3 de [Ma] que I'on a de nouveau xy = +1. Le méme argument vaut si p = 7,
car la tordue quadratique par v/—3 de la courbe elliptique Yy(14), notée 14A1 dans [Crl],
est aussi de rang 0 sur Q.

3.2) Supposons p = 2 mod. 3. Dans ce cas, C est non déployé et E5(t) ayant un point
d’ordre 2 rationnel sur Q, jg, ) appartient a Z [H ([Da-Me]). Par ailleurs, on a

24.3.(422% — yP)
(zy?)p

.jEQ(t) -

On vérifie que xy et 6(422 — yP) sont premiers entre eux. Par suite, 2y est une puissance
de p. Si p divise zy, la courbe Es(t) a réduction multiplicative en p et 'on a a, (EQ( )) =
+1. On en déduit que a,(F) = £1 mod. p. Cela conduit & une contradiction, car on a
ap(F) = 0. D’ou le résultat dans ce cas et 'égalité (20).

6.2. L’équation 64xP + yP = 72>

Soit p un nombre premier > 11. On a 'égalité
(21) Sp(64,1,7) = {(1,-1,3),(1,—-1,-3)}.

La démonstration de (21) étant analogue a celle de 1’égalité (20), on se limitera ici a
indiquer brievement les arguments utilisés. Soit ¢ := (x,y, z) un élément de S,(64,1,7).

1) On montre que y est impair : dans le cas contraire, il existe n > 1 et deux entiers
impairs, y; et 21 tels que s := (2" 1y, x, z1) appartienne & S,(2P~% 1,7). La représen-
tation pp 2(s) et irréductible de poids 2 et I'on a :

Ba(s)) _ 98 sinz=2oup=13
N(pp*™) {392 sin=1etp=11.

On a g5 (98) = 3 et g5 (392) = 10. Supposons N(pp2(8)) = 98. En utilisant les tables de
W. Stein on constate que l'on est dans 'un des cas suivants ([St]) :
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(i) pg 2(5) est isomorphe & pY, ot E la courbe elliptique notée 98A1 dans [Crl] ;

(ii) pf 2(s) provient, au sens du paragraphe 4, d'une newform normalisée f € S5 (98) telle

que Q(f) = Q(v2).
La courbe E a réduction additive en 7 et v7(jg) = —1 ; le lemme 9 permet ainsi d’écarter
le cas (i). Par ailleurs, quitte a conjuguer f par un élément convenable de Gg, on a
Dégalité as(f) = 2v/2. Si Es(s) a bonne réduction en 5, on a as(Ea(s)) € {0,£2, £4} et
la congruence (11) conduit a une contradiction. De méme, la norme de Q(\/§) sur Q de
as(f) £ 6 est égale a 28, ce qui contredit la congruence (12). Le cas (ii) est donc aussi
écarter.

On a donc N(pr(s)) = 392 et 'on est dans I'un des cas suivants :

(iii) pf 2(9) et isomorphe a pg , ou F' est I'une des courbes elliptiques notée 39241, -- -,
392F'1 dans [Crl] ;

(iv) pfz(s) provient d’une newform normalisée f € S5 (392) telle que Q(f) = Q(V2).

Les courbes 392A1 et 392D1 ne conviennent pas (lemme 9). Les autres possibilités con-
tredisent les congruences (11) et (12) utilisées avec £ = 5. D’ou le fait que y soit impair.

2) On déduit de ce qui précéde que N(p52(t)) = 49 (prop. 4). On a g5 (49) = 1 et
la courbe elliptique notée 49A1 dans [Crl] est & multiplications complexes par I’anneau
d’entiers de Q(\/—_7 ) L’image de ,052(” est donc contenue dans le normalisateur d’un sous-
groupe de Cartan de Aut (Eg(t) [p]) Il est déployé si et seulement si p = 1,2,4 mod. 7.
Les mémes arguments que ceux utilisés dans les alinéas 3.1 et 3.2 du paragraphe 6.1
conduisent alors a ’égalité (21). D’ou le résultat.

7. Exemples numériques

Nous allons illustrer dans ce paragraphe la méthode modulaire et ses compléments
afin de résoudre le probleme énoncé dans l'introduction dans certains cas particuliers. On
explicitera par ailleurs numériquement le théoreme 3 sur quelques exemples. Pour chacun
d’entre eux, les calculs nécessaires ont été réalisés a 1’aide du logiciel PARI (cf. [Pari]) et du
programme metmod qui est disponible a I'adresse : http://www.math.jussieu.fr/“ivorra.

Exemple 1. On considere I’équation
(22) xP + TyP = 22

On ne sait pas démontrer 'existence d’une infinité de nombres premiers p pour lesquels
Sp(1,7,1) soit vide. En revanche, si I'on se donne p explicitement, la méthode de réduction
est un moyen efficace de prouver que S,(1,7,1) est vide.

Considérons un nombre premier p > 11. Soit (z,y, z) un élément de S,(1,7,1). Les
représentations pgl et pr sont irréductibles de poids 2 et 'on est dans I'un des cas
ci-dessous :
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(i) y est pair et N(pfl) =14 ;

(ii) on a x = —1 mod. 4, y est impair et N(pfl) =224 ;
(iii) x est pair et N(pr) =14 ;
(iv) on a 2 =1 mod. 4, y est impair et N (p5?) = 224.
On a g3 (14) = 1 et g5 (224) = 6. Il existe deux classes de Q-isogénie de courbes elliptiques
de conducteur 224. Par ailleurs, a conjugaison pres par un élément de Gy, il existe deux
newforms normalisées f et g de Si(224) dont les g-développements sont & coefficients
dans Q(v/5). On peut supposer que az(f) = 1+ V5 et az(g) = —1 + /5. En utilisant
les congruences (11) et (12) avec ¢ = 3, on vérifie alors que, dans les cas (ii) et (iv) ci-
dessus, pfi (i =1 ou i = 2) ne provient pas de f ni de g. Par suite, dans chacun des cas

considérés, pfi est isomorphe a pf , ou E est 'une des courbes elliptiques notées 14A1,
224A1 et 224B1 dans les tables de [Crl].

1) En utilisant la méthode de réduction, on constate que :
S,(1,7,1) est videsi 'ona 11 <p < 10%

Afin de vérifier cette assertion, pour chacune des courbes E ci-dessus et chaque nombre
premier p, on a explicité le plus petit entier n(E) > 1 tel que les conditions suivantes
soient satisfaites (cf. le lemme 5) :

(i) ¢ =n(E)p+ 1 est premier ;
(i) aq(E) # £2 mod. p ;

(ili) pouri=1eti=2,0na:
aq(E) # a(Ei\,/f) mod. p pour tout & € R,.

Compte tenu du fait que les courbes 224A1 et 224B1 se déduisent 'une de l'autre par
torsion quadratique par y/—1, il suffit d’expliciter n(E) pour les courbes 14A1 et 224A1.
A titre indicatif, on détermine n(E) dans le tableau ci-dessous, pour les nombres premiers
p < 80.

D 11 (13 |17 (19 |23 |29 | 31 |37 | 41 |43 | 47|53 |59 |61 |67 |71 |73|79

n (14A1) 2 10 | 8 |10 2 |60 |48 | 4 2 416 |60]12]| 6 |28 |18 4 |34

n(224A1) | 2 |12 |66 12| 2 | 2 | 46 | 6 |62 | 4 6 |2 1216 |30]12] 4 | 4

Pour les nombres premiers p < 10%, le plus grand entier n(E) utilisé est n(F) = 102 si E
est la courbe 14A1 et p = 211, et n(E) = 76 si E est la courbe 224 A1 et p = 5227.

2) Un cas particulier de I’étude de ’équation (22) consiste en la recherche des couples
(x,2) € N? vérifiant 1’égalité

(23) 2247 =ab.



J.H.E. Cohn a entrepris cette recherche en 1993 ([Co2], p. 380) et a formulé & ce propos
la conjecture suivante :

Conjecture. Les solutions de I'équation z?> + 7 = ™ avec (z,z) € N? et m > 3 sont
telles que z € {1,3,5, 11, 181}.

Il n’y a pas d’autres solutions si x est impair, ou bien si m est pair, ou bien si 3 divise m
(loc. cit.). J.-L. Lesage a prouvé en 1998 que tel est aussi le cas si m € {5, 7, 13} et, en
utilisant des minorations de formes linéaires de logarithmes, qu’il n’existe pas de solutions
sim > 6,6.10' ([Les]). Par ailleurs, J. Cremona et S. Siksek ont démontré en 2001, par
une méthode de réduction analogue a celle présentée ici, que I’équation (23) n’a pas de
solutions si I'on a 11 < p < 10% ([Cr-Si]). Afin de prouver la conjecture de Cohn, il reste
donc a vérifier que ’équation (23) n’a pas de solutions pour les nombres premiers p tels
que

(24) 10% < p < 6,6.10'°.

En application de la méthode symplectique, on obtient le résultat suivant :
Lemme 10. Sil'onap = 13,17,19,23 mod. 24, alors I’équation (23) n’a pas de solutions.

Démonstration : Considérons un couple (z,2) € N? tel que 22 + 7 = zP. L’élément
(x,—1,2) appartient & S,(1,7,1). D’apres un résultat rappelé ci-dessus, x est pair. Si E
désigne la courbe elliptique 14A1, pf est isomorphe a p;f?. On a

Ap=-2°7 et Ap, =207 2P

On en déduit que —6 est un carré dans F,, (prop. 6). Cela entraine le résultat.

Admettons que les nombres premiers p vérifiant les inégalités (24) soient équirépartis
dans leurs classes de congruences modulo 24, ce qui est conforme au théoreme de Dirichlet.
Le lemme 10 montre alors que ’équation (23) n’a pas de solutions pour environ la moitié
des nombres premiers p vérifiant (24), soit plus de 10'* nombres premiers p.

Exemple 2. On démontre ici ’assertion suivante :
(25) S11(1,11™,1) est vide si 'on a 1 < m < 10.

On utilise pour cela la méthode de réduction qui est la seule qui nous a permis de conclure.
Supposons qu’il existe un élément (z,y, z) € S11(1,11™,1).

1) Vérifions que 11 divise . On suppose le contraire. Les conditions (Cy),-- -, (C5)
sont alors satisfaites. Les représentations pX} et pi? sont irréductibles, de poids 12, et

I’on est dans 'un des cas suivants :

(i) y est pair et N(pi!) =2 ;
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(ii) on a z = —1 mod. 4, y est impair et N(p}) = 32 ;

(iif) z est pair et N(pt2) =2 ;

(iv) on a z = 1 mod. 4, y est impair et N(p?) = 32.

On a ¢5(2) = 0 et ¢g{5,(32) = 11. Par suite, on est dans I'un des cas (ii) et (iv). Il
existe ainsi une newform normalisée f € S5(32) et une place B de Q de caractéristique
résiduelle 11 telles que les congruences (11) et (12) soient satisfaites avec E; ou Fs. En
utilisant les tables de Stein, on constate que f est 'un des éléments notés 32k12A1, - - -,

32k12E1 ([St]). On vérifie alors que cela n’est possible que si f est la newform 32k12A1.
La méthode de réduction utilisée avec

23 sime {1,4,5,6,7,10}
g=1< 67 sime{3,8}
331 sim € {2,9},

permet alors d’écarter cette newform. D’ou une contradiction et le fait que 11 divise z.

2) Comme dans la démonstration du théoreme 1 (si n = 0), on déduit de la 'existence
de deux entiers u et v tels que (y,u,v) appartienne & Sy;(1,11117™ 1). Puisque 11 ne
divise pas y, 'alinéa précédent entraine une contradiction. D’ou 'assertion (25).

Exemple 3. On poursuit ici 'exemple 2, si m = 1, en précisant que :
Sp(1,11,1) est vide si p > 7.

On peut supposer p # 11 (exemple 2). Supposons qu’il existe (z,y, z) € Sp(1,11,1). Dans

ce cas, les représentations pﬁl et pff sont de poids 2, et I’on est dans I'un des cas suivants :
(i) y est pair et N(pi!) =22 ;

(ii) on a z = —1 mod. 4, y est impair et N(p}) = 352 ;

(iil)  est pair et N(pf2) =22 ;

(iv) on a z = 1 mod. 4, y est impair et N(pl2) = 352.

On a g5 (22) = 0 et g5 (352) = 10. Puisque g5 (22) = 0, on est dans 1'un des cas (ii) et

(iv). Si 'on a p > 13, en utilisant les tables de Stein, on contredit alors directement les

congruences (11) et (12) avec le nombre premier £ = 3 ou £ = 5. Si p = 7, la méthode de
réduction permet de conclure.

Exemple 4. Bennett et Skinner ont démontré que S,(1,5,2) est vide des que l'on a
p = 11 ([Be-Sk]). Vérifions ici que S7(1,5,2) est vide. Supposons qu'il existe un élément
de S7(1,5,2). La représentation pf ! correspondante est irréductible de poids 2 et de
conducteur 28.5. Soient f € S5 (1280) et B une place de Q au-dessus de 7, vérifiant (11)
et (12). On a g5 (1280) = 32. On obtient directement une contradiction sauf si f est 1'une
des newforms notées 1280A1, 1280D1, 1280F1, 128011, 1280J1 ou 1280N1 dans les tables
de Stein. On élimine ensuite ces newforms en utilisant la méthode de réduction : avec le
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nombre premier ¢ = 43 si f est la 128041 ou 1280D1, et avec ¢ = 29 dans les autres cas.
D’ou l’assertion.

Exemple 5. On va préciser le théoreme 3 si £ = 23 et n = 0. Soient m un entier
naturel impair et p un nombre premier tels que p > 11, p # 23 et m < p. Vérifions que :

(26)  Sp(1,23™,1) est vide si —15m et —30m ne sont pas des carrés dans [F),.

On considere pour cela un élément (z,y,2) € Sp(1,23™,1). Les représentations p2 et
,052 correspondantes sont de poids 2, et I’on est dans I'un des cas suivants :

(i) y est pair et N(pJ") =46 ;

(i) on a x = —1 mod. 4, y est impair et N(p5") = 736 ;
(iii) 2 est pair et N(pL?) =46 ;
(iv) on a z =1 mod. 4, y est impair et N(p]]f?) = 736.

On a g, (46) = 1 et g, (736) = 22. Les cas (ii) et (iv) ne peuvent se produire : on utilise
les tables de Stein et on contredit les congruences (11) et (12). Soit E la courbe notée
46A1 dans [Crl]. On en déduit que pf est isomorphe a pfl ou p]]f?. On a Ap = —210.23.
La proposition 6 entraine alors (26).

A titre indicatif, si m = 1 on en déduit que :
Sp(1,23,1) est vide si p=17,41,71,73,89,97,103,119 mod. 120 et p # 7.
Par ailleurs, en utilisant la méthode de réduction, on constate que :
S,(1,23,1) est vide si 'ona 13 < p < 10* et p # 23.

Pour le vérifier, on procede comme dans I’exemple 1 ci-dessus avec la courbe E. Avec ses
notations, 'entier n(E) utilisé si p < 80 est donné ci-dessous :

P 13 | 17|19 29|31 |37 | 41 |43 |47 |53 |59 |61 |67 |71 |73]|79

n(E)| 4 14110 2 |10 4 |20 |4 |6 |44 |12| 6 | 28| 8 | 12|28

Si p < 10%, le plus grand entier n(E) intervenant est 96 pour p = 5641. Notons que
(2,—1,45) appartient a S11(1,23,1). On ne sait pas décider si S7(1,23,1) est vide ou non.

Exemple 6. On explicite ici le théoreme 3 pour ¢ = 19249, qui est congru a 1 modulo
8, et n = 1. L’entier £ ne vérifie pas la propriété (A) : on a £ — 219 = 1352, Par suite,
¢ ne vérifie pas les hypotheses faites dans le théoreme 1. Néanmoins, des que p est assez
grand, par exemple si p > C'(¢), on a les implications suivantes :

(27) p=11,13,17,19 mod. 20 = S,(2,¢,1) est vide,
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(28) p=3,17,21,27,29,31, 33,39 mod. 40 = S,(2¢,1,1) est vide.

En effet, soit ¢t := (z,y,2) un élément de S,(2,¢,1)JSp(2¢,1,1) oup > 7 et p # (. La
représentation pr associée a t et (2,4,1) ou (2¢,1,1) est de poids 2 et 'on a :

B\ [ 20 si x est pair
N('Op ) N {128€ sinon.
D’apres le chapitre II, il existe une unique classe de Q-isogénie de courbes elliptiques sur
Q de conducteur 2¢ ayant un point d’ordre 2 sur Q. Cette classe est représentée par la
courbe elliptique E/Q d’équation minimale (loc. cit.) :

Y24+ XY +Y = X% — X2 - 396X — 2929.

On a Ag = 28¢. Par ailleurs, il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q de conducteur 128¢
ayant un point d’ordre 2 sur Q (loc. cit). On en déduit que si p > C(¢) les représentations

pI;E et pf2 sont isomorphes (prop. 5). D’apres le corollaire 2, on a

27502 (zy?)P sit € Sy(2,0,1)
Ap, =
27%0(xy?)P  sit e S,(20,1,1).
La proposition 6 entraine alors les implications (27) et (28). On obtient ainsi des ensembles
de nombres premiers p de densité % pour lesquels S,(2,¢,1) et S,(2¢,1,1) sont vides.

8. Sur les points rationnels des courbes y> = zP + d

Etant donnés un nombre premier p > 5 et un entier non nul d, on désigne par Cy
la courbe définie sur QQ d’équation

Cap: ¥ =2P +d.

C’est une courbe hyperelliptique lisse de genre ;%1‘ Comme conséquence des résultats

obtenus dans les paragraphes précédents, on se propose ici de faire quelques remarques
sur la description des points rationnels sur Q des courbes Cy . Dans ce qui suit, on note,
€ I'un des entiers —1 et 1.

8.1. Lien entre S,(1,d,1) et Cq,(Q), C_q,(Q) (d > 0)
On considere un entier d > 1 et un nombre premier p > 5.

Lemme 11. Soit (z,y) un point de Ceq,(Q). Supposons qu’il n’existe pas d’éléments
(o, B,7) € Sp(1,d,1) tels que e soit un carré. Alors, on a xy = 0.

Démonstration : Il existe des entiers u, v, w tels que pged(u,v) = 1, pged(w,v) = 1
et

U . w
r=— et y=—.
v2 vP
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On en déduit 1'égalité
(29) w? = uP + d(ev?)P.

Si xy est non nul, on a uw # 0 et (u,ev?, w) appartient alors & S,(1,d, 1), ce qui contredit
I’hypothese faite. D’ou le lemme.

Corollaire 3. Soit (z,y) un point de Ceq,(Q). Si S,(1,d,1) est vide, on a zy = 0.

Il résulte par ailleurs de la démonstration du lemme 11 que la description de I’ensem-
ble Sp(1,d, 1) permet la détermination des ensembles C_4 ,(Q) et Cyq,(Q).

8.2. Applications

Soient ¢ un nombre premier impair et m, n deux entiers naturels. Posons d = 2"¢™.
En application des résultats obtenus on peut parfois décrire les ensembles Cq,(Q). Le
théoreme 1 et le corollaire 3 entrainent le résultat suivant :

Corollaire 4. Soit (z,y) un point de C.q,,(Q). Supposons m > 1 et que (¢,n) vérifie
I'une des quatre conditions de I’énoncé du théoréme 1. Alors, si p est assez grand, par
exemple si p vérife les inégalités (3), on a xy = 0.

Dans le cas o m = 0, on déduit du théoreme 1 du chapitre I I’énoncé suivant :

Corollaire 5. Supposons m =0, p > 7 et n < p. Soit (z,y) un point de Ceq,(Q).
1) Sin est distinct de 1,3, p—3 et p—1, on a xy = 0.
2) L’ensemble C_g ,(Q) est vide et I'on a Cs ,(Q) = {(1, -3), (1, 3)}

3) Sin=p—3,C_q,(Q) est vide et 'on a Cy,(Q) = {(2, —3.210773)7 (2, 3.21%3) }

Par ailleurs, comme on le signalait dans l'introduction, ces résultats permettent
d’expliciter de nombreux exemples de courbes C,q4,,, qui contredisent le principe de Hasse.
En effet, la compactifiée lisse de C.q4,, posseéde un unique point au-dessus du point a 'infini
de C.qp. Ce point est rationnel sur Q. Par suite, C.q), a des points rationnels sur tous
les complétés de Q. Si C,q,p est vide, C,q 5, fournit alors un contre-exemple au principe de
Hasse. Tel est par exemple le cas des courbes C,y, si £ est un nombre premier, distinct
de 3, congru a 3 modulo 8 et si p est assez grand en fonction de ¢. Par exemple, si £ = 11,
on déduit des exemples numériques 2 et 3 que pour tout p > 7 les courbes C_11 5, et Ci1
contredisent le principe de Hasse.

8.3. Sur ’ensemble C_;,(Q)

Parmi les nombres premiers ¢ congrus a 3 modulo 8, ’entier / = 3 est le seul pour
lequel on ne dispose d’aucune information sur la description de S,(1,¢,1). Que peut-on
néanmoins démontrer quant a la détermination C_3 ,(Q) et Cs5,(Q) ? L’étude de Cs5,(Q)
s’avere plus difficile que celle de C_3 ,(Q) ; cela est du au fait que les points (1, —2) et
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(1,2) appartiennent & C3 ,(Q) et 'on est dans ce cas dans une situation analogue a celle
de la conjecture 2. Nous ne savons pas décider si ce sont les seuls points de C3,(Q). En
revanche, on dispose de quelques informations sur C_3 ,(Q), que I'on va décrire dans ce
qui suit.

On ne sait pas prouver que C_3 ,(Q) est vide pour une infinité de p. Néanmoins,
le nombre premier p étant donné, la méthode de réduction permet de démontrer assez
facilement que C_3 ,(Q) est vide, y compris si p = 5. Par exemple :

(30) C_3,(Q) estvidesil'ona 5<p<10%

Pour vérifier cette assertion, on procede comme suit : supposons C_3 ,(Q) non vide.
D’apres ’égalité (29), il existe des entiers non nuls u, v et w, premiers entre eux dans leur
ensemble, tels que l'on ait w? = uP — 3v? et s := (u, —v? w) appartient & S,(1,3,1).
Afin de démontrer que C_3 5(Q) est vide, on est amené a prouver I’énoncé suivant :

Lemme 12. La représentation psEl(S) est irréductible.

Démonstration : Supposons le contraire. Dans ce cas F;(s) possede un sous-groupe
C d’ordre 5 stable par Gg. Posons K = Q(+/—3). Soit A le discriminant de F(s) définie
par I’équation (6). On a

A = —3.2% (uv)'?.
Par suite, E1(s) a tous ses points d’ordre 2 rationnels sur K. Il en résulte que E;(s)
contient un sous-groupe isomorphe & (Z/27Z)% x C stable par le groupe de Galois de Q
sur K.

Considérons alors la courbe modulaire Y qui parametre les classes d’isomorphisme de
couples (E , (Z / 2Z)2 x H ), ou F est une courbe elliptique et (Z / 2Z)2 x H un sous-module
galoisien de F, H étant un sous-groupe stable d’ordre 5. La compactifiée lisse de Y est
une courbe elliptique X définie sur Q. Un modele de X est la complétée projective de
I’équation

y? =2 +2? +dx + 4,
qui est la courbe notée 20A1 dans [Crl] (cf. [Ha]). Elle possede exactement six points

rationnels sur QQ, qui sont des pointes, et qui forment ainsi le complémentaire de Y dans
X.

On déduit de ce qui précede que le couple (E1 (s), (Z / QZ)Q X C) correspond a un point
de Y (K). Par ailleurs, la tordue quadratique de X par /—3 est une courbe elliptique de
rang 0 sur Q. Par suite, X (K) est de rang 0. On vérifie alors que 'on a X(K) = X(Q) :
en effet, Y a bonne réduction en les deux places de K au-dessus de 7 et le nombre de
points de la réduite de X modulo une de ces places est égal & 6. On en déduit que Y (K)
est vide, d’ou une contradiction et le lemme.

D’apres la proposition 1 et le lemme 12, pf 105) et irréductible pour tout p > 5. Son
poids vaut 2. Par ailleurs, 1’égalité w? = uP — 3v?P entraine

u =1 mod. 2.

130



On en déduit que v est impair : sinon v est pair et I’on a alors N (pfl(s)) =6 (prop.

3), ce qui conduit & une contradiction car g5 (6) = 0. Ainsi uv est impair, et cela entraine
u = —1 mod. 4. Il en résulte que l'on a (loc. cit.)

N (pF()) = 96.

On a g, (96) = 2. Par suite, pfl(s) est isomorphe & pZ, ot E est I'une des courbes
elliptiques notée 96A1 et 96B1 dans [Crl]. Ces courbes elliptiques se déduisant 1'une
de 'autre par torsion quadratique par /—1, on peut supposer que E est la 96A1. Elle
possede tous ses points d’ordre 2 rationnels sur Q. La méthode de réduction permet alors
de contredire cette situation si 'on a 5 < p < 10%. D’ou1 'assertion (30).

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous, comme dans ’exemple numérique 1, 'entier
n(F) avec lequel la meéthode de reduction permet de conclure si p < 80.

p |5 7 |11 |13 | 17|19 23|29 | 31 |37 |41 |43 |47 53|59 |61 |67 |71|73]|79

n(E) 218 2 | 6 |6 342|210 |6 |2 |3]|6 |2 |14|6 |[66]|18| 6 |34

Pour les nombres premiers p tels que 2p + 1 soit premier, on a ’énoncé ci-dessous. On
note E la courbe 96A1 et F'/Q la courbe elliptique, de conducteur 768, d’équation

y? =% — 42% — 2.

Lemme 13. Supposons que q := 2p+1 soit un nombre premier et que I’'une des conditions
suivantes soit réalisée :

1) onap=3mod. 4 ;

2) on a ay(F)* # a,(E)%.
Alors, C_3 ,(Q) est vide.

Démonstration : On suppose que C_3 ,(Q) est non vide. Il existe alors des entiers u,

2

v et w tels que s := (u, —v*,w) appartienne a Sp(1,3,1).

Vérifions que F1(s) a bonne réduction en g. Comme ci-dessus, on peut supposer que

pf 109) ogt isomorphe a p]]f . Puisque F a bonne réduction en ¢, il suffit donc de vérifier que

I'on a (condition (iii) du paragraphe 4.1) :
(31) aq(E) # £2 mod. p.

Si n, désigne le nombre de points sur F, de la réduite de £ modulo ¢, on a a,(F) =
g+ 1—mn4ie aE) = 2(p+ 1) —ng. La courbe E ayant tous ses points d’ordre 2
rationnels sur Q, I'entier n, est divisible par 4. Par suite, on a

(32) aq(E) = 0 mod. 4.
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D’apres I'inégalité |a,(E£)| < 24/q ([Sil], p. 131), on a |a,(E) £ 2| < 2(\/g + 1), d’ot1 I'on
déduit que |ay(E) £ 2| < p (cette inégalité est aussi vraie si p = 11 car ag3(E) = 0). Cela
entraine (31) : en effet, dans le cas contraire, on aurait a,(E) = +2, ce qui contredit (32).
D’ou notre assertion.

2

Il en résulte que ¢ ne divise pas uv. De 1’égalité uP — 3v?P = w?, on déduit alors que

—1 ou —2 est un carré dans [F,. Puisque 4 ne divise pas ¢ — 1 on obtient que
(33) —2 est un carré dans .

Par ailleurs, on en déduit les congruences,

(34) u? =1 mod. ¢ et w?=—2mod. q.

1) Si p =3 mod. 4, on a ¢ = 7 mod. 8, ce qui contredit (33). D’ou le résultat dans
ce cas.

2) Supposons réalisée la condition 2 de I’énoncé. Soit /w une racine carrée de w dans
Q. En posant a = wzx et 3 = \/Egy, on constate que F1(s) est isomorphe sur Q(y/w) &
la courbe elliptique A/Q d’équation

8% = o + 2uw?a® + vPwia.

Le discriminant de A est —26.3.(uv)??.w®. D’apres (34), ¢ ne divise pas w. Ainsi, A a
bonne réduction en ¢, et F1(s) ayant aussi bonne réduction en ¢, on a donc

(35) aq(A) = taq(Er(s)).

Il résulte de (34) que les courbes elliptiques sur F, déduites de F' et A par réduction sont
les mémes. On a ainsi

(36) ag(A) = aq(F).

Par ailleurs, les réprésentations ,05 1(s)

et p étant isomorphes, on a (formule (13))
aq(E) = aq(E1(s)) mod. p.
On déduit alors de (35) et (36) que l'on a
aq(E) = £ay(F) mod. p.
Afin de démontrer que C5,(Q) est vide, on peut supposer, compte tenu de (30), que

p > 31. L'inégalité |aq(E) + a,(F)| < 4,/q entraine alors |aq(E) £ aq(F)| < p, puis
aq(E) = tay(F). D’olt une contradiction et le lemme.
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Il y a conjecturalement une infinité de nombres premiers p = 3 mod. 4 tels que 2p+1
soit premier. Ceux plus petits que 500 sont {3,11,23,83, 131,179,191, 239,251, 359,419, 431, 443,
491}. Par ailleurs, la conclusion du lemme est aussi vraie si p = 3. En effet, la courbe
elliptique d’équation y? = 23 — 3, de conducteur 972, n’a pas de points rationnels sur Q
(autre que le point & 'infini) ([Crl], p. 249). La conique d’équation y?> = z? — 3 a une
infinité de points rationnels sur Q. En revanche, la courbe y? = 2* — 3 n’en possede pas,
comme on peut le vérifier en remarquant qu’elle est birationnellement équivalente a la
courbe elliptique notée 576F2 dans [Crl]. Au vue des résultats obtenus, il semble donc
naturel de conjecturer que pour tout entier n > 3, la courbe d’équation y? = 2™ — 3 n’a
pas de points rationnels sur Q. Signalons qu’il se trouve dans [Col] une démonstration
du fait qu’elle ne possede pas de points entiers.

8.4. Tordues quadratiques de Cy,,

Les résultats obtenus dans ce travail permettent parfois la détermination des points
rationnels sur QQ de certaines tordues quadratiques de courbes Cy . Il s’agit de courbes
sur Q ayant une équation de la forme ey? = zP +d oll e est un entier sans facteurs carrés.
Les théoremes 1 et 2 permettent notamment d’obtenir des résultats dans cette direction
si e = 2. On se limitera ici a indiquer le résultat suivant qui est une conséquence de la
description de ’ensemble S, (4,1, 3) (égalité (20)).

Proposition 7. Soient p un nombre premier > 7 et X,/Q la courbe d’équation
3y% = 2P + 4.

On a X,(Q) = {(—1, ~1), (1, 1)}.
Démonstration : Soit (x,y) un point de X, (Q).
1) Supposons vs(y) = 0. Il existe des entiers non nuls u, v et w tels que pged(u,v) = 1
et pged(w,v) = 1 avec
u w
T = 2 et y= o
On a 3w? = wP + 4v??, de sorte que (v?

(z,y) € {(-1,-1),(-1,1)}.

2) Supposons v3(y) < 0. Dans ce cas, il existe deux entiers naturels r, s et des entiers

,u,w) appartient a S,(4,1,3). Cela conduit a

u, v, w, non nuls, vérifiant les conditions suivantes :
(i) pged(u,v) =1 et pged(w,v) =1 ;

(ii) 3 ne divise pas uvw ;

(iii) 2r—1=sp;

(iv) on a les égalités

T 3592 ¥= 3ryp’

On a w? = uP + 4(3%v?)P, et I'élément (3°v?, u, w) appartient a S,(4,1,1), ce qui conduit
a une contradiction (chap. I, th. 1). D’ou le résultat.
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Chapitre IV

Sur les courbes hyperelliptiques cyclotomiques

et les équations x? — y? = cz?

Introduction

Etant donnés un nombre premier p > 7 et un entier naturel non nul ¢ sans facteurs
carrés, on va s’intéresser dans ce chapitre a I’étude de ’équation diophantienne

(1) aP — yP = ¢z

Conformément au chapitre précédent, une solution (z,y,2) € Z3 de I’équation (1) sera
dite propre si l'on a pged(z,y,z) = 1, et non triviale si xyz n’est pas nul. On note ici
Sp(c) I'ensemble des solutions propres non triviales de I’équation (1). C’est un ensemble
fini.

On a vu au chapitre I que Sp(1) est vide et que S,(2) = {(1,-1,-1),(1,-1,1)}. On
considere ici I'ensemble M, des entiers ¢ > 3, sans facteurs carrés, possédant la propriété
suivante :

(2) pour tout diviseur premier ¢ de ¢, on a £ Z 1 mod. p.
On obtient dans ce chapitre quelques résultats nouveaux sur la question ci-dessous, qui

est un cas particulier de celle posée dans [Kr6] :

Question 1. Soit p un nombre premier > 7. Existe-t-il un entier ¢ € N, tel que S,(c)
soit non vide 7

[’analogue de cette question avec p = 3 ou p = 5 a une réponse positive. A titre
indicatif, on a les égalités suivantes :

112 — 23 =3.212 et 8% +11° =19.101%.

En fait, si p = 3 ou p = 5, il est plausible de penser qu’il existe une infinité d’entiers
c € M, tel que Sy (c) soit non vide (cf. loc. cit.). En revanche, on ne connait pas d’exemples
d’entiers ¢ € 91, répondant positivement a la question 1. Il est démontré dans loc. cit. les
résultats suivants :

1. pour tout p > 7, 'ensemble des entiers ¢ € M, tels que S,(c) soit non vide est fini.

2. Supposons p € {5, 7}. Pour tout ¢ € M, divisible par p, 'ensemble S,(c) est vide.

On va prouver ici le résultat suivant :
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Théoreme 1. Supposons que ’on aitp € {7, 11,13, 17}. Alors, pour tout c € N, I'ensem-
ble Sy(c) est vide.

Au vu de ces résultats et de certaines constatations numériques il est tentant de conjec-
turer que la réponse a la question 1 est négative des que p est plus grand qu’une constante
absolue. Néanmoins, on ne sait pas démontrer par exemple que la conjecture (abc) entraine
cette assertion.

Notons ®,(X) € Z[X] le p-ieme polynome cyclotomique. On a ®,(X) = >° X*, pour
0 <k <p-—1. Soient C,/Q et D,/Q les courbes hyperelliptiques d’équations :

Cp:y®>=®,(x) et D,:py* = &,(2).

-3
Ce sont des courbes de genre 25=.

L’étude de la question 1 se ramene en fait a la détermination des points rationnels
sur Q de C)p et D, ([Kr6], lemme 1). Rappelons quelle en est la raison : soient ¢ un entier
de M, et (u, v, w) un élément de S,(c). Un nombre premier ¢ qui divise u” —vP sans diviser
u — v est congru a 1 modulo p ; en effet, ¢ ne divise pas v et p est 'ordre de u/v mod. ¢
dans ;. Il en résulte que c divise v —v. On a u # v. Posons

uP — P

P, (u,v) =

u—"v

Les entiers u — v et ®,(u, v) sont premiers entre eux en dehors de p et I'on a ®,(u,v) > 0.
On en déduit I'existence d’un entier s tel que

®,(u,v) =s*> ou @,(u,v) = ps’.

Par suite, en posant

p—1

u
3 r=— et =
(3) . y=

on constate que (x,y) appartient a Cp,(Q) ou & D,(Q). D’ou notre assertion. Si 'on a
p > 7, les courbes C), et D, sont de genre > 2, donc les ensembles C),(Q) et D,(Q) sont
finis. On démontre dans cette direction 1’énoncé suivant :

Théoreme 2. Supposons que I'on ait p € {7, 11,13, 17}. On a alors :
(1) G@ = {(-1,-1),(-1,1),(0,-1),(0, )} et Dy(@) = {(1,-1).(1,1}.

Le théoreme 2 suggere en fait de poser la question suivante :

Question 2. Les égalités (4) sont-elles valables pour tout p > 7 ?
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Si les égalités (4) sont vraies pour un nombre premier p > 7, alors pour tout ¢ € N,
’ensemble S, (c) est vide : considérons en effet un entier ¢ € M, et supposons qu’il existe
un élément (u, v, w) € Sp(c). Les entiers u et v sont premiers entre eux. D’apres les égalités
(3) et (4), on a donc u = 0 ou bien uv = £1. La condition uv = +1 conduit & ¢ = 2 ou
w = 0. On obtient ainsi une contradiction et notre assertion. En particulier, le théoreme
2 entraine le théoreme 1. Toute la suite est consacrée a la démonstration du théoreme 2.

1. Principe de démonstration du théoréeme 2

Le principe de démonstration que l'on utilise est le méme pour la description de
Cp(Q) et de Dp(Q). Voici comment I'on procede pour déterminer C,(Q).

On commence par expliciter, dans le paragraphe 2, deux courbes hyperelliptiques
Y,/Q et Z,/Q et deux applications rationnelles définies sur Q de degré 2 :

p1:Cp, =Y, et ¢y:Cp— Z,.

Soit Q une cloture algébrique de Q. Pour tout point P = (z,y) € Cp(@) tel que x # 0,
:c2+1

©1(Cp(Q)) et v2(Cp(Q)), ce qui permet alors de démontrer directement notre résultat.

les abscisses de o1 (P) et de 2(P) sont égales a . On décrit dans la suite les images

. , 7 . BN o, 2 e~
Soit ¢ un générateur du sous-groupe p,, des racines p-ieémes de I'unité de Q . Posons

p—1
2

de Z|X], de degré m, qui définit le sous-corps réel maximal Q(u,)™ du corps Q(p,). Soit
Gn(X,Y) € Z[X, Y] 'homogénéisé de G,, : ona G, (X,Y) = Y G, (X/Y). Considérons
un point M = (a, ) appartenant par exemple a (Cp((@)) et posons

m = et notons G, le polynéme minimal sur Q de (+¢~!. C’est un polynéme unitaire

ol s et t sont deux entiers premiers entre eux. On démontre dans la proposition 3 qu’en
changeant au besoin (s,t) en —(s,t), la condition suivante est satisfaite :

2 — 4> € 7® et Gp(s,t) €7

On choisit ensuite un sous-corps K convenable de Q(u,)" sur lequel on factorise le
polynéme G,,(X,Y) en produit de polynémes irréductibles sur K. Soit A 'anneau des
entiers de K. On obtient une décomposition de G,,(s,t) en un produit d’éléments F; € A
qui sont conjugués sur Q et qui dépendent de s et ¢t. En utilisant le fait que G,,(s,t) est
un carré dans 7Z, on vérifie alors que les F; sont, a des unités pres, des carrés dans K.
On en déduit I'existence d’un polynéme homogene non nul P(X,Y) € A[X,Y] de degré
4 (qui a priori n’est pas unique) tel que I'on ait

(5) P(s,t) € A2,
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On a a # 0 et il résulte de (5) que é est I’abscisse d'un point rationnel sur K d’une
quartique /K donnée par une équation de la forme

vE=aut+ b+l +du+e avec a,bc,d€A et ec {0,1}.

On est ainsi amené a rechercher I’ensemble des points (u,v) € Z(K) tels que u appartienne
a Q. La méthode de Chabauty elliptique permet dans notre situation de le déterminer.
La démarche que 'on a suivie dans son application est précisée dans les appendices 1 et
2 de ce chapitre. La désingularisée de /K est une courbe elliptique E/K. On explicite
dans lappendice 1 une équation de Weierstrass de E/K de la forme

y2 =13+ a2x2 + a4 + ag,

ou les a; € A sont fonctions de a, b, c et d, et 'on décrit un isomorphisme birationnel défini
sur K entre F et &, i.e. un isomorphisme 1 sur K d’un ouvert de E sur un ouvert de & :
pour tout N = (z,y) € E(Q), on a t)(N) = (u,v) ot u et v sont des fractions rationnelles
en x et y. En considérant ’application de premiere projection sur &, on obtient ainsi une
fonction sur E, que 'on note encore u, dont la définition se trouve dans le paragraphe 3
de I'appendice 1. Notre probleme est alors équivalent a la recherche des points N € E(K)
pour lesquels u(N) appartient a Q. Dans I’appendice 2, on décrit la fagon dont on applique
la méthode de Chabauty elliptique pour résoudre ce probleme.

Tous les calculs nécessaires a la démonstration du théoreme 2 ont été effectués a
'aide du logiciel PARI ([Pari]). Dans le formulaire p. 163, il se trouve, pour chacun des
nombres premiers intervenant dans 1’énoncé du théoreme, des tableaux qui fournissent les
informations suivantes :

1) les données arithmétiques de K utilisées : un élément primitif de K/Q, ses con-
jugués sur QQ, une Z-base de A, un systeme d’unités fondamentales u; de A, qui figure dans
la ligne “unités” du tableau, leurs normes Nk /q(u;) de K sur Q. Pour chacun des corps K
envisagés, 'anneau d’entiers A est principal, nous omettons ainsi cette information dans
les tableaux. On fournit par ailleurs des générateurs de certains idéaux premiers de A ;
par exemple, I'égalité 2A = p, signifie que 2A est un idéal premier po de A. On indique
aussi la factorisation de G,,(s,t) mentionnée plus haut.

2) La liste des quartiques sur Z/K dont il nous faut effectuer la recherche des points
d’abscisses dans Q.

3) Les courbes elliptiques F/K qui sont les désingularisées des quartiques Z/K
précédentes. Elles sont obtenues par les formules (3), (10) et (11) de 'appendice 1.
Dans l'utilisation de la méthode de Chabauty elliptique, il est nécessaire de connaitre le
rang r de E(K) ainsi que r points de E(K) qui sont Z-linéairement indépendants. C’est
une condition difficile a réaliser en pratique. On a utilisé pour cela le programme écrit
par D. Simon fonctionnant avec le logiciel PARI, qui permet d’obtenir ces informations
pour les courbes elliptiques intervenant dans la démonstration ([Sim]). Dans "utilisation
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de ce programme, on a procédé de la fagon suivante : on a principalement utilisé le sous-
programme de 2-descente via une 2-isogénie. Il fournit en particulier les dimensions sur Fy
des deux groupes de Selmer intervenant dans cette 2-descente. Le calcul de ces dimensions,
disons d; et da, nécessite des arguments de nature locale, et 'on a r < dy + dy — 2 (cf.
[Sil], Chap. X). Si l'on dispose par ailleurs de d; + d2 — 2 points de E(K) qui sont
Z-indépendants, on a alors r = dy + do — 2.

Pour chaque courbe elliptique E/K, on précise dans un tableau ces données, ainsi que
le sous-groupe de torsion de E(K) qui est facile & obtenir par des arguments standard
de réduction. Au cours de la démonstration, si p = 7,11 ou 13 on constate que 'on a
toujours r < 1. Seul le cas ou p = 17 nécessite I’étude d’une courbe elliptique de rang 2.

On pourra trouver a l'adresse http://www.math.jussieu.fr/ ivorra, le programme
Chab permettant de vérifier tous les calculs numériques intervenant dans la démons-
tration. On a aussi utilisé des sous-programmes écrits par Simon dans [Sim] permettant
de décider si un élément donné de K est un carré dans un complété de K.

La méthode suivie pour déterminer D,(Q) est la méme. Signalons que les courbes
elliptiques sur K intervenant dans la description de D,(Q) sont toutes de rang au plus 1.

2. Courbes quotients de C,,/Q et D,/Q

Soit p un nombre premier > 5. Etant donné un entier d > 1, sans facteurs carrés, on
note Xg,/Q la courbe d’équation

Xap: dy® = D, ().

On va expliciter deux courbes Yy ,,/Q et Z;,/Q et des applications rationnelles, que 1'on
notera simplement

o1: Xap = Yap et o Xgp — Zgp,

qui sont définies sur Q et de degré 2. La définition de ces courbes va dépendre en fait de
la parité de %. On obtiendra en particulier, avec d € {1, p}, deux courbes quotients de
Cp et D,,.

On considere la suite (7}),>0 des polynomes de Tchebycheff de Z[X], qui est définie
par les conditions

TO = 1, T1 =X et Tj+2 =2X Tj+1 — TJ pour j = 0.

Le degré de Tj est j et si j > 1 son terme dominant est 27~!. Posons

_1 i X
j=1
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Le polynéme G,,(X) appartient & Z[X] et est irréductible unitaire de degré m. C’est le
polynéme minimal de ¢ + ¢! ol ¢ est un générateur de p,. On a 'égalité :

(6) ®,(X)=X" Gpn, (X + %)

On en déduit les deux énoncés ci-dessous :

Proposition 1. Supposons m pair. Soient Yy, /Q et Z;,/Q les courbes d’équations :
Yap: dv? =Gn(u) et Zg,: dv* = (u® — 4)G,(u).
11 existe deux applications rationnelles définies sur QQ, de degré 2,
p1: Xap — Yap et @o: Xagp— Zap,

définies pour tout point P = (x,y) € Xq, (@) tel que x # 0, par les égalités

) P = (L) e )= (M D)

X X 2 X T2

Proposition 2. Supposons m impair. Soient Yy ,,/Q et Z;,/Q les courbes d’équations :
Yap: dv? = (u+2)Gpn(u) et Zg,: dv’ = (u—2)Gpn(u).
11 existe deux applications rationnelles définies sur Q, de degré 2,
o1: Xgp = Yap et o2 Xgp— Zap,

définies pour tout point P = (z,y) € X, (@) tel que x # 0, par les égalités

®  a@ - (U)o ) - (S MD),

xT P} x T2

Remarque 1.
1) Soient g(Yg,) le genre de Yy, et g(Z4,) celui de Zg,,.

a) Si m est pair on a

pP—9 p—1
9(Yap) =" et g(Zay) ="

b) Si m est impair on a



2) La courbe X, , possede deux involutions o; et oy définies pour tout point M =

(x,y) de X4,(Q) tel que x # 0, par

o1 (M) = (ixim) et oo(M) = (é—xim)

La courbe Yy ,, (resp. Zg ) est, a Q-isomorphisme pres, la courbe quotient de X, modulo
le sous-groupe des automorphismes de X, engendré par o; (resp. o) (pour cette notion,
voir par exemple [Sil], p. 107, ex. 3.13).

3. Résultats préliminaires

On reprend les notations du paragraphe précédent. On utilisera de maniere essentielle
la proposition 3 ci-dessous. Elle repose sur le lemme suivant, qui est une conséquence
immédiate de la définition des applications rationnelles ;1 et ©o.

Lemme 1. L’ensemble des abscisses des points de (Xd,p((@)) est égal a ’ensemble des
abscisses des points de @2 (Xa,p(Q)).

Supposons désormais, ce qui n’est pas restrictif pour les applications que l'on a en
vue, que d soit impair.

Proposition 3. Soit o I'abscisse d’un point de ¢1(X4,(Q)). Posons
o= ; et Gu(s,t)=t"Gp, (;) €Z,

ol s et t sont deux entiers premiers entre eux.
1) Sim est pair, on a G, (s,t) € dZ? et s*> — 42 est un carré.
2) Sim est impair, quitte a changer (s,t) en —(s,t), la condition suivante est réalisée :

(9) s+2t€Z? s—2t€Z? et Gpls,t)€dZ>

3) L’entier st est pair.

Démonstration : Le polynome G,, est de degré m dans Z[X], donc G,,(s,t) est un
entier. Par hypothese, Il existe 5 € Q tel que (o, §) appartienne & ¢ (Xd,p(Q)). D’apres
le lemme 1, il existe v € Q tel que (a,7) soit dans s (X4,(Q)).

1) Supposons m pair. Dans ce cas, on a

m

Gom(s,t) = d(,@’t?>2 et (52— 4t2)Gi(s,1) = d(m:mT“)z.

Puisque d est sans facteurs carrés et que G, (s,t) est dans Z, le rationnel 3t% appartient
A Z. Par suite, G,,(s,t) est dans dZ?, ce qui entraine I’assertion 1.
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2) Supposons m impair. On a les égalités

m—+1

(10) (s+2t)Gm(s,t):d<ﬁt : )2 ot (s—zt)Gm(s,t):d(»ytmil)Z.

Comme ci-dessus, puisque d est sans facteurs carrés et que G,,(s,t) € Z, on a

(11) Bt €7 et ytmTH € Z.

Les entiers s et t étant premiers entre eux et d étant impair, on en déduit que

(12) d divise Gy, (s,1).

D’apres 1’égalité (6), on a ®,(—1) = —G,,(—2). Puisque ®,(—1) =1, on a G,,,(—2) = —1,

ce qui entraine que
X +2 divise 14+ Gp(X),

autrement dit, qu’il existe un polynéome R € Z[X] de degré m — 1 tel que l'on ait
1=(X+2)R(X) - Gp(X).
En posant R(s,t) = tm*1R<§>, on obtient I’égalité
t"™ = (s+2t)R(s,t) — Gp(s,t).

I en résulte que les entiers s + 2t et G, (s,t) sont premiers entre eux. D’apres (10) et les
conditions (11) et (12), on a ainsi

+(s+2t) €Z? et +Gp(s t) € dZ?
Par ailleurs, G,,(s,t) étant un polynéme homogene de degré impair m en s et ¢, on a
Gm(—s,—t) = =G (s,1).
Quitte a changer (s,t) en —(s,t), on obtient donc la condition
s+20€Z® et Gp(st) € dZ?

D’apres la deuxieme égalité de (10), s — 2t est alors un carré. D’ou le résultat.

3) 1l résulte de ce qui précede que s> — 4t2 est un carré. Si st était impair, on aurait
5?2 —4t?> =1 mod. 8, ce qui n’est pas si s> = t? = 1 mod. 8. D’out la proposition.

Dans le cas ol m est impair, on supposera implicitement, dans toute la suite, que
pour tout point de ¢1(X4,,(Q)), la condition (9) est satisfaite.
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4. Notations

Précisons quelques notations que 'on utilisera dans toute la suite. On reprendra
librement toutes les notations et les informations qui se trouvent dans le formulaire.
Précisons a ce propos que, dans les tableaux, les courbes elliptiques notées E/K, E' /K,
E"/K et E" /K sont les désingularisées respectivement des quartiques /K, 7'/K,
2"/K et 2" /K.

Considérons 1'un des corps K intervenant dans ces tableaux. Etant donné un idéal
premier p de 'anneau d’entiers A de K, on notera :

. K, le complété de K en p ;

. vp la valuation p-adique de K normalisée par vy, (K,) =Z ;

. A, l'anneau de valuation de K, ;

. M, I'idéal maximal de A, ;

. ky = Ap /M, le corps résiduel ;

. My : Ky — k; Papplication de projection définie par (appendice 2, paragraphe 2.5) :

np(x) = mod. MM, pour =€ K.

xr
p”p (z)

Soit # 1’élément primitif implicitement choisi de K sur Q. C’est une unité de A. On
constate que le nombre premier 3 est inerte dans K : on a 3A = p3. On désignera par £
I'image de 6 dans ky, : on a ainsi

§= 77)33(9) € kp3 et kP3 = ]F3(§)

Si E/K est une courbe elliptique, ayant bonne réduction en p, on notera par ailleurs :
. E’; la courbe elliptique sur k, déduite de £ par réduction modulo p ;
.yt B(Ky) — Evp(k:p) I'homomorphisme de réduction ;
. E1(Ky) le noyau de m, ;

. E1(K) lintersection de E;(K,) avec E(K) ; on omettra dans cette notation de
préciser p, le contexte ne prétera pas a confusion ;

. 2(R) la z-coordonnée d’'un point R de E;(K) ; on a z(O) = 0.
Sauf précisions supplémentaires comme ci-dessus, on ne redéfinira pas les notations
utilisées dans les appendices 1 et 2 que 'on conserve systématiquement. En particulier,
étant donnée une quartique Z/K définie par une équation de la forme (2) ou (9) de

I'appendice 1 et la courbe elliptique E/K déduite de & par les formules (3), (10) et (11)
de cet appendice, on évoquera dans la suite :

. Iisomorphisme birationnel ¢ : £ — 2,
. Pouvert U de FE,

. la fonction u sur F,
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. les points O et M; de E(K),

sans plus de précision.

5. Détermination de C7(Q) et D7(Q)

Les courbes C7 et D7 sont de genre 2. L’assertion concernant ’ensemble D7(Q) est
démontrée dans [Kr6], p. 14-15 : elle s’obtenait en remarquant que D7 posséde une courbe
elliptique quotient de rang 0 sur Q. Il n’en va pas de méme pour la courbe C7, ses deux
courbes elliptiques quotients (uniques a Q-isogénie pres) étant de rang 1 sur Q.

L’ensemble C~(Q)

Décrivons maintenant C7(Q). On considére un point (e, 8) de 1 (C7(Q)) et I'on pose

s
o= -,
t

ou s et t sont deux entiers premiers entre eux. D’apres la proposition 3, on a

(13) G3(s,t) = (s — t0)(s — t03)(s — t03) € Z2.

Lemme 2. L’élément s — t0 est un carré dans K.

Démonstration : Les éléments s — t0, s — t0 et s — tf3 sont premiers entre eux deux
& deux en dehors de 77 : on peut le vérifier en remarquant que le produit des (6; — ;)2
pour i < j vaut 49. D’apres la condition (13), il existe donc des entiers n; égaux a 0 ou
1, tels que 'on ait

(14) s —t0 = (—1)™u uh?7l® mod. K*2.
Par ailleurs, on a Ng/q(s —t0) = G3(s,t) qui est donc un carré. On en déduit que
(15) ng+ny+ny,=0mod. 2 et n3=0.

On utilise alors le fait que la congruence (14) vaut en particulier modulo les carrés du
complété K,,. On a vy, (s —th) = 0 : en effet, 0 est une unité de A, st est pair (prop. 3)
et s et ¢ sont premiers entre eux. Par ailleurs, une unité de A,, congrue a 1 modulo 8 est
un carré dans Ky,. La classe de s — tf modulo Kgf ne dépend donc que des classes de s
et t modulo 8. On distingue alors deux cas :

1) supposons s pair et ¢ impair. Puisque s 4 2t est un carré (prop. 3), on en déduit
que s = 2 ou 6 mod. 8. Pour s € {2,6} ett e {1,3, 5,7}, on a donc

(s —th)(—1)"uftuy? € K;f
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En tenant compte de la condition (15), on vérifie que cela entraine ng = ny = ng = 0. La
congruence (14) entraine alors le résultat dans ce cas.

2) Supposons s impair et ¢ pair. Les entiers s + 2t et s3 + s*t — 25t — 3 sont des
carrés impairs, donc sont congrus a 1 modulo 8. Il en résulte que (s,t) = (1,0) mod. 8.
On vérifie que cela conduit de nouveau a ng = ny = ny = 0. D’ou le lemme.

On déduit alors du lemme 2 et de la proposition 3 qu’il existe § € K tel que 'on ait :
(52 — 4t%) (s — t0)(s — thy) = 62,
et I’on obtient ainsi la condition (5) du paragraphe 1. On a « # 0 i.e. s # 0. Il en résulte

(g S%) e (K),

ou Z/K est la quartique définie dans le formulaire (pour p = 7). On est ainsi amené a

que l'on a

déterminer les points (u,v) € Z(K) tel que u soit dans Q.

Proposition 4. Soit (u,v) un point de 2(K) tel que u soit dans Q. On a

(u,v) € {(—%o) (%,0),(0,—1),(0,1)}.

Admettons ce résultat. On en déduit que o = £2. D’apres la proposition 2, si (z,y)
est un point de CY (@) avec x # 0, on a donc

2
1
T 4o
x
d’ot & = %1, puis = —1. On obtient alors ’ensemble C7(Q) annoncé.

Tout revient alors & déterminer les points N de E(K) tels que u(N) soit dans Q. On
a toujours u(0) = u(—M;) = 0. Par ailleurs, on vérifie que l'on a :

»(2Ny) = <—%,0> et Y(To+2N,) = G,O),

autrement dit, on a w(2Ny) = —1 et u(Tp + 2N;) = 2. Compte tenu du lemme 6 de
I’appendice 1, la proposition 4 est une conséquence du résultat suivant :

Proposition 5. Les seuls points N € E(K)\{O,—M;} tels que u(N) € Q sont 2N et
Ty + 2N;.
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Démonstration de la proposition 5

Considérons un point N € E(K)\{O,—M;} tel que
(16) N#QNl et N;AT0+2N1

Il faut démontrer que u(N) n’est pas dans Q. On peut supposer que N appartient & U. On
utilise la méthode de Chabauty elliptique avec le nombre premier 3. La courbe elliptique
E/K a bonne réduction en p3 : la norme de K sur Q du discriminant de E est 224.76.
On vérifie que le groupe E\p;(k‘pg) est d’ordre 32 et que le point 7, (N1) € E;;(kps) est
d’ordre 16. On pose

Q1 =16N; € E1(K).

Soit & l'ensemble des points de E(K) qui s’écrivent sous la forme

hT1+jN1 hZO,l et j:—7,"',8.

Lemme 3. L’application m,, induit une bijection de & sur /E:,/B(kps).

Démonstration : On a les égalités
Tpy (T1) = (262 + € +2,0) et mp, (8N1) = (£2,0).

Par suite, m,,(71) n’appartient pas au sous-groupe de /E\p; (kp,) engendré par my, (N7),
d’ot le lemme.

On déduit du lemme 3 lexistence de S € & tel que N — S € Eq(K).

Lemme 4. Supposons que u(N) soit dans Q. Quitte a remplacer N par —M; — N, on a
(17) N=S+P ou SE{—GNl,—4N1,O,2N1} et Pc B (K).
Démonstration : D’apres le lemme 3, le seul point S € & qui soit dans E;(K) est

S =0.85i85 # O, le point N n’est donc pas dans E;(K). En utilisant le lemme 10 de
I’appendice 1, on constate alors que I'on doit avoir

(hvj) S {(07 _6)7 (07 _4)7 (070>7 (07 2)7 (07 4)}
Par ailleurs, on a M7 = —4N;. Le fait que l'on ait 1(4N7) = O entraine alors le résultat.

Lemme 5. Soit R un point de F1(K) non nul. On a

Moy (2(R)) = £(€° + 26 +2).
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Démonstration : On vérifie la congruence z(Q1) = 302 + 60 + 6 mod. 9 et 1'égalité
p, (307 4660 + 6) = 1, de sorte que I'on a 1y, (2(Q1)) = 1p, (3% + 60 + 6). Par suite, on a

Mps (2(Q1)) = €% + 26 + 2.

Le sous-F3-espace vectoriel I' de £y, intervenant dans le paragraphe 3 de 'appendice 2 est
donc ici la droite vectorielle engendrée par £2 + 2¢ + 2. Par ailleurs, les points Ty, 7 et
T5 ne sont pas dans E;(K) ([Sil], prop. 3.1, p. 176 ; on peut aussi vérifier notre assertion
directement). D’apres le lemme 2 de I’appendice 2, n,, (Z(R)) est donc dans I', d’ou le
résultat.

D’apres le lemme 4, on peut supposer dans la suite que N est de la forme (17). Dans

lecasou S € { —4Nq, O}, on démontre que 7y, (U(N)) n’est pas dans [F3, ce qui prouve en

particulier que u(N) n’est pas dans Q. Si S = 2Ny, on vérifie que 7, (u(N) + %) n’est pas

dans F3, donc u(N) + 1 et u(V) ne sont pas dans Q. On procéde de méme si S = —6N;

en montrant que 7y, (u(N) — %) n’appartient pas a [Fs.

1) Supposons S = O.Ona N = P € Fy(K). Puisque N est dans U, on a u(N)z(P) #
0. D’apres la formule (32) de 'appendice 2 (avec e = 1), on a la congruence

uw(N) = —2z(P) mod. z(P)?.

On en déduit les égalités np, (w(N)) = ny, (—22(P)) =y, (2(P)). D’apres le lemme 4, on
a donc np, (u(N)) = £(£2 + 26 + 2).

2) Supposons S = 2N;. On vérifie que 'on a vy, (ys — d"”TS — b) = 0, de sorte que
la condition 8 de I’appendice 2 est réalisée. En explicitant le développement (33) de cet

appendice, on constate que 'on a
1
u(N) = -3+ (6 + 1)%2(P)? mod. z(P)3.

On a vy, (0 + 1) = 0 et d’apres la condition (16) on a u(N) # —1/2 et P # O. On vérifie
alors que 'on a les égalités

1 2
oo () + 3 ) = oy 0 1P () = 26 4.2

3) Supposons S = —6N;. Posons " = Ty +2N;. On a mp, (8N1) = 7y, (1), d’out 'on
déduit que S — 5" € E1(K), i.e. il existe P’ € Eq(K) tel que 'on ait N =S’ + P’. Comme
ci-dessus, on vérifie que 'on a

u(N) = = + (30% + 20 — 9)2(P")* mod. 2(P’)>.

1
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On a vy, (362 + 20 — 9) = 0, u(N) # 1/2 et P’ # O (condition (16)), ce qui conduit &

oo (W) = 3 ) = 1 (30° 420 = 9 ()" = € 42,

4) Supposons S = —4 N7, autrement dit, S = M;. En posant S = (zg,ys), on vérifie
que vy, (32% 4+ 2a27s +as —dys) = 0 et la condition 9 de Pappendice 2 est donc satisfaite.
On obtient dans ce cas

u(N) = 6* +60 +2 mod. 3,

et I'égalité vy, (62 + 6 + 2) = 0 entraine alors n,, (u(N)) =& + & + 2.

Cela termine la démonstration de la proposition 5 et du théoreme 2 si p = 7.

6. Détermination de C1;(Q) et D1;(Q)
6.1. L’ensemble C1;(Q)

On considere un point (c, 3) de ¢1(C11(Q)) et on pose v = 2, ot s et ¢ sont deux
entiers premiers entre eux.

Lemme 6. L’élément s — t0 est un carré dans K.

Démonstration : Pour ¢ # j, les éléments s — t0; et s — t0; sont premiers entre eux
en dehors de 711 et Gs(s,t) € Z? (prop. 3). Il existe donc des entiers n; égaux a 0 ou 1

tels que I'on ait
4

s—1t0 = (—1)"° Hum 7' mod. K*2.

7
=1

Puisque Ngq(s —10) € Z2, on ns = 0 et ng +nq est pair. En exprimant cette congruence
dans K, on constate comme dans le lemme 2, que les n; sont nuls. D’ou le lemme.

On en déduit que 'on a (lemme 6 et prop. 3) :
(52 —4t%)(s — t0)(s — thy) € K2

On a s # 0 d’ou il en résulte que (é, ;%) € 2(K), ou Z/K est la quartique indiquée dans

le formulaire (pour p = 11). Compte tenu des égalités

P(2Ny) = (—%,0) et Y(To+2N) = (%,0),

'assertion du théoreme 2 relative a C11(Q) est une conséquence du résultat suivant :

Proposition 6. Les seuls points N € E(K)\{O,—M;} tels que u(N) € Q sont 2N et
Ty + 2N;.
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Démonstration de la proposition 6

Considérons un point N € E(K)\{O,—M;} tel que
N%QNl et N#T0+2N1,

et prouvons que u(N) n’est pas dans Q. On peut supposer que N € U. La courbe E/K a
bonne réduction en ps. Le groupe Ey, (ky,) est d’ordre 240 = 2%.3.5 et mp, (N1) est d’ordre
15. On pose

(18) Q1 =15N; € El(K)

Notons G le sous-groupe de E(K) engendré par {O, To, T1, Tg} et le point Nj.
Lemme 7. On a my, (E(K)) = mp,(G).

Démonstration : Il s’agit de démontrer que la condition 7 de I'appendice 2 est sat-
isfaite, i.e. que l'indice de G dans E(K) est premier & 30 (lemme 1 de appendice 2).
Supposons le contraire. Dans ce cas, il existe ¢ € {2, 3, 5} et M € E(K) tel que ¢M soit
dans G sans que M le soit. Considérons un entier n € Z et un point 1" € { 0, Ty, T, TQ}
tels que 'on ait gM =T + nN;. L’entier n n’est pas divisible par ¢ : sinon, M — %Nl est
un point de torsion (d’ordre divisant 2¢q), par suite M est dans G, ce qui n’est pas. On en
déduit que la condition suivante est réalisée :

N, +T € qE(K) oubien 2N, +T e€bE(K) (siqg=25).

Supposons qu'il existe R € E(K) tel que Ny +7T = 2R. On a 2N; = 4R. Considérons
I'idéal p de A engendré par —1+420+602. C’est 1'un des cinq idéaux premiers de A au-dessus
de 23. On vérifie que ENp(k:p) est d’ordre 24 et que le point m, (V1) est d’ordre 12. Par
ailleurs, 7, (7o) et m,(N1) engendrent E;(kp). En particulier, E’vp(kp) n’est pas un groupe
cyclique. Si d est 'ordre de m,(R) € E\;(kp), on a ’égalité 6 pged(d,4) = d. Cela entraine
d = 24 puis une contradiction.

Supposons qu’il existe R € E(K) tel que N;1+T = 3R. On a 2N; = 6R. Soit d 'ordre
de mp, (R) € E;;(kps). On a d = 15 pged (6, d). Puisque 3 divise d, on a pged(6,d) = 3 ou
6 et d est multiple de 9. Le fait que d divise 240 entraine alors une contradiction.

Supposons qu’il existe R € E(K) tel que 2N; +T = 5R. On a 4N; = 10R. Si d est
I'ordre de 7y, (R), on a d = 15 pged(10, d). On a pged(10,d) = 5 ou 10 et d est multiple de
25, d’ou une contradiction. En particulier, N7 4+ 7" n’est pas dans 5E(K). D’ou le lemme.

On considere alors I'ensemble & des points de F(K) qui s’écrivent sous la forme

T+ jN; ou TE{O,To,Tl,TQ} et j=-7,---,T.
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D’apres le lemme 7 et la condition (19), il existe S € & tel que N — S € Ei(K). En
utilisant le lemme 10 de 'appendice 1, quitte a remplacer N par —M; — N, on peut
supposer que l'on a

N=S+P on Se{—4N1,O,2N1,T0+2N1} et Pe B (K).

Lemme 8. Soit R un point de F;(K) non nul. On a

Mo (2(R)) = £(€* + 26 +2).

Démonstration : On a z(Q1) = 30* + 660 + 6 mod. 9 et v,,(30* + 60 + 6) = 1, d’on
I’on déduit que
s (2(Q1)) = € + 26 + 2,

ce qui entraine le résultat (cf. dém. du lemme 5).

1) Supposons S = O. On a u(N) = —2z(P) mod. z(P)?, ce qui d’apres le lemme 8,
conduit & D'égalité np, (u(N)) = £(&* + 2¢ + 2).
2) Si S = 2Ny, on vérifie que 'on a

u(N) = —% + (6% + 2607)2(P)? mod. z(P)>.

Puisque vp, (§%426%) = 0, on déduit du lemme 8 que 7, (u(N)+3) = £ +283 + 2+ +1.
3) Si S =Ty + 2Ny, on obtient

1
u(N) =5+ (—6° + 26 + 40 — 8)z(P)? mod. z(P)?,

ce qui conduit & 7y, (uw(N) + 3) = 26" + &2+ 2.
4) Si S = —4Nj, on constate dans ce cas que l'on a 1, (u(N)) = & + € + 2¢2.

Dans tous les cas, les projections considérées ne sont pas dans F3, ce qui prouve que
u(N) n’est pas dans Q. D’ou la proposition 6.

Cela termine la démonstration du théoréme en ce qui concerne l’ensemble C11(Q).

6.2. L’ensemble D1;(Q)

Soit (v, ) un point de ¢, (DH(Q)). On pose a = £, ol s et t sont deux entiers
premiers entre eux. Posons

=0 4+0°-0 et T=—-0"—20°—0%>+0+1.
Ce sont des éléments de A associés a 1.
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Lemme 9. L’un des éléments (s — t0)1; et (s — t0)12 est un carré dans K.

Démonstration : On a Nk q(s — t0) = Gs(s,t) € 11Z* (prop. 3). Les s — t0; étant
premiers entre eux en dehors de 71, il existe donc des entiers n; égaux a 0 ou 1 tels que

4
s—1t0 =m(—1)"° Huf mod. K*? et mng+ny =1 mod. 2.
i=1

En exprimant de nouveau cette congruence dans K , on vérifie que cela entraine
(no,n1,n2,m3,n4) € {(1,0,0,1,1),(0,1,1,0,1) }.
Le lemme en résulte compte tenu du fait que 'on a uqusugmiy = 71 et —ugusm = To.

On note dans la suite o; 1’élément du groupe de Galois de K sur Q tel que o;(0) = 6;
1<j<5)

Supposons que (s — t0) 12 est un carré dans K. Il existe alors § € K tel que l'on ait
4
[Toi(r)(s —10;) = &%,
j=1

d’ou il résulte que l'on a
t 1 9 y

Par ailleurs, on a E"(K) = {O, To, Ty, Tg}. D’apres la proposition 1 de 'appendice 1, on
a donc 2" (K) = {(0, 0), (7o), ¢(T1),w(T2)}. En explicitant les coordonnées des points

¥(T;), on constate que cela contredit le fait que t/s soit dans Q. Par suite, (s —t6)m n’est
pas un carré dans K. On déduit alors du lemme 9 que 1'on a

(s—t@)ﬁ € K2.

Posons 7 = 1102(11)03(m1). On a m = 40* — 802 + 30 + 6. 1l existe v € K tel que 'on ait
(lemme 9 et prop. 3) :

(s — 2t)(s — t0)(s — thy)(s — th3) = V>
Il en résulte que l'on a

t 1 2v ,

La description annoncée de D11(Q) se déduit alors du résultat suivant :
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Proposition 7. Soit (u,v) un point de 9'(K) tel que u soit dans Q, alors (u,v) = (0,0).
La proposition 7 est une conséquence de I’énoncé qui suit (prop. 1 de 'appendice 1) :

Proposition 8. II n’existe pas de points N € E'(K)\{O} tels que u(N) soit dans Q.

Démonstration de la proposition 8

Soit N un point de E'(K)\{O}. La courbe elliptique E’/K a bonne réduction en ps,
le groupe EZ/S(kPB) est d’ordre 248 = 23.31 et my,(N7) est d’ordre 62. On pose

(19) Q1 = 62N, € E}(K).

Soit G le sous-groupe de E’(K) engendré par {O,TO,Tl,TQ} et le point Nj.
Lemme 10. On a m,, (E'(K)) = mp, (G).

Démonstration : Elle est identique a celle du lemme 7 : il s’agit ici de prouver que
I'indice h de G dans E’(K) est premier a 62.

1) Supposons que h soit pair. Il existe alors un point de torsion 7' de E'(K) tel que
Ny +T € 2E'(K). On a 2N; = 4R avec R € E'(K). Soit p 'idéal de A au-dessus de
23 engendré par 2 — 360 — 362 + 63 + 0*. Le groupe fE\;(k:p) est d’ordre 16 et I'ordre de
mp(N1) est 8. Ainsi, Pordre de m,(R) est 16 et l'on vérifie par ailleurs que /Evp(kp) n’est
pas cyclique, d’ot1 une contradiction.

2) Si 31 divise h, il existe j € {1,...,30} tel que l'on ait jN; + T € 31E'(K). Soit R
un point de E'(K) tel que jN; +T = 31R. On a 2jN; = 62R et 'ordre de mp,(2jN1) est
31. Si d est l'ordre de mp, (R), on a donc d = 31 pged (62,d), et 31% doit diviser d, ce qui
n’est pas. D’ou le lemme.

Soit & I'ensemble des points de E’(K) qui s’écrivent sous la forme
T+jN, ou Te{0,Ty,T,To} et j=-30,---,3L.

Il existe S € & tel que N — S € Ej(K) (lemme 10 et (19)). En utilisant le lemme 10
de 'appendice 1, on vérifie que I'on se ramene au cas ou S = O, autrement dit, on peut
supposer que N appartient & F{(K). On a u(N)z(N) # 0 et d’apres la formule (32) de
I'appendice 2 (avec e = 0), on a

On a vy, (d) = 0, d’olt 1y, (u(N ) = ps ()7, (z(N))2 Par ailleurs, d’apres le lemme 2 de

Pappendice 2, on a 1y, (2(N)) = £n,, (2(Q1)) et 'on vérifie que I'on a

Moy (2(Q1)) =4 +288 + 2 + ¢+ 1.
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I1 en résulte que n,, (u(N)) = 264 4263 + £ + 2, qui n’est pas dans [F3, ce qui prouve que
u(N) n’est pas dans Q. D’ou la proposition 8.

Cela termine la démonstration du théoreme si p = 11.

7. Détermination de C13(Q) et D;3(Q)

7.1. L’ensemble C;3(Q)

Soit (v, ) un point de ¢ (Clg(Q)). On pose a = 7, ou s et t sont deux entiers
premiers entre eux.
Lemme 11. L’élément Fy = s* — 0st + (0> + 0 — 3)t? est un carré dans K.

Démonstration : Pour tous ¢ et j distincts, F; et I sont premiers entre eux en dehors
de 73 : en effet, en posant

hi = (360 +20 — 4)s + (26° + 100 — 7)t, hg = (—36° — 20 + 4)s + (—26° + 30 + 7)t,

on vérifie que 'on a hiFy + hoFy = 13t3, ce qui compte tenu de Paction du groupe de
Galois de K sur Q, entraine notre assertion. On a Gg(s,t) € Z?2, donc il existe des entiers
n; = 0,1 tels que l'on ait (cf. la factorisation du formulaire) :

Py = (-1)™u ub? 78 mod. K*2.

On a n3z = 0 et ng + ny est pair. Par ailleurs, on a vp,(F1) = 0. En effet, si ¢ est pair,

alors s est impair, et 'on a F; = s> = 1 mod. 2. Si s est pair, ¢ est impair, on a dans ce

cas Fi = 02 +60—3 mod. 2 et 62 + 6 — 3 est une unité de A, d’ou 'assertion. La classe de
Fi modulo les carrés du complété K, ne dépend donc que des classes de s et ¢ modulo
8. On constate alors que cela conduit a ng = n; = 0. D’ou le lemme.

On en déduit qu’il existe § € K tel que I'on ait (lemme 9 et prop. 3) :

(s* — 4t?)(s* — Ost + (0% + 0 — 3)t?) = 6°,

et 'on a (ﬁ, ;%) € 2(K). Comme dans les cas précédents, on démontre alors que si (u,v)

un point de Z(K) tel que u soit dans Q, on a

(u,v) € {(—%0) (%,0),(0,—1),(0,1)}.

Y(2Ny) = (—%,0) et Y(To+2N,) = <l 0),

et 'on est ainsi amené a prouver le résultat suivant :
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Proposition 9. Les seuls points N € E(K)\{O,—M;} tels que u(N) € Q sont 2N; et
To + 2N;.

Démonstration de la proposition 9

Soit N un point de E(K)\{O, —Ml} distinct de 27 et de To +2N;. On suppose que
N € U, ce qui n’est pas restrictif. La courbe E/K a bonne réduction en ps3. Le groupe
Ey, (kpy) est d’ordre 24 et m,,(IN1) est d’ordre 12. On pose

(20) Q1 = 12N, € Ei(K).

Soit G le sous-groupe de E(K) engendré par Ty et Nj.

Lemme 12.
1) On a mp,(G) = mp, (E(K)).
2) L’indice dans E1(K) du sous-groupe engendré par ()1 est premier a 3.
Démonstration : 1) On démontre que l'indice A de G dans E(K) est premier a 6 : si
h est pair, il existe T € {O,To} tel que N1 + T € 2E(K) ; on vérifie que ni 7y, (N7) ni
Tpy (N1 + 1) ne sont des doubles dans E;(k:ps), d’ot une contradiction. Si 3 divise h, il

existe T € {O,TO} tel que N1 + T € 3E(K). On a 2N; = 6R avec R € E(K). Si d est

I'ordre de 7y, (R), on a d = 6pged(d,6) donc 9 divise d, et I’on obtient de nouveau une
contradiction. D’ou 'assertion 1.

2) Supposons le contraire. Dans ce cas, il existe M € E;(K) tel que l'on ait 3M = Q.
D’apres (20), on obtient 3(M —4N;) = O. Cela entraine M = 4N, puis une contradiction
car 4N7 n’appartient pas a E7(K). D’ou le lemme.

Soit & I’ensemble des points de E(K) qui s’écrivent sous la forme
hTo +j3Ny avec h=0,1 et j=-5,---,6.

D’apres l'assertion 1 du lemme 12 et la condition (20), il existe S € & tel que N — S €
Eq(K). Par ailleurs, quitte a remplacer N par —M; — N on peut supposer que 'on a
(lemme 10 de I'appendice 1) :

N=S+P ou SE{—5N1,—4N1,—3N1,O,2N1,T0+2N1} et P e Ey(K).

Pour tout point S comme ci-dessus non nul, on pose S = (g, ys).
Lemme 13. Soit R un point de E1(K) non nul. On a n,, (2(R)) = 1.

Démonstration : On a 2(Q1) = 6 mod. 9. Par suite, 7y, (2(Q1)) = —1. Le lemme 2
de 'appendice 2 entraine alors le résultat.
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La condition 12 de ’appendice 2 n’est donc pas satisfaite et, tout au moins en ce qui
concerne 1’étude du cas ou S = O, on ne peut pas conclure directement. Cela étant, la
condition 13 de cet appendice est réalisée (assertion 2 du lemme 12). Par suite, il existe
ny € Zs tel que l'on ait P = n1Q)1. En utilisant I’égalité (36) de ’appendice 2, on constate
que l'on a

(21) 2(P) = (967 + 90 + 18)n] + (456° 4 630 + 42)n; mod. 3".
1) Supposons S = O i.e. N = P. On a
(22) u(N) = —22(P) — 02(P)* + (—26% — 20 + 14)2(P)? mod. z(P)*.
Il résulte alors des congruences (21) et (22) que 'on a
u(N) =00 + o+ 062,

avec
0 = 27nt + 7203 + 54n2 + 78ny mod. 3,

e e
—5_ =4n? +5n; +4mod. 9, —=— =4n? + 3n; + 8 mod. 9.
9711 9711

2 (X,)

On constate que la série n’a pas de zéro modulo 9, en particulier elle n’a pas de

9X;
zéro dans Zs. Cela prouve que u(N) n’est pas dans Q.

2) Supposons S = —5N; i.e. N = =5N; +n1Q1. On a vy, (zs — A) = 0 et la condition
8 de 'appendice 2 est vérifiée. On obtient dans A, la congruence

1 : i 4
(23) a(V) ;piz(P) mod. 3%,

avec  po =450% +270 + 57, p1 = 5202 + 290 + 48, py = 66% + 6 + 66,
ps = 1207 + 7460 + 28.

On a vy, (po) = 1 et vp,(p1) = 0, par suite, on ne peut pas conclure directement. On
déduit de (21) et (23) que l'on a

1

— (I)(O) (I)(l) (I)(Q) 2

avec
@9 = 5an? + 9n? + 54n? + 18ny + 57 mod. 3%,

o) = 1803 + 3602 + 12n; + 27 mod. 3%, ®F) = 27n? + 6n, + 45 mod. 3*,
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On constate alors que les séries formelles @gl) (X1)et <I>fg2) (X1) n’ont pas de zéros communs
modulo 3%. Cela prouve de nouveau que u(N) n’est pas dans Q.

3) Supposons S = —4N; i.e. S = M;. La condition 9 de 'appendice 2 est satisfaite.
On vérifie que u(N) = 20 + 1 mod. 3, d’olt np, (u(N)) = 2£ + 1.

4) Supposons S = —3N;. On a vy, (rs — A) =0, et 'on obtient

1 5 .
(24) o) ZO piz(P)" mod. 3%,

avec  po = 78602 + 120+ 30, p1 =207 +40+60, po = T786% + 796 + 15,
ps = 2467 + 1360 + 32.

On a vy, (po) = 1, vp,(p1) = 0 et de nouveau on ne peut pas conclure directement. Il
résulte de (21) et (24) que 'on a dans ce cas

1
u(N)

=20 1 oo+ 062,
avec
oY) = 54nt + 1803 + 360, + 30 mod. 3*,
W) = 63n3 + 9n? + 24ny + 12 mod. 3%, @) =27n2 + 21ny + 78 mod. 3.

On constate de nouveau que les séries formelles CIDE;)(X 1) et <I>E<;2)(X1) n’ont pas de zéros
communs modulo 3%, par suite u(/N) n’est pas dans Q.

5) Si S = 2N; + Tp, on constate que 'on a

w(N) — % = (=62 40 — 1)2(P)? mod. 2(P)".

On a vy, (—60* + 0 — 1) = 0 et 'on déduit alors du lemme 13 que l'on a :

1

Nos (U(N) - 5) = Np (=02 460 —1) =262 4 £ 4 2.

6) Si S =2Ny, on a
w(N) + = = (0> + 30 + 1)2(P)? mod. z(P)3,

et vy, (02430 +1) =0, dott np, (u(N)+ 1) =+ 1.

Cela termine la démonstration de la proposition 9 et la description de C15(Q).
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7.2. L’ensemble D;3(Q)

On considére un point («a, 3) de ¢ (Dlg((@)) et I'on pose a = ¥, ol s et ¢ sont deux
entiers premiers entre eux. Rappelons que I’on note Fy = s2 — fst + (0% + 0 — 3)t2. Posons
T=20%—60+1. Cest un élément de A associé a m3.

Lemme 14. L’élément TF) est un carré dans K.

Démonstration : On a N q(F1) € 13Z2 et les F; sont premiers entre eux en dehors
de 3, donc il existe des entiers n; égaux a 0 ou 1 tels que 'on ait

Fy = ms(—1)"uf uy? mod. K*? et ng+n; =0 mod. 2.
En exprimant cette congruence dans K, , on vérifie que cela entraine (ng,ni,n2) =
(1,1,0). Le lemme en résulte car on a —ujm3 = 7.

On déduit du lemme 14 et de la proposition 3 que 1’on a
7(s* — 4t?) (s* — Ost + (0° + 0 — 3)t?) € K?,

et L + I est abscisse d’un point de 2'(K). Par ailleurs, on a E'(K) = {Ty} et ¥ (Tp) =

(1,0). Il en résulte que les seuls points de 2'(K) sont (0,0) et (1,0), ce qui conduit a
a = 12 et a 'ensemble D13(Q) annoncé.

Cela termine la démonstration du théoreme si p = 13.

8. Détermination de C17(Q) et D17(Q)
8.1. L’ensemble C17(Q)

Soit a ’abscisse d’un point de ¢y (6’17((@)). On pose a = £, ou s et ¢ sont deux entiers
premiers entre eux et F; = s — 0,5t + 0t? (cf. le formulaire).

Lemme 15. L’un des éléments Fy et 0F, est un carré dans K.

Démonstration : Les conjugués de I sont premiers entre eux deux a deux en dehors
de m17. Puisque Gg(s,t) € Z?, il existe des entiers n; égaux a 0 ou 1 tels que l'on ait

3
(25) Fy = (-1)" Hu?‘w?? mod. K*2,
i=1

On a ng = ngy = 0. On exprime alors la condition (25) dans les complétés de K en les
deux idéaux premiers py et p; de A. En utilisant le fait que I'on a vy, (F1) = vy, (F1) =0,
on obtient le résultat.
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1) Cas ol F; € K?

Supposons que F} soit un carré dans K. Dans ce cas, on a
(s — 4t*)Fy € K?,

d’ott il résulte que £ est I'abscisse d'un point de Z(K). Démontrons que si (u,v) € Z(K)
est un point d’abscisse dans QQ, on a

(u,v) € {(—%0) (%,o),(o,—m,(o,n}.

Ona¢(Th+2N;) = <%, 0), P(2Ny) = (—%, 0) et il s’agit de démontrer I’énoncé suivant :

Proposition 10. Les seuls points N € E(K)\{O,—M;} tels que u(N) € Q sont 2N; et
Th + 2N;.

Démonstration de la proposition 10

Vérifions d’abord que les points Ny et Ny de E(K) sont Z-linéairement indépendants.
On calcule pour cela le régulateur Rg de E/K (cf. [Sil], p. 233), en utilisant ’algorithme
écrit par J.Silverman permettant de déterminer la hauteur canonique d’un point d’une
courbe elliptique sur un corps de nombres ([Si2]). On a programmé cet algorithme et I’'on
pourra trouver a l’adresse http://www.math.jussieu.fr/ ivorra, le programme hc fonc-
tionnant avec le logiciel PARI, ou cet algorithme est implanté. En notant E}; la hauteur
canonique sur F, on constate que 'on a

—~

hi(N1) ~ 0.0694452, hp(Ny) ~ 0.2957562 et hp(Ny + No) ~ 0.5491700,

ce qui conduit a R ~ 0.048311. Puisque Rg est non nul, cela prouve notre assertion.

Considérons alors un point N € E(K)\{O,—M,} distinct de 2N; et de Ty + 2.
On peut supposer comme dans les cas précédents que N appartient a U. La courbe E/K
a bonne réduction en ps. Le groupe E;(kps) est d’ordre 86 et les points my, (N1), mp, (N2)
sont d’ordre 43. On pose

Q1 =43N; € E1(K) et Q2 =43N; € Ei(K).
On a
(26) Epy (kps) = Z 7, (N1) @D Z 1y, (Th).
Soit & ’ensemble des points de E(K) qui s’écrivent sous la forme
Iy + jNy h=0,1 et j=-21,---,21.
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On a M, = —4N;. D’apres (26), I'application mp,, induit une bijection de & sur E’;;(k:pg). Il
existe donc S € & tel que N—S soit dans E7(K). En utilisant le lemme 10 de I’appendice 1,
on constate qu’en changeant au besoin N par —M; — NN, on peut supposer que 'on a

N=S+P ou Se{—6N1,—4N1,O,2N1,T0+2N1} et P e Bi(K).

Soient H le sous-groupe d’indice fini de E;(K) engendré par Q1 et Q2 et ' le sous-
F3-espace vectoriel de ky, engendré par les ny, (2(Q)) o Q € H\{O} (cf. I'appendice 2).
Notons I" le sous-F3-espace vectoriel de ky, engendré par 1 + 2€ + 262 + &3 et 2¢ + €2

Lemme 16. On a I' = I". En particulier, pour tout R € E;(K) non nul, n,, (z(R))
appartient a I et I'on a np, (2(R)) # +1.

Démonstration : On a

Mps (2(Q1)) = 1+26+282 + &% et 1y, (2(Q2)) = 26 + &%

Par suite, I est contenu dans I'. Inversement, soit () un élément de H \{O} Il s’agit
de démontrer que 7, (Z(Q)) appartient a I". Il existe nq et ng dans Z tels que Q =
n1Q1 + n2Q2.

Si ning = 0, alors np, (2(Q)) est égal & £n,, (2(Q1)) ou bien & £n,,(2(Q2)), dou le
résultat dans ce cas.

Supposons ning # 0. Posons z; = 2(n1Q1) et 22 = z2(n2@Q2). On a

Mps (21) = £(1+26 +28% + &%) et mp,(22) = £(26 + &€2).

Puisque T'on a np,(21) + Mp,(22) # 0, 1y, (21 + 22) appartient a I'' (condition (23) de
I’appendice 2). Par ailleurs, on a

2(Q) = §(21,22)-

Le fait que vp, (21 + 22) = Min(vpy (21),vps (22)) (car mpy(21) + nps(22) # 0) et Uégalité
(11) de I'appendice 2 impliquent alors

Mps (Z(Q)) = Tps (21 + Zg),

ce qui prouve notre assertion. Le lemme 2 de ’appendice 2 entraine alors le résultat.
Lemme 17. L’indice de H dans E1(K) est premier a 3.

Démonstration : Supposons que cet indice soit divisible par 3. Dans ce cas, il existe
un point P € E(K) tel que 3P soit dans H sans que P le soit. Compte tenu du fait que
le sous-groupe de torsion de F(K) soit d’ordre 2, il en résulte que I'un des points Ny, Na,
N7 + N3 et Ny — Ny appartient a 3E(K).
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Supposons qu’il existe R € FE(K) tel que N; = 3R. Considérons l'idéal p de A
engendré par —63 — 202 + 50 + 5. C’est 'un des quatre idéaux de A au-dessus de 47.
L’ordre de Evp(kp) est 54 et celui de 7, (N7) est 27. On en déduit que m,(R) est d’ordre
multiple de 81, d’ott une contradiction dans ce cas. De méme, on vérifie que 7, (N>) et
mp (N1 — N2) sont d’ordre 54, ce qui entraine de nouveau que Ny et N1 — Ny ne sont pas
dans 3E(K).

Supposons qu’il existe R € E(K) tel que N7 + Ny = 3R. On considere 'idéal p’ de
A engendré par —63 4+ 70 — 1. C’est 'un des quatre idéaux de A au-dessus de 89. L’ordre
de /E\,;(kp/) est 90 et celui de 7,/ (V1) est 45. Par suite, 'ordre de 7,/ (R) est multiple de
27, d’ou une contradiction et le lemme.

1) Supposons S = O. On a u(N) = —2z(P) mod. z(P)?, et donc par conséquent
Nps (W(N)) = np, (2(P)), qui, d’apres le lemme 16, n’est pas dans F3, donc u(N) n’est pas
dans Q.

2) Supposons S = —6N;. La condition 8 de I’appendice 2 est réalisée et 'on a dans
Ay, la congruence

1 > |
= z:piz(P)Z mod. 3%,

avec
po = 36% + 7562 4 450 + 6, p1 = T80° 4 736% + 146 + 4,

p2 = 3763 + 350% + 176 + 6, ps = 700° 4 616% + 596 + 29.

On a vy, (po) = 1 et vy, (p1) = 0, de sorte que 'on ne peut pas conclure directement.
D’apres le lemme 17, il existe deux éléments ny et no de Zs tels que P = n1Q1 + naQs.
On déduit alors de 1’égalité (36) de ’appendice 2 que l'on a

1

0 1 2 3
i = oY + o0+ 00 + V0%,

avec
oY) = 5ant + (27ny + 45)n% + 7203 + (27n3 + 54n3 + 63ny + 21)n1 + (2704 + 7203 + 9n? + 150, + 6),
0 = 6307 + (54n + 9)n? + T2n9ny + (4503 + 7203 + 9ny + 45),
o) = 27! + 27nyn? + (27ny + 18)n? + (2703 + 63ny + 69)ny + (540 + 72n3 + 9n + 5lng + 75),

o = 54n! + 7203 + 54ngn? + (54n3 + 27n3 + 4505 + T5)n; + (2704 + 27nd + 3603 + 54ny + 3).

On constate alors que les séries q)g)(Xl, Xs) pour j = 1,2,3 n’ont pas de zéros communs
modulo 81, ce qui prouve que u(N) n’est pas dans Q.

3) Supposons S = —4N; ie. S = M. On a vp,(3z% + 2a2z5 + a4 — dys) = 0, la
condition 9 de 'appendice 2 est satisfaite et I’on a

u(N) = 6 + 6% 4+ 20 + 2 mod. 3,
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et puisque vy, (0% 4+ 0% + 20 + 2) = 0, on obtient ny, (u(N)) = &3 + &2 + 2¢ + 2.
4) Supposons S = 2N7. On a dans ce cas

u(N) + p2z(P)? mod. 2(P)%, pa=—0°—20>+50+7 et wvy,(p2)=0.

Il en résulte que

oo (00 + 5 ) = a2y (2P

D’apres le lemme 16, il existe o et ao dans F3 non tous les deux nuls tels que I'on ait
Mps (2(P)) = a1 (1426 +26° + &) + aa(26 + &%) € T,

Par ailleurs, on a 1, (p2) = 23+ &2+ 2+ 1. On vérifie alors que 7y, (p2)7ps (z(P))2 n’est
pas dans F3 et u(IN) n’est pas dans Q.

5) Supposons S = Ty + 2N;. On a

1
u(N) — 5= p2z(P)? mod. 2(P)%, pa=—0°—20>+30 -1 et wv,,(pa)=0.

et I'on vérifie comme ci-dessus de 7, (p2)np, (Z(P))2 n’est pas dans Fj.

Cela prouve la proposition 10. On a ainsi démontré que si F; est un carré dans K,
alors on a a = £2.

2) Cas ou F; € 6K*

On suppose que 6F; est un carré dans K. Dans ce cas, on a
(s — 4t*)0F, € K?,

d’ou il résulte que £ + 1 est I'abscisse d’'un point de 2'(K). Par ailleurs, E'(K) est de

rang 0 et 'on a E'(K) = {O,Tg}. Les égalités 1(0) = (0,0) et ¥(Tp) = (1,0) entrainent

alors £ = +1.
S 2

Dans les deux cas envisagés ci-dessus, on a o = +2, et I’on obtient ainsi la description

de 017((@)

8.2. L’ensemble D17(Q)

Soit a ’abscisse d’un point de ¢y (D17(Q)). On pose a = 7, ou s et ¢ sont deux
entiers premiers entre eux.
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Lemme 18. L’un des éléments —usmi7F] et —uqusmi7Fy est un carré dans K.

Démonstration : On a Gg(s,t) € 17Z?, donc il existe des entiers n; égaux a 0 ou 1

tels que I'on ait
3

Fy = m7(—1)"° I_IM-le mod. K*2.

[
=1

On a dans ce cas n3 = 1. En exprimant cette congruence dans K, et K ;‘, , on vérifie que
2
cela entraine (ng,n1,n2) = (1,0,0) ou (1,1,0). D’ou le lemme.

1) Supposons que —ugmy7F} soit un carré dans K. Dans ce cas, on a
—(82 — 4t2)U37T17F1 S Kz,

d’ou il résulte que £ + I est I'abscisse d’un point de 2”(K). On a E"(K) = {O,TO}, ce
qui conduit, comme ci-dessus, a a = +2.

2) Si —ujugm7F est un carré dans K, on écrit que
—(82 — 4t2)u1U37T17F1 € KQ,

et l'on constate que £ + 1 est 'abscisse d’un point de 2”(K). On a E"'(K) = {O,TO}
et ’on obtient de nouveau a = £2.

On en déduit alors la détermination de D17(Q).

Cela termine la démonstration du théoreme 2.
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1. Casoup=7

1.1. Le corps K

FORMULAIRE

K K =Q(0) 3 +0>-20—-1=0
Conjugués de 0 0, =20 0y =02 —2 O3 =—60>—0+1
Anneau d’entiers A =170
Unités u=6"-1 up =6+1
NK/@(ul) =-1 NK/Q(UQ) = -1
Idéaux 2.A= P2 3.A= p3
7.A: (7T7A)3 7 :92+29—1 NK/@(’/T7) :7
G3(s,t) s34 8%t — 2st2 — 3
3
Factorisation H(s —t6;)
i=1
1.2. La quartique
Quartique
2 =au' +bu® +cu® +du+te
DK a=40>—4 b=40%+460 -8 c=-0*-3 d=—0>—0+2 e=1
1.3. La courbe elliptique
E/K
y? = 2% + asx® + aux + ag
Coefficients as = —6% -3 as = —86% +460 — 4 ag = H566% — 286
Torsion : (Z/27Z)* Ty = (6% + 3,0) Ty = (20> — 20 — 4,0) Ty = (=202 + 20 + 4,0)
Rang r de E(K) r=1
Point d’ordre infini Ny = (20% — 40, —66° + 106 + 4)
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2. Cas ou p=11

2.1. Le corps K

K K =Q(0) 05+ 0% —403 —30°+30+1=0
Conjugués de 8 0, =0 0y =62 — 2 s = — 0" — 6 1302 +20 1
0, = 0% — 30 05 = 0* — 46> + 2
Anneau d’entiers A =170
ur =0 us = 0 — 30 + 1 uz = 0% — 26
Unités u =60*>+6-1
Nijg(ur) = —1 Nijglug) =1 Nijg(ug) =1
Nijg(ug) =1
2.A = po
Idéaux 3.A=np3
11.A = (p;.A)° =0t +60° 30 —0+1 Ngjg(m) = —11

G5(S,t)

Factorisation

s° 4 s*t — 4832 — 35283 + 3stt 4+ 1P

5
H(s — 16,

2.2. Les quartiques

Quartiques

V=aut+bt+cl+dute

a=—460° + 86 b=40%+46 -8
2/K c=60>—-20—4 d=—-60>—-0+2
e=1
a = —6460% — 560% + 2460 — 16 b = 486* — 1200° — 360% + 1800 — 112
9'|K c = —8860° + 19862 + 2420 — 220 d = —440" — 22603 + 1650% + 550 — 132
e=0

a= —860* — 2460° + 176> + 580 + 15 b= —440* — 9963 + 9962 + 24260 + 55
9"|K c=—660" — 996 + 15462 + 2750 + 77  d = —220" — 336° + 666> + 1106 + 11

e=0
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2.3. Les courbes elliptiques

E/K

y? = 2% + avx® + aux + ag

Coefficients ag =03 —20—4 ag = —460% + 8603 + 126% — 160 — 16

ag = 2860* — 560° — 726% + 10860 + 72

Torsion : (Z/27)* Ty = (—6° 420 + 4,0) Ty = (20> — 20 — 4,0)

Ty = (=207 + 20 + 4,0)

Rang r de E(K) r=1

Point d’ordre infini Ny = (—20* + 263 + 86% — 80,100* — 80° — 366 + 300 + 10)

E'/K

y2 =3 —|—a212 + a4 + ag

Coefficients ay = —88603 + 198602 + 2420 — 220
ay = —4840* + 10648603 — 1016462 — 193600 + 17424

ag = —532400" — 2342566° + 3087926 + 3939760 — 383328

Torsion : (Z/27)* Ty = (- 446° — 660° + 220 + 44,0), Tj = (446" + 446° — 1546% — 1100 + 88,0)

Ty = (— 446" +886% +226” — 15460 + 88,0)

Rang r de E'(K) r=1

Point d’ordre infini N, = ( — 440" + 446° + 660% — 220 + 88, —123260* + 24646% + 5280 + 88)
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EI//K

y2 =3 +a2$2 + aqx + ag

Coefficients as = —660* — 9903 + 15462 + 27560 + 77

as = —556601 — 100436° + 1306862 + 2674160 + 6413

ag = —1450796* — 27152460 + 3527150% + 73604360 + 175692

Torsion : (Z/22)° | Ty = (330" +550° — 8867 — 1650 — 44,0), Ty = (220" + 116° — 5507 — 440 — 11,0)

Ty = (116" + 336° — 116> — 6660 — 22,0)

Rang r de E"(K)

r=0
3. Casoup=13
3.1. Le corps K
K K =Q() 03 +6%—40+1=0
Conjugués de 0 0, =20 Oy = —0>—20+2 0 =6>+60—-3
Anneau d’entiers A =710
Unités u =60 u =60 —1
Nijg(ur) = —1 Nijg(uz) =1
2.A = P2
Idéaux 3.A=p;
13.4 = (m3.4)3 my=6%-3 Ngo(ms) =13
Gg(s,t) —t6 4+ 3st% + 652t* — 4533 — 5stt? + 57t + &0
Factorisation (8% — Ost + 03t%) (s> — Oyst + Ot) (s> — O35t + O9t?)

3.2. Les quartiques

Quartiques

v=aut+bud+cul+du+te

D/K a=—46% — 460 4 12 b=46 c=0>+60-7 d=—0
e=1

9'|K a=—80?+460 +8 b =862+ 120 — 20 c=—20*—-210+12 d=20%+50
e=0
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3.3. Les courbes elliptiques

E/K
y? = 2% 4+ asx® + aux + ag
Coefficients ar=0>24+0-7 aq = 120% + 1660 — 48 ag = —846% — 10860 + 320
Torsion : Z /27 Ty = (—6>-0+7,0)
Rang r de E(K) r=1
Point d’ordre infini Ny = (—20% — 40 + 8, 20)
E'/K
y2 =23 4 ap2® + ayx + ag
Coefficients ay = —20% — 216 + 12 as = 3667 + 760 — 48 ag = —526 — 1040 + 52
Torsion : Z/27 Ty = (20% +56,0)
Rang r de E(K) r=0

4. Cas ou p = 17

4.1. Le corps K

K K =Q(9) 0*+0°—60>—0+1=0
Conjugués de 0 0, = Oy =03+62—-60—1 93:—%934—39—%
0, =—16>—60>+20+ 3
Anneau d’entiers A=17 [1, 0,62, 937“}

Unités u; =0 u2=%03+02—20—% u3:%93+6’2—39—%

Ngjgur) =1 Ngjgluz) =1 Ngoluz) = —1
2.4 = pp) p2=(0+1)A py=(-30°—02+20+ 1)A

Idéaux 3.A=p3

17.4 = (m7. A)* T =—36° — 60>+ 0+ 3 Ngjo(mr) = 17
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Gsg(s,t) 8 — 4st” — 105210 4+ 105°t> + 15544 — 65713 — 75542 + 57t + s°

Factorisation | (s? — 045t + 0t2)(s? — O35t + 09t?) (s> — Ost + 03t%) (s> — Ogst + 04t7)

4.2. Les quartiques

Quartiques

=+t +dute

2/K a=—46 b=—20°—46> +80+6 c=0—4
d=30°+0>—20—3 e=1
9'|K a=—46? b= —20°+ 46 + 40 + 2 c=30°+06%-100-3
d=—0—0*+60+1 e=0
9" |K a=20>—86>—80—2 b= —1463 + 560 + 26 c=36°+180> — 900 — %
d=—26%-100" + 420 + % e=0

2" |K a=—106%+46? — 2 =146% — 280> + 120+ 14 ¢ = —36° +276% — 260 — £
d=—36°—30"+140 4+ 3 e=0
4.3. Les courbes elliptiques
E/K

y2 =3 +a2$2 + aqx + ag

Points d’ordre infini

Z-indépendants

Coefficients as=60-14 aq = 203 — 40 — 10 ag = —1063 + 80% 4 860 + 38
Torsion : Z/2Z To=(4-10,0)
Rang r de E(K) r=2

Ny = (-20+4,0°—40 + 1)

Ny = (—6° = 0>+ 70 +1,0° — 0> — 40 + 2)
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E'/K

y? =23 4+ asx® + aux + ag

Coefficients

as =30 +6%—-100 —3, ay = —26°— 46>+ 160 + 6 ag = —4

Torsion : Z /27

Ty = (—6% — 62 + 60 + 1,0)

Rang r de E'(K)

r=20

E'|K

y? = 2% + asx® + aux + ag

Coefficients

ay = 26%4+180° —900 — §  a; = —3280° — 4566> + 18480 + 972

ag = 144860° 4+ 19366 — 80166 — 4204

Torsion : Z /27

Ty = (- 26° - 100% + 420 + £,0)

Rang r de E"(K)

r=20

E/Il /K

y2 =23+ a2x2 + a4 + ag

Coefficients

ay = —36%+276> —260 — L ay =86 — 1246% + 2000 + 128

ag = —12603 + 14462 — 3046 — 184

Torsion : Z/27Z

Ty = (- 56° — 36 + 140 + 12,0)

Rang r de E"(K)

r=20
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Appendice 1. Quartiques et équations de Weierstrass

Soient Ky un corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2 et K un
sous-corps de K. On considere des éléments a, b, ¢, d et e de K et le polynéme

f=aX*+bX3+cX?+dX +ec K[X].
Soit Z/K la courbe affine d’équation

(1) v? = f(u).

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

l.onaa#0;
2. P est lisse, i.e. le discriminant de f est non nul ;

3. 2 possede un point (a, 3) rationnel sur K.

On note 7 la complétée projective de ¥ d’équation homogene

viw? = w4f<£).

w
Le point J = [0,1,0] € @(K) est 'unique point a 'infini de 2. C’est un point singulier de
7 (K). La compactifiée lisse de Z est une courbe de genre 1. Plus précisément, il résulte des
hypotheses faites qu’il existe une courbe elliptique E /K et un isomorphisme birationnel 1 :
E — 9 défini sur K. La détermination d’équations explicites décrivant cette équivalence
birationnelle est bien connue. On pourra a ce sujet consulter par exemple le chapitre 11
de [Sil]. On explicite dans cet appendice les équations que l'on utilisera dans le texte
d’un tel couple (F,1)). Elles s’obtiennent par des procédés standard utilisant le théoreme
de Riemann-Roch que 1’on ne rappelera pas ici (cf. loc. cit.). On définit par ailleurs au
paragraphe 3 une fonction sur E obtenue en composant la premiere fonction coordonnée
sur & avec 1. Au cours de la démonstration du théoreme 2, on est confronté a I’étude de
certaines propriétés de rationnalité de cette fonction. On démontre aux paragraphes 4 et
5 certains résultats que 'on utilisera concernant cette étude.

Quitte a effectuer une translation sur u, on peut supposer que 'on a &« = 0 ; on a
alors e = 32. On examinera dans la suite deux cas selon que 3 est nul ou non.

1. Lecas 3 =0
Si B est nul, I’équation (1) s’écrit
(2) v? = au® + bu® + cu® + du.
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On dispose du point P = (0,0) € Z(K). On a d # 0.

1.1. La courbe elliptique E/K
Soit F/K la cubique définie sur K par I’équation
(3) y? =2® +ca? +bd z + ad®.

Son discriminant est 16 fois celui de f, de sorte que E est une courbe elliptique sur K.
Comme il est d’usage, on notera encore F la complétée projective de E d’équation

2z =a® +c 2’z + bd x2° + ad® 25,
On note O = [0,1,0] € E(K) le point a l'infini de E.

1.2. Les ouverts U et V

Soit v une racine carré de ad? dans Ky. On considere les points de E(Ky) suivants :
(4) M; = (0,y) et My=(0,—7).
On note U et V les ouverts de E et & respectivement, définis par :
(5) U=E\{O,M,M} et V=9\{P}.

1.3. L’isomorphisme de U sur V
On a I’énoncé suivant :

Proposition 1. L’application v : U — % définie pour tout point M = (x,y) € U par
(M) = (u,v) ot

dy

d
6 =~ et - 7
(6) u=— et v=—3,

est un isomorphisme de U sur V.
L’application réciproque ¢ : V. — U est définie pour tout point N = (u,v) € V par
p(N) = (z,y) ou

d dv
= — t = —.
(7) T " et vy "

Démonstration : Les formules (6) et (7) sont bien définies sur les ouverts U et V
respectivement. On vérifie ensuite directement les assertions annoncées.
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1.4. Le morphisme ¢ : E — 9

Puisque FE est lisse et que D est projective, l'application rationnelle v se prolonge en
un unique morphisme, que ’on notera encore 1, de E sur . Il est donné par 1’énoncé
suivant :

Lemme 1.

1) Pour tout point M = [z,y,z] € E\{O} on a
(5) $(M) = [doz, dyz, o).
En particulier, on a (M) = ¢¥(Ms) = J.

2) On ay(0) = P.

Démonstration : En homogénéisant les formules (6), on obtient la formule (8) tout au
moins si M est distinct de My et M. Par ailleurs, la formule (8) définit un morphisme de

~

E\{O} dans 2 qui se prolonge en un morphisme y de F sur &. Les morphismes ¢ et x
coincident sur 'ouvert E\{O, My, Mg}, ils sont donc égaux ; d’ou l'assertion 1. Puisque

1 est surjectif de F sur D et que P n’appartient pas a w<E\{O}>, on a donc ¥(0) = P.

2. Le cas B #0

Quitte a remplacer v par % et f par %, on peut supposer que 32 = 1. L’équation

(1) s’écrit dans ce cas
9) v? = au® + bu® + cu® + du + 1,
et I’'on dispose des points P = (0,—1) et Q = (0,1) de Z(K).

2.1. La courbe elliptique E/K

Soit E/K la cubique définie sur K par ’équation
(10) v = 2% + ax2? + agx + ag,
ou les coefficients ao, a4 et ag sont :
(11) ag=c¢, as=>bd—4a et ag=ad>+0b*>— dac.

Son discriminant est 16 fois celui de f, c’est donc une courbe elliptique définie sur K. On
note encore E la complétée projective de E et O = [0,1,0] € E(K).

173



2.2. Les ouverts U et V

On définit ici des ouverts U et V de E et 9 respectivement, analogues a ceux inter-
venant dans le paragraphe 1.2. Considérons une racine carrée v de 4a dans K. Posons

d2
Lemme 2. Les points (z,y) € E(Ko) tels quey — % — b =0, sont
X d d
M1:<>\57+b)> M2:(7777+b) et M3:(_75_77+b>

Démonstration : L’équation (10) s’écrit aussi :

2 = (dg +b)2 = (z — \)(z? — 4a),

d’ou le lemme.

On définit U comme étant 'ouvert de E formé des points a distance finie (z,y) €
E(Ky) telsque x — A # 0 et y — %”’" — b # 0. D’apres le lemme 2, on a

(13) U= E\{O,—Ml,Ml,Mg,Mg}.
Posons
2(\d + 2b 2 d
(14) Uy = ﬁ et P'= <u0, % — % — 1) si A% # 4a,
(15) P'=P si A\ =d4a.

On vérifie que P’ appartient a Z(K). L’ouvert V est alors défini par 1’égalité

(16) V= .@\{P, P’,Q}.

Remarque. On utilisera le fait que l'on a
(17) A #4a oubien Ad+2b#0.

En effet, les égalités A2 = 4a et Ad + 2b = 0 conduisent & une équation de 2 de la forme



ce qui contredit la condition 2 du début.

2.3. L’isomorphisme de U sur V

Il est donné par I’énoncé suivant :
Proposition 2. L’application ¢ : U — 2 définie pour tout point M = (z,y) € U par
(M) = (u,v) ot

2(x — \)

y— -0

(18) u =

(z — N) (222 + 2cx + bd — dy)

19 v=—1+ :
) - %)

Y

est un isomorphisme de U sur V.
L’application réciproque ¢ : V. — U est définie pour tout point N = (u,v) € V par
¢(N) = (z,y) ou

2(v+1) +du

(du + 4)(v + 1) + 2du + 2cu? + bu?
u? '

(21) y =

Démonstration : On remarque d’abord que les formules (18) et (19) sont bien définies
sur E\{O,Ml,MQ,Mg}. Soit M un point de U. On vérifie formellement que (M) ap-
partient a Z ; le fait que M soit distinct de —M; et M; entraine l'inclusion ¢ (U) C V.

Inversement, on observe que les formules (20) et (21) sont bien définies sur .@\{P, Q}.
Soit N = (u,v) un point de V. On vérifie que ¢(N) € E. Démontrons que 'on a

(22) o(N) # £M;.

Supposons le contraire. On a alors x — A = 0, o x est donné par la formule (20). On a
ainsi

u(Au — d)

= -1
v + 5 ,

et en utilisant ’égalité (9), on obtient

u?’((4a—/\2)% +b+ %) =0.
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On déduit alors de (17) que I'on a N = P’, d’ou une contradiction et l'assertion (22). On
constate de maniere analogue que @(N) est distinct de My et Ms, d’ou (V) C U.
On constate enfin que les applications 1/ et ¢ sont inverses l'une de ’autre.

2.4. Le morphisme ¢ : E — 9

L’application ¢ : U — V se prolonge en un morphisme que ’on note encore ¢ de E
sur Z. L’objectif de ce paragraphe est de ’expliciter.

Lemme 3. Pour tout point M = [z,y,z] € E(Ky) distinct de O et My on a I'égalité
(M) = [u,v,w] ot

(23) u=2z(x— Az) (y—%—bz),

2
(24) v=(z—A2)(22% + 2caz + bdz* — dyz) — z(y - d; - bz> ,

(25) w:z<y—d7x—bz>2.

Démonstration : En homogénéisant les formules (18) et (19), on obtient les formules
ci-dessus. Il s’agit alors de montrer que u, v et w ne s’annulent pas simultanément si M
est distinct de O et M;. Supposons pour cela que 'on ait u =v=w=0et M # O ; on
peut supposer z = 1. On a alors

d
(26) yzg—kb et (x— \)(222 + 2cx + bd — dy) = 0.
On en déduit que x = A ou 22 = 4a (cf. la preuve du lemme 2). Si l'on a z # ), il résulte
de la deuxieme égalité de (26) que z = 0, d’ot1 a = 0, ce qui conduit & une contradiction.
On obtient ainsi x = A\, y = % +bie. M = M et le résultat.

Déterminons v (M7). On considere pour cela 'ouvert W de E formé des points a
distance finie (z,y) € E(Ky) tels que

(27) xr£N et y+d§+b7é0.
On a
(28) W:E\{O,Ml,—Ml,—Mg,—Mg}.
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Lemme 4. Soit M = (x,y) un point de W. On a ¢(M) = [v/,v',w'] avec

d
(29) u' = 2(z* — 4a) (y + ; + b),
dx 2 x
(30) v’:2x<y+?+b) —d(ﬂc2—4a)<y+—+b) — (2? — 4a)?,
(31) w' = (2 — 4a)?.
Démonstration : On a 1’égalité
Y — %" —b  2?—da
=X y+L 4
Par ailleurs, on vérifie que
2 9 dx d
20 +2cx +bd —dy = (x — N) (4N +2¢) + 2(x — N\)* —d y—;—b—i—i(x—)\ :

D’apres les formules (23), (24) et (25), on a donc

On en déduit que (M) = [u/, v, w’].
Corollaire 1. On a

_J P si N #4a
(32) vdh) = {J si A% = 4a.

Démonstration : Les formules (29), (30) et (31) définissent un morphisme x : £ — 7
qui coincide avec 1 sur un ouvert non vide de E. Il en résulte que x et v sont égaux sur
E. Par ailleurs, compte tenu de (17), on constate que x est défini au point M;. On a donc
W(My) = x(My), d’ou le corollaire.
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Corollaire 2. On a
(33) P(Mz) = p(Ms) = J.

Démonstration : Si A\? # 4a, le point M; est distinct de My et M3. Les formules (23),
(24) et (25) impliquent alors (33). Supposons A? = 4a et par exemple A = ~. Dans ce cas,
on a My = My, d’ou ¥(Msy) = J. Par ailleurs, puisque v est non nul (car a # 0), M3 est
distinct de =M, et de —Ms, —M3. Le lemme 4 entraine alors le résultat.

Corollaire 3. On a
(34) Y(—M,) = P.

Démonstration : Si M; # —DM;j, les formules (23), (24) et (25) impliquent (34).
Supposons My, = — M, autrement dit que

d\
—+b=0.
5 + 0

D’apres (17), on a A2 # 4a et I'on a 1(M;) = P’ (cor. 1). D’aprés (14), on a ug = 0 puis
P’ = P, d’ou le résultat.

Lemme 5. On a

(35) $(0) = Q.

Démonstration : En considérant 1’équation projective de E, on vérifie que pour tout
point M = [z,y, z] dans un ouvert de F(Kj) qui contient O, on a (M) = [u, v, w] avec

u:2(.r—)\z)(y—d§—bz),
2 2 2 2 dx 2
v =2(y" — agr® — aywz — as2”) = 202% + (v — Az) (2cx + bdz —dy) — (y — 5 —bz |,

2
d 2
w:(y—g—bz) .

Cela termine la détermination de .

On en déduit I'égalité (35).

On utilisera ’énoncé suivant :
Lemme 6. L’application v induit une surjection de E(K)\{O, —M; } sur 2(K)\{P,Q}.
Démonstration : Considérons un point R € 2(K)\{P,Q}. Si R est distinct de P/,
alors R est dans l'ouvert V', et il existe M € E(K)NU tel que ¥ (M) = R. Supposons que
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l'on ait R = P’. On a alors P # P’. Cela entraine que M # —M; ; en effet, si My = —Mj,
on a d\ + 2b = 0 et d’apres (17), cela implique A\? # 4a. La formule (14) conduit alors a

P = P’ d’ott une contradiction et notre assertion. Par ailleurs, on a 1)(M;) = P’ (cor. 1)
d’ou ¥»(M7) = R et le résultat.

3. La fonction u sur FE

En composant la premiere fonction coordonnée sur & avec le morphisme ¢, on obtient
une fonction sur F, que 'on notera w, i.e. un morphisme u : £ — P! que I’on va expliciter.
Considérons pour cela un point M € FE(Kj). En utilisant les propositions 1 et 2, le lemme
1 et les résultats ci-dessus, on constate que 'on a les formules suivantes :

1) sif=0:
u(M):g § M= (zy)el,
(My) =u(Mz) =00 et u(O)=0
2) sif#0:
u(M):jfxd—_;i\) si M =(z,y) €U,

u(0) =u(—M1) =0 et u(Msz)=u(Ms) =00

Ad+2b .
oy = { B 50 L

00 sinon.

4. L’involution hyperelliptique

La courbe 2 possede un automorphisme d’ordre 2, a savoir 'involution hyperellip-
tique i : 2 — @ qui est définie pour tout point (u,v) € .@(Ko) par

i(w,v) = (u,—v) et i(J)=.
On en déduit I'existence d’un unique automorphisme I d’ordre 2 de E tel que l'on ait
(36) Yol =1io01.

On se propose ici de décrire 1.
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4.1. Casou 8 =0
Lemme 7. Pour tout M € E(Ky), on a I(M)= —M.

Démonstration : Soit M = (z,y) un point de U. Il suffit de démontrer que l'on a

P(=M) =ioy(M).

Il existe un point (u,v) € V tel que l'on ait = = % et y = %. Par définition, on a

d’ou le lemme.

4.2. Casou B #0
Lemme 8. Pour tout M € E(Ky), on a I(M) = —M; — M.
Démonstration : Soit M = (x,y) un point de U. Vérifions que 1'on a

Y(=My — M) =iop(M).

Il existe un point (u,v) € V tel que 'on ait z = x(u,v) et y = y(u,v), ot z(u,v) et y(u,v)
sont donnés par les formules (20) et (21). Par définition, on a

I(M) = (x(u, —v),y(u, —U)).

Notons (x1,¥1) les coordonnées de M;. On vérifie que le déterminant de la matrice

est nul, ce qui signifie que les points M, M; et I(M) sont alignés, autrement dit, qu’ils
sont de somme nulle. D’otu le résultat.

Dans les deux cas, que 3 soit nul ou non, on a 1’énoncé suivant :
Lemme 9. Pour tout M € E(Kj), on a u(M) = u(I(M)).

Démonstration : Cela résulte des définitions de u et ¢ ainsi que de ’égalité (36).

5. Une condition de rationnalité

On suppose dans ce paragraphe que K est un corps de nombres et que Ky = C. On
est confronté dans ce chapitre au probleme de la détermination des points de M € E(K)
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tels que u(M) appartienne a Q. Notre objectif est ici de démontrer un résultat que I'on
utilise pour la résolution de ce probleme.
Soit A I’anneau des entiers de K. On suppose que la condition suivante est réalisée :

(37) a, b, ¢ et d appartiennent & A.

Soit p un idéal premier de A, de caractéristique résiduelle p > 3, en lequel E/K a bonne
réduction. On note :
. K, le complété de K en p, A, son anneau de valuation et M, I'idéal maximal de A, ;
. k= A, /M, le corps résiduel. C’est une extension finie de I, ;
. v: Ay — k la surjection canonique ;
. E la courbe elliptique sur k£ déduite de F par réduction ;
. BE(Kp) — E(k) le morphisme de réduction

. E1(K,) le noyau de 7 et E(K) son intersection avec E(K). Rappelons que les points
a distance finie (z,y) € E(K,) qui n’appartiennent pas & E;(K,) sont caractérisés
par le fait que = et y sont dans A, (cf. par exemple [Sil], chapitre VII).

Considérons alors deux points N et S de F(K) vérifiant les conditions suivantes :
(i) N n’appartient pas a F1(K) ;
(ii) N — S est dans Eq(K) ;
(iii) u(N) est dans Q.
On a S # O ; posons S = (zg,ys). Voici le résultat que ’on a en vue :

Lemme 10.

1) Si =0, la condition suivante est satisfaite :

d
xs € M, ou bien V<—) € F,.

Ts
2) Si 8 # 0, la condition suivante est satisfaite :
d 2 — A
yg—ﬁ—beimp ou bien V(%) cF,.
2 Yys — TS - b

Démonstration : Posons N = (z,y). Remarquons d’abord que d’apres (37) et le fait
que N et S ne soient pas dans E;(K), les éléments

dxs
xrs, Ys, T, Y, yS_T_b et xs_)\v
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sont dans A,. Par ailleurs, on a 7(/V) = 7(5). On a donc les égalités

(38) v(z) =v(rs) et v(y)=wv(ys).

1) Supposons (3 = 0. Il résulte des hypotheses faites que N appartient a 'ouvert U.
Par suite, on a u(N) = £ (formule (6)). Supposons que zg ne soit pas dans 9, i.e. que
v(zg) # 0. D’apres (38), on a v(x) # 0 et

/(5= (2)

Puisque u(N) est dans Q N Ay, on a V<d> € F,, d’oli notre assertion.

2) Supposons (3 # 0.

2.1) Supposons que N soit dans U. Dans ce cas, u(N) est donné par la formule (18).
Sil'on a
dl’s

yS_T_bgmpv

alors, d’apres (38), y — %’“‘ — b n’est pas non plus dans M,. Le fait que u(N) soit dans
QN A, entraine, comme ci-dessus, le résultat.

2.2) Si N n’est pas dans U, on a N € {—Ml, My, Ms, Mg}. Puisque u(Ms) et u(Ms)
ne sont pas dans Q, on a en fait N = +M;. Si N = M;,onay = de + b, et d’apres (38),
Ys — d% —best dans M,. Si N = —M;, onaz =\ douv(zs —A) =0, ce qui entraine
de nouveau le résultat. D’ou le lemme.
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Appendice 2. Méthode de Chabauty elliptique

Soient K un corps de nombres contenu dans C et A 'anneau d’entiers de K. On
considere des éléments a, b, c et d de A et 2 /K la quartique affine d’équation

(1) v? =au' +bud +cu? +dute avec e=0oue=1.

Comme dans I'appendice 1, on suppose que a est non nul et que & est lisse. Les points (0, €)
et (0,—e) appartiennent a Z(K). Dans la démonstration du théoréme 2 de ce chapitre,
on est confronté au probleme suivant :

Probléme. Comment déterminer tous les points (u,v) € P(K) tels que u € Q ?

Ce probléme est facile si Z(K) est fini. Dans le cas ou Z(K) est infini, on utilise la
méthode dite de Chabauty elliptique, qui permet parfois la détermination complete de
ces points. Cette méthode a déja été présentée dans de nombreux travaux. On pourra a
ce sujet consulter par exemple [Fl1], [Brul], [FI-We] et [Du]. L’objectif de cet appendice
est d’exposer la démarche que ’on suivra dans son utilisation.

1. Reformulation du probléme

D’apres I'étude faite dans ’appendice 1, la quartique & est birationnellement équi-
valente a la courbe elliptique F/K d’équation de Weierstrass

(2) y2 =2 + a2 + asz + ag,

a coefficients dans A, qui est définie par les formules (3) et (11) de loc. cit., suivant que e
soit 0 ou 1. Afin de résoudre notre probleme, on est ainsi amené a déterminer les points
N € E(K) tels que

u(N) € Q,
ol u : E — P! est la fonction sur E définie dans le paragraphe 3 de 'appendice 1.

Rappelons que sur des ouverts de E convenables, si N = (z,y) est un point de F(K) a
distance finie, on a

La détermination des points N € E(K) tels que u(N) € Q est simple si le rang r de F(K)
est nul, car dans ce cas il est facile d’expliciter F(K) et donc aussi Z(K). Sil'onar > 1,
on utilise des arguments de nature locale que 'on a va présenter maintenant.
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2. Groupe formel associé a FE
Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, on pourra par exemple consulter le chapitre
IV de [Sil] ainsi que [F1-We].
Soient p un nombre premier impair et p un idéal premier de A au-dessus de p. On
suppose que les deux conditions suivantes sont satisfaites :
1. T’idéal p est non ramifié ;
2. la courbe elliptique E/K a bonne réduction en p.
Soient K, le complété de K en p, A, son anneau de valuation, M, l'idéal maximal de
Ay. On pose k = A, /9, ; c’est une extension finie de [F,,. Notons v la valuation p-adique
de Kj normalisée par v(K,) =Z : on a v(p) = 1. Une cloture algébrique Q, de Q, étant
choisie, on identifie K, avec I’extension finie non ramifiée de @, contenue dans @p dont
le degré sur Q, est celui de & sur [F,. On identifie par ailleurs K a un sous-corps de K.

2.1. Développements formels

Le changement de variables

(4) z2=—— et w=——,
conduit au nouveau modele de E :
(5) w = 2° + ap2?w + agzw? + agw®.

Dans 'anneau des séries formelles A[[z]], il existe une unique série formelle w vérifiant
'égalité (5). On a

(6) w= 2"+ a2’ + (a3 + aq)2” + (a3 + 3azaq + ag)2” + O(z').

En posant

z
r=— et y=-——,
w w

on obtient dans le modele (2) = et y comme série de Laurent de z & coefficients dans A,

1
(7) T= 5 —ay - asz® — (azas + ag)z* + O(2°%),
1 a
(8) y=-23 + ?2 + agz + (aza4 + ag)2® + (a%a4 + 2aqa6 + ai)z5 + 0(27).

Le couple (z,y) est alors un point de E rationnel sur le corps K((z)). Soit S = (xgs,ys)
un point de E(Kp) vérifiant I’équation (2) tel que xg et ys soient dans A,. On peut
considérer le nouveau point de E rationnel sur K,((2)) :

M =5+ (z,y).
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En posant M = (x5, ynr), la formule d’addition sur E conduit a des développements en
série de x s et yps en fonction de z a coefficients dans Ay,

(9) Ty = x5 + 2ysz + (305 + 2a0xs + ag)z? + O(2%),
(10) Yym = Ys + (39&% + 2asxs + a4)z + 2ys(3xs + az)z2 + 0(23).

2.2. Loi de groupe formelle
On dispose d’une loi de groupe formelle § associée au modele (2) de E sur K. C’est
une série formelle en deux indéterminées zq, zo a coeflicients dans A et 'on a

(11) §(z1,22) = 21 + 22 — agz122(21 + 22) + des termes de degré > 5.

On notera log et exp le logarithme et l’exponentielle associés a §. Ce sont deux séries
formelles de K, [[2]] réciproques I'une de l'autre, que l'on peut écrire sous la forme

o p
log = E 22" et exp= E —7: z",
n n!
n>1 n>1

ou les «y,, 3, appartiennent a A. On a

2
2
(12) log =2+ 9254 aQ-l——a425

7

2a3 — 6
(13) exp = z — 6;—2 3 %25—1—0(,27).

2.3. Groupe formel associé a E/K,

En prenant pour z; et 2z des élément de 9, la série (11) est convergente & valeurs
dans 9M1,. Le groupe formel associé a E/K, est le groupe, parfois noté § (,‘Jﬁp), ayant pour
ensemble sous-jacent 91, et dont la loi interne @ est définie pour tout 2y, 2o € M, par

(14) 21 @ 22 = §(z1, 22).

De méme, si z est un élément non nul de M, les séries (7) et (8) sont convergentes dans
K,. On obtient ainsi une application

p: My — E(Kp),
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définie pour tout z non nul dans M, par

(15) p(2) = (2(2),¥(2)),

ol z(z) et y(z) sont les éléments de K, définis par les égalités (7) et (8).

Soit E la courbe déduite de E par réduction. D’apres la condition 2, E est une courbe
elliptique définie sur k. Soient
T E(Kp) — E(k),

le morphisme de réduction et F; (K p) son noyau. L’application ¢ réalise un isomorphisme
de groupes
p §(Mp) = By (Ky),

de § (Smp) sur Fy (K p). L’application réciproque
Pt By (Kp) = (M)

associe & tout point & distance finie P = (z,y) € E1(K,) 1'élément

x
(16) Z2(P)=——¢€M,.

Y
On dira que z(P) est la z-coordonnée de P. Si P, P’ sont dans E;(Ky), on a donc (cf.
(14))
(17) 2(P+ P') =F(2(P),2(P").

D’apres la condition 1 et 'inégalité p > 3, pour tout z € M, les séries log et exp sont

convergentes dans 91,. On notera log(z) et exp(z) leurs sommes. Le logarithme induit un

isomorphisme de groupes de § (i)ﬁp) sur M, et I'isomorphisme réciproque est donné par
I'exponentielle. Pour tout z € 9, on a les congruences

(18) log(z) = z = exp(z) mod. p*Tv),

En effet, il suffit de prouver que si n est un entier > 2, on a

Zn
’U(ﬁ) >wv(z) + 1,

n—1
2
Par ailleurs, pour tout point P € F; (Kp) et tout entier n € Z, on a

ce qui résulte de I'inégalité

v(n!) <

(19) z(nP) = exp (n log(z(P))>.
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Etant donnés un entier k > 1, des points Py, -+, P, € F; (Kp) et des entiers nq,---,ng,
on en déduit 1’égalité

(20) z(é niPi) ~ oxp (é n; log(z(Pi))).

2.4. Le Zp-module E; (Kp)

L’application z — log(z) réalise un isomorphisme de groupes de § (smp) sur M,. On
en déduit que § (zmp) est muni d’une structure de Z,-module telle que cette application
soit un morphisme de Z,-modules : elle est donnée par la formule

n.z = exp(nlog(z)) pour n€Z, et z € F(M,).

Par ailleurs, les groupes § (E)ﬁp) et B, (Kp) sont isomorphes via l’application ¢. Il en
résulte l'existence d’une structure de Z,-module sur E;(K,) telle que l'on ait

n.z(P) = z(nP) pour n € Z,et P e E(K,).
On a ainsi ’égalité
(21) z(nP) = exp(n log(z(P))> pour n €Z,et Pe Ei(K,),
et la formule (20) est alors valable en prenant pour les n; des éléments de Z,,.
2.5. La projection 7 : K;‘ — k*

Soit n : Ky — k* I'application de K dans k* définie par

(22) 1) =

pv(m) mod. M.

C’est un homomorphisme de groupes surjectif de K, sur k*. L’objectif de ce paragraphe
est de préciser quelques propriétés de 1 que 1'on utilise dans le chapitre IV.

Soient x et 2’ deux éléments de Ky . On pose

x x ,

— / —
y=x+, W—u, W—u

1) Siv(z) <wv(z'), on an(y) = n(x).
En effet, on a 1’égalité



On a 77(1 —l—pv(ml)’“(x)%) =1, d’ou 'assertion.

2) Supposons n(z) + n(z’) # 0. Vérifions que 'on a

(23) y#0 et n(y) € {n(@)n@),n@) +n@)}.

On a y # 0, sinon n(z) = n(—2') = —n(a’), ce qui n’est pas. Par ailleurs, on peut
supposer d’apres 'alinéa 1) que v(x) = v(z’). On a alors v(y) = v(x). En effet, 'inégalité
v(y) > v(x) conduit a

n(z) +n(z') = ﬁ mod. M, = 0.

On obtient ainsi n(y) = n(z) + n(z’). D’ou la condition (23).

3) Supposons que x soit dans Qy. Vérifions que n(z) appartient a ;. Il existe un
entier a compris entre 1 et p — 1 et b € I, tels que

u=a-+b.

On a n(u) = n(z) et d’apres 1), n(u) = n(a) € F,, d’ott I'assertion.

4) Soit z un élément non nul de M,. On a

(24) n(log(z)) = n(z) = n(exp(z)).

Ces égalités résultent de 1) et des congruences (18).

5) Soient P € Ey(K,) et m € Z, tels que mP soit non nul. On a

(25) n(z(mP)) = n(m)n(z(P)).

D’apres (21) et (24), on a

n(z(mP)) = n(exp(mlog(z(P)))) = n(mlog(z(P))),
d’ou
n(z(mP)) = n(m)n(log(=(P)) ) = n(m)n(=(P)),
puis I’égalité (25).
3. Méthode de Chabauty elliptique

Cette méthode consiste, dans sa généralité, & majorer le nombre de points (u,v) de
P2(K) tel que u soit dans Q. Les points (0, e) et (0, —e) de Z(K) réalisent cette condition.
En pratique, on dispose parfois d’autres points «évidents» (u,v) € Z(K) tels que u soit
dans Q. Si le majorant obtenu coincide avec le nombre de points déja connus sur Z(K)
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possédant cette propriété, le probleme du début est alors résolu. On va décrire ici cette
méthode et présenter les étapes que ’on suivra dans la démonstration du théoreme 2.
Premiere étape
Le groupe FE(K) est de type fini. La premiére étape consiste a déterminer :

1. le sous-groupe de torsion de F(K) ;
2. lerang r de F(K) ;
3. un systéme de r points (Ny,- -+, N,) de E(K) qui sont Z-linéairement indépendants.
Cette étape est en général difficile a réaliser. Il existe néanmoins des algorithmes,
implantés par D. Simon sur le logiciel de calculs PARI, qui permettent parfois cette déter-
mination (cf. [Sim]). Il est important de noter que, tout au moins pour les applications
que l'on a en vue, il est inutile de se préoccuper de savoir si le systeme (Ny,---, N,)
forme ou non une base de F(K) modulo son sous-groupe de torsion. Par ailleurs, dans

les situations rencontrées dans ce chapitre, on a toujours r < 2. Cela étant, la suite de ce
paragraphe est valable pour r quelconque.

Deuxieme étape
On suppose qu’il existe un nombre premier p > 3 tel que :

4. p ne divise pas le discriminant de K ;

5. il existe un idéal premier p de A au-dessus de p dont le degré résiduel f sur p vérifie
I'inégalité

(26) r< f—1.

6. La courbe elliptique F/K a bonne réduction en p.

Soit K, le complété de K en p, A, son anneau de valuation et k£ le corps résiduel.
On conserve les identifications faites au début du paragraphe 2. Soient E une cloture
algébrique de F, et £ un élément de F, tel que k = F,(£). Si T € A, est un relevement de

& on a
L’anneau A, est un Zy,-module libre de base (1, T, ,Tffl).

La courbe elliptique E a bonne réduction sur K. Soient E la courbe elliptique sur
k déduite de E par réduction et

T E(Ky) — E(k)

le morphisme de réduction. Soit E;(K) I'intersection du noyau de 7 avec F(K). L’objectif
de cette étape est alors d’expliciter un systéme de représentants de F(K)/F;(K) qui
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contient O. Il est facile d’obtenir un tel systeme de représentants pour peu que 1’on sache
démontrer, si tel est le cas, que {Nl, e ,Nr} est une base de E(K) modulo son sous-
groupe de torsion. On procede ici autrement : on consideére le sous-groupe G de E(K)
engendré par son sous-groupe de torsion et {Nl, e ,Nr}. Notons h l'indice de G dans

E(K) et supposons que la condition suivante soit satisfaite :
7. h est premier avec Uordre de E(k).

Cette condition est souvent réalisée en pratique, et est toujours vérifiée dans les applica-
tions que 'on a en vue. Elle implique le résultat suivant :

Lemme 1. On an(G) = n(E(K)).

Démonstration : I’application 7 induit un morphisme de groupes surjectif de E(K)/G
sur m(E(K))/7(G). En particulier, I'indice de m(G) dans m(E(K)) divise h. Par ailleurs,
W(lZ(K)) étant un sous-groupe de E(k), 'indice de 7(G) dans 7(E(K)) divise aussi lordre
de E(k). La condition 7 entraine alors le résultat.

Pour tout i entre 1 et r, notons ensuite m; l'ordre de 7(NN;) et posons
(28) Qi = m;N;.

Les points @); appartiennent a F1 (K ). Soit & le sous-ensemble de F(K) formé des points
qui s’écrivent sous la forme

-
T+ kN,
i=1
ou T est un point de torsion de E(K) et ou les k; sont des entiers tels que
m;

Jrr<m<[F]

3
2

11 résulte alors du lemme 1 que tout point N de E(K) s’écrit sous la forme :
(29) N=S+P ou SeBetPeckE(K).

Cette condition permet alors d’expliciter un systeme de représentants comme souhaité.
Dans certaines situations favorables, on constate qu’il existe un sous-ensemble &’ de E(K)
tel que 7 induise une bijection de &’ sur E (k) ; on obtient alors directement un tel systéeme
de représentants et 'on évite ainsi de vérifier la condition 7.

Signalons que dans les situations rencontrées au cours de la démonstration du théore-
me 2, on considere toujours le nombre premier p = 3.

Troisieme étape

Comme on le signalait au paragraphe 1, on est amené pour résoudre notre probleme
a déterminer les points N € E(K) tels que u(NV) soit dans Q. On connait en pratique un
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certain ensemble P formé de points «évidents» de E(K) ayant cette propriété qui sont
en fait implicitement liés a la situation considérée. Notre objectif est de démontrer, si tel
est le cas, qu’il n’y en a pas d’autres.

Considérons pour cela un point N € E(K) qui n’appartienne pas & notre ensemble
P dont on dispose a priori. On suppose, ce qui n’est pas restrictif, que N appartient a
louvert U de E défini aux paragraphes 1.2 et 2.2 de 'appendice 1. La valeur de u(NV) est
alors donnée par la formule (3). Il s’agit de prouver si possible que u(N) n’est pas dans
Q.

1) Le lemme 10 de 'appendice 1 apporte déja une contrainte sur les éventuels points
S € & pour lesquels, N s’écrivant sous la forme (29), u(N) appartient & Q. En tenant
compte du fait que la fonction w est invariante par l'involution hyperelliptique (lemme 9
de l'appendice 1), cela permet de remplacer & par un ensemble Gy contenant O, qui est
en pratique strictement contenu dans &. On a alors :

(30) N=S+P o Se6yetPeckE(K).

On peut supposer de plus que N n’est pas dans &g, auquel cas P est non nul.

2) Posons z = z(P) et N = (z,y). Pour chaque point S € &g, on exprime u(N) ou
1/u(N) a partir de la formule (3), en série entiere de z. Dans le cas ou S est non nul
cela est possible pour peu que certaines conditions soient satisfaites par S. On obtient ces
développements comme suit :

2.1) supposons S = O. On a alors N = P € F;(K) et I'on dispose des développe-
ments en série de Laurent de x et y en fonction de z donnés par les formules (7) et (8).
On peut ainsi développer u(N) en série :

(31) u(N) = Z vpz'" ol vy, € Ap.
n=1

On vérifie que 'on a
(32) w(N)=—2zmod. 22 si e=1 et u(N)=dz?mod. 2> si e=0.

2.2) Supposons S # O. Posons S = (g, ys) et notons v la valuation p-adique de K.
On suppose que 'une des conditions suivantes est réalisée :

8. onae=1 ainsiquev(xg—k):0ouv<y5—meS—b> =0;
9. onae=1,85= M (lemme 2 de 'appendice 1) et v(3z% + 2a2xs + as — dys) =0 ;
10. onae=0 et v(zg) =0.

En utilisant les formules (9) et (10), on obtient alors un développement de la forme :

(33) u(N) ou - &V) =Y g
n>=0
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ou les p, sont dans A,. Dans le cas simple o e =0 on a

_d 2ysz

) mod. 2.
s

3) Soient H le sous-groupe d’indice fini de E;(K) engendré par {Ql, e ,QT} et T
le sous-IF-espace vectoriel de k engendré par les n(2(Q)) ou Q € H\{O}.
Dans certains cas favorables, la connaissance d'une IF-base de I' ainsi que celle des pre-
miers coefficients des développements en série entieres de u(N), suffit pour démontrer di-
rectement que n(u(N )) n’appartient pas a ), ce qui entraine alors la conclusion souhaitée.
Illustrons ce propos a travers un exemple typique. Supposons pour cela que la condition
suivante soit satisfaite :
11. Vintersection de F;(K) et du sous-groupe de torsion de E(K) est réduite a {O}

On a alors ’énoncé suivant :
Lemme 2. Pour tout point R € Fy(K) non nul, I'élément 1(z(R)) appartient a T'.

Démonstration : Soit R un point non nul de E;(K). Puisque H est d’indice fini dans
E1(K), il existe un entier n non nul tel que nR appartienne a H. D’apres la condition 11,
on a nR # O et il résulte alors de la formule (25) que 'on a

n(z(nR))

() el

n(z(R)) =

Dans le cas particulier ou 'on a S = O et e = 1, il est alors facile de conclure si la
condition suivante est réalisée :

12. L’élément 1 n’appartient pas a I'.
En effet, on a u(N)z # 0 et d’apres (32) on a ’égalité :

(34) n(u(N)) = —2n(z).
On déduit alors du lemme 2 que 7n(u(N)) n’est pas dans F}; et ainsi u(N) n’est pas dans
Q.

La plupart des cas auxquels on est confronté dans la démonstration du théoreme 2
se traitent en fait suivant cette idée en utilisant le lemme 2, a des modifications mineures
pres qui correspondent au choix de S. Toutefois, on est amené dans cette démonstration
a l’étude de certains cas pour lesquels la condition 12 n’est pas réalisée. Comme il est
classique dans la méthode de Chabauty elliptique, il nous faut alors examiner les zéros
communs éventuels de certaines séries formelles a coefficients dans Z,.

Rappelons plus précisément en quoi cela consiste. Considérons un point quelconque
S € G pour lequel les arguments présentés ci-dessus ne permettent pas de conclure. On
construit alors f séries formelles

Qg)ezp[[le”'?Xr]] .j:Ov"'7f_17
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telles que le coefficient de X fl x -Xﬂ'f converge vers 0 quand j; + - - - + j, tend vers plus
qu), avec 1 < 7 < f—1, correspondent aux éventuelles

possibilités que u(N) soit dans Q. La condition (26) sert en fait & assurer qu’il y a au

Iinfini, et que les zéros dans Z;, de @

moins autant d’équations @g) = 0 que de variables.
Indiquons comment construire ces séries formelles. On suppose pour cela que la condition
suivante est satisfaite :

13. L’indice de H dans F;(K) est premier a p ;

Dans ce cas, il existe un entier n, non divisible par p, tel que nP appartienne a H.
En utilisant la structure de Z,-module de E;(K), on en déduit l'existence d’éléments
ni,---,n, de Z, tels que l'on ait :

=1

Pour tout ¢ entre 1 et r, posons z; = 2(Q;). On a I’égalité (cf. 2.4) :

(36) 2 = exp (Z; ilogz) ).

Remarque. Si r =1 et p = 3, on vérifie que 1'on a

3 (log(zl))3

z = nqlog(z1) — agny 3 mod. 3z},
ce qui conduit a la congruence
2 A 3 3
(37) 2= |21+ az |n1—az o0y mod. 3z7,

et I'on obtient ainsi z modulo 3* (au moins).

En utilisant (31) ou (33) ainsi que (36), on constate qu’il existe des éléments aj;,...;,.
qui appartiennent a A, tels que

(38) (aj,...5,) converge vers 0 quand j; + - - + j, — +00,
et que
1 J1 Jr
(39) u(N) ou m = Z Qjy-5r T Ty
jl,"',jr>0
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En décomposant les éléments a;, ..., dans la base (1, T, ,Tf_l) de A, sur Z,, on obtient
ainsi f séries formelles

(I)g)(Xl,"er)GZP[[X17"'7XT]] j:O,"',f_L

telles que le coefficient de X{l .- X7 converge vers 0 quand j; + ---j, tend vers plus
I’infini, et que

(40) U(N) ou :(I)gn +q)g)7++(1)gf_1)Tf—l7

u(N)
ou @gj) = @g)(nl, -+, n,). On en déduit que si u(N) appartient & Q, on a
(41) ®9 =0 pour j=1,---,f—1

On est ainsi amené a examiner les zéros communs dans Z; des f — 1 séries formelles

(bg)(Xl, .-+, X,) pour j compris entre 1 et f — 1. En connaissant ces séries modulo une
puissance de p assez grande, on peut alors parfois démontrer qu’il n’existe pas de tels
zéros, auquel cas on déduit que u(N) n’est pas dans Q. La situation rencontrée a ce sujet
dans la démonstration du théoreme 2 est assez simple, car on démontre directement qu’il
n’existe pas de zéros communs a ces séries modulo la puissance de p considérée.

194



Bibliographie

[At-Le] A.O.L. Atkin et J. Lehner, Hecke operators on I'o(N), Math. Ann. 185 (1970),
134-160.

[Be-Sk] M. A. Bennett and C. M. Skinner, Ternary diophantine equations via Galois
representations and modular forms, & paraitre dans la revue Canad. J. Math. (2003).

[Beu] F. Beukers, On the generalized Ramanujan-Nagell equation. I, Acta Arith. 38
(1981), 389-410.

[Bi-Ku] B. J. Birch and W. Kuyk, editors, Modular functions of one variable IV, Lecture
Notes in Math. 476, Springer-Verlag, (1975).

[Br-Co-Di-Ta] C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond, R. Taylor, On the modularity of elliptic
curves over Q: wild 3-adic exercises, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), 843-939.

[Brul] N. Bruin, Chabauty methods and covering techniques applied to generalised Fer-
mat equations, PhD Leiden University, Niederland, (1999).

[Bru2] N. Bruin, ALGAE Package and documentation, (2001), disponible & l’adresse
http ://www.cecm.sfu.ca/ bruin/#Software

[Bu] Y. Bugeaud, On the diophantine equation x? — 2™ = 4y", Proc. Amer. Math. Soc.
125 (1997), 3203-3208.

[Ch] C. Chabauty, Sur les points rationnels des courbes algébriques de genre supérieur a
I'unité, C.R.A.S. 212 (1941), 882-885.

[Col] J.H.E. Cohn, The diophantine equation x? + 3 = y™, Glasgow Math. J. 35 (1993),
203-206

[Co2] J.H.E. Cohn, The diophantine equation #2+C = y™, Acta Arith. 65 (1993), 367-381

[Crl] J. E. Cremona, Algorithms for modular elliptic curves, Second edition, Cambridge
University Press (1997).

[Cr2] J. E. Cremona, Elliptic curves data, disponible a I’adresse
http://www.maths.nott.ac.uk/personal /jec/ftp/data/

[Cr-Si] J. E. Cremona et S. Siksek, On the diophantine equation 2% +7 = y™, Acta Arith.
109 (2003), 143-149.

[Dal] H. Darmon, The equations 2™ + y™ = 2% and 2" + y™ = 23, Intern. Math. Research
Notices 10 (1993), 263-274.

195



[Da2] H. Darmon, Serre’s Conjectures, Canadian Math. Society, Conference proceeding,
Volume 17, 1995.

[Da-Gr] H. Darmon and A. Granville, On the equations 2™ = F(z,y) and AzP + By? =
Cz", Bull. London Math. Soc. 27 (1995), 513-543.

[Da-Me| H. Darmon et L. Merel, Winding quotients and some variants of Fermat’s Last
Theorem, J. reine angew. Math. 490 (1997), 81-100.

[Di] F. Diamond, On deformation rings and Hecke rings, Ann. of Math. 144 (1996), 137-
166.

[Du] S. Duquesne, Rational points on hyperelliptic curves and an explicit Weierstrass
preparation theorem, Manuscripta Math., 108 (2002), 191-204.

[F1] E.V. Flynn, A flexible method for applying Chabauty’s theorem, Compositio Math,
105 (1997), 79-94.

[F1-We| E.V. Flynn et J.L. Wetherell, Finding rationnal points on bielliptic genus 2 curves,
Manuscripta Math. 100 (1999), 519-533.

[Fr] G. Frey, Links beetween stable elliptic curves and certain diophantine equations, Ann.
Univ. Sarav. Ser. Math. 11 (1986), 1-40.

[Had] T. Hadano, On the conductor of an elliptic curve with a rational point of order 2,
Nagoya Math. J. 53 (1974), 199-210.

[Ha-Kr-1] E. Halberstadt et A. Kraus, Sur les modules de torsion des courbes elliptiques,
Math. Ann. 310 (1998), 47-54.

[Ha-Kr-2] E. Halberstadt et A. Kraus, Courbes de Fermat : résultats et problemes, J.
reine angew. Math. 548 (2002), 167-234.

[Ha] E. Halberstadt, manuscrit (2003).

[Iv] W. Ivorra, Sur les équations aP + 2°yP = 22 et aP + 2°yP = 222, Acta. Arith. 108
(2003), 327-338.

[Ke] M. A. Kenku, On the number of Q-isomorphism classes of elliptic curves in each
Q-isogeny class, J. Number Theory 15 (1982), 199-202.

[Krl] A.Kraus, Sur le défaut de semi-stabilité des courbes elliptiques a réduction additive,
Manuscripta Math. 69 (1990), 353-385.

[Kr2] A. Kraus, Détermination du poids et du conducteur associés aux représentations
des points de p-torsion des courbes elliptiques, Dissertationes Math. 364 (1997).

[Kr3] A. Kraus, Sur I'équation LaP + bP = c?, Huitiemes rencontres arithmétiques de
Caen, 6-7 juin 1997.

196



[Kr4] A. Kraus, Majorations effectives pour 1’équation de Fermat généralisée, Can. J.
Math. 49 (1997), 1139-1161.

[Kr5] A. Kraus, Sur I'équation a® + b> = cP, Ezperiment. Math. 7 (1998), 1-13.

[Kr6] A. Kraus, Une question sur les équations 2™ — y™ = Rz"™, Compositio Math. 132
(2002), 1-26.

[Kr-Oe] A. Kraus et J. Oesterlé, Sur une question de B. Mazur, Math. Ann. 293 (1992),
259-275.

Le] M. Le, Diophantine equation z% 4 2™ = y™, Chinese Sci. Bull. 42 (1997), 1515-1517.

[Les] J.-L. Lesage, Différence entre puissances et carrés d’entiers, J. Number Theory 73
(1998), 390-425.

[Li] G.Ligozat, Courbes modulaires de genre 1, Bull. Soc. Math. France. Mém. 43, (1975).

[Lo-Ro-Si] P. Lockhart, M. Rosen et J. H. Silverman, An upper bound for the conductor
of an abelian variety, J. Algebraic Geometry 2 (1993), 569-601.

[Ma] B. Mazur, Rational Isogenies of prime degree, Invent. Math. 44 (1978), 129-162.

[Magma] The Magma Computational System, disponible & ’adresse
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/

[Me-Oe] J.-F. Mestre et J. Oesterlé, Courbes de Weil semi-stables de discriminant une
puissance m-iéme, J. reine angew. Math. 400 (1989), 173-184.

[Mi] M. Mignotte, A corollary to a theorem of Laurent-Mignotte-Nesterenko, Acta. Arith.
86 (1998), 101-111.

[Mom| F. Momose, Rational points on the modular curves Xs,+(p), Compositio Math.
52 (1984), 115-137.

[Mor] L.J. Mordell, Diophantine equations, Academic Press, London, (1969).

[Ogl] A.P. Ogg, Abelian curves of 2-power conductor, Proc. Camb. Phil. Soc. 62 (1966),
143-148.

[Og2] A. P. Ogg, Abelian curves of small conductor, J. reine angew. Math. 226 (1967),
205-215.

[Pa] I. Papadopoulos, Sur la classification de Néron des courbes elliptiques en caractéristi-
que résiduelle 2 et 3, J. Number Theory 44 (1993), 119-152.

[Pari] C. Batut, D. Bernardi, K. Belabas, H. Cohen et M. Olivier, User’s guide to PARI-
GP (version 2.0.12), Lab A2X, Université de Bordeaux I, Bordeaux (1998).

[Po] B. Poonen, Some diophantine equations of the form z™ + y™ = 2™, Acta Arith. 86
(1998), 193-205.

197



[Ri] K. Ribet, On modular representations of Gal(Q/Q) arising from modular forms,
Invent. Math. 100 (1990), 431-476.

[Sel] J.-P. Serre, Propriétés galoisiennes des points d’ordre fini des courbes elliptiques,
Invent. Math. 15 (1972), 259-331.

[Se2] J.-P. Serre, Sur les représentations modulaires de degré 2 de Gal(Q/Q), Duke Math.
J. 54 (1987), 179-230.

[Se3| J.-P. Serre, Travaux de Wiles (et Taylor,...), Partie I, Astérisque 237 (1996), Sémi-
naire Bourbaki 803, 1994-95.

[Set] B. Setzer, Elliptic curves of prime conductor, J. London Math. Soc. 10 (1975), 367-
378.

[Sil] J. H. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Curves, GTM 106 Springer, 1986.

[Si2] J. H. Silverman, Computing heights on elliptic curves, Math. Comp. 51 (1988),
339-358.

[Sim| D. Simon, Programme de calcul du rang des courbes elliptiques dans les corps de
nombres, disponible a ’adresse
http://www.math.unicaen.fr/ simon/

[St] W. Stein, Modular forms database, disponible & I’adresse
http://modular.fas.harvard.edu/Tables/

[Ta] J. Tate, Algorithm for determining the type of a singular fiber in an elliptic pencil,
in Modular Functions of One Variable IV, Lecture Notes in Math. 476 (1975), 33-52.

[Vel] J. Vélu, Courbes elliptiques sur Q ayant bonne réduction en dehors de 11, C. R.
Acad. Sci. 273 (1971), 73-75.

[Ve2] J. Vélu, Isogénies entre courbes elliptiques, C. R. Acad. Sci. 273 (1971), 238-241.

[Wi] A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem, Ann. of Math. 141
(1995), 443-551.

198



Résumé :

Le sujet principal de cette these concerne 'étude des équations diophantiennes ter-
naires de type (p,p,2). Pour cela on utilise la méthode modulaire et la méthode de
Chabauty. Dans le chapitre I, on étudie les équations xP + 28yP = 22 et xP + 20yP = 222
et I'on déduit de cette étude des résultats concernant les équations 2 — 2™ = y" et
222 — 1 = y™. Dans le chapitre II, on détermine toutes les classes de Q-isomorphismes de
courbes elliptiques définies sur Q ayant au moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Dans
le chapitre III, on donne des résultats concernant les équations azP +by? = cz? dans le cas
ou ab est de la forme 2™¢™ avec ¢ nombre premier impair. Enfin dans le chapitre IV, on
donne des résultats concernant I’équation zP + y? = cz? dans le cas ol p € {7,11,13,17}
et ¢ ne possede pas de diviseurs premier impair congru a 1 modulo p.

Mots-clefs : équations diophantiennes, courbes elliptiques, méthode modulaire, méthode
de Chabauty.

Abstract :

The main subject of this thesis is the study of ternary diophantine equations of
signature (p, p,2). At this aim, we use the modular method and the Chabauty’s method.
In chapter I, we study the diophantine equations 2? +2°%y? = 22 and 2P +2°y? = 22%. From
this study, we deduce new results about the equations 2 — 2™ = y" and 22°? — 1 = y".
In chapter II, we find, up to Q-isomorphism, all the elliptic curves defined over Q having
at least a point of order 2 rationnal over QQ. In chapter III, we give some results about
the equation ax? + byP? = cz? in the case where ab is of the form 2"¢™ with ¢ an odd
prime number. In chapter IV, we study the equation z? — y? = cz? in the case where
p € {7,11,13,17} and ¢ do not have a prime divisor ¢ satisfying £ = 1 mod. p.

Key words : diophantine equations, elliptic curves, modular method, Chabauty method




