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UNE ALGÈBRE ASSOCIÉE 
AUX PROBLÈMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES 

par Louis BOUTET de MONVEL 

Nous nous proposons de décrire une méthode d'étude des problèmes aux li-
mites elliptiques. Classiquement, il s'agit de résoudre un système d'équations : 

Pf = g dansZ 
(D 

Bjf = Uj sur bX 
où X est une variété à bord, de bord bX, P est un opérateur différentiel ellip-
tique sur X, et les Bj sont des opérateurs différentiels. 

Sous cette forme, le problème a été étudié par de très nombreux auteurs, 
et finalement résolu dans le cas le plus général par Agmon, Douglis et Niren-
berg (1959). 

On peut généraliser le problème en remplaçant l'opérateur P de (1) par un 
opérateur pseudo différentiel : ce nouveau problème a été étudié et résolu par 
Visik et Eskin dans une série d'articles commençant en 1964. 

Dans le même ordre d'idées, on a remarqué et utilisé le fait que sur le bord bX, 
les dérivées successives d'une solution de l'équation Pf=0 sont reliées entre 
elles par des opérateurs pseudo différentiels (Calderon, Seeley, Agranovitch -
Dynin, Hörmander). 

La théorie décrite ci-dessous rend bien compte de ces résultats. 

1. 
Afin d'éclairer ce qui suit, nous commençons par rappeler comment les opé-

rateurs pseudo différentiels (Calderon - Zygmund, 1952 ; Kohn - Nirenberg, 1965) 
permettent de décrire la situation quand il n'y a pas de bord. Ces opérateurs 
forment une algèbre, ie. P + Q ,P ° Q sont des opérateurs pseudo différentiels 
si P et Q en sont. En outre, ils donnent lieu à un calcul symbolique : si P est 
un tel opérateur, on définit son degré, puis son symbole (principal) o(P). 

a(P) est une fonction sur l'espace T*X des vecteurs cotangents non nuls (quand 
on a affaire à un système d'opérateurs, il est plus commode de l'interpréter comme 
un homomorphisme de fibres vectoriels sur T*X). o respecte l'addition et la mul-
tiplication ; et on a le résultat suivant : 

THEOREME. — P est elliptique 

équivant à : a(P) est inversible 
ou : P possède une parametrix de degré — deg P (i. e. il existe un opé-
rateur pseudo différentiel Q de degré - deg P tel que PoQ-\,QoP— \ soient 
des opérateurs à noyau C°°) 
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Ceci permet de rendre compte très agréablement de la théorie des opérateurs 
elliptiques. 

2. L'algèbre des opérateurs de Green 

Nous proposons maintenant de développer une théorie analogue pour les pro-
blèmes aux limites elliptiques. A cette fin, on introduit toute une classe d'opéra-
teurs : les opérateurs de Green. Un tel opérateurs! opère sur l'espace C°°(X) + C°(bX) 
(C°°(X) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables, dont toutes les 
dérivées ont une limite au bord). Il a une matrice : 

,PX + G K . 
(2) A=( X ) 

\T Q/ 

Nous commençons par décrire chaque terme de cette matrice. 
(a) Q est un opérateur pseudo différentiel sur le bord bX. 
(b) Px est défini comme suit : soit Y une variété voisinage de X, et P un opé-

rateur pseudo différentiel sur Y. Si / G C°°(X), on pose 

Pxf=P(f)/X 

où / est la fonction qui prolonge / par 0 hors de X (Pf/X est la restriction à X) 
L'opérateur Px ainsi défini n'est en générai pas continu : C°°(X) -* C°°(X), et 

pour qu'il le soit, il faut imposer à P une condition (transmission le long du 
bord bX) 
(Si X est le demi espace xn > dans Rn, et si P est défini par la formule 

Pf(x) = (2ir)-n Je** p(x, f) /(£) d% 

P vérifie la condition de transmission si son symbole p (x, £) et chacune de ses 
dérivées admet, pour chaque x du bord (xn = 0) et chaque f' fixés, un déve-
loppement asymptotique en puissances entières de fw quand f„ tend vers l'infini : 

PC*. * ' , * „ ) - 2 ak0c.t') £* 
k entier ^ — N 

(c) K (opérateur de Poisson) est continu : C°°(bX) -> C°°(X), de la forme 

Ku=P(uôbx)/X 

où P est un opérateur pseudo différentiel défini au voisinage de X, qui a comme 
ci-dessus la propriété de transmission, et Ô^x désigne une mesure de densité C°° 
sur le bord bX. 

(d) T (opérateur trace) est continu : C°°(X) -* C°°(bX), de la forme 

Tf = t QkiPxfl W 
i 

où les Qk sont des pseudo différentiels sur le bord, et les Pk comme dans (b) 
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(e) Enfin G (opérateur de Green singulier) est continu C°°(X) -* C°°(Z), de la 
forme 

G = t Kn Tn 
1 

où Kn, Tn sont deux suites à décroissance rapide d'opérateurs de Poisson (b—) 
(resp. trace, (c-)). 

Les opérateurs de Green forment une algèbre (autrement dit A + B, A o B 
sont des opérateurs de Green si A et B en sont). 

Il est commode de les généraliser un peu pour les faire opérer sur les sections C°° 
de fibres vectoriels. 

3. Calcul symbolique 

Si A est un opérateur de Green, on définit son degré, puis son symbole (prin-
cipal). En fait il y a deux symboles : 

- le symbole intérieur ox(A), qui est simplement le symbole de l'opérateur 
pseudo différentiel P qui intervient dans la définition de A (2.b) : ax(A) est 
donc une fonction (homomorphisme de fibres) sur T*X. 

— le symbole bord o%x(A). C'est un objet plus compliqué, et je me contente 
d'en donner une image grossière (et malheureusement pas tout à fait correcte 
si le degré de A est positif) : 

soit H = L2(R) l'espace des fonctions de carré sommable sur R. 
soit lt C H le sous espace des fonctions qui admettent un prolongement 

holomorphe (et pas trop grand) dans le demi plan complexe inférieur im K 0 
(lt est l'espace des transformées de Fourier des fonctions L2 portées par la 
demi droite positive). Enfin soit p+ la projection orthogonale sur Lt. 

Si / est une fonction bornée sur R, l'opérateur p+f (qui transforme </? G lt en 
P+(fo)) est continu : Jft -+ Jft. Si /et g sont continues sur R, y compris à l'infini, 
P+fg ~ P+fp+g est un opérateur compact : Ft -* t t . 

Soient E, E', F, F' quatre espaces vectoriels de dimension finie. Appelons 
opérateur de Wiener-Hopf un opérateur 

a: It x E + F-+H+ x E' + F' 
de matrice 

,P+f+g k 
(3) a=( ) 

v f q ' 
où / est une matrice à coefficients continus (y compris à l'infini), g est un opé-
rateur compact, k, t, q sont arbitraires (de rang fini). 

Le symbole bord o$x(A) fait correspondre à tout vecteur cotangent J' =£ 0 
sur le bord un opérateur de Wiener-Hopf a(£'). 

On a alors les résultats suivants : 

THEOREME - Les deux symboles ax, Ofa sont des "homomorphismes d'al-
gèbre" (autrement dit a (A + B) = o(A) + a(B) , o(A o B) = o(A) o o(B)) 
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THEOREME. — A est elliptique 

équivant à : ox(A) et o^x(A) sont inversibles 
ou : A possède une parametrix B de degré — deg A (i.e. Best un 
opérateur de Green de degré — deg A, et AB — 1, BA — 1 sont des opérateurs 
à noyau C°°) 

4. Indice d'un opérateur de Green elliptique. 

Le problème est de relier l'indice de A : x(A) = dim ker A — dim coker A 
à un invariant topologique du symbole de A. Je ne donne pas ici de formule, 
celle-ci demandant une construction trop longue de ^-théorie. Je me conten-
terai d'indiquer une méthode qui y conduit. 

(Px 0 \ 
— premier cas : A = [ 1 où P est un opérateur de degré 0, qui coïncide 

avec l'opérateur identité près du bord bX. L'opérateur A est alors bien décomposé : 
X(A) — yfj*x) + X(ö)> et chacun des deux indices x(Bx) » X(Q) est donné par la 
formule de Atiyah et Singer. 

— deuxième cas : appelons déformation de A une famille continue At (0 < t < 1) 
d'opérateurs de Green, avec A0 = A. Si A est un opérateur de Green elliptique, 
et si on peut déformer A en un des opérateurs du premier cas, il est encore pos-
sible de calculer son indice par la formule de Atiyah et Singer. 

— En général, il n'est pas possible de déformer A comme ci-dessus (même 
si son degré est nul, il y a une obstruction topologique à l'existence d'une telle 
déformation). On est alors conduit à introduire toute une collection d'opéra-
teurs B, pour lesquels on prouve directement x(B) = 0 (très grossièrement, ces 
opérateurs sont construits à partir de facteurs de l'opérateur qui correspond 
au problème de Dirichlet). On constate alors que pour tout A elliptique, il existe 
un B tel que A o B puisse être déformé comme ci-dessus. Ceci conduit tout 
naturellement à une formule de l'indice dans le cas général. 

Le problème aux limites classique (1) correspond à un opérateur de Green dont 
la matrice est une colonne. Dans ce cas, le calcul symbolique décrit ci-dessus 
redonne très simplement les résultats connus, y compris la formule de l'indice 
de Atiyah et Bott. 
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