
Fonctions L p-adiques 

BERNADETTE PERRIN-RIOU 

Université Paris-Sud 
Bât. 425, F-91405 Orsay Cedex, France 

Ce qui suit est une présentation d'un travail que l'on peut trouver dans [P92], [P93], 
[P94], [Pa], [Pb]. Le but principal est d'attacher à toute représentation p-adique 
galoisienne V: 

• un module de fonctions L p-adiques défini par utilisation de cohomologie 
galoisienne non ramifiée en dehors d'un nombre fini de places et de la théorie 
de Fontaine; 

• une fonction L p-adique lorsque V est la réalisation p-adique d'un motif M 
par interpolation des valeurs de la fonction L de M (conjecturalement); 

et de les relier (conjecturalement encore). 
Nous insistons ici sur l'étude locale préliminaire dans laquelle une sorte de lo-
garithme étendu aux modules d'Iwasawa locaux est défini et nous en tirons au 
passage quelques conséquences sur la continuité des logarithmes de Bloch-Kato. 

On fixe un nombre premier p impair. On fixe une clôture algébrique Q (resp. 
Qp) de Q (resp. Qp) et un plongement de Q dans Qp. Si K est une extension 
de Q (resp. de Qp) contenue dans Q (resp. dans Qp), on note GK le groupe de 
Galois de Q (resp. Qp) sur K. Si M est un G^-module topologique, on note 
^(K, M) = ^(GK^M) les groupes de cohomologie continue. 

1. Etude locale 

1.1. Exponentielle et logarithme de Bloch-Kato. 

1.1.1. Soit V une représentation p-adique de Gqp, c'est-à-dire un Qp-espace vec-
toriel de dimension finie d muni d'une action linéaire et continue de GQ , que 
l'on suppose cristalline; on note Dp(V) le y?-module filtré associé par la théorie 
de Fontaine: c'est un Qp-espace vectoriel de même dimension que V, muni d'un 
endomorphisme bijectif </? et d'une filtration FiPDp(V) décroissante, exhaustive 
et séparée: ainsi, Dp(V) = (Bcris (g) V)GQP (pour la définition des anneaux Bcris, 
BdR, Acris, voir [Bu]). 
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1.1.2. EXEMPLES, (i) Si Zp(l) est le module de Tate associé aux racines de l'unité 
d'ordre une puissance de p et V = Qp ®ZP(1), DP(V) est Qp, (p agit par multipli-
cation par p - 1 , la filtration est donnée par F i l - 1 Bp(V) = DP(V), Fil°Dp(V) = 0. 
On note Qp(k) = Qp(l)®fc si k > 0, = HomQp(Qp(-fc),(!2p) si k < 0. Si x est le 
caractère cyclotomique, l'action de Galois sur Qp(k) est donc donnée par xk-

(ii) Si V est la représentation p-adique associée à une variété abélienne de 
dimension g définie sur (Q)p et ayant bonne réduction, T)P(V) est essentiellement son 
module covariant de Dieudonné. La filtration est donnée par F i l - DP(V) = DP(V), 
Fil0 DP(V) de dimension g, Fil1 VP(V) = 0. 

(iii) Si X est une variété projective lisse définie sur QPi V = Qp ® Hl, (X). 
(iv) Si V est une représentation p-adique, on pose V(k) = V ® Qp(k). On 

identifie dans ce texte les Qp-espaces vectoriels DP(V) et Dp(V(k)), la lettre (p 
-désignant alors l'cndomorphismc de-Dp(T^)v 

1.1.3. On a la suite exacte de GQP-modules 

0 - > Q p - • B e r » ~ * Bcris © BdR/ F i l 0 BdR - • 0 ( 1 ) 

où la seconde application est donnée par b »—> ((1 — ip)b, b mod Fil0 A ì R ) . De plus, 
cette suite exacte est scindée en tant que suite exacte d'applications continues. 
Soit K une extension finie de Qp. En tensorisant la suite (1) par V et en prenant 
la suite exacte de cohomologie, on obtient la suite exacte 

0^H*(KîV)-+DP(V)K0 -> Bp(V)Ko®tv(K) 
-> H^K^^H^I^BcrisŒV) [Z) 

où KQ est la plus grande extension de Qp non ramifiée contenue dans K et 
Dp(V)Ko = KQ <8>Dp(V), où le if-espace vectoriel tv(K) = ((BdR/Fil° BdR) (g) 
V)GK = K ® ty avec ty = Dp(V)/Fil° DP(V) est appelé espace tangent de V sur 
K ;Dp(V)I<0 -> DpOOKo^ ty^ ) est donnée par 2 H-> ((l-<^)z,;cmodFii0Dp(y)). 
Bloch et Kato ont noté HJ(K, V) le noyau de Hl(K, V) -> ff^if, Scr i f l (8) V). La 
suite exacte (2) devient: 

0 - H°(K, V) -> Dp(y)X o -> DP(V>D © ty {K) -> ff}(üf, V) - 0 . (3) 

On appelle exponentielle de Bloch-Kato l'application ty(K) —> Hj(K, V) qui s'en 
déduit et on la note e x p y / r . Lorsque Dp(V)j£~ est nul, cette application est bi-
jective, on note alors logy^ l'application réciproque. 

1.1.4. EXEMPLES, (i) On a cp = 1 sur Dp(Qp), si Knr est la plus grande extension 
non ramifiée de K, on a HJ(K,QP) = RomZp(Gal(Knr/K),QP). On a tQp{1)(K) = 
K, Hl(K,Qp(l)) — Qp ® UK Où UK est le groupe des unités de K, l'exponentielle 
est l'exponentielle p-adique classique. 

(ii) Si V est attachée à une variété abélienne A ayant bonne réduction en p, 
Hl(K,V) est naturellement isomorphe à Qp ® A(K) par la théorie de Kummer 
sur la variété abélienne, l'espace tangent ty est l'espace tangent usuel et expyX 

l'application exponentielle classique. 
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(iii) Supposons que Fil°Dp(Vr) = 0 et que p~1 n'est pas valeur propre de 
ip sur DP(V)K0- Alors, l'application logyK est un isomorphisme de Hl(K,V) = 
H)(K, V) sur K (8)Dp(V). 

1.1.5. Le cup-prodmt induit une dualité ^(K^V) x i ï 1 (HT, 1^(1)) -> Qp où 
V*(l) = HomQp(V,Qp(l)).1 Bloch et Kato ont montré que le sous-espace vec-
toriel Hj(K,V) est l'orthogonal de Hj(K,V*(l)). D'autre part, dans la dualité 
naturelle BP(V) x Dp(V*(l)) —> Qp, le sous-espace Fil°Dp(V) est l'orthogonal de 
Fil0Dp(V*(1)). La transposée de tv*{1)(K) -> H)(K,V*(1)) pour cette dualité 
donne une application Ày = XV}K: HX(K, V)/H)(K, V) -> K (8) Fil0 BP(V). 

1.2. Quelques problèmes. On note T un réseau de V stable par Gqp et M un 
réseau de Dp(V) que l'on munit de la filtration induite. 

1.2.1. Problème A. Les constructions qui ont été décrites pour V ont bien sûr un 
sens pour V(k) = V (8) Qp(k) pour tout entier k. Remarquons que pour k ^> 0, 
par exemple k > ko, Fil°Dp(V(k)) = 0. On peut se poser le problème de la 
continuité de logy/fe\ Q en fonction de k de la manière suivante: On pose T(k) = 
T(8)Zp(fc). Prenons deux entiers k > ko et k' > ko congrus modulo (p—l)pn. Disons 
que x G H1(Qp,T(k)) et x e H1(Qp,T(k/)) sont congrus modulo p n + 1 si leurs 
images respectives dans i?1(Qp,T(/c)/pn+1T(/c)) et dans H1(Qp,T(k/)/pn+1T(k/)) 
se correspondent par l'isomorphisme naturel T(k)/pn+1T(k) = T(/c/)/pn+1T(/c/). 
La question est alors: si x et x1 comme ci-dessus sont congrus modulo p n + 1 , que 
peut-on dire de \ogv{J^qv(x) et de logy(/c,)jQp(:z;') ? 

1.2.2. Problème B. Soit u) un élément non nul de detq ty(K) ; on introduit 
un nombre TamCJjj^(T) défini de la manière suivante: 

si detQptv(K) 9Ê detqpH)(K, V) ® (detQpH°(K, V))* 

est l'isomorphisme (défini au signe près) déduit de la suite exacte (3), Tam^^iT) 
est l'élément de pz vérifiant 

Tam^T)-1^ = detZpH}(K,T) (8) (detZpH°(K,T))* . 

Ainsi, lorsque 1 n'est pas valeur propre de (p et si Lp(V, 1) = det(l — </?|Dp(V))_1, 
Lp(V, l)~1Tam(JjiK(T) est, à une unité près, le déterminant de 

expVtK:tv(K)^H}(K,V) 
dans la base u et dans une base du Zp-module det%pHl(K,T). 

Que peut-on dire de ces nombres et de l'image de Hj(K,T) dans K®Dp(V) 
lorsque K varie le long de l'extension cyclotomique ? Que peut-on dire par exemple 
deTamü;i i ,(r)/Tamw^(r(l)) ? 

Donnons tout de suite une réponse conjecturale à cette dernière question 
(celle-ci s'étend au cas où V est semi-stable à condition d'introduire les facteurs 
e de V). Posons hi(V) = dimQpFi\iDp(V)/Fui+1Dp(V) et tH(V) = Ei^V). 
Notons eT une base du Zp-module (de rang 1) (ttH^AcriS (8) det%pT)GQp où t est 

xSi W est un Qp-espace vectoriel, on pose W* = Horn^ (W, Qp), si U est un Zp-module 
de type fini, on pose C/* = Homzp(C/, Zp) ; si UJ est une base, on note UJ-1 la base duale. 
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un générateur de l'image de Zp(l) dans BcrjiS. Posons T*(j) = (j — 1)! si j > 0 et 

1.2.3. CONJECTURE. Pourv e det^i}tv{K), w' e det^ìttv^\){K) tels queujÇÇuj'-1 

engendre (detziÖK)®d(8)%'peT ' p vu comme sous-module de detqp(K®DP(V)), 

Tamu,K(T) ,-t„(v*(i)) TTr*f-»r','<v>[if!<M (4) 
Tam„,iK(T*(l)) K \ l l ' [ ) 

où dj< est le discriminant de K sur Qp.2 

La formule (4) a été montrée par Bloch et Kato pour V = QP(r) et K non ramifié 
sur Qp, Elle est vraie aussi pour les représentations p-adiques ordinaires et K non 

TarnîHe. ÖrTnöteraT\?i(T) ïïiiréseau de;.BP(V) tel quëWt^M(T)~=~(tfn(v)A~HsW 
detZpT)G^. 

1.2.4. Problème C. L'application Ày est extrêmement importante. Elle mesure le 
défaut d'un élément de ü"1(Qp,T) à être dans Hj(Qp,T) et intervient dans les 
problèmes de "loi explicite de réciprocité" 3. Comment la calculer? 

1.3. Résultats. 

1.3.1. Soient Kn = Qp(ßpn+i), G^ = G al ( J ^ / Q p ) , x : G«, ^ Z£ le caractère 
cyclotomique. Si X est une indéterminée, on fait agir G^ sur \-\-X par r.(l-\-X) = 
(1 + X)*(T) et on prolonge cette action par linéarité et continuité à A = Zp[[Goo]]. 
D'autre part, on fait agir ip sur Qp[[^f]] par ip(l + X) = (1 + X)p. Fixons un 
générateur (multiplicatif) e = (Çn) de Zp(l). Notons Aj le composé de l'évaluation 
en xj et de la projection Bp(V) -> Dp(V)/(l-pjp) et Ä = ©A^. Si g E A®Bp(y) 
vérifie A(#) = 0 (il n'y a qu'un nombre fini de conditions), on montre qu'il existe 
un élément G E QP[[X]] (8>Q Dp(V) convergeant sur le disque unité ouvert, tel 
que (1 — ip)G = g.(l + X) ((p agit ici de manière diagonale). On pose Eny(g) = 
(P®<p)-(n+1HG)(Çn - 1) e (Kn ®Qj, D p ( l / ) ) /D p (VT = 1 -

Notons Z^(T) la limite projective relativement aux applications de corestric-
tion des Hl(Kn,T). C'est un A-module de rang d. Son sous-A-module de torsion4 

est isomorphe à TG/C°°. On définit un isomorphisme, noté Twe: x H-> X (8) e, de 
ZL(TU)) dans Z^Tfj + l)) et induit par les isomorphismes Hl(Kn,Tn(j)) -> 
H\Kn,Tn{j)) ®/v+i = H^K^T^j + 1)), avec Tn = T/p^T. 

Définissons W(Goo) comme le tensorisé avec Zp [Gai(Qp(ßp)/Qp)] de la sous-
algèbre de Qp[[7 - 1]] formée des / = J2n

 an(l - 1)™ avec sup n > 0 ^ < oo pour 
un r convenable (ici, 7 est un générateur topologique de Gal(/<"00/Qp(/ip)))- Soit 
fc(Goc) l'anneau total des fractions de TL(G00). Notons Tw l'application de twist 
induite par 7 1—> x(l)l-

2a ~ b si a = ub avec u unité 79-adique 
3voir aussi les démonstrations "à la Kolyvagin". 
4 V pour chacune des composantes relativement à l'action de Gal(J<o/Qp) 

file:///-/-X
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1.3.2. THÉORÈME. Pour tous entiers h etj, il existe un unique A-homomorphisme 
injectif 

fyU)th : (A® Dp(VC0))Ä=° - K(Goo) ®A (Zl(T(j))/T(jf«-) 

tel que: (i) pour tout entier h > 1, supérieur à la longueur de la filtration de Hodge 
de V et tel que Fil - ' 1 Bp(V) = Bp(V) et pour tout entier j tel que Fil0 Bp(V(j)) = 
0, iivü),h+j est à valeurs dans ft(£oo) ®A (ZL(TÜ))/TÜ)GKO°); Vour n>0,le 
diagramme suivant est alors commutati/ 

(A®Dp(V(j)))*=° > £(<?„) ®A (ZUTU))/TU)a«-) 
Hn,V(j) I 

où l'application verticale de droite se déduit de la projection naturelle; 
(ii) pour tous entiers j et h, on a 

Twe o ne
v{j)ih+j o Tw = -Sle

v{j+1)ih+j+1 ; 

(iii) pour tous entiers j et h, ßyy j^+ i = lh^v{j)th avec lh = h - log7/logx(7) 
et 7 élément de G^ d'ordre infini. 

1.3.3. On en déduit une famille d'isomorphismes cle /C(G00)-modules 

fif,h : £ (0« , ) ® (A ® Dp(y(j))) -> /CfGoo) ®A Z£>(TÜ)) , 

que l'on peut voir comme une sorte d'exponentielle au niveau des modules d'Iwa-
sawa. Notons 8^(V) (resp. 8zPih(V)) le sous-Qp <8> A-module (resp. sous-A-module) 
de /C(Goo) engendré par le déterminant de £tyh dans des bases des Qp (8) A-modules 
A (8) detQpBp(V) et Qp (8) detAZ^(T) (8) (de t A '^ (T))* 5 (resp. des A-modules A (8) 
detZpM(T) et de^Z^T) ® (detAZl(T))*). 6 

1.3.4. T H é O R è M E , n ^ - ^ - / ™ ^ * P oh(V) est indépendant de h et contenu 
dans Qp (8) A. 

1.3.5. CONJECTURE. t^(V) = Uj>_hlJ?^™1BplV^zpth{V) est égal à A. 

La conjecture est indépendante du choix de T. 

5Ici, * désigne HomA(—,A) 
6Nous emploierons désormais le langage des déterminants pour les A-modules: rappelons 

que pour un A-module M de type fini et de A-torsion, det\M se plonge canoniquement dans 
l'anneau total des fractions de A et est égal à / _ 1 A où / est une série caractéristique de M. 
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1.3.6. PROPOSITION. Si Fil°Dp(V) = 0 ou DP(V) et si 1 et p~x ne sont pas 
valeurs propres de (p, avec les notations de 1.2.3, 

nr*(-0^(V)IK":WdgV*(1))î,'>"»u,.irn(î,)/î,«nv-',irn(3,'(l)) 
i 

est égal (à une unité près) à J7 ij(f) où f est un générateur de 8%p (V) et où 77 
parcourt les caractères de G&l(Kn/Qp). 
Ainsi, la conjecture 1.3.5 implique la conjecture 1.2.3. D'autre part, à condition de 
supposer vraie la conjecture 1.3.10 qui suit, on peut enlever l'hypothèse sur Fil . 

Supposons Fil0 Dp (y) = 0. Alors, TamUJtiKn(T*(l)), pour u)' base canonique, 
est le cardinal du quotient de (V* (1)/T* (l))Gl<™ par sa partie divisible et est borné 
par rapport à n. On déduit alors de 1.3.4 que, si u)n est une base de det^ (OK <8> 

-MiT-Vr- — — 

i T] 

(c constant pour n assez grand). Ainsi, si 1.3.5 est vraie, 

ra,7^,7<„(T)~p-p"("-1)(™-^)t"(y*(1»J]r*(-i)-/l'(v)p',(p-1)Pc 

i 

où c est constant pour n assez grand. Sans la conjecture 1.3.5, il faut rajouter 
ppp +*" où fi et A sont des constantes. 

1.3.7. EXEMPLE. Pour Qp(r), la conjecture 1.3.5 est démontrée. Pour ujn base de 
M(Zp(r))®detZpOKn et r > 0, on a TamUniK„(Zp(r)) ~pcd)^(r _ l)!-Pn(p-i). 

1.3.8. Revenons au problème A et prenons h comme dans le théorème 1.3.2. Soit 
x E Z^T). On déduit du théorème précédent qu'il existe un unique élément Lh(x) 
de /C(Goo) (8) Dp(V) tel que pour tout entier j^>0, 

l o g y m o P(x®e®i) 
x->(Lh(x)) = ( - I ) ^ M ^ ^ m — - (5) 

où P(x (8> e®-7) désigne la projection de x (8) e®-7 dans H1(Qp, V(j)) et où 

p,(¥») = (i-p-V)(i-^-v-1r1-
Les propriétés d'analycité de Lh(x) ont des conséquences sur la fonction j H-> 
X~^(^h(x))i e n particulier sur sa continuité. Remarquons que L/X(T) est entière-
ment déterminée (par continuité) par ses valeurs aux entiers j ^> 0. Rappelons 
que M est un réseau fixé de Dp(V). On déduit des théorèmes précédents que pour 
tout fc G Zp, sauf un nombre fini, il existe une constante C telle que, pour n assez 
grand et j = j ' = k mod pn(p - 1), j > fc0, f > fc0, si a; G ^(Q^T^)) et x' E 
H\Qp,T(j>)) sont congrus modulo p»+\ P ^ ^ ß l ^ l ot Pjl{v)^^p. 
sont congrus modulo C~lpnM. Si la conjecture 1.3.5 est vraie, l'ensemble excep-
tionnel est contenu dans la réunion des k tels que V(k)°Qp ou V(1 — k)°Qp est non 
nul et des entiers compris entre —h et JQ. Sinon il faut aussi enlever les zéros d'un 
générateur de 6%p(V). 
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1.3.9. Soit <, > y l'application Z^T) x Z^(T*(1)) —> A qui est A-sesquilinéaire 
(relativement à i : A —» A induit par T i—> T - 1 pour r G GQQ) et induit par le 
cup-produit: < x,y >y= lim«-,«, YlTeGa.\(Kn/Qp)(T~lxn u Vn)r. Notons [ , ]vp(v) 
la dualité naturelle Dp(V) x Dp(V*(l)) —> Qp. On note de la même manière les 
formes obtenues par extension des scalaires à ^ ( G ^ ) . 

1.3.10. CONJECTURE. Pour tous x G (A<8)Dp(V))Ä=0
; y G (A <8>Dp(V*(l)))À=0

; 

( -1 ) " - 1 < n ^ ^ . n ^ u ^ . f c ^ ) > y = [z,2/]Dp(y) • (6) 

1.3.11. En prenant la valeur de (6) au caractère unité et en utilisant le (iii) du 
théorème 1.3.2, on obtient une formule que l'on peut voir comme une description 
de l'application Ay(_r) et qui pour Qp redonne la loi explicite de réciprocité de 
Bloch-Kato. Soit r un entier tel que Fil0 Bp(V(r)) = 0 et a G Bp(V(r)). Pour 
/ i » 0 e t r 0 > / i - r , Fil0 Dp(V*(l + rQ)) = 0, si y G tf^Qp, V*(l - r)), il existe 
9h e ^(Goo) ® Dp(y*(l + r0)) tel que P ( ^ , ( 1 + r o ) h ( ^ ) (g) c®(-^-r)) = y. S o i t 

G^ tel que (1 - ^)G?fc = ^ ( 1 + a:). Alors, 

, x ^ ^ [ a , D ^ ( G ^ ) ( 0 ) ] D p ( y ) 
< e z p y ( r ) ) Q » , y > = ± ( r + r o _ h ) [ • 

On en déduit facilement une formule pour Ay*(i_r). 

1.3.12. Une autre conséquence de (6) est que pour r < —h, Fi l rDp(y) = Dp(V), 

X (hh(x)) = ±(1 - p ip)(l-pr <p ) — r*(h + r)\ " 

Ainsi, le membre de droite est une limite pour j tendant p-adiquement vers r et 
tendant vers l'infini dans M, d'expressions du type (5). 

2. Etude globale 

A partir de maintenant, V est une représentation p-adique de GQ non ramifiée 
en dehors d'un ensemble fini S de nombres premiers (avec p G S) et cristalline 
en p, on désigne par T un réseau de V stable par GQ. On pose Fn = Q(p,pn+i)i 
Goo = GalCFoo/Q) et A = Zp^G«,]]. Si M est un Zp[Gai(Q(pp)/Q)}-module, on 
note M± le sous-module sur lequel la conjuguaison complexe agit par ±. Si F est 
une extension de Q contenue dans (Q), on note GS,F Ie groupe de Galois de la plus 
grande extension de F non ramifiée en dehors de S sur F. 

2.1. Point de vue arithmétique. 

2.1.1. Soit H^ S(T) la limite projective des H7,(Gs,FniT) relativement aux ap-
plications de corestriction. Ces A-modules de type fini sont nuls pour i différent 
de 1 et 2. On montre que rgA±H^s(T) - rg^H^T) = d_±(y) où d+(V) = 
dimQpyGai(c/]R) etd_(V)=d-d+(V). 
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2.1.2. CONJECTURE. Le A-module H^ S(T) est de torsion. 

Dans les cas classiques, cette conjecture est ce qu'on appelle la conjecture faible de 
Leopoldt. Elle est équivalente à la nullité de H2(GS)F00-IV/T). Elle est démontrée 
pour V = Qp(r), pour les représentations associées aux courbes elliptiques à mul-
tiplication complexe, définies sur Q et ayant bonne réduction en p à quelques 
exceptions près (Rubin, [Me]). Les résultats de finitude de Flach impliquent cette 
conjecture pour le carré symétrique d'une forme modulaire de poids 2 (et pour 
certains espaces propres relativement à Gal(Q(/ip)/(Q))). De manière un peu anec-
dotique, on peut aussi montrer que les conjectures à la Bloch-Kato sur l'ordre du 
zéro de la fonction L énoncées comme en [FP94] impliquent cette conjecture. Enfin, 
des critères vérifiables numériquement peuvent être donnés. Par exemple, Rubin et 
Silverberg [RS] ont calculé des polynômes a^ (t) et bjj (t), CD (t) tels que pour tout 
t G <Q>, si El ' est la courbe elliptique y2 = x3 + ao(t)x2 + bD(t)x + cjr>(t), le GQ-
module E[ '[5] soit isomorphe à £[S\ où S est la courbe d'équation y2 = x3 — Dx. 
On peut alors montrer en utilisant les calculs numériques de [BGS84] que si 
D = 1 , - 1 , - 2 , 3 , 9 , - 2 7 , . . . et t G Z(5), Dt2 ^ 3mod5, la conjecture de Leopoldt 
faible pour la courbe E\ * et p = 5 est vraie. 

2.1.3. Nous supposons désormais la conjecture 2.1.2 vraie. Si E est un ensemble 
fini de places de Q, on pose Z^T) = l im©w | w e E JT(F n | M , r ) et AB™3(T) = 

detAH^T) ŒdetAH^T)*. Posons A £ 5 ( T ) = d e t A Z ^ ( T ) ® d c t A ^ ( T ) * 
et AocsCn* = A£S(T) ® A** (T)*. 

Donnons deux définitions possibles du module des fonctions L p-adiques at-
tachées à V: 

2.1.4. DéFINITION. Si UJ = ujgiob ^^loc est un élément de Aoo^T1)* avec u)Qi0b £ 
A^(T) et "ioc e A ^ S ( T ) et si 8 E Ad^v^Dp(V), on note \Vistht±(<»W) 
Vêlement de JC(GOQ)± défini par 

Av,S,hl±(uO(fi)<<± = Ad ± ( v ) (q^,±)(<5) A uj;^t± (7) 

Le sous-A±-module de Kom.Qp(Ad±^Dp(V),IC(G00)±) engendré par l'image de 
Aoo,s(T)* est notélaritht[00tPyth{T)±. 

2.1.5. DéFINITION. Le sous-A-module de FLomQp(Ad±^Dp(V),IC(G00)±) défini 
pour 8 G Ad±^Bp(V) par 

larithi{ooMAT)±{ä)detZpM(T)= J ] ^;^F i H D p 0° 
3>-h (8) 

^ A Ä - M ^ S A ^ • 

est noté laritìh{o0ìP}ìh{T)±-
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2.1.6. Si la conjecture 1.3.10 est vraie, ces deux définitions coïncident. Dans la 
suite, nous laissons l'ambiguïté. Ces modules généralisent la notion de "série ca-
ractéristique d 'un module de Selmer" dans le cas où V est ordinaire en p. Dans 
les cas particuliers, il arrive qu'un choix de h s'impose. La dépendance en h est de 
toute façon simple et se déduit du théorème 1.3.2, (iii). 

2.2. Point de vue analytique. Nous arrivons dans le domaine purement conjec-
tural . Les énoncés s'appuient sur les conjectures de Beilinson et Deligne sur les 
valeurs spéciales des fonctions L des motifs. Ce qui suit tient de la loi-cadre. Nous 
renvoyons à [FP91] et [FP94] entre autres pour des bases plus précises et à [Pb] 
pour des "énoncés" plus complets. 

2.2.1. Soit M un motif donné par ses réalisations de de Rham MdR, de Betti MB 
et i-adiques M\ pour tout l. Rappelons que MdR est un Q-espace vectoriel muni 
d'une filtration Fil* MdR, MB est un Q-espace vectoriel muni d'une involution c (on 
note MB les parties ± pour cette involution), Mi est une représentation Z-aclique de 
G Q . NOUS supposons que V = Mp vérifie les hypothèses des paragraphes précédents 
et est en particulier cristalline en p. On a des isomorphismes de comparaison 
C®MdR ^ C®MB,Bcris®MdR *è Bcris®Mp et Qp®MdR 2É D p (Mp) 7 compatibles 
avec les différentes structures supplémentaires. On note Q le motif trivial, Q( l ) le 
motif de Tate et Q(j) = Q( l )® j si j > 0 et H o m ( Q ( - j ) , Q ) si j < 0. Pour tout 
entier j , on définit le motif M(j) twist de M par Q(j). 

Fixons une Z-structure M. sur M, c'est-à-dire un réseau M de MB tel que 
Zi ® M vu dans Mi soit stable par G Q . On choisit une base de la Z-structure 
canonique Z( l ) de Q ( l ) . On fixe sur M une orientation c'est-à-dire des bases ujj^ 
de det-^M^ et ^jtf(i) ^ e det%M(l)+. On en déduit alors pour tout j une base 
uM(j) d e det%M(j)+. 

Soit j un entier tel que F i l - 1 M<IR(J) = 0. Conjecturalement, on définit un Q-
espace vectoriel Hj(Q, M(j)) de dimension d_(M(j)) et une application Q-linéaire 
Hl(Q,M(j)) —> Hj(Q,M(j)p) qui devient un isomorphisme lorsqu'on tensorise 
par Qp ; on définit un isomorphisme R ® Hj(Q,M(j)) —> R® MùR^/MB^)*. 
D'où une application 

detQH}(Q, M(j)) ® (detQMdR(j)Y ® detQMB(j)+ -> R . 

Si o; G (detQMdR(j))* ® det<QHj(Q,M(j)), on note Per^^M^w) l'image de CJ (8) 
CJ^J/ x par cet isomorphisme. De même, en utilisant l 'application exponentielle de 
M(j)p, on définit une application 

detQpH}(Q,M(j)p) ® (detQpT>p(M(j)))* ® Ad^M^Bp(M(j)) -> Q p . 

Si a; G (detQpDp(M(j)))* ®detQpH}(Q,M(j)p) et si 8 E Ad^M^Bp(M(j)), on 
note PerPiM(j)p(w)(8) l'image de UJ®8 par cet isomorphisme. Ainsi, PerP}M^ (UJ) 
appartient à Horr iQp(Ad+(M^^Dp(M0')) , Qp). 

L'élément Per^^^j^u))-1 ® PerPtM(j) (u)(8) de R ® Qp ne dépend pas de 
UJ G (detqMdR(j))* ® detqHj(Q,M(j)). Un choix possible pour 8 est un élément 

7On pose Dp (M) = DP(MP) 
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de detzp(Zp®M^~), qui dépend du choix d'une conjugaison complexe, ce qui n'est 
pas toujours naturel dans le cadre p-adique. Cela explique la dissymétrie entre les 
définitions complexe et p-adique.8 

2.2.2. Au motif M est associée une fonction L: on note L ? ^ i ( M , s) = 
n / - é p ^ / ( M , s) la fonction incomplète en p. Les conjectures de Beilinson prédisent 
que, avec les notations précédentes, 

PerooMU)(uj) 

2.2.3. C O N J E C T U R E . Il existe un unique générateur L? , ^(-M) du A-module 
^aritht{ooìP}ìh('Mp) tel que pour tout entier j ^> 0, on a Végalité d'éléments de 

~HomQ„ (À d +( M «»D P (M P ) , %) 

A « M « Ü » ( ( 1 _pJip)-i{1_p-j-i(p-i))x-Sv,Bo^h{M) 

= ( f t + J--1) ! r f +(M(J))2-r f +(M(J))Lro0,P}(M(^o)P e r p M (, ) p H (9) 

p o w w G (detQMdR(j)Y ®detQHJ(Q,M(j)). 

Cette conjecture, d'ailleurs totalement inabordable car elle présuppose déjà les 
conjectures de Beilinson, comporte en fait une partie d'interpolation (existence, 
pour h assez grand, d'un élément de HOITIQ (A d + ( M ^ '^Dp(Mp) ,W(G 0 0 ) ) vérifiant 
les équations (9)) et une partie "conjecture principale" (lien entre le module 
arithmétique et la fonction d'interpolation analytique). D'autre part , des conjec-
tures sur l'ordre du zéro de L7? , ^(M) e t sur le terme dominant en x J pour tout 
j peuvent être formulées ([Pb]). Ces conjectures que l'on peut aussi voir comme un 
analogue p-adique des conjectures à la Bloch-Kato sont essentiellement démontrées 
pour le module des fonctions L p-adiques de Mp. 
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