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Ce qui suit est une présentation d'un travail que I'on peut trouver dans [P92], [P93],
[P94], [Pa], [Pb]. Le but principal est d’attacher & toute représentation p-adique
galoisienne V:

e un module de fonctions L p-adiques défini par utilisation de cohomologie
galoisienne non ramifiée en dehors d’un nombre fini de places et de la théorie
de Fontaine;

e une fonction L p-adique lorsque V est la réalisation p-adique d'un motif M
par interpolation des valeurs de la fonction L de M (conjecturalement);

et de les relier (conjecturalement encore).
Nous insistons ici sur ’étude locale préliminaire dans laquelle une sorte de lo-
garithme étendu aux modules d’Twasawa locaux est défini et nous en tirons au
passage quelques conséquences sur la continuité des logarithmes de Bloch-Kato.
On fixe un nombre premier p impair. On fixe une cléture algébrique Q (resp.
Q,) de Q (resp. Q) et un plongement de Q dans Q,. Si K est une extension
de Q (resp. de Q) contenue dans Q (resp. dans Q,), on note Gk le groupe de
Galois de Q (resp. Q,) sur K. Si M est un Gg-module topologique, on note
HY(K,M) = H'(Gk, M) les groupes de cohomologie continue.

1. Etude locale
1.1. Exponentielle et logarithme de Bloch-Kato.

1.1.1. Soit V une représentation p-adique de Gg,, c’est-a-dire un Qp-espace vec-
toriel de dimension finie d muni d'une action linéaire et continue de Ggq,, que
I'on suppose cristalline; on note D,(V) le p-module filtré associé par la théorie
de Fontaine: c’est un Qp-espace vectoriel de méme dimension que V, muni d'un
endomorphisme bijectif ¢ et d’une filtration Fil* D, (V) décroissante, exhaustive
et séparée: ainsi, Dp(V) = (Beris ® V)% (pour la définition des anneaux Beris,
Bar, Acris, voir [Bu]).
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1.1.2. EXEMPLES. (i) Si Z,(1) est le module de Tate associé aux racines de I'unité
d’ordre une puissance de p ct V = Q, ® Zy(1), Dp(V) est Qy,, ¢ agit par multipli-
cation par p~, la filtration est donnée par Fil ™' D, (V) = D, (V), Fil° D,(V) = 0.
On note Q,(k) = Q,(1)®* si k > 0, = Homg, (Qp(—k),Q,) si k < 0. Si x est le
caractére cyclotomique, 'action de Galois sur Q,(k) est donc donnée par x*.

(ii) Si V est la représentation p-adique associée & une variété abélienne de
dimension g définie sur Q,, et ayant bonne réduction, D, (V) est essenticllement son
module covariant de Dieudonné. La filtration est donnée par Fil™* D, (V) = D, (V),
Fil® D,(V) de dimension g, Fil' D,(V) = 0.

(iif) Si X est une variété projective lisse définie sur Q,, V =Q, ® Hét (X).

(iv) Si V est une représentation p-adique, on pose V(k) = V ® Q,(k). On
identifie dans ce texte les Qp-espaces vectoriels D, (V) et D,(V(k)), la lettre ¢

-~ -~ désignant- alors ’endomorphisme de- Dp(V):

1.1.3. On a la suite exacte de Gg,-modules
0— Qp — Bepis = Beris © BdR/ Fﬂo Bgr — 0 (1)

ol la seconde application est donnée par b — ((1 — )b, bmod Fil® Byz). De plus,
cette suite exacte est scindée en tant que suite exacte d’applications continues.
Soit K une extension finie de Q. En tensorisant la suite (1) par V et en prenant
la suite exacte de cohomologie, on obtient la suite exacte

0— HO(I{, V) — DP(V)K(: — Dp(V)Ko ® t\/(.K) (2)
- Hl (I{v ‘/) - Hl (1{1 Bcr’is ® V)

ou Kp est la plus grande extension de Q, non ramifiée contenue dans K et
D,(V)x, = Ko ® Dy(V), ot le K-espace vectoriel ty(K) = ((Bar/Fil° B4r) ®
V)Gx = K @ty avec ty = D,,(V)/Fil” D, (V) est appelé espace tangent de V sur
K ;D,(V)k, — Dp(V)k, ®tv (K) est donnée par z — ((1—¢)z, 2 mod Fil® D,,(V)).
Bloch et Kato ont noté H}(K,V) le noyau de H'(K,V) — H'(K, Beris ® V). La
suite exacte (2) devient:

0— HY(K,V) - Dp(V)k, = Dp(V)k, ®tv(K) —» H}(K, V) —>0. (3)

On appelle exponentielle de Bloch-Kato 'application ty (K) — H} (K, V) qui s’en

déduit et on la note expy, g . Lorsque D,(V )?}jl est nul, cette application est bi-
jective, on note alors logy, i 1'application réciproque.

1.1.4. EXEMPLES. (i) On a ¢ =1 sur D,,(Q,), si K™ est la plus grande extension
non ramifiée de K, on a H}(K,Q,) = Homg, (Gal(K™"/K),Q,). On a tg,1)(K) =
K, H}(K ,Qp(1)) = Q, ® U ot Uk est le groupe des unités de K, ’exponentielle
est I’exponentielle p-adique classique.

(ii) Si V est attachée & une variété abélienne A ayant bonne réduction en p,
H} (K, V) est naturellement isomorphe & Q, ® A(K) par la théorie de Kummer
sur la variété abélienne, I'espace tangent ty est 'espace tangent usuel et expy x
Papplication exponentielle classique.
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(iii) Supposons que Fil® D,(V) = 0 et que p~! n’est pas valeur propre de
¢ sur Dy(V)k,. Alors, 'application logy x est un isomorphisme de H'(K,V) =

Hi(K,V) sur K @ Dy(V).

1.1.5. Le cup-produit induit une dualit¢é H'(K,V) x HY(K,V*(1)) — Q, ou
V*(1) = Homg, (V,Qp(1))." Bloch et Kato ont montré que le sous-espace vec-
toriel H} (K,V) est orthogonal de H} (K,V*(1)). D’autre part, dans la dualité
naturelle D, (V') x Dp(V*(1)) — Qp, le sous-espace Fil° D, (V) est orthogonal de
Fil® D,(V*(1)). La transposée de ty»1y(K) — H}(K,V*(1)) pour cette dualité
donne une application Ay = Av,x: H'(K,V)/H}(K,V) - K ® Fil° D, (V).

1.2. Quelques problémes. On note 7' un réseau de V stable par Gg, et M un
réseau de D, (V') que I'on munit de la filtration induite.

1.2.1. Probléme A. Les constructions qui ont été décrites pour V ont bien siir un
sens pour V (k) = V ® Q,(k) pour tout entier k. Remarquons que pour k >> 0,
par exemple k > ko, Fil°D,(V(k)) = 0. On peut se poser le probléme de la
continuité de logy (k) q, en fonction de k de la maniére suivante: On pose T'(k) =
TQZy(k). Prenons deux entiers k > ko et k¥’ > ko congrus modulo (p—1)p™. Disons
que z € HY(Q,, T(k)) et z € H(Qp,T(k')) sont congrus modulo p™*! si leurs
images respectives dans H(Qp, T'(k)/p" 1T (k)) et dans H(Q,, T'(k') /o™ 1 T(k'))
se correspondent par 1'isomorphisme naturel 7'(k)/p" 1T(k) = T(k')/p" 1 T(K').
La question est alors: si z et 2’ comme ci-dessus sont congrus modulo p™*!, que
peut-on dire de logy () q, (2) et de logy (4 q,(z') ?

1.2.2. Probleme B. Soit w un élément non nul de detg,ty(K) ; on introduit
un nombre Tam,, k(T") défini de la maniére suivante:

si detg,ty (K) = detq, H(K,V) ® (detg, H'(K,V))*
est I'isomorphisme (défini au signe pres) déduit de la suite exacte (3), Tam,, x(T)
est ’élément de p% vérifiant
Tam,, k(T) 'wi, = detz, H; (K, T) ® (detz, H* (K, T))* .
Ainsi, lorsque 1 n’est pas valeur propre de ¢ et si L,(V,1) = det(1 — ¢|Dy(V)) 2,
L,(V,1) ' Tam,, x(T) est, & une unité pres, le déterminant de
eXpy i ty(K) — H}(K, V)

dans la base w et dans une base du Zy-module detz, H} (K,T).

Que peut-on dire de ces nombres et de 'image de H} (K,T) dans K ®D,(V)
lorsque K varie le long de I'extension cyclotomique ? Que peut-on dire par exemple
de Tamy, k(T)/Tamy k(T*(1)) ?

Donnons tout de suite une réponse conjecturale & cette dernieére question
(celle-ci s’étend au cas olt V' est semi-stable & condition d’introduire les facteurs
e de V). Posons h;(V) = dimg, Fil* D,(V)/ Fil""™ D, (V) et tg(V) = 3, ihi(V).
Notons er une base du Z,-module (de rang 1) (#**(V) A, ® detsz)GQv ou t est

1Si W est un Qp-espace vectoriel, on pose W* = Homg,, (W, Qyp), si U est un Zp-module
de type fini, on pose U* = Homzp (U, Zyp) ; si w est une base, on note w~! la base duale.
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un générateur de I'image de Z,(1) dans Beyis. Posons I'™*(j) = (j —1)! si j > 0 et
I (j) = (-1 (=)t sij <o

1.2.3. CONJECTURE. Pourw € detg,ty(K), w' € detg,ty-(1)(K) tels que wRuw' ™
engendre (detz, O {)®d®zpe$[K:Q”] vu comme sous-module de detg, (K ® Dp(V)),
Tamy, (T) _fH(‘/*(l)) (v
, P (i)~ (V)] 4
Ta.mw:,K (T*(l)) H ( )
ou di est le discriminant de K sur Q,,.

La formule (4) a été montrée par Bloch et Kato pour V = Q,(r) et K non ramifié
sur Q,. Elle est vraie aussi pour les représentations p-adiques ordinaires et K non

ramifié. On notera M(T') un réseau de D,,(V) tel que dety, M(T) = (7 Ae®
dc?fz,17 T) Gap

1.2.4. Probléme C. L’application Ay est extrémement importante. Elle mesure le
défaut d'un élément de H'(Q,,T) & étre dans H} (Qp,T) et intervient dans les
problémes de “loi explicite de réciprocité” 2. Comment la calculer?

1.3. Résultats.

1.3.1. Soient K,, = Qu(tpn+1), Goo = Gal(Koo/Qp), X : Goo = Z) le caractére
cyclotomique. Si X est une indéterminée, on fait agir G, sur 1+ X par 7.(14+X) =
(14 X)X(7) et on prolonge cette action par lindarité et continuité & A = Z,[[Goo]]-
D’autre part, on fait agir ¢ sur Q,[[X]] par ¢(1 + X) = (1 4+ X)?. Fixons un
générateur (multiplicatif) € = (¢,,) de Zy(1). Notons A, le composé de I’évaluation
en x? et de la projection Dy, (V) — D,(V)/(1—pip) et A = ®A;. Sig € A®D,(V)
vérifie A(g) = 0 (il n’y a qu’un nombre fini de conditions), on montre qu’il existe
un élément G € Q,[[X]] ®q, Dp(V) convergeant sur le disque unité ouvert, tel
que (1 — )G = g.(1 + X) (¢ agit ici de maniére diagonale). On pose =, v (g) =
(P @) (G) (G — 1) € (Kn B, Dy(V))/Dy(V)P=!

Notons Z2 (T la limite projective relativement aux applications de corestric-
tion des H'(K,,,T). C’est un A-module de rang d. Son sous-A-module de torsion*
est isomorphe & T'C%e. On définit un isomorphisme, noté Twe: T +— z= ® €, de
ZL(T(j)) dans ZX(T(5 + 1)) et induit par les isomorphismes H1(K,,, T, (j)) —
HY (K, T (5)) ® s = H (K, T (5 + 1)), avee Ty, = T/p"H1T.

Définissons H(Goo) comme le tensorisé avec Z,|Gal(Qp(1p)/Qp)] de la sous-

algebre de Qp[[y — 1]] formée des f = )", an(y — 1)™ avec sup,,5q Ii’:. < 0o pour
un r convenable (ici, v est un générateur topologique de Gal(K oo /Qp(1p))). Soit
K(Gwx) I'anncau total des fractions de H(G ). Notons Tw application de twist

induite par v +— x(v)7.

2q ~ b si a = ub avec u unité p-adique
3voir aussi les démonstrations “A la Kolyvagin”.
4pour chacune des composantes relativement & I'action de Gal(Ko/Qp)
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1.3.2. THEOREME. Pour tous entiers h et j, il existe un unique A-homomorphisme
injectif

Q5 yn : (M@ Dp(V ()" = K(Goo) ®n (Zao(T(1))/T(5) ")
tel que: (1) pour tout entier h > 1, supérieur d la longueur de la filiration de Hodge
de V et tel que Fil™" D, (V) =D,(V) et pour tout entier j tel que Fil° D, (V(5)) =

0, %y htj est & valeurs dans H(Goo) ®n (ZL(T(H))]T(j)Cx=); pour n >0, le
diagramme suivant est alors commutatif

(A® D, (V (4)))2=0 - K(Goo) ®n (Z5(T(5))/T(§)Cx=)
En.vu)l l
K, @D, (V(j)) -~ erenve), HY (K, V(5))

ot ’application verticale de droite se déduit de la projection naturelle;
(ii) pour tous entiers j et h, on a

Twe 0 Xy () ps © T = =y (1) hj

(iil) pour tous entiers j et h, Q% Gy pt1 = WY,y p avec b = h — log v/ log x(7)
et v élément de Gy, d’ordre infini.

1.3.3. On en déduit une famille d’isomorphismes de K(G )-modules
V1 K(Goo) ® (A ®Dp(V (7)) = K(Goo) ®n Zoo(T(5))

que l'on peut voir comme une sorte d’exponentielle au niveau des modules d’Twa-
sawa. Notons 65 (V) (resp. 6z,,,(V)) le sous-Q, ® A-module (resp. sous-A-module)
de K(Goo) engendré par le déterminant de 5, , dans des bases des Q, ® A-modules
A ® detq,Dp(V) et Q, ® dety Z2,(T) ® (detp 2% (T))*S (resp. des A-modules A ®
detz, M (T) et detpZL (T) ® (detpy Z% (T))*). &

—di 317
1.3.4. THEOREME. Hj>_hl_;.l""°1’ Fil? D, (V) 5

dans Q, @ A.

V) est indépendant de h et contenu

1.3.5. CONJECTURE. 6z,(V) =[] [~ dimay Fil! Dy(V)

i>—ht—j 8z,n(V) est égal d A.

La conjecture est indépendante du choix de T'.

51ci, * désigne Homp (—, A)

6Nous emploierons désormais le langage des déterminants pour les A-modules: rappelons
que pour un A-module M de type fini et de A-torsion, detx M se plonge canoniquement dans
I'anneau total des fractions de A et est égal & f~1A oli f est une série caractéristique de M.
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1.3.6. PROPOSITION. §i Fil°D,(V) = 0 ou D,(V) et si 1 et p~ ne sont pas
valeurs propres de @, avec les notations de 1.2.5,

[T (i OnRel gl O O pamy, e, (1) /Tami e, (T*(1))
i

est égal (& une unité prés) a [, n(f) o f est un générateur de Sz,,(V) et ot 7
parcourt les caractéres de Gal(Ky,/Q,).

Ainsi, la conjecture 1.3.5 implique la conjecture 1.2.3. D’autre part, & condition de
supposer vraie la conjecture 1.3.10 qui suit, on peut enlever I'hypothése sur Fil°,
Supposons Fil® D, (V) = 0. Alors, Tam,» i, (T*(1)), pour w’ base canonique,
est le cardinal du quotient de (V*(1)/7*(1))%%» par sa partie divisible et est borné
par rapport & n. On déduit alors de 1.3.4 que, si wy, est une base de detz, (Ok,, ®

e —MD)y— R —

Tamu, 1, (T) ~ di? O] 1* (i) 2P =D T (f)p°
i n

(e constant pour n assez grand). Ainsi, si 1.3.5 est vraie,

Tam, i, (T) ~p " DOt (VO T e () =h (VP (=1
i

ol ¢ est constant pour n assez grand. Sans la conjecture 1.3.5, il faut rajouter
+1 .
PP AT of gy et ) sont des constantes.

1.3.7. EXEMPLE. Pour Q,(r), la conjecture 1.3.5 est démontrée. Pour w,, base de
M(Zyp(r)) ® detg, Ok, et v >0, on a Tamy,, i, (Zp(r)) ~ pcd}{_:(r — 1)1 (1),

1.3.8. Revenons au probléme A et prenons h comme dans le théoréme 1.3.2. Soit
z € ZL(T). On déduit du théoréme précédent qu'il existe un unique élément Ly, (z)
de K(Gx) ® D,,(V) tel que pour tout entier 50,

j : lo . Plx E®j
e = B0 )

ol P(z ® €®7) désigne la projection de z ® ¥ dans H'(Q,, V(j)) et ot
Pi(p)=(1—p o)1 —p T )L

Les propriétés d’analycité de Lp(z) ont des conséquences sur la fonction j +—

x "/ (Ln(z)), en particulier sur sa continuité. Remarquons que Ly (z) est entiére-

ment déterminée (par continuité) par ses valeurs aux entiers j >> 0. Rappelons

que M est un réseau fixé de D,,(V). On déduit des théorémes précédents que pour

tout k € Z,, sauf un nombre fini, il existe une constante C telle que, pour n assez
grand et j = 5 = k mod p"(p — 1), j > ko, j' > ko, si z € HY(Q,,T(j)) et 2’ €

(5)

. logv (a0, (%) logy (j1y,0, (=)
HY(Q,,T(5")) sont congrus modulo p™+1, Pj(cp)T,‘L%g’l’—)!—— et Pj:(w)%

sont congrus modulo C~!p™M. Si la conjecture 1.3.5 est vraie, I'ensemble excep-
tionnel est contenu dans la réunion des k tels que V (k)% ou V(1 —k)%@ est non
nul et des entiers compris entre —h et jo. Sinon il faut aussi enlever les zéros d'un
générateur de gzp(V).
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1.3.9. Soit <, >y l'application Z. (T) x Z1,(T*(1)) — A qui est A-sesquilinéaire
(relativement & ¢ : A — A induit par 7 — 77! pour 7 € G) et induit par le
cup-produit: < z,y >y= lim, o zreGa.l(Kn/Qp)(T_lm'n Uyn)7. Notons [, |, (v)
la dualité naturelle D, (V) x D,(V*(1)) — Qp. On note de la méme maniére les
formes obtenues par extension des scalaires & H(Gw)-

1.3.10. CONJECTURE. Pour tous z € (A ® D,(V))A=0, y € (A® D, (V*(1)))2=0,

()P < Q5 ,(2), Q5 iy 1 (") >v= [z, Yln,(v) - (6)

1.3.11. En prenant la valeur de (6) au caractére unité et en utilisant le (iii) du
théoréme 1.3.2, on obtient une formule que I'on peut voir comme une description
de 'application Ay(_,y et qui pour Q, redonne la loi explicite de réciprocité de
Bloch-Kato. Soit r un entier tel que Fil®D,(V(r)) = 0 et a € Dy(V(r)). Pour
h>0etrg>h—r, Fil°Dy(V*(1 +10)) =0, siy € H(Qp, V*(1—1)), il existe
gn € K(Gso) ® Dp(V*(1 + 1)) tel que P(ﬂi,,,(l_{_ru),h(gh) ® e®(-m0-7)) = 3. Soit
Gh, tel que (1 — )Gp, = gn(1 + z). Alors,

[, D™+ (G1)(0)]p, (v
(’f‘ + 79 — h)' )

On en déduit facilement une formule pour Ay.(1_ry.

< erpy(r),Q,(),y >==*

1.3.12. Une autre conséquence de (6) est que pour r < —h, Fil" D,(V) = Dy(V),
1AV, (Plz ® ®T))
r*(h+r)!

Ainsi, le membre de droite est une limite pour j tendant p-adiquement vers 7 et
tendant vers l'infini dans R, d’expressions du type (5).

X "(En(z) =1 —p o)L —p" g )

2. Etude globale

A partir de maintenant, V' est une représentation p-adique de Gg non ramifiée
en dehors d'un ensemble fini S de nombres premiers (avec p € S) et cristalline
en p, on désigne par T un réseau de V stable par Gg. On pose F,, = Q(pipn+1),
Goo = Gal(Fio /Q) et A = Zyp[[Goo]]- Si M est un Z,[Gal(Q(xp)/Q)]-module, on
note M. le sous-module sur lequel la conjuguaison complexe agit par £. Si F' est
une extension de Q contenue dans Q, on note Gs,r le groupe de Galois de la plus
grande extension de F' non ramifiée en dehors de S sur F.

2.1. Point de vue arithmétique.

2.1.1. Soit HY, 4(T) la limite projective des H*(Gs,,,T) relativement aux ap-
plications de corestriction. Ces A-modules de type fini sont nuls pour i différent
de 1 et 2. On montre que rga, HY, g(T) —rga, HZ, 5(T) = d_+(V) ot dy (V) =
dimg, VEC/R) et d_(V) =d — d (V).
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2.1.2. CONJECTURE. Le A-module HZ, 4(T) est de torsion.

Dans les cas classiques, cette conjecture est ce qu’on appelle la conjecture faible de
Leopoldt. Elle est équivalente & la nullité de H%(Gg,r,,, V/T). Elle est démontrée
pour V = Qu(r), pour les représentations associées aux courbes elliptiques & mul-
tiplication complexe, définies sur Q et ayant bonne réduction en p & quelques
exceptions prés (Rubin, [Mc]). Les résultats de finitude de Flach impliquent cette
conjecture pour le carré symétrique d’une forme modulaire de poids 2 (et pour
certains espaces propres relativement a Gal(Q(u,)/Q)). De maniére un peu anec-
dotique, on peut aussi montrer que les conjectures & la Bloch-Kato sur l'ordre du
zéro de la fonction L énoncées comme en [FP94] impliquent cette conjecture. Enfin,
des critéres vérifiables numériquement peuvent étre donnés. Par exemple, Rubin et
Silverberg [RS] ont calculé des polyn(")mes ap (t) et bp(t), ep(t) tels que pour tout

teQ, si E( ) est la courbe elliptique y? =2 + ap(t)z® + bp(t)z + cD( ), leGop-

module E [o] soit isomorphe & E[5] ou £ est la courbe d’équation y? = z® — Dz.
On peut alors montrer en utilisant les calculs numériques de [BGS84] que si
D=1,-1,-2,3,9,-27,... et t € Z), Dt? # 3mod 5, la conjecture de Leopoldt

faible pour la courbe EL(D) el p =5 est vraie.

2.1.3. Nous supposons désormais la conjecture 2.1.2 vraje. Si ¥ est un ensemble
fini de places de Q, on pose Z;, «(T) = lim OujvesH" (Faw,T) et A-Zi"g,(T) =
detnHZ2, 5(T) @ dety Hy, (). Posons Al"c g(T) = detp Z2, o(T) @ deta Zg, S(T)

et Aoo,s(T)" = Alee (T) ® AL (T,
Donnons deux définitions possibles du module des fonctions L p-adiques at-
tachées a4 V:

2.1.4. DEFINITION. Siw = wyiop ® wl;i est un élément de Ao 5(T)" avec wgiop €
Agi"’g.(T) et Wipe € Af,’:,fs(T) et i § € A=ID(V), on note Ayvgn+(w)(6)
Uélément de K(Goo )+ défini par

Av,s @) E)wige 1 = AV L )(6) Awyib, o (M

Le sous-Ay-module de Homg, (A%+(V)D,(V),K(Gwo)+) engendré par limage de
Apo,s(T)* est noté Larith, {oo,p} (T4

2.1.5. DEFINITION. Le sous-A-module de Homg, (A% ()D,(V),K(Goo)s) défini
pour 6 € A+(VID,(V) par

d'm g, Fil? Dy (V)
Ha'r'ith,{oo,p},h(T):l:( )detz -[M(T H l "o
i>—h (8)

detn, 22 51y (1) 6 A (N0, )1 (AL(T))) -

est noté I[arith,,{oo,p},h (T)+.
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2.1.6. Si la conjecture 1.3.10 est vraie, ces deux définitions coincident. Dans la
suite, nous laissons 'ambiguité. Ces modules généralisent la notion de “série ca-
ractéristique d’un module de Selmer” dans le cas ou V est ordinaire en p. Dans
les cas particuliers, il arrive qu’un choix de h s’impose. La dépendance en h est de
toute fagon simple et se déduit du théoréme 1.3.2, (iii).

2.2. Point de vue analytique. Nous arrivons dans le domaine purement conjec-
tural. Les énoncés s’appuient sur les conjectures de Beilinson et Deligne sur les
valeurs spéciales des fonctions L des motifs. Ce qui suit tient de la loi-cadre. Nous
renvoyons & [FP91] et [FP94] entre autres pour des bases plus précises et & [Pb]

pour des “énoncés” plus complets.

2.2.1. Soit M un motif donné par ses réalisations de de Rham Mg, de Betti Mp
et l-adiques M; pour tout /. Rappelons que Myg est un Q-espace vectoriel muni
d’une filtration Fil* Mg, Mp est un Q-espace vectoriel muni d’une involution ¢ (on
note Mg les parties £ pour cette involution), M est une représentation l-adique de
Gq. Nous supposons que V' = M, vérifie les hypotheses des paragraphes précédents
et est en particulier cristalline en p. On a des isomorphismes de comparaison
C®Myr = COMp, Beris®Myp = Beris®Mp et Qu®@Myr =2 D, (M,)" compatibles
avec les différentes structures supplémentaires. On note Q le motif trivial, Q(1) le
motif de Tate et Q(j) = Q(1)®7 si j > 0 et Hom(Q(—5),Q) si j < 0. Pour tout
entier 7, on définit le motif M () twist de M par Q(5).

Fixons une Z-structure M sur M, c’est-a-dire un réseau M de Mp tel que
Z; ® M vu dans M, soit stable par Gg. On choisit une base de la Z-structure
canonique Z(1) de Q(1). On fixe sur M une orientation c’est-a-dire des bases w}
de detzM™ et wj\',((l) de detzM(1)*. On en déduit alors pour tout j une base
wfw(j) de detzM(j5)*.

Soit j un entier tel que Fil ! Mgr(j) = 0. Conjecturalement, on définit un Q-
espace vectoriel H}(Q, M (j)) de dimension d_ (M (5)) et une application Q-linéaire
H{(Q,M(5)) — H}(Q, M(j)p) qui devient un isomorphisme lorsqu’on tensorise
par Qp ; on définit un isomorphisme R ® H}(Q, M(5)) — R ® Mar(5)/Mp(j)".
D’ol une application

detqHHQ, M(j)) ® (detoMyr(j))* ® detqMp(j)t - R .

Si w € (detoMur(5))* ® detoH ;(Q, M(j)), on note Perq, aq(j)(w) I'image de w ®
wL( ;) par cet isomorphisme. De méme, en utilisant ’application exponentielle de
M (7)p, on définit une application

detq, H}(Q, M(j),) ® (detq,Dp(M(5)))* ® A4 MUDD(M(5)) - Qp .

Si w € (detg,Dp(M(5)))* ® detg, H}(Q, M(j),) et si 6 € A4+MUID,(M(5)), on
note Pery, m(j), (w)(6) I'image de w®4 par cet isomorphisme. Ainsi, Pery, a(;), (w)
appartient & Homg, (A%+(MU)D, (M (5)), Qp).

L’8lément Pero, pm(j)(w) ™' ® Perp pi(s), (w)(6) de R ® Q, ne dépend pas de
w € (detqMyr(j))* ® detoH ;(Q, M(5)). Un choix possible pour § est un élément

7On pose Dp(M) = Dy (Mp)
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de detg,, (Z, ® M *), qui dépend du choix d'une conjugaison complexe, ce qui n’est
pas toujours naturel dans le cadre p-adique. Cela explique la dissymétrie entre les
définitions complexe et p-adique.?

2.2.2. Au motif M est associée une fonction L: on note LT, p}(J\/I ,8) =
H,#p L;(M, s) la fonction incompléte en p. Les conjectures de Beilinson prédisent
que, avec les notations précédentcs,

L?ooom} (M, 5) c
Perog pm(j) (w)

2.2.3. CONJECTURE. Il eziste un unique générateur L{oop} p(M) du A-module
 Tapith,{oo,p},n(Mp) tel que pour tout entier j > 0, on a l’égalité d’éléments de o
Homg, (A% MUDD,(M,), Q,)

NG (1= p o) (1 = p™ o™ D)X L 1y w (M)

9
1)1+ (M (39— d+(M(J))M erp (s, (W) ©
Peroo, m(j) (W) e

pour w € (detgMar(5))* ® detoH}(Q, M(5)).

Cette conjecture, d’ailleurs totalement inabordable car elle présuppose déja les
conjectures de Beilinson, comporte en fait une partie d’interpolation (existence,
pour h assez grand, d’'un élément de Homg, (A%+MUND,,(M,,), H(Goo)) vérifiant
les équations (9)) et une partie “conjecture principale” (lien entre le module
arithmétique et la fonction d’interpolation analytique). D’autre part, des conjec-
tures sur Pordre du zéro de L {o0,}, (M) et sur le terme dominant en x’ pour tout
J peuvent étre formulées ([Ph]). Ces conjectures que 1'on peut aussi voir comme un
analogue p-adique des conjectures & la Bloch-Kato sont essentiellement démontrées
pour le module des fonctions L p-adiques de M,.

=(h+7j -
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