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Formule de Kirillov et indice 
de l'opérateur de Dirac 

Dans cet article nous annonçons une formule pour l'indice équivariant de l 'opérateur 
de Dirac et montrons son analogie avec la formule universelle proposée par Kirillov 
pour le caractère des représentations d'un groupe de Lie. Cette analogie suggère une 
généralisation de la formule de Kirillov au cas des orbites non génériques do la re-
présentation oo adjointe. 

Ceci est un travail commun avec Nicole Berline. 

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie ft. On considère la fonction 

( eadX/2 __ 0-adXß \ J m adX / 
Elle admet, au moins dans un voisinage de 0, une racine carrée analytique 
j 1 / 2 , telle que j1/2(0) = 1. 

Supposons G unimodulaire et de type I. Soit G l'ensemble des classes 
de représentations unitaires irréductibles de G. Kirillov a conjecturé la 
formule suivante [16]: pour presque tout TeG (au sens de la mesure 
de Plancherai) il existe une orbite 6 de G dans le dual g* de g telle que, 
dans un voisinage de 0 dans g, on ait l'égalité de fonctions généralisées 

tr 3?(exp X)jll2(X) = / ««">*&(/) , (D 

en notant ß0 une mesure invariante sur l'orbite 0, que nous préciserons 
dans la suite. La validité de cette conjecture a été établie dans de nom-
breux cas [10,16,14,15]. 

Cette conjecture est un des aspects de la méthode des orbites qui con-

siste à mettre en correspondance, génériquement tout au moins, représen-

t a i ] 



922 Section 8: M. Vergne 

tations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie et orbites de la représen-
tation coadjointe. Dans cette correspondance, à une représentation de 
la série discrète est associée une orbite G = G •/ admissible dont le stabili-
sateur est compact [11]. Eéciproquement, supposons que G admette une 
structure riemannienne ö-invariante, et soit *r = i^x un module de Clifford 
admissible sur G (voir 2.12). Considérons la représentation virtuelle T.r 
dans la différence des noyaux L2 des opérateurs de Dirac D*. Dans de 
nombreux cas, cette représentation est la représentation TfiX de Duflo. 
La formule universelle de Kirillov dicte une formule pour la trace (au sens 
fonctions généralisées) de la représentation T^7 c'est-à-dire une formule 
pour l'indice équivariant de l'opérateur de Dirac D. 

Il parait donc naturel de rechercher une formule similaire à celle 
de Kirillov pour l'indice équivariant d'un complexe elliptique o-équi-
variant sur une variété M. Nous avons montré dans [3], [6], comment 
la notion de formes (r-équivariantes permet de proposer une telle formule 
universelle pour certains complexes classiques. 

Nous montrons ici comment écrire la formule de Kirillov en termes 
de formes équivariantes. Si l'orbite G satisfait certaines conditions, on peut 
en effet écrire la formule de Kirillov sous la forme: 

tr T(ex-pX) = JCh(X, r)f~ll2(X, TG)7 (2) 

où Ch(.X, r) et f~ll2(X, TO) sont des classes de cohomologie équivariante 
par rapport à l e g définies clans la section 1. Dans le cas où l'orbite G 
est de dimension maximale, le terme f~ll2(X, Tö) se réduit à la constante 
j~ll2(X) et jGh(X, r) coïncide avec / ei<f>x> dß&(f). Un exemple de Khal-

o 0 
gui [14] montre que pour une orbite non générique la formule (1) est 
fausse, même si on remplace j 1 / 2 par une autre fonction analytique Cr-in-
variante. 

L'écriture ci-dessus suggère que, pour une orbite non générique, la 
formule de Kirillov doit être modifiée pour tenir compte du terme 
f-li2(X,T&). 

Malheureusement, nous devons souligner les défauts de notre inter-
prétation dans son état actuel: 

(1) Nous ne définissons le terme f~ll2(X, T&) que sous des conditions 
probablement trop restrictives sur l'orbite G. 

(2) Dans le cas où /"ll2(X, TG) est défini, nous ne pouvons assurer 
que le membre de droite de (2) définisse une fonction généralisée. 
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1. Cohomologie et classes caractéristiques équivalantes 

1.1. Soit M une variété différentielle. On note sf(M)^ ®sfr(M) l'algèbre 
sur C des formes différentielles; on note ^(M) la sous-algèbre, commu-
tative, des formes paires; on note d la dérivation extérieure. Si f est un 
champ de vecteurs, on note c(£) : s/(M)->sf(M) la contraction, j?(f ) la déri-
vation de Lie. On a JSf(f) = d'c(ë) + c(£)'d. 

Soit G un groupe de Lie agissant sur M à gauche. Soit g l'algèbre de 
Lie de G. Pour X G g on note X* = X% le champ de vecteurs sur M défini 
par (X*f) (m)— (dldt)f(exp tX-m)\(!=0. Soit séx la sous-algèbre des formes 
p G j/(JSf) telles que J2?(Z*)/* « 0. 

On rappelle les définitions de [3], L'opérateur (non homogène) dx 
= d — 2i%c(X*) sur s?(M) est une antidérivation qui inverse la parité 
des formes et vérifie (d — 2iv;c(X*j)2 = — 2/&7i;j£?(.X*). Il est donc de carré 
nul sur J / X . On pose 

Z(M,dx) ^keT(d-2inc(X*)), 
B(M, dx) = (a-2t7uo(Z*))j/x. 

On a donc J5(JM", dx) c #(Jf, Äx) c séx. On pose 

Jï*(Jf, dx) « £(i!f, dx)lB(M, dx). 

Il est clair que si X*f = 0, l'anneau E*(M, dx) est l'anneau de cohomo-
logie ordinaire de M. 

1.2. La cohomologie de Äx est particulièrement simple à décrire lorsque M 
est compacte et que le groupe à un paramètre exp tX est relativement 
compact [6]. Dans ce cas les zéros de X*M forment une sous-variété Jf0 
de H et on a la proposition suivante: 

1.3. PROPOSITION. Eapplication i*: E*(M, dx)->E*(M0) est un isomor-
phisme. 

La formule de localisation [3], [6] généralise un résultat de B. Bott 
[7]? [8]. Nous l'énonçons ici dans un cas particulier. 

Si /u e= J?/j,[rl e s#( M) et si N est une sous-variété compacte orientée 
de M, on écrit / fi pour j fi{dimN]. Si m est un point de M, on pose /A (m) 

N N 
= //0] (m). Si N est une sous-variété compacte orientée invariante par 

le groupe à un paramètre exp tX, l'application \i->fii est bien définie 
sur E*(M7dx). N 
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Si m e M est un zéro du champ de vecteurs X , la dérivation de Lie 
J§P(X*) induit un endomorphisme Lm(X) de l'espace tangent TmM. 

Supposons que le groupe G soit compact. Si X e g et si m est un zéro 
de X* tel que Em(X) soit inversible, il existe une base ex, e2, . . . , e2n_1, e2n 
de TmM telle que: 

On suppose cette base d'orientation positive. Alors, le produit Xx...Xn 
ne dépend pas du choix d'une telle base. On pose: 

%{Lm(X)) =i-nXxX2...Xn. 

On dit que X* est non dégénéré lorsque Lm(X) est inversible pour tout 
zéro m de X*. Eappelons alors la 

1.4. PROPOSITION. Soit G un grou>pe de Lie compact agissant sur une variété 
compacte orientée de dimension 2n. Soit X e g tel que le champ de vecteurs 
X*M soit non dégénéré. Soit ß e E* (M, dx). Alors 

/'- s 
1.5. Eemarque. La proposition 1.4 est aussi obtenue dans [1] par les 
méthodes de la cohomologie jP-équivariante ([19], voir aussi [23]). 

1.6. Revenons au cas où G est un groupe de Lie quelconque. Une applica-
tion Xï-+fix de g dans stf(M) sera appelée une forme équivariante si 

pxeZ(M,dx)9 

Vax = g-Vx p o u r s r e ö , X e g . 

Donnons dès maintenant un exemple: 

1.7. Soit (Jf, a) une variété symplectique, munie d'une action hamiltonienne 
d'un groupe de Lie G. Notons fx le moment de X G g. Par définition on 
a c(X*)a + dfx = 0 et comme da = 0, il en résulte que fx — (aßi^) est un 
élément de Z(M, dx). 
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En particulier, soit G cz Q* une orbite de la représentation coadjointe 
de G. Pour la structure symplectique canonique de G, le moment de X G g 
est donné par fx(l) = — <ï, X> pour l eG. L'élément exp [—£ (fx — (°72^))] 
eZ(M, dx) jouera un rôle important dans la suite. 

1.8. Rappelons comment l'analogue équivariant de la construction de 
Ohern-Weil fournit des éléments de E*(M7dx) ([5]). 

Soit E un groupe de Lie d'algèbre de Lie ï). Soit P->M un fibre princi-
pal de fibre E sur lequel E opère à droite. On suppose P muni d'une action 
à gauche du groupe G. On fait l'hypothèse que P admet une 1-forme de 
connexion a invariante par G. (Cette hypothèse est toujours satisfaite si 
G est compact, mais il serait préférable de l'éviter dans la situation géné-
rale). Pour X G g on définit le moment de X par Jx = c(Xp) a. On note Q 
la courbure de a. Soit 0 une fonction polynômiale IT-invariante sur ï). 
On définit par multilinéarité la forme 0(JX — (Q/2ìTC)) sur P . Cette forme 
se projette en une forme sur M notée 0(X7 a), qui appartient à Z( M, dx) 
et dont la classe dans E*(M, dx) ne dépend pas de la connexion ö-inva-
riante a choisie. On note cette classe 0(X,P). On peut encore definir 
0(X,E) lorsque 0 est un germe de fonction analytique en 0 sur I): si 0 
est entière, 0(X, P) est une forme sur M, dont les coefficients dépendent 
analytiquement de X ; si le rayon de convergence de 0 est fini, on peut 
définir 0(X,F) sur tout ouvert relativement compact de M, pour X 
assez petit. Si on note 1(1)) l'algèbre des fonctions entières JT-invariantes 
sur I), l'application 0\->0(X,F) est un homomorphisme d'algèbres de 
î(i)) dans E*(M,dx). 

1.9. Fibre trivial. Supposons que P soit le fibre trivial M X E, l'action de 
G étant donnée par g (m, h) = (gm, y (g) h), pour un homomorphisme y 
de G dans E. Notons aussi y l'homomorphisme de g dansl) qui s'en déduit. 
Soit a la connexion (plate) sur P image réciproque de la forme de Maurer-
Oartan sur E. Alors a est ©-invariante et on vérifie immédiatement que 
0(X, a) est la fonction constante sur M égale à 0(y(X)). 

1.10. Homomorphisme de fibres. Un homomorphisme E-+E' de groupes de 
Lie définit de manière naturelle un homomorphisme du fibre P dans le 
fibre principal P' = E x f f f f de fibre E'. L'action de G sur P se trans-
porte naturellement à P ' . Si P ; admet une connexion ö-invariante, on 
identifie, par abus de notation, les formes associées (1-forme de connexion, 
courbure, moment, etc.) et les formes sur P qui sont leurs images réci-
proques par l'homomorphisme P->P'. 
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1.11. Fibres vectoriels. Soient V un espace vectoriel, réel ou complexe, et 
-f"->M un fibre vectoriel de fibre-type V. Le fibre principal associé a pour 
fibre E = GL (7). Si G agit sur y en préservant une connexion linéaire, 
à toute fonction 0 Jff-invariante sur ï) = gl(V) est associée par 1.8 une 
classe 0(X,ir) G jff* (If, dx). En particulier, on notera Ch(X, "/") (carac-
tère de Ghern) la classe associée à la fonction Ab-*treA. 

Soit Q (z) = J£ anzn une fonction analytique d'une variable z. Pour 
tout espace vectoriel Y, la fonction A\->dGbQ(A) sur ^ ( T ) est invariante. 
Soient TT.->.M" (̂ ' = 1, 2) deux fibres ©-équivariants et admettant des 
connexions ©-invariantes. Soit ^ 1 © ^ 2 leu* somme de Whitney. Il est clair 
qu'on a: 

1.12. LEMME. 

detQ(X7r1®r2) = äetQ(X,i^1)detQ(X,r2). 

1.13. La fonction j(z) = (ezl2 — e~~zi2)\z et sa racine carrée j 1 / 2 définie 
(au voisinage de z — 0) par j1/2(0) = 1 apparaissent dans la formule du 
caractère et de l'indice de l'opérateur de Dirac. On pose 

/ll2(x,r) ~tetft2(x,r)9 
/~ll2(x, r) = detj~1/2(x, r). 

Sur les algèbres de Lie so(n) cz gl(n) et sp(n) c gl(n) la fonction 
A\-*àetj(A) admet une racine carrée analytique entière. Si donc f est 
associé à un fibre principal ©-équivariant de fibre SO(w) ou Sp(w) et 
admettant une connexion ©-invariante, la forme fli2(X7'f) est définie 
sur M toute entière et dépend analytiquement de X. 

1.14. Notons DL(w, C) le groupe GL(w, C ) / ± l . Un fibre principal HT de 
groupe DL(w, C) sera appelé pseudo-fibré vectoriel. Si iV est ©-équivariant 
et admet une connexion ©-invariante, on peut encore définir le caractère 
de Chern Ch(X,TT). 

Nous pouvons maintenant énoncer la formule pour l'indice équiva-
riant de l'opérateur de Dirac obtenue dans [6]. 

Soient M une variété riemanienne compacte orientée de dimension 2Z 
et © un groupe connexe d'isométries de M préservant l'orientation. Soit 
ir = f O 0 ^ i ^n fiferé gradué de Clifford [2], ©-équivariant, sur M. Pour 
chaque m G M, la fibre ir

m est donc un module gradué pour l'algèbre de 
Clifford C(TmM). Notons #+ (resp. S~) l'espace des spineurs pairs (resp. 
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impairs). Pour chaque m e M, on a des décompositions 

K = Btevrm et y*n = Bâ®Wm. 
Les espaces Wm/±1 définissent un pseudo-fibré vectoriel ©-équivariant 
ir [6]. 

Soit _D^: P ( f °)->P(fx) l'opérateur de Dirac associé au module de Clif-
ford *f9 défini à l'aide d'une connexion ©-invariante. Alors KerD^ et Ooker 
E\r sont des ©-modules de dimension finie et on a: 

1.15. THéORèME. Si X e Q est suffisamment petit, 

^ K er<(expX)- t r 0 o k o r I ,o (expX) = j 0\(X7mf"m(X,TM). 
M 

1.16. Fibres homogènes. On suppose désormais que M est un espace homo-
gène GjE. Une connexion ©-invariante sur le fibre principal G->G/E est 
définie par une decomposition g = Ç ©m où m est un supplémentaire 
ZT-invariant de I). 

1.17. Soit r une représentation de E dans un espace vectoriel de dimension 
finie Vr. Une connexion linéaire ©-invariante sur le fibre vectoriel © xHVr 
est une connexion sur le fibre principal ©XHGL(7T), image du fibre 
principal G->M par l'homomorphisme -H"->GL(7T). La 1-forme sur © 
à valeurs dans gl(Vr) qui correspond à cette connexion (conventions de 
1.10) est définie par une application linéaire r: TCG = Q->gl(VT) qui 
vérifie: 

1.18. r|ç = r , 
r(adfc*X) = r(h)r(X)r(h)"1 pour tout XGg,7&GJ2". 

Si le fibre principal G->G/E admet une connexion ©-invariante, on 
obtient une telle application r en posant ï|w = 0. 

Toujours avec les conventions de 1.10, le moment de X G g et la cour-
bure de la connexion x sont les formes différentielles sur © données par: 

1.19. Jx(9) == ̂ (adflr^X) pour g eG. 

1.20. Q est ©-invariante par les translations à gauche et 

Q(Y,Z) -\%(Y),x(Z)ï~-%\Y,Z'\ p o u r r a G g. 
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1.21. L'étude des orbites admissibles de la représentation coadjointe deman-
de de considérer le cas où r est une représentation non pas du groupe E 
lui-même, mais d'un revêtement à deux feuillets E, telle que r(ë) soit 
égal à ± 1 pour tout élément e eÊ qui se projette sur l'élément neutre de E. 
Alors T définit un homomorphisme de E dans le quotient GcL(V^)l(±.l) 
de GL(7T). Une application x-§-^gl(Vx) qui vérifie les conditions 1.18, 
avec 21 à la place de E, définit une connexion ©-invariante sur le fibre 
principal ©xH(GL(7T) / (±l)) . À toute fonction 0 eî(gl(VT)) est donc 
associée, pour l e g , une classe dans E*(M, dx) notée 0(X, r). Cette 
classe provient de la forme 0(JX — (Qßin)) sur ©, où Jx et Q sont données 
par 1.19 et 1.20. 

2. Classes caractéristiques pour les orbites de la représentation coadjointe 
et formule du caractère 

2 .1 . Soit 0cg* une orbite de la représentation coadjointe de ©. On munit 
G de sa structure symplectique canonique a. Soit f eG. Grâce à l'homomor-
phisme ©(/)->Sp(g/g(/))c->SL(g/g(/)), le revêtement à 2 feuillets 
SL(g/g(/))->SL(g/g(/)) induit un revêtement à 2 feuillets ©(/)->©(/), 
qui coïncide avec le revêtement défini par M. Duflo [11]. On définit, en 
suivant [11], l'ensemble 3£(f) des [classes de] représentations unitaires 
irréductibles r de ©(/) telles que r(expX) = ei<f'x> IäVr pour X e g ( / ) 
et r(e) = — I d F , en notant e l'élément non neutre de 0(f) au-dessus de 
l'élément neutre de ©(/). L'orbite est dite admissible lorsque l'ensemble 
%(f) n'est pas vide. Si © est algébrique, 3£(f) consiste en un nombre fini 
de représentations de dimension finie. Plaçons-nous dans ce cas. Notons 
PT = © x W ) ( G L ( 7 T ) / ( ± l ) ) le fibre principal défini par xe%(f). 

2.2. Rappelons que PT admet une connexion ©-invariante canonique, 
introduite par B. Kostant [17], obtenue en posant r(X) = £</, X > I d r 
pour X G g (notations de 1.18). Comme ad g-f = f si g e G(f), la courbure 
Q et le moment Jx de cette connexion sont en fait déjà des formes sur 
Q = ©/©(/), données par 

Jx(l) = i(ly X>Id F r pour le G,1 

Q = —ialä.v . 

1 Le moment de X relativement à cette connexion diffère donc par un facteur 
-i du moment défini en 1.7 relativement à l'action hamiltonienne de G sur 0. 
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Le caractère de Chern du fibre PT est donc la forme sur O donnée par 

2.3. Oh(X, r) = tr(eJx-oi2i") = dim Vxe^x>eal2lz. 
On voit donc apparaître le premier ternie de la formule (2) de l'intro-

duction. Pour donner un sens au terme f~ll2(X, TG)7 nous allons faire 
momentanément l'hypothèse suivante. 

2.4«. Le fibre G->G = ©/©(/) admet une connexion ©-invariante, donnée 
par une décomposition ©(/)-invariante g = g(/)©m. 

Considérons la suite exacte de G(/)-modules: 
0->(adg)-/->g*^g(/)*->0. 

La suite exacte de fibres vectoriels associée définit le fibre normal EG à G 
dans g*: 

0->TG->G x Q*->NQ->0. 

L'action de © sur 0xg* est donnée par g(l,V) = (ad*0-Z, ad*0'Z'). La 
forme f~~li2(X, 0xg*) est donc la fonction constante sur G donnée par: 

( -ad*.X/2 __ P-B>VX}2 \ - 1 / 2 

• ^ - 5 5 ) ~ r ' " m - -

Grâce à l'hypothèse 2 A on a, en utilisant 1.12 : 

2.5. jl'*{X) = /1 / 2(X, Te>)fll2(X, N<9). 

Si / e & et X e g(/), i.e. si / est un zéro de X*, on a 

^'2(X,^r(/)=detf l ( / )( 
ead2T/2 __ e-&ÛXl2 \ 1/2 

âdX ) 

2.6. Considérons le cas d'une orbite de dimension maximale 2d. Alors g(/) 
est commutative [12], Il en résulte, d'après 1.17, que le fibre normal 
NG =©xW )g( / )* admet une connexion ©-invariante plate, et on a 
^2(X,NG) = 1 . 

Dans ce cas, sous l'hypothèse 2.4, la forme f~ll2(X9TG) se réduit 
donc à la fonction constante j~1/2(X). 

La formule de Kirillov: 

trT(expX)j(X)1/2 = dimr Je^'^%, 
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OÙ 

ß * 
Po (2nfd\ 

s'écrit donc aussi en termes de formes ©-équivariantes : 

trT(exp'X) = / C h ( X , r ) / - 1 / 2 (X , TG). 

Ce qui précède nous conduit à proposer une généralisation de la con-
jecture de Kirillov (sous l'hypothèse 2.4). Nous la proposons sous deux 
formes : 

2.7. CONJECTURE. Soit G une orbite admissible, fermée, de G dans g*, r effî(f). 
E existe une représentation unitaire irréductible TfjX de G telle que: 

trT/>T(expX) = / C h ( X , T ) / - 1 / 2 ( X , TG) (Cl ) 

ou plutôt 

t r %(expX)j1 / 2 (X) = f Ch(X, T ) ^ 1 / 2 ( X , EG). (C.2) 
(9 

Indiquons maintenant des situations où cette formule est justifiée. 

2.8. Tout d'abord si G est fermée de dimension maximale, (0.2) est la formule 
de Kirillov, et sa validité a été établie dans [15] par Khalgui pour les 
représentations Tfx de Duflo. 

2.9. Si G = {0}, on a / 1 / 2 ( X , EG) = j(X)1/2 et la formule (0.2) est donc 
vérifiée si on associe à l'orbite {0} la représentation triviale. 

2.10. Si g(jf) est reductive, l'hypothèse 2.4 est satisfaite et la forme 
fl!2(X, NG) est définie sur G toute entière et dépend analytiquement 
de X G g. Malheureusement, nous ne pouvons assurer que l'expression 

JCh(X9r)/ll2(X,EG) 
o 

définisse une fonction généralisée sur un voisinage de 0 dans g. 
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Cependant, supposons que le sous-groupe à un paramètre ad(expïX) 
soit relativement compact dans ad©, et que le champ de vecteurs X% 
n'ait qu'un nombre fini de zéros. Soient f e G et X eQ(f). Soit Wf un 
sous-espace de (g/g(/))c? stable par exptX, totalement isotrope positif 
pour la 2-forme canonique. La formule de localisation 1.4 s'écrit alors 
f ormellement : 

j 0 h ( X , r ) / 1 / 2 ( X , ^ ) j ( X ) - 1 / 2 

o 
ei<f,X> I dim VT 

fe{zévoBdeX&} acXjWf\e 6 ) 

Supposons que © soit semi-simple, et soit X un élément elliptique 
(non nécessairement régulier) de g*. Associons à l'orbite G-À la représenta-
tion Tx de Zuckerman. (Il n'est pas démontré que TÀ soit unitarisable). 
Alors la formule du caractère [22] pour T^ coïncide sur l'ouvert des élé-
ments elliptiques réguliers de g avec l'expression précédente. 

En particulier, lorsque © est compact connexe, notre conjecture est 
bien vérifiée : si t est une sous-algèbre de Cartan telle que X e t*, la représenta-
tion TK associée au fibre de Clifford canonique sur l'orbite © -X a pour poids 
extrême iX — QK, Où £A est la demi-somme des racines de ic dans QC telles 
que (iX, a> > 0, et la formule (0.2) coïncide avec la formule du théo-
rème 2.8. 

2.11. Si le fibre normal n'admet pas de connexion ©-invariante, le terme 
flì2(X, EG) n'est même pas défini. Il est vraisemblable qu'on peut amé-
liorer la conjecture (0.2) en cherchant, en guise de flj2(X, EG), une fonc-
tion analytique ©-invariante X->J*(X), à valeurs dans l'espace des 
formes différentielles sur G, qui vérifie: 

(a) J#(X)eZ(M,dx), 

[ cadAr/2 _ ß-adX/2 ni/2 
<ietö(/) — J pour feG,XeQ(f). 

Si © est compact, d'après la proposition 1.3, ces conditions déterminent 
la classe de J # (X) dans E*(M, dx) pour les cléments X dont les zéros 
sont isolés. 

S'il existe une fonction ©-invariante j& sur g telle que 

( eadZ/2 ___ 0-adX/2 \ 
— 1 p o u r / e 0 , X e g ( / ) , 
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un choix naturel pour J#(X) sera la forme de degré 0, égale à la constante 
j0(X)112. La formule des caractères obtenue est alors celle de Duflo [10]. 
Dans le cas contraire, J#(X) devra nécessairement comporter des termes 
de degré supérieur. 

2.12. Eevenons enfin à notre motivation initiale. Soit O une orbite de 
dimension maximale de la représentation coadjointe. Supposons que & 
admette une structure riemannienne ©-invariante. Il existe donc une forme 
euclidienne Q sur g/g(/) invariante par ©(/). Le revêtement ©(/) de ©(/) 
(2.1) est aussi défini par le diagramme 

6(/KSpin(<?) 
ir I 
G(/KSO(0). 

Soit Q = Q+ ®Q~~ la représentation de Spin(Ç) dans l'espace des spineurs. 
Soit re#"( / ) ; les représentations r®Q± sont alors des représentations 
de ©(/). On peut définir le module de Clifford 

Tt = GxG(f)(r®Q) 

(un tel module de Clifford sera dit admissible). 
Le fibre fr est muni d'une connexion ©-invariante déduite de la con-

nexion de Kostant et de la connexion de Levi-Cività. On peut alors définir 
l'opérateur de Dirac 

B^iE^f^r^?). 

Notons KerD^ le noyau L2 de Bf. La représentation de © dans KerD* 
est une somme finie de représentations de la série discrète ([21], [18], 
[Ö]). De plus, si © est nilpotent ou semi-simple, [9] montre que la représen-
tation KerD+~KerD7 coïncide avec la représentation irréductible TfyZ 
dont le caractère est donné par la formule de Kirillov ([20], voir aussi [4]). 

Dans ce cas, la "formule universelle" donne donc une formule inté-
grale pour la fonction de Lefschetz 

XH>trKéBD+ (expX) - trKerl>- (expX) 

au sens fonctions généralisées. a 
Soit iTx un module de Clifford admissible sur un espace homogène 

M = G/E tel que E soit compact. A. Connes et H. Moscoviti ont obtenu 
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pour l'indice I? de l'opérateur de Dirac Dt une formule utilisant la classe 
Ch(r)/~1/2(27Jlf) [9]. Nous pensons que le théorème 1.15 est encore valable 
dans ce cas pour exprimer la fonction de Lefschetz de l'opérateur Ex. 
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