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I. Les problémes

(a) Soicnt F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, & corps
résiduel fini, et G un groupe réductif connexe défini sur F. Munissons G(F') d’une
mesure de Haar. Plus généralement, pour tout sous-groupe fermé unimodulaire
H C G(F), munissons H d’une mesure de Haar et H\G(F') de la mesure quotient.
Notons C°(G(F)) 'espace des fonctions sur G(F'), & valeurs complexes, localement
constantes et & support compact. Pour f € C°(G(F)) et « € G(F'), posons

¢%(z, f) = / fly 'zy)dy

Zg(x)°(FI\G(F)

ol Zg(z)° est la composante ncutre du commutant de z dans G. L’intégrale est
absolument convergente ([Rao]). Fixons un enscmble de représentations UC C
G(F) des classes de conjugaison unipotentes, pour la conjugaison par G(F).

PROPOSITION (Shalika [Sha]). Pour tout u € UC, il existe une fonction TS sur
G(F), dont le germe au voisinage de 1 est uniquement déterminé, de sorte que
pour toute f € C°(G(F)), il eriste un voisinage Vy de 1 dans G(F) tel que, pour
tout z € Vi, on ait Uégalité

¢z, f) = Y TT()6%(u, f).

u€UG

Ces fonctions I'C sont appelées germes de Shalika. Le premier probléme (et
le plus profond) est le :

PROBLEME A. Calculer les germes de Shalika T'C.

(b) Notons G(F)geg ’enscmble des éléments fortement réguliers de G(F) (i.e. les
x € G(F) dont lc commutant est un torc) et F' la cloture algébrique de F. Soit T
un sous-tore maximal de G (défini sur F). Pour z € T(F) N G(F)srcg, I'ensemble
{y~lzy;y € (T\G)(F)} est la classc de conjugaison stable de z, i.e. ’cnsemble
des ' € G(F) conjugués & = dans G(F). Le groupe G(F) agit naturellement sur
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(T\G)(F). L’ensemble des orbites s’identific naturcllement & un sous-groupe de
HY(Gal(F/F),T(F)). Notons k(T/F) lc groupe dual de ce sous-groupe. Chaque
élément de k(T'/F) définit une fonction sur (T\G)(F). Munissons (T\G)(F) d’unc
mesure déduite d’une forme différentielle invariante sur T\G. Pour k € k(T/F),
f€CE(G(F)) ct z € G(F), posons

6%z, f) = / k() f (s~ zy)dy.

(T\G)(F)

Pour k = 1, on écrit ¢+*t au lieu de 1. On conjecture que les intégrales ¢&*
sont égales & des intégrales ¢ sur des groupes H plus petits que G, ses “groupes
endoscopiques”.

Fixons une forme intérieure G* de G, quasi-déployée sur F', ct un isomor-
phisme “intérieur” 9:G — G*. Notons LG = G x Wr le L-groupe de G ([B]
1.2). Soit (H,H,s,&) une donnée endoscopique de G ([LS1] 1.2) : H est un groupe
réductif connexe sur F, quasi-déployé, H cst une extension scindée de W par H,
s est un élément semi-simple de G, & H — LG est un L-homomorphisme injectif
tel que £(H) C Zp(s), et £(H) = Zg(s)°. Iy a une application naturclle

classcs de conjugaison _ classes de conjugaison
semi-simples dans H(F) semi-simples dans G(F)

On dit qu'un élément de H (F) est fortement G-régulier si I'image de sa classe est la
classe d'un élément fortement régulier de G(F). Notons H(F)g_freg 1'ensemble de
ces éléments. Supposons pour simplifier H = L H (cf. [LS1] 4.4 pour le cas général).
Pour y € H(F)g_freg €t T € G(F)freg, on définit un facteur de transfert A(y,z)
([LS1] §3). Il n’est non nul que si les classes sur F de y et z se correspondent. Pour
f €CX(G(F)) et y € H(F)G—freg, On pose

¢“H(y, f) = ZA ¥, 2)¢% (. f)

ol 'on somme sur un systéme de représentants des classes de conjugaison par
G(F) dans G(F)geg. Supposons qu'il existe x tel que A(y,z) # 0. Fixons un tel
z, posons T = Zg(z). On montre qu'il existe Ag € C* et k € k(T/F) tcls que

% H(y, f) = Mg (z, f).

PROBLEME B. Soit f € CZ(G(F)). Existe-t-il un “transfert” fy € CZ(H(F))
tel que pour tout y € H(F)G—freg, 0n ait 1'égalité ¢t (y, fu) = ¢ H(y, f) ¢

Pour u € U® et y € H(F)G—freg. POSONS
r$H @) =) Ay, 2)S (2),
T

oil la somme est comme ci-dessus. Quand G = H, on écrit I'C+*t au lieu de T'S:C.

PROBLEME B’. Soitu € UC. Le germe I'C'H est-il combinaison linéaire de germes
THst pour v e UH 2
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Langlands et Shelstad on montré qu'une réponse affirmative a cette question
pour tout couple (G, H) impliquait 1’existence du transfert ([LS3) 2.3).

(c) Soient G et H comme ci-dessus, supposons toujours H = L H, supposons dec
plus G et H quasi-déployés, déployés sur une extension non ramifiée de F, et qu’il
existe une telle extension E/F et un diagramme commutatif

LH LI L@
l !
H % Gal(E/F) 25 G x Gal(E/F)

Soient K¢ un sous-groupe compact maximal hyperspécial de G(F) et
H(G, K¢) l'algébre des fonctions sur G(F’), & valeurs complexes, & support com-
pact et biinvariantes par K¢. Notons G,s lensemble des éléments semi-simple
de G, Fr € Gal(E/F) I’élément de Frobenius ct (Ggs x {Fr})/G Tensemble des
classes de conjugaison par G dans le sous-ensemble G, x {Fr} C G x Gal(E/F).
L’isomorphisme de Satake identifie H(G, Kg) aux fonctions “polynémes” sur
(Gss x {Fr})/G. Posons des définitions analogues pour le groupe H. Comme g
définit une application

(Hes x {Fr})/H — (G.s x {Fr})/G,

on en déduit une application b: H(G, K¢) — H(H, Kg).
PROBLEME C (“lemme fondamental”). Eziste-t-il ¢ # O tel que pour toute f €
H(G, K¢) et tout y € H(F)Gg—freg, 0On ait I’égalité

o™ (y,b(f)) = 6% (y, f)

(cf. [L1] §3, [H3])

REMARQUES 1. La motivation des probléemes B et C est la stabilisation de la
formule des traces de Arthur et Selberg ([L1]). Ce probléme s’cst posé pour la
premitre fois pour SL(2) dans [Lab-L].

2. On peut généraliser le probléme C au cas ou 'on se donne un automorphisme
0 de G, défini sur F, ct un caractére w de G(F') ct ol 'on remplace les intégrales

#%(z, f) par
65, (. f) = / w()f (s 26(y))dy
Zg,9(z)°(F)\G(F)

ol Zge(z) = {y € G;y~'z6(y) = z}. L’intégrale n’est définie que pour les z tels
que w|zg o(z)(F) = 1. (Cf. [KS].)
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II. Premiers résultats sur les problémes A et B

(a) Le calcul des germes pour les unipotents réguliers (i.c. les u € UC tels que
dim Zg(u) = rangG) ct sous-réguliers (i.e. les u € U tels que dim Zg(u) =
rang G + 2) a été effectué pour G = GL(n) et G = SL(n) par Repka ([Rel, Re2,
Re3)).

(b) Si T est un sous-tore maximal de G défini sur F, on dit que T est clliptique
s'il n’est pas contenu dans un sous-groupe parabolique propre de G défini sur F.

PROPOSITION (Rogawski [Ro]). Supposons les mesures convenablement normali-
sées, soit T un sous-tore mazimal défini sur F. Alors le germe T'C, restreint
T(F)NG(F)freg, est constant au voisinage de l'unité, égal a 1 si T est elliptique,
a 0 si T n’est pas elliptique.

Notons que, si T n'cst pas clliptique, les intégrales orbitales ¢€(z, f), pour
z € T(F), sont égales & des intégrales ¢™ (z. fp), ol M est un sous-groupe de Levi
contenant 7" d’un sous-groupe parabolique propre P de G défini sur F, et fp unc
fonction sur M(F') déduite de f. On peut donc sc limiter dans nos problémes au
cas ou T est elliptique.

(c) Si G(F) est compact modulo son centre, le probléme B’ se résout positivement
pour tout H ([LS2]. corollaire 2.5).

III. La variété des étoiles

(a) Soient T un sous-tore maximal de G défini sur F', B un sous-groupe dc Borel de
G contenant T', non nécessairement défini sur F', A I'ensemble des racines simples
de T associé & B, W le groupc de Weyl de T (sur F). Notons B la variété des sous-
groupcs de Borel de G. La variété des étoiles S est l'ensemble des (B(w))wew €
BY tels que pour tous w € W et a € A, il cxiste y € G(F) tel que B(w) =
y !By, B(sqw) C y~!P,y, ol s, est la symétrie associéc & a ct P, lc sous-
groupe parabolique de G contenant B, dc rang semi-simple 1, associé & a. Soit X°
I’ensemble des (z, (B(w))wew) € G x S tels que z € B(w) pour tout w € W et
est fortement régulier. Soit X la cloture de X° dans G x S. On a des applications

™ X P
J N
G T

définics ainsi : 7 cst la projection sur le premier facteur; pour z = (z. (B(w))wew)
€ X, soit y € G(F) tel que B(1) = y~ !By, alors () est I'image de yzy!
par la projection naturelle B — T'. On pcut munir X d’unc structurc sur F' dc
sorte que 7 et ¢ soient définics sur F. Soit t € T(F) N G(F)greg- Alors o~ (t)(F)
s’identific & (T\G)(F). Pour k € k(T/F) ct f € C(G(F)), on peut intcrpréter
¢C*(t, f) comme une intégrale sur ©~!(¢t)(F). Soit C C T une courbe définie
sur F, passant par l'origine, de tangente & l'origine cn position générale. Soient
Y° = {z € X°;¢(z) € C}, Y la cloture de Y° dans X. On peut trouver une
désingularisation p: Yo — Y telle que l'on puissc appliquer la théoric d’Igusa ([I])
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a l'application pop: Yo — C. On obtient un développement explicite de ¢% " (t, f),
quand t € C(F) tend vers 1, en termes de parties principales d'intégrales sur les
composantes définies sur F de (¢ o p)~1(1). Les orbites unipotentes interviennent
de la fagon suivante : pour toute composante E de (¢ o p)~1(1), il existe une
(unique) orbite unipotente O de G(F') telle que les clétures de Zariski de 7 o p(E)
ct de O soient égales.

Cette construction, due & Langlands ([L2]), permet le calcul des germes de
Shalika quand on connait une description suffisamment maniable de la désingula-
risation Y.

(b) Le calcul a été mené & bien pour G = SL(3), SU(3) ([L2], [LS2]), GSp(4) ([H1]),
Sp(4) ([H4]), G2 et SL(4) ([J1,2]); pour G quelconque et unc orbite unipotente
sous-réguliere ([H2]).

(c) L’utilisation de la variété des étoiles a permis & Shelstad de calculer les germes
pour les orbites régulieres ([S]). Supposons G quasi-déployé, soient u € U G un
élément régulier, T C G un sous-tore maximal défini sur F, z € T(F) N G(F)geg-
On note A(z) la valeur absolue du déterminant de 1 — Ad(z) agissant sur le
quotient d’algebres de Lie (Lie G)(F)/(Lie T)(F). Shelstad définit trois éléments
inv(z), invr(u) et inv(T) de H(Gal(F/F),T(F)). On a alors I'égalité

A —1/2. i i 2 — 3 T,
Ff(m)={ (:v()]’ , sl inv(z) b111111\(/;;(11)/1nv()

(il s’agit de ’égalité des germes de ces fonctions au voisinage de 1).

IV. Le cas de GL(n)

Rappelons la définition suivante. Soient F’/F une extension finie, F’ et F les corps
résiduels des anneaux d’entiers de F' et F, e¢(F'/F) l'indice de ramification, vp-
la valuation normalisée de F’ et wr une uniformisante de F. Soit z € F'*. On
dit que z est F'/F-cuspidal si pged(vp:(z),e(F'/F)) = 1 et si la réduction de
g /Py vF @) engendre F’ sur F.

Soit T un sous-tore maximal elliptique de G = GL(n), défini sur F'. Identifions
T(F) au groupe multiplicatif d’une extension E/F de degré n. Pour tout u € U®
et tout z € E* tel que z soit régulier et vg(z — 1) > 0, on définit I'C(z) (cf. plus
loin section VI(a)). Supposons E/F modérément ramifiée et n > 1. Soit z € EX,
régulier, tel que vg(x — 1) > 0. Il existe alors z € F*, y et ' € E* tels que

(i) z=2(1+yz');

(i) en posant F' = F(y), y est F'/F-cuspidal;
(ili) vr(z—1) >0, vg(z' — 1) > 0.
Fixons de tels éléments. Soit G’ = Zg(y). Alors G'(F) ~ GL(n/, F'), ou n' = [E :
F’]. Pour tous u € US, u’ € US’, on définit p(u,u’) € C et 'on montre que

@) = Y plu,u)rs @)
u/ eUG’

Les p(u,u’) s’explicitent cn fonction des constantes de structure de 1’algebre de
Hall des groupes linéaires sur un corps fini. La formule ci-dessus fournit un calcul,
par récurrence sur n, des germes pour GL(n) ([W1,2]).
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V. Résultats sur le lemme fondamental
(a) Le probléeme est résolu pour certains groupes de petit rang : SL(2) ([Lab-L]),
U(3) ([BR], [K4]), GSp(4) ([We]).

(b) Pour G = GL(n), Drinfeld a calculé les intégrales orbitales de certaines fonc-
tions f € H(G, K¢) (il n'a pas publié ce calcul, cf. [Lau], theorem 4.6.1).

(c) Soiecnt G = GL(n), d un diviseur de n, E l'cxtension non ramifiéc de F de
degré d, w un caractére de F* dont le noyau est le groupe des normes de EX.
On plonge H(F) = GL(n/d, E) dans G(F). Pour = € H(F) et f € C°(G(F)), on
pose

oHC(z. ) = / wo det(y) f(y~ zy)dy.
Zg(x)(F)\G(F)

On définit un transfert b: H(G, Kg) — H(H, Kp) et un facteur A”C: H(F)G_freg
— C. Soit p la caractéristique résiduclle de F', supposons p > n. On prouve que
pour z € H(F)g_feg et f € H(G, Kg), on a I'égalité

ARG (2)oHC (z, f) = ¢ (2, b(f)).

La preuve se fait par récurrence comme cn section IV ([Kal, [W2]).
Le lemme fondamental pour SL(n) s’en déduit (pour p > n).

(d) Soient G quclconque vérifiant les hypothéses de section I(c), E une extension
non ramifiée de F, Fr le Frobenius de E/F'. Le groupe G(F') agit sur lui-méme par
Fr-conjugaison, i.c. par 'application

G(E)xG(E) —  G(E)
(y,z) -y lz(Fry).

Pour z € G(E), on définit sa classe de Fr-conjugaison, sa classc de Fr-conjugaison
stable C1¥"*!(z), son centralisateur “tordu”:

Ze(p)m(z) = {y € G(E);y 'z(Fry) = z}.
On définit unc “norme” N:

classes dc Fr-conjugaison . classcs de conjugaison
stable dans G(FE) stable dans G(F)

(cf. [K2]). On définit aussi un transfert
b:H(G(E), Kg(r)) — H(G(F), Kg(r)),

avec des notations évidentcs. Soient = € G(E) et f € C(G(E)). Supposons que
N(CIFr*t (1)) soit une classe fortement réguliére. On pose alors

Zg(e).Fe(z')\G(E)

63z ) =3 / F e (Bry))dy
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oil ’on somme sur un systéme de représentants des classes de Fr-conjugaison dans
CIF#(z).
On prouve que pour tout y € G(F)geg et toute f € H(G(E), Kg(g)), on a
les égalités
(i) ¢ (y,b()) = ¢ (x, £),
si z est un élément de G(E) tel que N(CIF*!(z)) soit la classe de conjugaison
stable de y (alors C1¥"*!(z) est uniquement déterminée);
(i) ¢%F)#t(y,b(f)) =0,
si la classe de conjugaison stable de y n’est pas dans I'image de N ([C]; voir
aussi [K1], [AC], [Lab]).
La preuve utilise des arguments globaux (formule des traces). Pour les utiliser,
il est essentiel de connaitrc préalablement le résultat quand f est la fonction car-
actéristique de K¢(g). Ce résultat est di & Kottwitz ([K2]).

(e) Hales a généralisé la méthode précédente et montré que, dans le cadre de
section I(c), le lemme fondamental résultait du méme lemme pour la fonction
caractéristique de K¢ ([H5)).

VI. Résultats reliés

(a) Supposons G classique et quasi-déployé, soit g son algtbre de Lie, que l'on
plonge dans une algébre de matrices. On pose

g(F)tn = {X € g(F), lim X" = 0}
n—oc

Soit K C G(F) le fixateur d'un sommet de I'immcuble de G, on définit son algébre
de Lic k£ C g(F') et I'on pose

Ki, = {z € K; lim zP" =1},

n—0oC

oll p est la caractéristique résiduelle de F. Supposons donné un homéomorphisme
e:kNg(F)y — Ky, vérifiant des propriétés proches de celles de I'exponentielle.
Pour u € U, on définit T'C sur tout Ky, N G(F)freg de sorte que

IS (e(u®X)) = |ul*™TE (e(X))

pour tout X € kN g(F)sp tel que e(X) € G(F)geg ct tout p € F* tel que
vr(u) > 0, ol d(u) est un certain enticr explicite.

PROPOSITION. Supposons p “assez grand”, notons f la fonction caractéristique
de K et soit x € Ky, N G(F)geg. Alors on a Uégalité

ueUG

(cf. [W4]).
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(b) Dans la situation de section I(c), pour f € H(G,Kg) et £ € G(F)greg, 0on
peut exprimer ¢C(z, f) en termes de la transformée de Satake de f. L’expression
fait intervenir des “traces pondérées” de représentations sphériques de G(F) ([W3]
dans le cas de GL(n), [A1], §9 et [A2] dans le cas général). Dans certains cas, on
peut aussi donner une expression de ¢€(u, f), pour u € U® ([MA]).

(c) Les notions d’intégrales orbitales, de classc de conjugaison stable, de facteur
de transfert etc. se descendent aux algébres de Lie. Fixons sur g(F) une forme
bilinéaire ( , )4 symétrique non dégénérée et invariante par l'action adjointe de
G(F) et fixons un caractére ¢: F — C* continu et non trivial. Pour f € C°(f(F)),
on définit sa transformée de Fourier f € C>*(g(F)) par

fox) = / FZy((X. 2),)dZ
g(F)

pour tout X € g(F), ol dZ est la mesurc autoduale. Pour X € g(F), on définit
une distribution ¢%(X,-) par ¢%(X, f) = ¢%(X, f) pour toute f € C=(g(F)). I
existe une fonction iC: 9(F)reg X 9(F)reg — C, localement constante, telle que pour
toute f € C3*(g(F)), on ait 1'égalité

$X. 1) = / (X, 2)f(2)A(2)"1dZ

g(F)

ol A est I'analogue de la fonction définie en scction III(c).

Les distributions ¢€ (X, -) doivent étre considérées comme des analogues pour
Palgebre de Lie g(F') des caractéres de représentations de G(F'). Cette interpréta-
tion conduit & la conjecture suivante. Dans la situation de section I(b), soit h
I'algtbre de Lie de H. On déduit de ( , )4 unc forme ( , ), sur A(F). On définit
deux constantes explicites v,,(g) et v, (h).

CONJECTURE ([W5]). Soient Y € h(F)g—rcg €t Z € g(F)reg. On a l'égalité

(k) Y w(Z') A2, 2)i (Y, Z') = vu(9) DAY, X)i9(X, 2),
X

Y.z’

ot on somme enY’, resp. Z', X, sur un ensemble de représentants des orbites pour
laction adjointe de H(F), resp. H(F),G(F), dans la classe de conjugaison stable
deY, resp. dans h(F)G—_reg, dans g(F)reg €t ot w(Z') est le nombre d’orbites dans
la classe de conjugaison stable de Z'.

Cette conjecture est vérifiée quand Y et Z “tendent vers I'infini”. Quand Y
et Z “tendent vers 07, elle résout le probleme B’.
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