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Recherches sur les moyens de reconnaitre si un Probleme de
- Géométrie peut se résoudre avec la regle et le compas ;

Pir M. L. WANTZEL,

Eleve-1 ngénieur des Ponts-et~-Chaussées. g
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Supposons qu'un probleme de Géométrie puisse étre résolu par des
intersections .de lignes droites et de circonférences de cercle : s; Ton
joint les poiuts ainsi obtenus avec les centres des cercles et ayec les
points qui déterminent les droites on formera un enchatnement de
triangles rectilignes dont les éléments pourront étre calculés par les

) formules de i\n Trigonométrie ; d'ailleurs ces formules sont des €qua-
tions algébriques qui ne renferment les cotés et les lignes trigonome-
triques des angles qu'au premier et au second- degré; ainsi Vinconnue
principale du probléme s'obliendra par la résolution d’une série d’é—
quations du second degré dont les coefficients seront fonctions ration-
nelles des données de la question et des racines des équations précé - >
dentes. D'aprés cela, pour recounaitre si la construction d’un probleme
de Géométrie peut s'effectuer avec la régle et le compas, il faut chercher -
sil est possible de faire dépendre les racines de Uéquation 4 laquelle il -
conduit de celles d'un systeme d’équations du second degré composées
comme on vient de l'indiquer. Nous traiterons seulement ici le cas ot
Péquation du probleme est algébrique.

1L
Considérons la suite d’équations :

(A) x:+Ax!+B - 0} x:+Alxa+Bl= o.. 'x:—-x+Ar.—-axn—-x+Bn—n= 0, )
x+A,_x, 4B, . =o,
dans lesquelles A et B représentent des fonctions ratiounelles des
quantités données p, g, r...; A, et B, des fonctions. rationnelles de
Xy Ps Gse.05 €t, €n général, A, et B, des fonctious rationnelles de
Ly Ly oo s Lry PrGonn. _ .
Toute fonction rationnelle de x,, telle que A, ou B, prend la forme

G x, D —_ : 3 LI . y . 4
Cnrm = Dot 4 1o ¢limine les puissances de x,, supérieures'a la pre-
Em_(xn + FM—-! . 3 .
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miére au moyen de Péquation x%-4-a,,_, 2,+B,_, =0, en désignant

parC,_, D,,_,, E._,, F,._, des fonctions rationnelles de &p_yy..- Xy Py
g...; elle seraménera ensuite i la forme Ay 2yt B, en multipliant

Coneim = D,
leS deux te_r'mes de m,,._, par — Em_l(A m—z + Dm) + Fm—-l .

Multiplions I'une par I'autre les deux valeurs que prend le premier
membre de la derniére des équations (A) lorsqu’on met successivement
a la place de x,_, dans A,_, et B,_. les deux. racines de Péquation
# précédente : nous aurons un polynome du quatriéme degré en x, dont
les ¢oefficients s'exprimeront en fonction rationnelle de Lo ge - v Xy
Ps ¢5--.; remplacons de méme successivement dans ce polynome
¥a—, par les deux racines de I'équation correspondante, nous ohtien-
drons deux résultats dont le produit sera un polynome en x, de degré .
2’, a coefficient rationuel par rapport i x,_,. . Ty Py G...; €t, en
countinuant de la-méme maniére, nous arriverons 4 un polynome en x,
de degré 2" dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de
P ¢5 r.... €Ce polynomne.égalé 4 zéro donnera I'équation finale
S(x)==0ou f(x)=o0, qui renferme toutes les solutions de la ques-
~ tion. On peut toujours supposer qu’avant de faire le calcul on a réduit
les équations (A) au plus petit nombre possible. Alors une quelcon-
que d’entre elles 7, ,, —+A,x,.,,+B,=o0, ne peut pas étre satisfaite -
par une fonction rationnelle des quantités données et des racines des
' équations précédentes. Car, s'il en était ainsi s le résultat de la substi-
tution serait une fonctian rationnelle de x,,,.. &, Py q. .. quon peut
‘mettre sous la forme A’,_,2,~B',_, etl'on aurait A, +B,_ =o0;
on tirerait de cette relation une valeur rationnelle de X, qui substituée
dans P'équation du second degré en x,, conduirait 3 un résultat de.la
forme A',_,x,_, -+ B, _, =o. En continuant ainsi, on arriverait i
A'x, 4B =o0, Cest-a~dire que I'équation x?+~Ax, 4 B=0 aurait
pour racines des fonctions rationnellesde p, g. . .; le systeme des équa-
tions(A) pourrait donc étre remplacé par deux systemes de n—1 équa-
tions du second degré, indépendants J'un de l'autre, ce qui est contre la
supposition. Sil'unedes relations intermédiaires Ap iy B, _ =0,
par exemple, était satisfaite identiquement, les deux racines de I'équa-
tion x)_, + A, x,-B,_, =0 seraient des fonctions rationnelles de
Ta-re. .2, pour toutes les valeurs que peuvent prendre ces quantités,
en sorte qu'on pourrait supprimer V'équation en x,, et remplacer la
racine successivement par ses deux valeurs dans les équatiouns sui-

48...




368 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

vantes, ce qui raméunerait encore le systéme. des équations (A) & deux
systemes de n—1 équations.

1.

Cela posé, I'équation du degré 2", f(x)==o0, qui donne toutes les
solutions d'un probléme susceptible d'étre résolu au moyen de n équa-
tions du second degré , est nécessairement. irréductible , cest-a-dire
qu'elle ne peut avoir de racines communes avec une équation de
degré moindre dont les coefficients soient des fonctions rationnelles
des données p, q....

. En effet, supposons quune équation F(x)=o, a coefficients ra-
tionnelssoitsatisfaite par une racine de'équation 2244, ,2,B._ =0,
en attribuant certaines valeurs convenables aux quantités x._,,
Lng+«..2,. La fonction rationnelle F(x,) d’une racine de cette der-
niére équation peut se ramener 3 la forme A,_.x, -+ B._., en dé-
signant toujours par A, , et B/_, des fonclions rationnelles de
Lneye oo Xyy Py ...; de méme A, et B, , peuvent prendre I'un

- et lautre la forme A,_,x, ,-+B,_,, et ainsi de suite; on arrivera
ainsi & Alx, -4~ B, ou A/ et B/ peuvent étre mis sous la forme A'x,
-+ B’ dans laquelle A’ et B’ représentent des fonctions rationnelles
des dounées p, g. ... Puisque F (x,)==0 pour une des valeurs de x,,
onaura A_ x, 4 B,_,=o0, et il faudra que A,_, et B,_, soient nuls
séparément, sans quoi I'équation x% - A,_,x, - B,_, = o serait sa-

. e B . . .
tisfaite pour la valeur — 37— qui est une fonction rationnelle de. .

Tl
4

Zpsye s Xyy Py G-, €€ qui est impossible; de méme, A’_, et B,_,
étant nuls, A, ; et'B;_, le seront aussi et ainsi de suite jusqu'a ‘A’
et B’ qui seront. nuls identiquement, puisqu'’ils ne renferment que des
quantités données. Mais alors A et B, qui prenuent également la
forme A’x, -} B’ quand on met pour x, chacune des racines de 'équa-
tion x} -+ Ax, +B=o0, s'annuleront pour ces deux valeurs de x;
pareillement , les coefficients A’, et B, peuvent étre mis sous la forme
A’,x, + B/, en prenant pour x, 'une ou P'autre des racines de 'équa-
tion xi--A,x, -+ B,=o0, correspondantes a chacune des valeurs de
x,, et par conséquent ils s’annulleroint pour les quatre valeurs de x, et
pour les deux valeurs de x, qui résultent de la combinaison des deux
premiéres équations (A). On démontrera de méme que A’y et B’y seront
nuls en mettant pour x4 les 2° valeurs tirdes des trois premiéres équa-
tions (A) conjointement avec les valeurs correspondantes de x, et x, ;
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et continuant de cetle maniére on conclura que F(x,) s'annulera pour
les 2" valeurs de x, auxquelles conduit le systéeme de toutes les
équations (A) ou pour les 2" racines de f(x)==o0. Ainsi une équation
F(x)==0a coefficients ralionnels nc peut admettre une racine def (x;=0
sans les admettre toutes; donc I'équation f(x)==0 est irréductible.

IV.

7

1l résulte immediatement du théoréme précédent que tout probleme
qui conduit 2 une équation irréductible doat le degré n’est pas une
puissance de 2, ne peut étre résolu avec la ligne droite et le cercle.
Ainsi la duplication du cube , qui dépend de I'équation x°® — 2a° =0
toujours irréductible, ne peut étre oblenue par la Géométrie ¢lémen-
taire. Le probléeme des deux moyennes proportionnelles, qui conduit
a Péquation x® — a*b==o0 est dans le méme cas toutes les fois que le
rapportde b 2 a n’est pas un cube. La trisection de Uangle dépend de
lequahon x’—32 xLta=o; cette équation est irréductible si elle
n'a pas de mcme qui soit une fonclion. rationnelle de a et cest ce
qui arrive lant que a reste algebrlque ; ainsi le probléme ne peut étre
résolu en général avec la régle et le compas. Il nous semble qu'il n'a-
vait pas encore été démontré rigoureusement que ces problémes, si
célebres chez les anciens, ne fussent pas susceptibles d’une solution
par les constructions géométriques auxquelles ils sattachaient par-
ticuliérement.

La division de la . circonférence en parties €gales peut toujours se
ramener & la résolution de I'équation 2™ — 1 = o, dans laquelle m
est un nombre premier ou une puissance d'un nombre premier. Lors-

. , . xt— I3 . I3
que m est premier, 'équation ——=o du degré m— 1 est irréduc-

tible, comme M. Gauss I'a fait voir dans ses Disquisitiones arithmeticee,
section VII; ainsi la division ne peut étre effectuée par des construc-
tions géométriques que si m-—1==2" Quand m est de la forme a*, on
peut prouver, en modifiant légérement la démonstration de M. Gauss
que V'équation de degré (a—r1)a*—', obtenue en égalant a zéro Ie

quotient de &“— 1 par x* “~'—1, est irréductible ; il faudrait donc
que (@ —1) @ fat de 1a forme 2" en méme temps que a—1, ce qui
est impossible 4 moins que a = 2. Ainsi, la division de la circonfe-
rence en N parties ne peut étre effectue avec la régle et le compas .
que si les Jacteurs premzers de N di _[ferentr de 2 sont de la forme 2"+1

et s'ils entrent seulement & la premiére puissance dans ee nombre. Ce_
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. 4 . - . o s
principe est annoncé par M. Gauss & la fin de son ouvrage, maisil ven
a pas donné la démonstration. '

C--- J




Page 362, lignes 1,2,3 en remont., au lieu de 'y, lisez v

» 362, 6, au coefficient de u, ajoutez —b*(A?-4C?)
' 363, 12, au lieude —a,,,(....), lisez —az,,(.-..-)
363, 2, en remont., au lieu de 3v(L"coss....):V, lz’sez/

wv,(L%o0sp...)iv

364, 1, en remont., au lieu de = -, lisez =
364, 2, en remont., qu lieu de —sinpcos®p, lisez —singcosep
365, 10, effacez bl

. - P
365, 10et 11, au licu def, lisez cf
36y 1, au licu de an_,, lisez An_,
367, 4, au lieu de D, lisez x,,
368, 23, aulieude A'_,, lisez A',_,
372 14, au liew de — lisez 4
372 16, au lieu de a™, lisez a,,
428, 1,4,6, au lieu de D, lisez D,,_,
428, 1,4,6,135,12, au lieu de D,,,,, lisez D,
428, 16, apres ces mots et i %, ajoutez donc auparavant elles

' " étaient < -2'—?
435, 7, au lieu de (in—1), lisez (n—1)
437 et 438, au lieu de paramétre, lisez partout demi-paramétre
. dwv
41 12, au lieu de I (V+iex f l:::de), lisez
o

'V 1
e +r (V40 .r/; xVdx)
449. ligne dernitre , au lieu de V' 44z f; ‘ xV'dx, lisez

r(V'4bx f ! x=V'dx)
o

451, Yigne 19, au lieu de :;, lisez l;t-

FIN DU DEUXIEME VOLUME.

364, 13,14,15, au lieu de EX,EY ,EZ, lisez FfXEfY Efz






