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I.6 Nouveaux opérateurs et nouvelles intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

II Fonctions d’une variable 7
II.1 Fonctions et graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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(d) Intégration par parties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
(e) Changement de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
(f) Aire sous un graphe et aires dans le plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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I Motivations
Nous commençons ce polycopié en motivant l’introduction des nouvelles notions mathématiques qui

seront présentées en expliquant le rôle fondamental qu’elles vont jouer dans la modélisation de situations
physiques.

I.1 Quantités physiques et fonctions
Les quantités physiques peuvent être décrites par des fonctions à une ou plusieurs variables à valeurs

réelles mais aussi vectorielles.

Exemple 1. On donne maintenant quelques exemples de quantités physiques, illustrées par des dessins.

1. Une chute verticale libre est décrite par la fonction h(t) décrivant la hauteur en fonction du temps.

2. La pression dans un tuyau d’air (flute) est décrite par la fonction p(x) donnant la pression en
fonction de la position x dans le tube.

3. La température à la surface du globe est décrite par une fonction T (ϕ, θ) donnant la température en
fonction de la position déterminée par la longitude ϕ et la lattitude θ.

4. La vitesse d’un fluide se déplaçant dans l’espace est décrite par un champ de vecteur
−→
V (x, y, z).

I.2 Lois de la physique et calcul différentiel
Depuis Newton (la pomme et la gravité), de nombreuses équations décrivant les lois de la physique

(gravité, mécanique des fluides, électromagnétisme) sont décrites par des équations différentielles, dont
l’objet est de prédire le comportement à long terme d’un objet à partir de son comportement infinitésimal
(à très court terme). Un exemple important de ces lois est donné par

−→
F = m−→a

où
−→
F est la force et −→a l’accélération, qui est la dérivée seconde de la position M(t) = (x(t), y(t), z(t)) par

rapport au temps :
−→a =

∂2M
∂t2 .

Comme les quantités physiques font souvent intervenir des fonctions à valeurs vectorielles, il est
nécéssaire de disposer d’un calcul différentiel adapté aussi bien aux quantités scalaires (fonctions à valeurs
réelles) que vectorielles (fonctions à valeurs vectorielles).

I.3 Utilisation des lois et calcul intégral
Pour utiliser les lois décrite par des équations différentielles, on a besoin de les résoudre. Il nous faut

donc disposer d’un calcul d’intégrales fonctionnant aussi bien pour les quantités scalaires que vectorielles.
Remarquons aussi l’analogie entre différents types de quantités physiques : l’aire, la masse, le flux, la

force de pression et la probabilité d’occurence d’un évènement se calculent tous par des intégrales.
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I.4 Invariance par rapport à l’observateur
Depuis Einstein, et tout au long du siècle dernier, un rôle très important à été joué dans la formulation

et la découverte des lois de la physique par le principe “relativiste” suivant : “Les lois de la physique ne
doivent pas dépendre de l’observateur”. Une autre manière de formuler ce principe est de dire que “les
lois de la physique doivent être formulées d’un point de vue qui est invariant par les symétries du système
considéré”.

En mécanique Newtonienne (par exemple la description du mouvement des astres du système solaire), la
symétrie qui intervient est la symétrie linéaire donnée par les rotations de l’espace (transformations linéaires
respectant les longueurs, i.e., la métrique q(x, y, z) = x2 + y2 + z2).

En mécanique de la relativité retreinte (petites échelles, par exemple, pour les particules), la symétrie
est un analogue des rotations qui prend en compte la coordonnée temps : les transformations de Lorentz,
respectant la métrique q(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 − t2.

En mécanique de la relativité générale (très grandes échelles, par exemple, l’univers), la symétrie est
donnée par les transformations presque arbitraires et lisses (infiniment dérivables et qui dont la différentielle
respecte les transformations de Lorentz) des paramètres (coordonnées (x, y, z, t) de l’espace temps).

Pour formuler les lois de la physique d’un point de vue ne dépendant pas du choix de l’observateur (ou
du repère), on a donc besoin d’un calcul différentiel et intégral pour les fonctions à valeurs scalaires et vec-
torielles, invariant par changement de coordonnées arbitraires. C’est le langage des formes différentielles.

I.5 Formule fondamentale
Le lien entre le calcul différentiel et intégral est donné par la formule de Stokes∮

D
dω =

∮
∂D
ω.

Cette formule est une généralisation de la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral∮
[a,b]

d f :=
∫ b

a
f ′(x)dx = f (b) − f (a) =:

∮
{b+,a−}

f .

I.6 Nouveaux opérateurs et nouvelles intégrales
Les liens entre champs de vecteurs et formes différentielles vont permettre d’introduire des opérateurs

induits par l’opérateur de différentiation des formes d (qui lui-même généralise la dérivée des fonctions à
une variable) :

1. f 7→
−−−→
grad( f ) : ∇ f est un champ de vecteur qui mesure la variation de la fonction f dans l’espace,

avec ∇ =
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
. Par exemple, si V est le potentiel electrique,

−→
E = −

−−−→
grad(V) est le champ

electrique.

2.
−→
V 7→ div(

−→
V ) = ∇ · f est une fonction qui mesure la contraction ou l’expansion d’un fluide dont le

champ des vitesses est le champ de vecteur
−→
V . Un fluide dont le champ de vitesse est de divergence
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nulle est dit incompressible. La divergence est positive si le champ de vecteur “s’écarte du point” et
négative si il “s’en rapproche”.

3.
−→
V 7→ −→rot(

−→
V ) = ∇∧

−→
V est le champ qui dit a quel point le fluide tourne autour du point considéré. Par

exemple, si on prend un rond de fumée, on obtient un champ circulaire, centre de l’axe de rotation de
la fumée. On peut aussi penser au champ rotationnel du champ de vitesse du vent dans une tornade.

L’intégration des formes différentielles va aussi permettre d’introduire de nouvelles intégrales associées
aux champs de vecteurs : le travail d’un champ de vecteurs

−→
V le long d’une courbe C, donné par l’intégrale

curviligne de la 1-forme associée à
−→
V , et le flux d’un champ de vecteurs

−→
V à travers une surface S , donné

par l’intégrale de la 2-forme associée à
−→
V .
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II Fonctions d’une variable
(2-3 séances)

II.1 Fonctions et graphes

Définition. Une fonction (partiellement définie) f entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-
ensembles D f ⊂ X (ensemble de définition) et pour chaque x ∈ D f , d’un unique élément de Y , noté f (x).
Une fonction dont le domaine de définition D f est X tout entier est appelée une application.

De manière équivalente, une fonction entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-ensemble
Γ f ⊂ X × Y (son graphe) dont la projection Γ f → X est injective. L’image de cette projection est appelée
son domaine de définition et notée D f .

Concrètement, une fonction est souvent donnée par une formule, qui n’a un sens que si son argument
est dans le domaine de définition. Par exemple, la fonction x 7→ 1/x est une fonction (partiellement définie)
de R dans R dont le domaine de définition est R∗. La fonction logarithme ln est une fonction de R dans R
dont le domaine de définition est R∗+.

Quand on fait de l’analyse, il peut être utile de s’autoriser à varier le domaine de définition. Par exemple,
la fonction x 7→

√
x est une fonction définie sur R+, mais sa dérivée x 7→ 1

2
√

x n’est définie que sur R∗+.

II.2 Limites, continuité
Nous allons maintenant nous restreindre aux fonctions d’une variable réelle.

Définition. Une fonction f :]a, b[→ R admet une limite en un point x0 ∈]a, b[ si il existe un nombre réel `,
qu’on notera aussi limx→x0 f (x), vérifiant que, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que |x − x0| < η implique
| f (x) − `| < ε.

L’expression ci-dessus signifie en français que pour que f (x) soit proche de ` à ε près, il suffit que x soit
proche de x0 à η près.

Par exemple, la limite en 0 de la fonction id : x 7→ x est 0, mais la fonction x 7→ 1/x n’a pas de limite
en 0.

Proposition 1. Si f et g sont deux fonctions et si leurs limites existent en x0, on a

1. limx→x0( f + g)(x) = limx→x0 f (x) + limx→x0 g(x).

2. limx→x0( f .g)(x) = limx→x0 f (x). limx→x0 g(x).

3. Si limx→x0 g(x) , 0, on a
lim
x→x0

( f /g)(x) = lim
x→x0

f (x)/ lim
x→x0

g(x).

Définition. Une fonction f :]a, b[→ R est dite continue en x0 ∈]a, b[ si sa limite en x0 existe et si

lim
x→x0

f (x) = f (x0).
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D’un point de vue géométrique, une fonction f (qui est, rappelons-le, donnée par un graphe Γ f ⊂

]a, b[×R) n’est pas continue en x0 si, moralement, son graphe ne peut être tracé sans lever le crayon. Par
exemple, la fonction qui vaut −1 pour x < 0 et 1 pour x ≥ 0 n’est pas continue.

Proposition 2. Les sommes, produits et quotients de dénominateur ne s’annulant pas de fonctions continues
sont continus.

Exemple 2. 1. La fonction constante x 7→ c (pour c fixé) est continue.

2. La fonction x 7→ ax est une fonction linéaire (pour a fixé) définie et continue sur R.

3. Les fonctions polynomiales (sommes et produits arbitraires des deux exemples précédents)

x 7→ P(x) =

n∑
i=0

aixi

sont continues sur R.

4. Les fractions rationnelles F = P/Q (avec P et Q des polynômes) sont continues en dehors des points
où elles ont des pôles (points où Q s’annule).

5. Plus généralement, les fonctions analytiques (localement sommes de séries) comme

x 7→ ex :=
∑
n≥0

xn

n!

ou les fonctions trigonométriques

x 7→ sin(x) :=
∑
n≥0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
et x 7→ cos(x) :=

∑
n≥0

(−1)n x2n

(2n)!

(ces formules sont obtenues en appliquant la relation eix = cos(x) + i sin(x) avec i2 = −1) sont
continues.

6. Plus généralement, les quotients de fonctions analytiques, comme tan(x), sont continues sur leur
domaine de définition (en dehors des points ou le dénominateur s’annule).

II.3 Calcul différentiel
(a) Dérivée et développement limité à l’ordre 1

On considère une fonction f définie au moins sur un intervalle ]a, b[. Soit x un nombre dans ]a, b[.

Définition. On dit que f est dérivable en x s’il existe un nombre, noté f ′(x), tel qu’on puisse écrire

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h + o(h)

où o(h) est une quantité négligeable devant h, ce qui signifie qu’il existe une fonction ε(h) tendant vers 0
quand h tend vers 0 telle que o(h) = hε(h).
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Cette écriture est alors appelée développement limité à l’ordre 1. Elle n’est utile que lorsque h tend vers
0 (“infiniment petit” ou “quantité évanescente”).

Une manière équivalente de définir la dérivée est la suivante.

Définition. Une fonction f :]a, b[→ R est dite dérivable en x0 ∈]a, b[ si la limite de l’expression f (x0+h)− f (x0)
h

existe quand h tend vers 0. Cette limite est notée f ′(x0) et appelée la dérivée de f en x0.

Proposition 3. Les dérivées d’une somme, d’un produit, d’un quotient et d’une composition sont données
par les formules :

1. ( f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0),

2. (λ f )′(x0) = λ f ′(x0) pour λ ∈ R,

3. ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0),

4.
(

f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0)
g(x0)2 si g(x0) , 0,

5. ( f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0))g′(x0).

Démonstration. Le résultat à propos de la somme et de la multiplication par un scalaire découle de la
définition de la dérivée. On a les égalités

limh→0
( f g)(x0+h)−( f g)(x0)

h = limh→0
f (x0+h)g(x0+h)− f (x0)g(x0)

h
= limh→0

f (x0+h)g(x0+h)− f (x0)g(x0+h)+ f (x0)g(x0+h)− f (x0)g(x0)
h

= limh→0
f (x0+h)− f (x0)

h g(x0 + h) + limh→0
g(x0+h)−g(x0)

h f (x0)
= limh→0

f (x0+h)− f (x0)
h limh→0 g(x0 + h) + limh→0

g(x0+h)−g(x0)
h f (x0)

= f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0).

La démonstration pour le quotient est donnée par une manipulation similaire. Donnons la démonstration
pour la composée de deux fonctions. Posons k(h) = g(x0 +h)−g(x0). On a limh→0 k(h) = 0. On a les égalités

limh→0
( f◦g)(x0+h)−( f◦g)(x0)

h = limh→0
f (g(x0+h))− f (g(x0))

h
= limh→0

f (g(x0)+k)− f (g(x0))
h

= limh→0
f (g(x0)+k)− f (g(x0))

k · k
h

= limk→0
f (g(x0)+k)− f (g(x0))

k · limh→0
k(h)

h
= f ′(g(x0))g′(x0).

�

Exemple 3. 1. On a (sin x)′ = cos x, (cos x)′ = − sin x, (tan x)′ = 1 + tan2 x = 1
cos2 x , (xn)′ = nxn−1,

(ln x)′ = 1/x.

2. On a (ex)′ = ex. Si xα := eα ln x pour x > 0, on a (xα)′ = αxα−1.

On peut définir la dérivée seconde d’une fonction f en x0, notée f ′′(x0) comme la dérivée de la dérivée.
On fait de même pour les dérivées d’ordres supérieurs.

Exemple 4. Les fonctions de l’exemple 2 sont toutes infiniment continuement dérivables (dérivables à tout
les ordres ; on dit aussi lisses) sur leur domaine de définition.
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(b) Différentielles de Leibniz

Définition. Notons dx à la place de h (ce qui nous rappelle qu’on y pense comme un “petit accroissement
de x”). L’égalité donnant le développement limité à l’ordre 1 devient

f (x + dx) = f (x) + f ′(x)dx + · · ·

On notera d f = f ′(x)dx. Ceci définit d f comme une fonction des deux variables x et dx, qui est linéaire en
dx, et qu’on appelle différentielle de f .

Pour se préparer aux notations de la suite du cours, nous allons tout de suite parler du formalisme des
formes différentielles, sous-jacent à la manipulation des différentielles de Leibniz, même si celles ci peuvent
être vues comme une simple notation très pratique pour les calculs.

Définition. Soit D ⊂ R un domaine. Une fonction

ω(x, dx) = g(x)dx

de x ∈ D et de dx ∈ R qui est linéaire en dx est appelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des
1-formes différentielles sur le domaine D est noté Ω1(D) et l’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables
sur D est aussi appelé l’ensemble des 0-formes différentielles et noté Ω0(D).

La différentielle des fonctions est l’application

d : Ω0(D) → Ω1(D)
f (x) 7→ d f (x, dx) = f ′(x)dx

qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle d f = f ′(x)dx.
Les fonctions peuvent être additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est

dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme ω(x, dx) = g(x)dx par une fonction f (x) (à gauche ou à
droite) en posant simplement

(ω f )(x, dx) = ( fω)(x, dx) := f (x)g(x)dx.

La multiplication des 1-formes est appelée produit extérieur et notée par le signe ∧ pour bien la différencier
de la multiplication des fonctions. En effet, elle donne toujours zéro quand on a une seul variable x :

f (x)dx ∧ g(x)dx = f (x)g(x)dx ∧ dx = 0.

Nous verrons plus loins une explication de ce phénomène étrange.

Règles de calcul sur les différentielles

1. (différentielle et dérivée) d f = f ′(x)dx (en particulier, d(1) = 0),

2. (somme) d( f + g) = d f + dg,

3. (produit par un scalaire) d(λ f ) = λd f ,
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4. (produit) d( f g) = f dg + gd f ,

5. (principe de substitution) : si ω = g(x)dx est une 1-forme, on peut réinterpréter x comme une
fonction de t pour définir une 1-forme x∗ω dépendant de t, donnée par

x∗ω = g(x(t))d(x(t)) = g(x(t))x′(t)dt.

On a alors l’égalité x∗(d f ) = d( f (x(t))), qui correspond au théorème de dérivation des fonctions
composées

d( f (x(t))) = f ′(x(t))x′(t)dt = f ′(x(t))dx(t).

Exemple 5. d(x2) = xdx + xdx = 2xdx (règle 4). On obtient de la même façon l’égalité

d(xn) = nxn−1dx,

et donc les différentielles de tous les polynomes. 1

Exercice 1.— (à faire en cours) Calculer de même dx3 en utilisant uniquement la règle 4.

Exemple 6. On peut trouver la différentielle de la fonction 1/u en dérivant la relation 1/u · u = 1 et en
utilisant la formule pour la différentielle d’un produit : on a

0 = d(1) = d(1/u · u) = d(1/u)u + (1/u)du

donc
d(1/u) = −

du
u2 ,

soit par remplacement

d(1/u(x)) =
−u′(x)
u2(x)

dx.

Exemple 7. Calculons la différentielle de u/v en dérivant la relation u = (u/v).v. On obtient

du = d((u/v).v) = vd(u/v) + (u/v)dv

ce qui implique
vd(u/v) = du − (u/v)dv

donc
d(u/v) =

vdu − udv
v2

soit par remplacement

d(u(x)/v(x)) =
v(x)du(x) − u(x)dv(x)

v2(x)
=

u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v2(x)

dx.

1. Remarquer que la différentielle de la fonction x est dx (heureux pour la cohérence de la notation).
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Exemple 8. En utilisant la définition de l’exponentielle ex :=
∑

n≥0
xn

n! en termes de série (on admet que la
dérivation commute aux séries normalement convergentes), et la relation d(xn) = nxn−1dx, on obtient

d(ex) =
∑
n≥0

d(xn)
n!

=
∑
n≥0

nxn−1dx
n!

=
∑
n≥1

xn−1dx
(n − 1)!

= exdx.

On retrouve aussi ainsi les dérivées des fonctions sin(x) et cos(x).

Exercice 2.— (à faire en cours) Calculer de même la dérivée de eu où u est une fonction de x.

Exemple 9. Le logarithme ln(x) est défini comme une fonction inverse à l’exponentielle. On a en particulier
x = eln(x). En différenciant cette relation, on obtient

dx = d(eln(x)) = eln(x)d(ln(x)) = xd(ln(x))

donc
d(ln(x)) =

dx
x
.

Exercice 3.— Calculer de même la dérivée de ln(u(x)), celle de ax = ex ln(a), celle de xα.

Exemple 10. La fonction racine carrée
√

x est définie comme l’inverse de la fonction carré u2. On sait en
particulier que x = (

√
x)2. En différenciant cette relation, on obtient

dx = 2
√

xd(
√

x)

donc
d(
√

x) =
dx

2
√

x
.

Exercice 4.— Calculer de même les dérivées de
√

x2 + a2, e−x2
, xx.

Exercice 5.— Excursion en deux variables... Calculer la différentielle de xy, où x et y sont variables. Retrouver les dérivées de
ax, xα, xx.

Justification mathématiques des règles L’addition et la multiplication viennent directement des règles
correspondantes pour la dérivée. La substitution vient de la règle de dérivation d’une composée :

d( f (g(x)) = ( f g)′(x)dx = f ′(g(x))g′(x)dx = f ′(g(x))dg

qui est bien l’expression de la différentielle d f dans laquelle on a subtitué g(x) à x. 2

2. Justification intuitive des règles : l’addition est presque évidente, la multiplication en interprétant d( f (x)g(x)) comme
l’accroissement de l’aire d’une rectangle à l’ordre 1.
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(c) Différentielle et dérivée

Le calcul sur les différentielles est complètement équivalent au calcul sur les dérivées ; il est plutôt plus
facile à utiliser, parce que la formule de dérivation composée est “codée dans le formalisme”. La règle 1 dit
qu’on passe très facilement de la différentielle de f à sa dérivée et réciproquement : d’ailleurs c’est à cause
de cette relation que la dérivée se note parfois d f /dx. Mais il ne faut pas les confondre, ça conduirait à des
calculs incohérents. Les règles de calcul sur les différentielles de Leibniz sont équivalentes aux règles
de dérivation des fonctions ; en pratique, pour les calculs, on utilisera les unes ou les autres, au choix.

(d) Tableau des différentielles des fonctions classiques

Le tableau suivant doit en pratique être connu par coeur.

d(1/u) −du
u2 d(sin u) cos(u)du

d(
√

u) du
2
√

u d(cos u) − sin(u)du

d(uα) αuα−1du d(tan u) (1 + tan2(u))du = du
cos2(u)

d(u/v) vdu−udv
v2 d(arcsin u) du

√
1−u2

d(eu) eudu d(arccos u) − du
√

1−u2

d(lnu) du
u d(arctan u) du

1+u2

d(u ◦ v) u′(v)dv d(cosh u) sinh(u)du

d(sinh u) cosh(u)du

(e) Interprétation géométrique

Considérons l’écriture d(x3) = 3x2dx. Fixons une valeur de x. Alors cette écriture peut s’interpréter
comme l’équation de la tangente à la courbe d’équation y = x3, dans un système de coordonnées centrées
sur le point choisi. En effet, le coefficient de dx dans l’expression de la différentielle d f est f ′(x) qui est le
coefficient directeur de la tangente.
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II.4 Primitives, intégrales
(a) Introduction

Intégrer, c’est ajouter une infinité de morceaux infiniment petits. L’intégrale d’une fonction à une va-
riable f (x) de domain de définition D f doit être définie comme la surface (orientée) sous son graphe. Pour
donner un sens mathématique à cette définition, on recouvre R par les intervalles de longueur ε > 0 donnés
par

Pn,ε = [nε, (n + 1)ε]

pour n ∈ Z, et on approche l’aire sous le graphe par la somme des aires de petits rectangles de base
[nε, (n + 1)ε] (de longueur ε) et dont le sommet de gauche est f (nε) :

f (nε)

nε (n + 1)ε

On peut donc approcher l’aire sous le graphe par la somme

Iε =
∑

n∈Z, Pn,ε⊂D f

ε f (nε).

Définition. L’intégrale de f sur D f est donnée, si elle existe, par la limite∫
D f

f (x)dx := lim
ε→0

Iε .

On remarque que la notation pour l’intégrale fait intervenir l’expression f (x)dx, qui est aussi la notation
pour une 1-forme différentielle

ω(x, dx) = f (x)dx ∈ Ω1(D),

dont la variable dx représente la variable ε tendant vers 0 et le produit f (x)dx représente l’aire d’un rectangle
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dont la base est de longueur “infinitésimale” (i.e., tendant vers 0) dx et de hauteur f (x) :

f (x)

dx

L’intégrale représente moralement la somme des aires de tous ces rectangles infinitésimaux, pour x variant
dans le domaine d’intégration.

Théorème 1 (de Riemann). Si D f = [a, b] et f est continue sur [a, b], l’intégrale
∫ b

a
f (x)dx existe.

Masse et centre de gravité Supposons maintenant que f représente la densité de masse par unité de
longueur, le long d’un barreau situé entre les abscisses a et b. Un petit morceau de barreau de longueur dx
situé à l’absisse x a donc une masse égale à f (x)dx. L’intégrale

∫ b

a
f (x)dx est alors égale à la masse totale

M du barreau.
Dans ce modèle, comment calculer la position du centre de gravité ?
Rappelons que la position du centre de gravité de masses ponctuelles m1, ...mn est donnée par la moyenne

des coordonnées, pondérée par les masses :

xG =
1

m1 + · · · + mn
(m1x1 + · · · + mnxn).

Pour définir la position du centre de gravité du barreau, on approche, là encore, la distribution de masse
continue du barreau par une distribution discrète constituée des n masses ponctuelles ∆x f (xk). L’abscisse
du centre de gravité des n masses est alors

1
M

b − a
n

n∑
k=0

xk f (xk).

D’après le théorème précédent, lorsque n tend vers +∞ cette somme converge vers 1
M

∫ b

a
x f (x)dx.

Exercice 6.— Faire le calcul pour un barreau situé entre x = 0 et x = 1 avec une densité de masse donnée par ρ(x) = x.
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(b) Intégrale et primitives

La définition de l’intégrale que nous avons donné dans la section précédente est très générale mais peu
adaptée au calcul. Nous allons maintenant voir comment calculer concrètement des intégrales, en utilisant
le théorème fondamental du calcul différentiel et intégral.

Définition. Soit f une fonction sur un intervalle ]a, b[. On appelle primitive de f toute fonction dérivable
F sur ]a, b[ telle que

F′(x) = f (x) pour tout x ∈]a, b[.

Si F et G sont deux primitives de f sur ]a, b[, la différence F −G est une fonction constante.

Exemple 11. La fonction sin x est une primitive de cos x sur R car (sin x)′ = cos x. Les primitives de cos x
sont sin x + c où c est une constante. Les primitives de sin x sont − cos x + c ; les primitives de ex sont ex + c ;
celles de xn sont xn+1

n+1 pour n ≥ 0 ; Les primitives de 1
x sont ln |x| + c1 sur ]0,+∞[ ou ln |x| + c2 sur ] −∞, 0[.

Théorème 2 (fondamental du calcul différentiel et intégral). Si F est une primitive quelconque de f , i.e.,

F′ = f

alors ∫ b

a
dF =

∫ b

a
f (t)dt = F(b) − F(a).

Théorème 3. Si f est continue, F(x) =
∫ x

a
f (t)dt est une primitive de f (dessin).

Exemple 12. La distance parcourue est une primitive de la vitesse. Dans une voiture, on a deux cadrans,
un pour la vitesse et l’autre pour une primitive.

(c) Propriétés

Proposition 4. L’intégrale est une opération linéaire en les fonctions : on a∫ b

a
[ f (x) + g(x)]dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a
g(x)

et ∫ b

a
λ f (x)dx = λ

∫ b

a
f (x)dx pour toute constante λ.

L’intégrale est monotone (elle respecte les inégalités) :

Si f (x) ≤ g(x) pour tout x ∈ [a, b] alors
∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx.

L’intégrale est compatible aux découpages du domaine d’intégration (relation de Chasles) : si on définit
par convention

∫ a

b
f (t)dt := −

∫ b

a
f (t)dt, on a∫ c

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ c

b
f (x)dx.

En intégrant les formules de dérivation d’un produit et d’une composée, on obtient deux règles de calcul
de primitives.
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(d) Intégration par parties

Proposition 5. Pour u et v dérivables de dérivées continues, on a∫ b

a
udv = [uv]b

a −

∫ b

a
vdu,

ou de manière équivalente, ∫ b

a
(uv′)(x)dx = [(uv)(x)]b

a −

∫ b

a
(u′v)(x)dx.

Démonstration. La formule fondamentale du calcul différentiel et intégral appliquée à F = uv nous donne

[uv]b
a = (uv)(b) − (uv)(a) =

∫ b

a
d(uv) =

∫ b

a
udv +

∫ b

a
vdu

donc ∫ b

a
udv = [uv]b

a −

∫
vdu.

�

On utilise l’intégration par parties quand vdu est “plus simple” que udv, comme on va le voir dans
l’exemple suivant.

Exemple 13. Pour calculer
∫ 1

0
xexdx, posons u(x) = x et v(x) = ex. On a du = dx et dv = exdx. On a∫ 1

0
xexdx =

∫ 1

0
udv = [uv]1

0 −
∫ 1

0
vdu

= [xex]1
0 −

∫ 1

0
exdx = [xex]1

0 − [ex]1
0 car ex est une primitive de ex

= (1e1 − 0e0) − (e1 − e0) = (e − 0) − (e − 1) = 1.

(e) Changement de variables

Si ϕ est une fonction dérivable, on a∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f (ϕ)dϕ =

∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Un moyen simple d’exprimer la même règle de calcul est de dire que la valeur de l’intégrale ne change pas
lorsque qu’on ré-interprète x comme une fonction, ou encore que la notation

∫
f (x)dx de l’intégrale est

compatible avec le formalisme des différentielles de Leibniz.

Exemple 14. Pour calculer
∫ 1

0

√
1 − u2du on pose u(t) = sin(t), on écrit du = u′(t)dt = cos(t)dt, ce qui

nous dit par quoi il faut remplacer le du dans la formule. On obtient donc∫ 1

0

√
1 − u2du =

∫ π/2

0

√
1 − sin2 t cos(t)dt =

∫ π/2

0
cos2(t)dt

=
∫ π/2

0
1+cos(2t)

2 dt = π
4 .

17



Rappel : Les formules suivantes seront utiles dans les calculs d’intégrales :

cos2(t) =
1 + cos(2t)

2
, sin2(t) =

1 − cos(2t)
2

, sin(2t) = 2 sin(t) cos(t).

Exemple 15. Pour calculer
∫ e

1
(ln t)2

u du, on pose u(t) = et, donc du = etdt, ce qui donne∫ e

1

(ln u)2

u
du =

∫ 1

0

t2et

et dt =

∫ 1

0
t2dt =

[
t3

3

]1

0
=

1
3
.

(f) Aire sous un graphe et aires dans le plan

On utilise maintenant les intégrales de fonctions à une variable pour calculer des aires.
Aire d’une arche de sinusoı̈de. Considérons le graphe de la fonction y = sin x pour x entre 0 et π. Cette

fonction est positive sur cet interval. Calculons l’aire de la surface limitée par le graphe de cette fonction et
l’axe Ox. Cette aire a pour valeur

S =

∫ π

0
sin xdx = [− cos x]π0 = (− cos π) − (− cos 0) = 2

car − cos x est une primitive de sin x.
Aire d’une ellipse. Considérons la surface bordée par la courbe

x2

a2 +
y2

b2 = 1⇔ y = ±b

√
1 −

x2

a2

où a et b sont strictement positifs. C’est une ellipse. La demi-ellipse supérieure est limitée par l’axe Ox et
le graphe de la fonction positive

y = f (x) = b

√
1 −

x2

a2

qui est définie sur [−a, a]. Donc la surface de l’ellipse est donnée par

S = 2
∫ a

−a
f (x)dx.

On effectue le changement de variables

x = a cos t y = b sin t ; t ∈ [0, π].

Il est clair que si t = π, on a x = −a et si t = 0, on a x = a. Donc

S = 2
∫ 0

π
(b sin t)d(a cos t) = 2

∫ 0

π
(b sin t)(−a sin t)dt

= −2ab
∫ 0

π
sin2 tdt = 2ab

∫ π

0
sin2 tdt = ab

∫ π

0
2 sin2 tdt

= ab
∫ π

0
(1 − cos 2t)dt = ab

[
t − sin 2t

2

]π
0

= πab.

Pour a = b = r, on obtient que l’aire d’un disque de rayon r est πr2.
Rappel. 2 sin2 t = 1 − cos 2t.
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(g) Bonus : intégrale et probabilités

Mon RER est censé arriver à la station Saint-Michel à 8h05. En pratique, il arrive parfois à 8h07, parfois
plus tôt ou plus tard, en gros entre 8h00 et 8h10. En notant chaque jour, pendant une longue période, les
heures réelles d’arrivée, on observe un certain nombre de trains arrivés entre 8h00 et 8h01, un autre nombre
entre 8h01 et 8h02, etc. On peut modéliser ceci par une certaine fonction f appelée densité de probabilité,
en disant que la probabilité qu’un train arrive entre xh et (x + dx)h est donnée par f (x)dx. La probabilité
que mon RER arrive entre les temps t0 et t1 est alors données par∫ t1

t0
f (t)dt.

En pratique (et on peut le justifier théoriquement) il arrive souvent que la densité de probabilité suive une
courbe de Gauss, autrement dit que

f (t) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

( t−tM
σ

)2

où tM est l’heure moyenne d’arrivée, et σ l’écart-type.

II.5 Courbes paramétrées
Dans ce cours, nous utiliserons deux manières de définir des courbes : l’une par les équations, l’autre par

les paramétrisations. Le lien entre ces deux approches est donnée par le théorème des fonctions implicites,
que nous verrons plus loin.

Par exemple, le cercle S 1 peut être défini par l’équation

S 1 = {(x, y), x2 + y2 = 1},

qu’on peut voir en physique comme le système de contraintes imposé au mouvement d’un objet qui est
attaché à un axe fixe à l’aide d’une barre métallique rigide de longueur 1.

D’autre part, le cercle S 1 peut aussi être défini comme l’image de la paramétrisation

M(t) = (cos t, sin t) pour t ∈ [0, 2π],

qu’on peut voir en physique comme le mouvement d’un mobile donné par ses coordonnées en fonction du
temps.

Remarquons que cette paramétrisation n’est pas la première qui saute aux yeux quand on regarde le
cercle défini par son équation. Il est ainsi plus naturel (car généralisable) de paramétrer le cercle en résolvant
(localement) l’équation x2 +y2 = 1 en fonction d’une des deux variables, pour décrire, par exemple, le demi-
cercle supérieur par la paramétrisation

M(x) = (x,
√

1 − x2)

pour x ∈ [−1, 1]. Ce type de paramétrisation des solutions d’une equation existe toujours localement
dans des situations très générales, grâce au théorème des fonctions implicite, qui donne un lien entre pa-
ramétrisations (mouvement d’un mobile en physique) et équations (contraintes sur le mouvement).

Revenons maintenant au point de vue paramétré.
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(a) Définition, exemples

Définition. Soit I un intervalle de R. Une courbe du plan de paramètres dans I est une fonction

M : I → R2

t 7→ (x(t), y(t))

De même, une courbe paramétrée de l’espace de paramètres dans I est une fonction

M : I → R3

t 7→ (x(t), y(t), z(t))

Exemple 16. La courbe définie par les fonctions x(t) = a1t + b1 et y(t) = a2t + b2 avec (a1, a2) , (0, 0)
et t ∈ R est une droite dans le plan de vecteur directeur (a1, a2) et passant par (b1, b2). Si a1 = 0, c’est la
droite verticale x = b1, et si a2 = 0, c’est la droite horizontale y = b2.

Exemple 17. Le segment [A, B] du plan est la courbe paramétrée donnée par M(t) = (1 − t)A + tB, i.e.,
x(t) = (1 − t)xA + txB et y(t) = (1 − t)yA + yB.

Exemple 18. On peut paramétrer une même courbe C de plusieurs manières différentes. Par exemple, la
droite y = x peut être paramétrée par

x(t) = t, y(t) = t, t ∈ R,

mais aussi par
x(t) = 2t, y(t) = 2t, t ∈ R.

Exemple 19. La courbe définie par x(t) = cos t et y(t) = sin t pour t ∈ [0, 2π] est le cercle de centre 0 et de
rayon 1.

Exemple 20. La courbe définie par x(t) = cos ln t et y(t) = sin ln t pour t ∈ [1, e2π] décrit le même cercle,
mais avec une vitesse différente.

Exemple 21. Le mouvement d’un mobile dans le plan peut être modélisé par une courbe paramétrée du
plan.

(b) Vecteur vitesse et droite tangente

Définition. Le vecteur vitesse d’une courbe M(t) = (x(t), y(t)) du plan (ou d’une courbe M(t) =

(x(t), y(t), z(t)) de l’espace) est le vecteur des dérivées
−→
V (t) = (x′(t), y′(t)) (ou

−→
V (t) = (x′(t), y′(t), z′(t)))

de ses coordonnées par rapport à la variable t des paramètres. Le vecteur accelération est le vecteur vi-
tesse du vecteur vitesse, c’est à dire le vecteur des dérivées secondes des coordonnées de la courbe par
rapport au paramètre.
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Définition. Un point d’une courbe paramétrée C est dit stationnaire si le vecteur vitesse de la courbe
s’annule en ce point. Il est dit ordinaire sinon. Un paramétrage (resp. une courbe paramétrée) dont tous les
points sont ordinaires est dit régulier (resp. régulière). Si M0 = M(t0) est un point ordinaire d’une courbe
paramétrée, la droite paramétrée par

T (t) = M(t0) + t ·
−→
V (t0)

est appelée tangente de la courbe C en le point M(t0). Plus précisément, si M0 := M(t0) = (x(t0), y(t0))
est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans le plan, la droite tangente à la courbe en M0 est
paramétrée par

xT (t) = x(t0) + x′(t0)t yT (t) = y(t0) + y′(t0)t.

De même, si M0 := M(t0) = (x(t0), y(t0), z(t0)) est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans l’espace,
la droite tangente à la courbe en M0 est la droite paramétrée par

xT (t) = x(t0) + x′(t0)t yT (t) = y(t0) + y′(t0)t zT (t) = z(t0) + z′(t0)t.

Exemple 22. Le cercle unité C paramétré par

x(t) = cos t y(t) = sin t t ∈ [0, 2π]

a pour tangente en M0 = M(π/4) = (1/
√

2, 1/
√

2) la droite tangente définie par

xT (t) = −
t
√

2
+

1
√

2
, yT (t) =

t
√

2
+

1
√

2

soit
x + y =

√
2.

(c) Longueur

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C est l’intégrale de la longueur de son vecteur vitesse

longueur(C) :=
∫ b

a
‖
−→
V (t)‖dt.

Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(t), y(t)) : [a, b]→ R2 du plan, ceci donne

longueur(C) =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2.

Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(t), y(t), z(t)) : [a, b]→ R3 de l’espace, ceci donne

longueur(C) =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2.
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Proposition 6. La longueur d’une courbe régulière ne dépend pas du paramétrage.

Démonstration. Ceci découle de la formule de changement de variable dans l’intégrale : si M1(t) et M2(t)
sont deux paramétrages réguliers, on peut passer de l’un à l’autre par un changement de variables Φ :
[a, b]→ [c, d] de dérivée strictement positive. On a alors (par exemple en dimension 2)∫ d

c

√
(x′1(u))2 + (y′1(u))2du =

∫ b

a

√
(x′1(Φ(t)))2 + (y′1(Φ(t)))2Φ′(t)dt

=
∫ b

a

√
(x′1(Φ(t))Φ′(t)2 + (y′1(Φ(t))Φ′(t))2dt

=
∫ b

a

√
(x′2(t))2 + (y′2(t))2dt.

�

Exemple 23. Le cercle paramétré C(t) = (cos t, sin t) est de longueur

L =

∫ 2π

0

√
cos2 t + sin2 t = 2π.

Exemple 24. Calculer la longueur du segment passant par le point M(0) = (x0, y0) et de vecteur vitesse
(u, v), dont la paramétrisation est donnée par

M(t) = (x0, y0) + t · (u, v)

pour t ∈ [0, L].

(d) Exemple d’étude complète d’une courbe paramétrée

Nous allons étudier et tracer la courbe paramétrée

M(t) = (x(t), y(t)) =

(
cos t, sin

t
3

)
.

Période : Les fonctions x et y sont définies sur R. Or cos t est de période 2π et sin(t/3) est de période 6π,
donc M(t) est de période 6π, i.e.,

M(t + 6π) = M(t).

Symétries et parité des coordonnées : On se place sur l’intervalle [−3π, 3π]. L’application Φ1 : t 7→ −t
est une bijection entre [0, 3π] et [−3π, 0], et on a

x(−t) = x(t) et y(−t) = −y(t).

La courbe est donc symétrique par rapport à l’axe Ox. On l’étudie sur [0, 3π] est on complètera par la
symétrie S 1 par rapport à Ox. L’application Φ2 : T 7→ 3π− t est une bijection de [0, 3π/2] sur [3π/2, 3π], et
on a

x(3π − t) = −x(t) et y(3π − t) = y(t).

La courbe est symétrique par rapport à Oy. On l’étudie sur [0, 3π/2] et on complètera par la symétrie S 2

par rapport à Oy.
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Vecteur vitesse : On a de manière immédiate

x′(t) = − sin t et y′(t) =
1
3

cos
t
3
.

Sur l’intervalle [0, 3π/2], x′ s’annule en 0 et π, et y′ en 3π/2.

Tableau de variation :

t

x′(t)

x(t)

y(t)

y′(t)

(y’/x’)(t)

0 π 3π/2

− 0 +

11

−1−1

00

00

11

√
3/2

+ 0

∞ ∞ 0

Intersection avec Oy : L’équation x(t) = 0 a comme solutions t = 3π/2 et t = π/2. Cette deuxième
valeur donne, par symétrie, un point double de coordonnées (0, 1/2).

Tracé de la courbe :
On trace l’arc de courbe obtenu lorsque t varie de 0 à 3π

2 , et on complète par les symétries par rapport
aux axes.
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III Fonctions de plusieurs variables
(2-3 séances)

III.1 Calcul vectoriel
Définition. Un vecteur de Rn (n = 1, 2, 3) est la donnée de deux points A et B de Rn. On notera

−−→
AB le

vecteur d’origine A et d’extrémité B. Deux vecteurs sont considérés comme égaux si on peut obtenir l’un
par l’autre en utilisant une translation.

Définition. Si (xA, yA) et (xB, yB) sont les coordonnées de deux points A et B dans le plan, alors les coor-
données (xB − xA, yB − yA) sont appelées les composantes du vecteur

−−→
AB. La norme de

−−→
AB, notée ‖

−−→
AB‖, est

définie par
‖
−−→
AB‖ =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2.

C’est la longueur du segment joignant A à B. De même, si (xA, yA, zA) et (xB, yB, zB) sont les coordonnées
de deux points A et B dans l’espace, alors les cooordonnées (xB − xA, yB − yA, zB − zA) sont appelées les
composantes du vecteur

−−→
AB. La norme de

−−→
AB, notée ‖

−−→
AB‖, est définie par

‖
−−→
AB‖ =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont les mêmes composantes.

Remarque 1. Les vecteurs
−−→
AB et

−−→
CD sont égaux si et seulement si le polygône (ABDC) est un pa-

rallèlogramme.

Exemple 25. Soient A = (1, 1), B = (2, 3), C = (3, 2) et D = (4, 4).

x

y

A

B

D

C

Alors
−−→
AB et

−−→
CD sont égaux car ils ont comme composantes (1, 2).

Définition. Soient −→v1 et −→v2 deux vecteurs du plan de composantes (a1, b1) et (a2, b2) respectivement. La
somme −→v1 +−→v2 est un vecteur de composantes (a1 +a2, b1 +b2). Si λ est un nombre réel, on définit λ−→v1 comme
un vecteur de composantes (λa1, λb1). Le produit scalaire de −→v1 et −→v2 est le nombre

−→v1 ·
−→v2 := a1a2 + b1b2.
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De même, si −→v1 et −→v2 sont deux vecteurs de l’espace de composantes (a1, b1, c1) et (a2, b2, c2) respectivement,
la somme −→v1 +−→v2 est un vecteur de composantes (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2). Si λ est un nombre réel, on définit
λ−→v1 comme un vecteur de composantes (λa1, λb1, λc1). Le produit scalaire de −→v1 et −→v2 est le nombre

−→v1 ·
−→v2 := a1a2 + b1b2 + c1c2.

Deux vecteurs −→v1 et −→v2 sont dits orthogonaux si −→v1 ·
−→v2 = 0. Si −→v1 et −→v2 sont non nuls, le cosinus de l’angle

orienté −̂→v1,
−→v2 est le nombre vérifiant l’égalité

−→v1 ·
−→v2 = ‖v1‖ · ‖v2‖ · cos

(
−̂→v1,
−→v2

)
.

Proposition 7. On a
−→v1 ·
−→v2 = −→v2 ·

−→v1

(−→v1 + −→v2) · −→v3 = −→v1 ·
−→v3 + −→v2 ·

−→v3

(λ−→v1) · −→v2 = λ(−→v1 ·
−→v2)

Démonstration. (première partie) On écrit −→v1 = (a1, b1) et −→v2 = (a2, b2). On a

−→v1 ·
−→v2 = a1a2 + b1b2 = a2a1 + b2b1 = −→v2 ·

−→v1.

�

On admet que le déterminant de trois vecteurs−→u ,−→v ,−→w est le volume orienté du parallélépipède engendré
(signe positif si la base est directe). On peut le calculer par “développement selon la première colonne”, et
il apparait alors comme le produit scalaire de −→u par un vecteur noté −→v ∧ −→w .

Définition. Le vecteur −→v ∧ −→w est appelé produit vectoriel de −→v par −→w. C’est l’unique vecteur tel que pour
tout vecteur −→u , on ait

det([−→u ,−→v ,−→w]) = −→u · (−→v ∧ −→w).

En coordonnées, on a
−→v1 ∧
−→v2 = (b1c2 − b2c1, c1a2 − c2a1, a1b2 − a2b1).

Proposition 8. Le produit vectoriel vérifie les propriétés suivantes :

(antisymétrie) −→v1 ∧
−→v2 = −

−→v2 ∧
−→v1

(associativité) −→v1 ∧ (−→v2 ∧
−→v3) = (−→v1 ∧

−→v2) ∧ −→v3

(bilinéarité) (λ1
−→v1 + λ2

−→v2) ∧ −→v3 = λ1
−→v1 ∧
−→v3 + λ2

−→v2 ∧
−→v3

Démonstration. L’antisymétrie et la bilinéarité découlent directement des propriétés analogues pour le
déterminant (multilinéarité et antisymétrie). L’associativité découle aussi de la définition ou se démontre
à partir de la formule. �

Etant donnée l’interprétation en termes de volume, le déterminant est nul si et seulement si les trois
vecteurs sont liés, donc
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1. si −→v et −→w sont colinéaires, alors −→v ∧ −→w = 0.

2. réciproquement, −→v ∧ −→w = 0 si et seulement si −→v et −→w sont colinéaires.

3. dans le cas contraire, −→u · (−→v ∧ −→w) = 0 si et seulement si −→u est dans le plan engendré par −→v et −→w .

On en déduit que −→v ∧ −→w est orthogonal au plan engendré par −→v et −→w . D’autre part, si −→u est orthogonal à
−→v ∧ −→w de norme 1, le volume du parallelepipède vaut l’aire de la face engendrée par −→v et −→w . On en déduit
que la longueur de −→v ∧ −→w est l’aire de cette face.

On a donc démontré le résultat suivant :

Proposition 9. Le vecteur −→v1 ∧
−→v2 est orthogonal aux vecteurs −→v1 et −→v2. La norme ‖−→v1 ∧

−→v2‖ est égale à l’aire
du parallèlogramme de côtés −→v1 et −→v2. On a −→v1 ∧

−→v2 =
−→
0 si et seulement si −→v1 et −→v2 sont proportionnels,

c’est-à-dire qu’on a −→v1 = λ−→v2 ou −→v2 = λ−→v1 avec λ une constante réelle.

III.2 Fonctions et graphes
Définition. Soit n et k deux entiers. Une fonction f à n variables et k coordonnées est une fonction (partiel-
lement définie) de Rn dans Rk, dont le domaine de définition sera noté D f ⊂ R

n. Rappelons que la donnée
de f est la donnée d’un sous-ensemble Γ f ⊂ R

n × Rk appelé le graphe de f et vérifiant que la projection
Γ f → R

n est une injection (dont l’image sera notée D f et appelée le domaine de définition de f ). Ceci est
équivalent à dire que que pour chaque x ∈ D f , on se donne un unique élément, noté f (x) de Rk, et dans ce
cas, on écrit

Γ f = {(x, f (x)) ∈ Rn × Rk, x ∈ D f }.

Par convention, on appelera souvent fonction une fonction à valeur réelle (k = 1).
Si M est le point du plan (resp. de l’espace) de coordonnées (x, y) (resp. (x, y, z)), on peut noter par f (M)

ou par f (x, y) (resp. f (x, y, z)) la valeur de f au point M.

Exemples.
1. La température sur une plaque rectangulaire peut être modélisée par une fonction T définie sur un

rectangle du plan à valeurs dans R.

2. La fonction f (x, y) = x2 − 3y est à valeurs dans R.

3. La fonction f est dite linéaire si ses accroissements sont proportionnels aux accroissements des
variables, autrement dit si elle est du type f (x, y) = ax + by (on parle aussi de forme linéaire =

application linéaire de R2 dans R).

Dessins En une variable, le graphe d’une fonction f à valeurs réelles était l’ensemble des points du plan
de coordonnées (x, f (x)) ∈ R2 ; c’est une courbe. Le graphe de la fonction f : D f → R de deux variables à
valeurs réelles est la partie

{(x, y, f (x, y)) ∈ R3, (x, y) ∈ D f }

de l’espace R3. On l’appelle aussi surface représentative de f (dessins).
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Remarque 2. En physique, il est fréquent de travailler avec des fonctions ayant plus de trois variables.
Par exemple, le Boson de Higgs, qui est l’élément donnant leur masse aux particules du modèle standard
des particules élémentaires, est modélisé par une fonction ϕ des quatres variables (x, y, z, t) de coordonnées
l’espace temps. Un autre exemple de fonctions de quatres variables (à valeur vectorielle) jouant un rôle
important en physique est donnée par le champ potentiel electromagnétique

−→
A : R4 → R4.

III.3 Limites, continuité
Définition. Un domaine de Rn est appelé voisinage d’un point (x1, . . . , xn) si il contient un petit cube ouvert
de la forme ]x1 − r, x1 + r[× · · · ×]xn − r, xn + r[ avec r ∈ R. Un sous-ensemble U de Rn est dit ouvert s’il est
un voisinage de tous ses points.

Définition. Soit f (x1, . . . , xn) une fonction à n variables, définie au voisinage d’un point M0 = (y1, . . . , yn)
sauf peut-être en M0. On dit que f (M) = f (x1, . . . , xn) tend vers ` quand M = (x1, . . . , xn) tend vers M0 si la
propriété suivante est satisfaite : pour tout M , M0, quel que soit ε > 0, il existe un nombre α > 0 tel que

si pour tout i = 1, . . . , n, |xi − yi| < α, alors | f (x1, . . . , xn) − `| < ε.

En dimension n = 2, la propriété précédente dit que f (M) appartient à l’intervalle ]` − ε, ` + ε[ dès que
M est dans le carré de centre M0 et de taille 2α × 2α et M , M0.

Comme pour les fonctions à une variable, les limites ont de bonnes propriétés de commutation aux
opérations standards sur les fonctions.

Proposition 10. Le passage à la limite commute à la somme, au produit par un scalaire, au produit et au
quotient (de dénominateur non nul) de fonctions.

Démonstration. On ne va démontrer le résultat que pour la somme, les autres démonstrations étant simi-
laires. Posons

L = lim
M→M0

f (M) et H = lim
M→M0

g(M).

Par définition de la limite, pour tout ε > 0, il existe α1 > 0 et α2 > 0 tels que

∀i = 1, . . . , n, |xi − yi| < α1 ⇒ | f (x1, . . . , xn) − L| < ε/2

et
∀i = 1, . . . , n, |xi − yi| < α1 ⇒ |g(x1, . . . , xn) − H| < ε/2.

Si on pose α = min(α1, α2), on a

∀i = 1, . . . , n, |xi − yi| < α⇒ | f (x1, . . . , xn) − L| < ε/2 et |g(x1, . . . , xn) − H| < ε/2

donc par l’inégalité triangulaire

| f (x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn) − (L + H)| ≤ | f (x1, . . . , xn) − L| + |g(x1, . . . , xn) − H|,
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on obtient
∀i = 1, . . . , n, |xi − yi| < α

⇓

| f (x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn) − (L + H)| ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

�

Définition. On dit que f est continue en M0 si

lim
M→M0

f (M) = f (M0).

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition.

Corollaire 1. Si f et g sont continues en M0 et λ ∈ R, alors f + g, λ f , f g sont continues en M0. Si de plus
g(M0) , 0, alors f /g continue en M0.

Proposition 11. Si f est une fonction à n variables continue en M0 et g est une fonction à une variable
continue en f (M0) alors g ◦ f est continue en M0.

Démonstration. Comme f est continue en M0, on a

lim
M→M0

f (M) = f (M0).

Comme g continue en f (M0), on a aussi

lim
M′→ f (M0)

g(M′) = g( f (M0)).

En combinant ces deux résultats, on obtient

lim
M→M0

(g ◦ f )(M) = (g ◦ f )(M0).

�

Exemple 26. La fonction ex2+y2
est continue en tout point car (x, y) 7→ x2 + y2 est continue partout (somme

et produits de fonctions continues) et x 7→ ex aussi.

Exemple 27. Soit f la fonction définie par :

f (x, y) =


x2y

x4 + y2 si (x, y) , (0, 0)

0 sinon.

Cette fonction est continue en (0, 0) sur toute droite passant par l’origine, mais pas continue le long de la
parabole y = x2, donc elle n’est pas continue en (0, 0).

Remarque 3 (changement de variables). Soient u(x, y) et v(x, y) deux fonctions de deux variables x et y, et
f (u, v) une fonction de deux variables u et v. Si on remplace les variables u et v par les fonctions u(x, y) et
v(x, y), on obtient une fonction des deux variables (x, y) :

F(x, y) = f (u(x, y), v(x, y)).

Si f , u et v sont continues, F est aussi continue.
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III.4 Dérivées partielles, différentielle
(a) Dérivées partielles d’ordre 1

Définition. Soit f (x1, . . . , xn) une fonction à n variables définie au voisinage d’un point M0 = (y1, . . . , yn).
On appelle dérivée partielle de f en M relativement à la variable xi la dérivée (si elle existe) de la fonction

Fi(x) = f (y1, . . . , x︸︷︷︸
i

, . . . , yn).

Elle est notée ∂ f
∂xi

(y1, . . . , yn) où encore f ′xi
(y1, . . . , yn).

Exemple 28. Soit f (x, y) = x3 + y3 + xy. On a

∂ f
∂x

(x, y) = 2x + y et
∂ f
∂y

(x, y) = 3y2 + x.

Proposition 12. Les dérivées partielles commutent aux sommes et produits par un scalaire. On a aussi les
formules

∂

∂xi
( f g) =

∂ f
∂xi

g + f
∂g
∂xi

et
∂

∂xi
( f /g) =

∂ f
∂xi

g − f ∂g
∂xi

g2

pour les dérivées partielles d’un produit et d’un quotient (bien défini) de fonctions.

Définition. Les dérivées partielles d’une fonction à n variables sont des fonctions à n variables qu’on peut
à nouveau dériver. En continuant ce processus, on arrive à définir les dérivées partielles d’ordre supérieur

∂k

∂xi1 · · · ∂xik
f :=

∂

∂xi1
· · ·

∂

∂xik
f .

Un des théorèmes fondamentaux sur les dérivées partielles, qui est à la base du formalisme des formes
différentielles et de la dérivation extérieure, est le suivant :

Théorème 4 (Lemme de Schwarz). Soit f (x, y) une fonction à deux variables définie sur un ouvert U ⊂ R2,
et supposons que les dérivées partielles secondes de f existent et soient continues. Alors, le résultat d’une
dérivation à l’ordre 2 ne dépend pas du sens de dérivation, i.e., on a l’égalité

∂2 f
∂x∂y

=
∂2 f
∂y∂x

.

Ce résultat se généralise à une fonction f (x1, . . . , xn) à n variables définie sur un ouvert U de Rn : si ses
dérivées partielles à l’ordre k existent et sont continues, alors le résultat d’une dérivation partielle à l’ordre
k ne dépend pas du sens dans lequel se font les dérivations.

Exemple 29. Soit f (x, y) = x3y2. On a

∂3 f
∂x3 = 6y2,

∂3 f
∂x2∂y

= 12xy,
∂3 f
∂x∂y2 = 6x2,

∂3 f
∂y3 = 0.
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(b) Développement limité à l’ordre 1 et différentielle

On se souvient de la définition de la dérivée en dimension 1 d’une fonction par la formule

f (x + dx) = f (x) + f ′(x) · dx + o(dx).

Une formule analogue permet de définir la différentielle d’une fonction à n variables et k coordonnées.

Définition. Soit f une fonction de Rn dans Rk partiellement définie et soit x ∈ D f . On suppose que f
est définie au voisinage de x. On dit que f est différentiable en x0 si il existe une application linéaire
D f (x) : Rn → Rk et une application o(

−→
dx) avec

−→
dx = [dx1, . . . , dxn], définie au voisinage de

−→
0 , et telle

qu’on ait
f (x +

−→
dx) = f (x) + D f (x).

−→
dx + o(

−→
dx)

avec lim−→
dx→0

‖o(
−→
dx)‖

‖
−→
dx‖

= 0. L’application D f (x) est appelée différentielle de f en x.

Le critère suivant permet souvent de ramener la question de la différentiabilité d’une fonction à un calcul
de dérivées partielles.

Théorème 5. Considérons une fonction

f (x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn)

...
fk(x1, . . . , xn)


à k coordonnées et n variables, continue et dont les dérivées partielles (des coordonnées) existent et sont
continues (on dit que f est C1) sur son domaine de définition. Alors, la fonction f est différentiable et sa
différentielle est donnée par la matrice

D f (x1, . . . , xn) =


∂ f1
∂x1

. . . ∂ f1
xn

...
...

∂ fk
∂x1

. . . ∂ fk
∂xn


des dérivées partielles de ses coordonnées, appelée matrice jacobienne.

Définition. Si f (x1, . . . , xn) a une seule coordonnée but, on note

d f (x,
−→
dx) := D f (x) ·

−→
dx.

Dans ce cas C1 à une seule coordonnée but, la matrice jacobienne est une matrice ligne dont les coor-
données sont les dérivées partielles de la fonction.

Corollaire 2. Si f est une fonction de Rn dans R qui est C1 sur son domaine de définition, sa différentielle
est donnée par

d f =
∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xn

dxn.
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Exemple 30. La différentielle de la fonction f (x, y) = xy3 est donnée par

d(xy3) =
∂(xy3)
∂x

dx +
∂(xy3)
∂y

dy = y3dx + 3y2xdy.

Remarque 4. (différentielle et plan tangent) L’équation

d f =
∂ f
∂x

(x, y)dx +
∂ f
∂y

(x, y)dy

est l’équation du plan tangent au graphe Γ f = {(x, y, f (x, y))} de f , dans les coordonnées (d f , dx, dy) dont
l’origine est au point M = (x, y, f (x, y)).

Exemple 31. Dans le cas d’une courbe paramétrée (une coordonnée source) M(t) : I → Rn, la différentielle
est une matrice colonne dont les coordonnées sont les dérivées des coordonnées de M. C’est donc le vecteur
vitesse défini précédemment, i.e.,

DM(t) =
−→
V (t).

Exemple 32. Dans le cas des changements de variables C1, donnés par des fonctions f : Rn → Rn,
la matrice jacobienne est une matrice carrée. Par exemple, si Φ = (u(x, y), v(x, y)) : R2 → R2 est un
changement de variables, sa différentielle est ( ∂u

∂x
∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
Exemple 33. Considérons le changement de variables donné par les coordonnées polaires

Φ : R+ × [0, 2π] → R2

(r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ)

La différentielle de Φ en (r, θ) vaut
DΦ(r, θ) =

[ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

]
.

La règle de substitution pour les différentielles de Leibniz se généralise en le résultat suivant, qui permet
de calculer la différentielle d’une composée de fonctions ayant un nombre arbitraire de coordonnées.

Théorème 6. Soit g : Rm → Rn et f : Rn → Rk deux fonctions de différentielles Dg(x) : Rm → Rn et
D f (y) : Rn → Rk en x et y = g(x) respectivement, alors on a (quand tous les termes sont bien définis)

D( f ◦ g)(x) = D f (g(x)) ◦ Dg(x) : Rm → Rk.

Règles de calcul sur les différentielles de Leibniz Les résultats ci-dessus nous indiquent que les règles
de calcul en une variable restent valables en plusieurs variables.

Théorème. Les règles sur les différentielles en une variables restent valables en deux variables ou plus (on
développe la substitution plus loin) :
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1. (différentielle et dérivées partielles) d f =
∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xn

dxn (en particulier, d(1) = 0),

2. (somme) d( f + g) = d f + dg,

3. (produit par un scalaire) d(λ f ) = λd f ,

4. (produit) d( f g) = f dg + gd f ,

5. (principe de substitution ou composition) dans l’égalité d f =
∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xn

dxn, on peut ré-
interpréter x comme une fonction.

Exemple 34. La différentielle de la fonction f (x, y) = sin(xy) est donnée par

d(sin(xy)) = cos(xy)d(xy) = cos(xy)[xdy + ydx] = cos(xy)ydx + cos(xy)xdy.

Exemple 35. La différentielle de la fonction f (x, y) = xy3 est donnée par

d(xy3) = y3dx + 3y2xdy.

Exemple 36. (composition d’une courbe paramétrée et d’une fonction à une variable) Pour calculer la
différentielle de f (x(t), y(t)), on prend le produit de la matrice ligne donnée par la différentielle de f par la
matrice colonne donnée par la différentielle

−→
V de M(t) = (x(t), y(t)). On peut aussi appliquer la règle de

substitution. On écrit la différentielle de la fonction f (x, y),

d f (x, y) =
∂ f
∂x

(x, y)dx +
∂ f
∂y

(x, y)dy

et dans cette expression on interprète x et y comme des fonctions, avec dx = x′(t)dt et dy = y′(t)dt, ce qui
donne

d f (x(t), y(t)) =

(
∂ f
∂x

(x(t), y(t))x′(t) +
∂ f
∂y

(x(t), y(t))y′(t)
)

dt.

Le terme devant le dt doit donc être la dérivée de la fonction composée t 7→ f (x(t), y(t)) :

d
dt

f (x(t), y(t)) =
∂ f
∂x

(x(t), y(t))x′(t) +
∂ f
∂y

(x(t), y(t))y′(t).

Exemple 37. (Changement de variable) Pour calculer la différentielle de ( f ◦Φ)(x, y) d’un changement de
variable Φ(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) dans une fonction f (u, v), on fait le produit de la matrice ligne donnée
par la différentielle de f par la matrice carrée donnée par la différentielle de Φ. On peut aussi calculer la
différentielle de f (u(x, y), v(x, y)) en utilisant la règle de substitution. On a d f (u, v) =

∂ f
∂u du +

∂ f
∂v dv, donc la

règle de substitution nous donne

d f (u(x, y), v(x, y)) =
∂ f
∂u (u(x, y), v(x, y))

[
∂u
∂x (x, y)dx + ∂u

∂y (x, y)dy
]

+
∂ f
∂v (u(x, y), v(x, y))

[
∂v
∂x (x, y)dx + ∂v

∂y (x, y)dy
]

=
[
∂ f
∂u (u(x, y), v(x, y))∂u

∂x (x, y) +
∂ f
∂v (u(x, y), v(x, y)) ∂v

∂x (x, y)
]

dx
+

[
∂ f
∂u (u(x, y), v(x, y))∂u

∂y (x, y) +
∂ f
∂v (u(x, y), v(x, y))∂v

∂y (x, y)]
]

dy.
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(c) 1-formes différentielles : définition, propriétés

Les différentielles de Leibniz peuvent être vue comme une simple notation qui permet de faciliter les
calculs, mais il sera utile pour la suite du cours de bien comprendre leur formalisation mathématique précise,
qui est donné par les 1-formes différentielles. On adapte ici la définition des 1-formes différentielles en
dimension 1 à la dimension supérieure.

Définition. Soit D ⊂ Rn un domaine. Une fonction

ω(x1, . . . , xn, dx1, . . . , dxn) = f1(x1, . . . , xn)dx1 + · · · + fn(x1, . . . , xn)dxn

du point x = (x1, . . . , xn) ∈ D et du vecteur
−→
dx = [dx1, . . . , dxn] ∈ Rn, qui est linéaire en

−→
dx et (infini-

ment) dérivable en tout point de D est appelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des 1-formes
différentielles sur le domaine D est noté Ω1(D) et l’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables sur D est
aussi appelé l’ensemble des 0-formes différentielles et noté Ω0(D).

La différentielle des fonctions est l’application

d : Ω0(D) → Ω1(D)

f (x) 7→ d f (x,
−→
dx) := ∂ f

∂x1
(x1, . . . , xn)dx1 + · · · +

∂ f
∂xn

(x1, . . . , xn)dxn

qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle

d f =
∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xn

dxn.

Calculer la différentielle d’une fonction revient donc tout simplement à calculer ses dérivées partielles au
premier ordre.

Exemple 38. Voyons quelques exemples de formes différentielles définies sur D = R2.

1. La 1-forme différentielle ω = 2xdx + 2ydy est la différentielle de la fonction f (x, y) = x2 + y2.

2. La 1-forme différentielle ω = ydx + xdy est la différentielle de la fonction f (x, y) = xy.

3. On verra plus tard que la 1-forme différentielle ω = ydx − xdy n’est pas la différentielle d’une
fonction f définie sur R2, mais il nous faudra pour cela étendre la différentielle aux 1-formes pour
obtenir des 2-formes différentielles.

Les fonctions peuvent être additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est
dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme ω(x,

−→
dx) = f1dx1 + · · · fndxn par une fonction g (à gauche

ou à droite) en posant simplement

(ωg)(x,
−→
dx) = (gω)(x,

−→
dx) := g f1dx1 + · · · g fndxn.

De ce point de vue, on peut dire que {dx1, . . . , dxn} forme une base des formes différentielles par rapport à
la multiplication par les fonctions car toute forme est une combinaison linéaire de ces vecteurs avec pour
coefficients des fonctions.

34



Du principe de substitution pour les différentielles de fonctions, on tire un principe de substitution plus
général pour les 1-formes différentielles que nous formulons maintenant car il sera utile par la suite. Ce
principe de substitution très général peut être pensé d’un point de vue physique en disant que le formalisme
des 1-formes différentielles est invariante par des transformations quelconques du domaine. On peut penser
à ce type d’invariance du domaine comme à l’invariance présente dans le formalisme de la relativité générale
d’Einstein.

Théorème. Soit D ⊂ Rn un domaine et ω ∈ Ω1(D) une 1-forme différentielle donnée par

ω(x,
−→
dx) = f1dx1 + · · · + fndxn.

Supposons que x = (x1, . . . , xn) soit une fonction

x(u1, . . . , uk) : ∆→ D

de variables (u1, . . . , uk) dans un domaine ∆ de Rk, dont les coordonnées sont des fonctions xi(u1, . . . , uk)
pour i = 1, . . . , n. Alors, on peut définir une 1-forme x∗ω sur ∆ en replaçant xi par xi(u1, . . . , uk) et dxi par

dxi(u1, . . . , uk) =
∂xi

∂u1
du1 + · · · +

∂xi

∂uk
duk

dans l’expression
ω = f1(x1, . . . , xn)dx1 + · · · + fn(x1, . . . , xn)dxn.

Cette 1-forme x∗ω est la différentielle de la fonction composée

f (x(u1, . . . , uk)) : ∆→ R

lorsque ω = d f est la différentielle d’une fonction f ∈ Ω0(D).

Définition. L’application de substitution

x∗ : Ω1(D)→ Ω1(∆)

pour x : ∆→ D définie ci-dessus est appelée “tiré en arrière des 1-formes différentielles le long de x”.

Exemple 39. Soit M(t) = (x(t), y(t)) : I → R2 une courbe paramétrée et ω = f dx + gdy une 1-forme sur
R2, on obtient alors

M∗ω = f (x(t), y(t))dx(t) + g(x(t), y(t))dy(t) = [ f (x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t)]dt.

Cet exemple intervient dans la définition de l’intégrale curviligne.

Exemple 40. Prenons la 1-forme ω définie sur D = R2 par

ω = xdy − ydx.
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Les coordonnées polaires sur R2 (changement de variable) sont données par deux fonctions

x(r, θ) = r cos(θ) et y(r, θ) = r sin(θ)

sur ∆ = R+ × [0, 2π]. Elles définissent une application M : ∆→ D. Leur différentielle est donnée par

dx(r, θ) =
∂x
dr

dr +
∂x
dθ

dθ = cos(θ)dr − r sin(θ)dθ

et
dy(r, θ) =

∂y
dr

dr +
∂y
dθ

dθ = sin(θ)dr + r cos(θ)dθ.

Le principe de substitution nous fournit donc une 1-forme différentielle M∗ω sur ∆ = R+ × [0, 2π] donnée
par

M∗ω := r cos(θ)[sin(θ)dr + r cos(θ)dθ] − r sin(θ)[cos(θ)dr − r sin(θ)dθ]
= r[cos(θ) sin(θ) − sin(θ) cos(θ)]dr + r2[cos2(θ) + sin2(θ)]dθ
= r2dθ

Exemple 41. Si on souhaite se restreindre aux coordonnées polaires M : [0, 2π] → R2 sur le cercle
S 1 = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1} (courbe paramétrée), données par

x(θ) = cos(θ) et y(θ) = sin(θ),

on obtient (en posant r = 1 et dr = 0 dans les calculs précédents)

M∗ω = dθ.

Ceci signifie que sur le cercle de rayon 1 en coordonnées polaires, la forme différentielle ω = xdy − ydx
correspond simplement à la forme coordonnée dθ, dérivée de l’angle θ.

III.5 Allure des lignes de niveau
On peut aussi représenter une fonction f par ses lignes de niveau.

Définition. Soit f une fonction à 2 variables. La ligne de niveau c ∈ R est l’ensemble Lc = {M, f (M) = c}
des points M en lesquels f prend la valeur c. Plus généralement, si f est une fonction à n variables,
l’hypersurface de niveau c ∈ R est l’ensemble Lc = {M, f (M) = c} des points M en lesquels f prend la
valeur c. Pour n = 2, on parle simplement de la surface de niveau c.

Exemple 42. La ligne de niveau c est, de manière générique, une courbe, mais pas généralement. Par
exemple, si f (x, y) = x2 + y2 et c > 0, la ligne de niveau Lc est le cercle de centre (0, 0) et de rayon

√
c, mais

la ligne de niveau L0 est simplement le point (0, 0), et la ligne de niveau c < 0 est l’ensemble vide.

La notion de ligne de niveau joue un rôle important en physique.

Exemple 43. Sur une carte topographique, les lignes de crète sont tout simplement les lignes de niveau de
la fonction altitude h(x, y) en fonction des coordonnées (x, y) sur la carte.

Exemple 44. Quand on étudie le mouvement d’un solide dans l’espace, la loi de conservation de l’énergie
peut se formuler en disant que le système évolue sur une ligne de niveau de la fonction énergie E.

Exemple 45. La surface de niveau c > 0 de la fonction f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 est la sphère de rayon
√

c,
mais la surface de niveau c = 0 est le point (0, 0, 0) et la surface de niveau c < 0 est l’ensemble vide.
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III.6 Champs de vecteurs et gradient

Définition. Un champ de vecteurs
−→
V sur D est une fonction

−→
V : D → Rn

(x1, . . . , xn) 7→ (V1(x1, . . . , xn), . . . ,Vn(x1, . . . , xn))

Un champ scalaire f sur D est une fonction f : D → R. On note X(D) l’ensemble des champs de vecteurs
sur D et S(D) l’ensemble des champs scalaires.

Remarquons qu’on a une identification naturelle S(D) = Ω0(D) entre les 0-formes les champs scalaires
(ce sont simplement deux noms différents pour la notion de fonction à valeur réelle, mais les noms ont leur
importance dans ce cours, comme on le verra plus tard).

Les champs de vecteurs, comme les 1-formes différentielles, peuvent être additionnés, mais aussi mul-
tipliés par des fonctions (champs scalaires), en multipliant leurs coordonnées, i.e., en posant

( f ·
−→
V ) = ( f V1, . . . , f Vn).

Si on note
−→
Xi(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . , 0) le champ de vecteurs constant ayant pour unique coor-

donnée non nulle la ième, on obtient que les
−→
Xi forment une base des champs de vecteur sur les fonctions

car on peut toujours écrire
−→
V = V1

−→
X1 + · · · + Vn

−→
Xn

et ceci de manière unique.

Remarque 5. A un champ de vecteurs
−→
V = (V1, . . . ,Vn), on peut associer un opérateur différentiel sur les

fonctions (champs scalaires) donné par

D−→V = V1
∂

∂x1
+ · · · + Vn

∂

∂xn
.

Cet opérateur est linéaire par rapport aux constantes et vérifie la règle de Leibniz

D−→V ( f g) = f D−→V (g) + gD−→V f .

On dit que c’est une dérivation.

Exemple 46. Un champ de vecteurs du plan est une fonction définie sur un domaine D ⊂ R2 du plan et à
valeurs dans l’ensemble de vecteurs du plan

−→
V : D → R2

M = (x, y) 7→
−→
V (x, y) = (P(x, y),Q(x, y))

.

Un champ de vecteurs de l’espace est une fonction définie sur un domaine D ⊂ R3 de l’espace et à valeurs
dans l’ensemble des vecteurs de l’espace

−→
V : D → R3

M = (x, y, z) 7→
−→
V (x, y, z) = (P(x, y, z),Q(x, y, z),R(x, y, z))

.
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Exemple 47. Champ du flot de chaleur ; champ des vitesses d’un corp solide en rotation, d’un liquide.

Il y a un lien fondamental et indépendant du choix de coordonnées entre champs de vecteurs et 1-formes
différentielles : ils sont en dualité.

Proposition 13. Il existe un accouplement naturel (bilinéraire par rapport à la multiplication par les fonc-
tions)

ι : X(D) ×Ω1(D) → Ω0(D)

(
−→
V , ω(x,

−→
dx)) 7→ ι−→Vω := ω(x,

−→
V (x))

En coordonnées, si
−→
V (x) = (V1(x), . . . ,Vn(x)) et ω = f1dx1 + · · · + fndxn, on aura

ι−→Vω = f1 · V1 + · · · + fn · Vn.

Comme on a choisit un système de coordonnées D ⊂ Rn pour D, on obtient un résultat plus fin qui saute
aux yeux : se donner un champ de vecteurs revient à se donner une 1-forme différentielle, i.e., se donner
leurs n fonctions coordonnées.

Proposition 14. Champs de vecteurs et 1-formes différentielles sur D sont en bijection par

X(D)
∼
↔ Ω1(D)

−→
V = (V1, . . . ,Vn) 7→ ω−→V :=

−→
V · (dx1, . . . , dxn) = V1dx1 + · · · + Vndxn

−→
Xω = ( f1, . . . , fn) ← [ ω = f1dx1 + · · · + fndxn

et cette bijection est linéaire par rapport à la multiplication par les fonctions dans S(D) = Ω0(D).

Définition. Par la bijection entre champs de vecteurs et formes différentielles, on obtient l’opérateur gra-
dient sur les champs scalaires, comme l’opérateur induit par la différentielle sur les 0-formes correspon-
dantes, donné par

−−−→
grad( f ) =

−→
X d f ,

ou encore en coordonnées
−−−→
grad( f ) =

(
∂ f
∂x1

, . . . ,
∂ f
∂xn

)
pour f un champ scalaire, i.e., une fonction de n variables.

Exemple 48. Si f : D→ R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D ⊂ R2,
son champ de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

−−−→
grad( f ) =

(
∂ f
∂x
,
∂ f
∂y

)
.

Si f : D → R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D ⊂ R3, son champ
de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

−−−→
grad( f ) =

(
∂ f
∂x
,
∂ f
∂y
,
∂ f
∂z

)
.
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Remarque 6. Le champ de gradient est orthogonal aux lignes de niveau. Il mesure la direction et l’intensité
de variation de la fonction considérée. Par exemple, quand on fait du ski, on a tout intérêt à suivre la
direction donnée par le champ de gradient à la fonction altitude h(x, y) relativement aux coordonnées (x, y)
sur la carte.

III.7 Intégrale curviligne
Nous allons utiliser le principe de substitution pour les 1-formes pour définir leur intégrale le long d’une

courbe paramétrée, appelée l’intégrale curviligne.
Si M(t) = (x(t), y(t)) : ∆ = [a, b]→ R2 est une courbe paramétrée C du plan et ω = gdx + hdy ∈ Ω1(D)

est une 1-forme définie sur D = R2, on obtient la 1-forme M∗ω ∈ Ω1([a, b]) par remplacement

M∗ω = g(x(t), y(t))d(x(t)) + h(x(t), y(t))d(y(t)) = g(x(t), y(t))x′(t)dt + h(x(t), y(t))y′(t)dt.

Si ω = d f =
∂ f
∂x dx +

∂ f
∂y dy est la différentielle d’une fonction f (x, y), on retrouve bien la formule pour

la différentielle d( f (x(t), y(t))) de la fonction à une variable obtenue en composant f : D → R avec M :
[a, b] → D. L’intégrale curviligne

∮
C
ω est définie comme l’intégrale de Riemann à une variable de la

1-forme M∗ω ∈ Ω1([a, b]) donnée par la formule∮
C
ω :=

∫ b

a
M∗ω =

∫ b

a

[
g(x(t), y(t))x′(t) + h(x(t), y(t))y′(t)

]
dt.

Plus généralement, on a la définition suivante.

Définition. Soit D un domaine de Rn, et soit M = (x1(t), . . . , xn(t)) : [a, b] → D ⊂ Rn une courbe pa-
ramétrée C de D, et ω = f dx1 + · · · + f dxn une forme différentielle définie sur D. L’intégrale curviligne de
ω le long de C est définie comme l’intégrale de Riemann classique∮

C
ω =

∫ b

a
M∗ω :=

∫ b

a
[ f1(x1(t), . . . , xn(t))x′1(t) + · · · + fn(x1(t), . . . , xn(t))x′n(t)]dt.

Si
−→
V est un champ de vecteur, sa circulation (on dit aussi son travail) le long de C est l’intégrale∮

C

−→
V ·
−−→
dM :=

∮
C
ω−→V

de la 1-forme ω−→V associée à
−→
V .

En pratique, en dimension 3, si C est définie par la paramétrisation M(t) = (x(t), y(t), z(t)) et ω =

f dx + gdy + hdz, on obtient∮
C
ω =

∫ b

a
[ f (x(t), y(t), z(t))x′(t) + g(x(t), y(t), z(t))y′(t) + h(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt.
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Théorème. Si ω = d f est la différentielle d’une fonction et C est une courbe paramétrée par M : [a, b]→
Rn, alors ∮

C
ω = f (M(b)) − f (M(a)).

En particulier, si M(a) = M(b), i.e., si la courbe est fermée, alors l’intégrale curviligne est nulle :∮
C
ω = 0.

Exemple 49. On va montrer que la forme ω =
xdy−ydx

x2+y2 définie sur R2 − {(0, 0)} n’admet pas de fonction
primitive f (telle que ω = d f ) en montrant qu’elle a une intégrale non nulle sur le cercle. Soit M(θ) =

(x(θ), y(θ)) = (cos(θ), sin(θ)) : [0, 2π]→ R2 la paramétrisation standard du cercle S 1. Sur S 1, on a x2 +y2 =

1. On a alors ∮
S 1 ω =

∮
[0,2π]

M∗ω

=
∮

[0,2π]
x(θ)d(y(θ)) − y(θ)dx(θ)

=
∫ 2π

0
x(θ)y′(θ)dθ − y(θ)x′(θ)dθ

=
∫ 2π

0
[cos2(θ) + sin2(θ)]dθ

= 2π.

Donc ω n’est pas exacte, i.e., n’a pas de fonction primitive f , car sinon, on aurait (par la formule fonda-
mentale du calcul différentiel et intégral)∮

S 1 d f = f (1, 0) − f (1, 0)
= 0

ce qui n’est pas le cas car 0 , 2π.

III.8 Surfaces paramétrées
Définition. Soit ∆ un domaine de R2. Une surface paramétrée S de l’espace, de paramètres dans ∆, est la
donnée d’une fonction

M : ∆ → R3

(u, v) 7→ M(u, v) := (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

(qu’on supposera, plus précisément, définie au voisinage dans R2 de tout point de ∆).

Définition. Les dérivées partielles de la paramétrisation M : ∆→ R3 sont les vecteurs de composantes

−−→
∂M
∂u

= (
∂x
∂u
,
∂y
∂u
,
∂z
∂u

) et
−−→
∂M
∂v

= (
∂x
∂v
,
∂y
∂v
,
∂z
∂v

)

et d’origine M(u, v). Le vecteur orthogonal à la surface S paramétrée par M(u, v) est le vecteur

−→m =

−−→
∂M
∂u
∧

−−→
∂M
∂v

.
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On dit que la surface est régulière si ce vecteur est partout non nul. Le plan tangent à la surface régulière
S paramétrée par M(u, v) en M(u0, v0) est le plan paramétré

T : R2 → R3

(u, v) 7→ T (u, v) := M(u0, v0) + u
−−→
∂M
∂u (u0, v0) + v

−−→
∂M
∂v (u0, v0).

Le vecteur normal à la surface régulière S est le vecteur

−→n =
−→m

‖
−→m‖

.

Une surface paramétrée de R3 est munie d’une orientation naturelle, donnée par son vecteur normal.
Plus généralement, on appelera orientation d’une surface (par exemple, donnée par une équation) de R3 la
donnée d’un champ de vecteur normal (orthogonal et de norme 1) à la surface.

Exemple 50. Un ruban de mobius ne peut être orienté, alors qu’un ruban sans twist (cylindre) admet pour
orientation, soit la normale extérieure, soit la normale intérieure.

Proposition 15. Soit M0 = M(u0, v0) un point de S correspondant au point (u0, v0). Soit −→m0 le vecteur
orthogonal à S en M0. Alors le plan tangent à S en M0 admet pour équation

(x − x0, y − y0, z − z0) · −→m0 = 0.

Démonstration. Le plan défini par l’équation précédente est orthogonal à −→m0. En particulier, il contient les
deux vecteurs tangent à la surface en M0. On a supposé que −→m0 n’est pas nul, ce qui signifie que les deux
vecteurs tangents sont linéairement indépendants. Le plan considéré est donc le plan tangent à la surface en
M0. �

III.9 Théorème des fonctions implicites
Il existe un lien entre équations et paramétrisations donné par le théorème des fonctions implicites, qui

permet de montrer l’existence de solutions aux équations. Nous allons le formuler en montrant comment
paramétrer les lignes de niveau d’une fonction sur R2 et les surfaces de niveau d’une fonction sur R3.

Théorème 7 (Fonctions implicites dans R2). Soit f (x, y) une fonction de deux variables telle que f (x0, y0) =

0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues au voisinage de
(x0, y0). Supposons aussi que

d f (x0, y0) =
∂ f
∂x

(x0, y0)dx +
∂ f
∂y

(x0, y0)dy , 0.

Alors soit ∂ f
∂y (x0, y0) , 0 et il existe un voisinage I de x0 et une fonction y = ϕ(x) définie sur ce voisinage

tels que
ϕ(x0) = y0 et f (x, ϕ(x)) = 0 pour tout x ∈ I,

soit ∂ f
∂x (x0, y0) , 0 et il existe un voisinage I de y0 et une fonction x = ϕ(y) définie sur ce voisinage tels que

ϕ(y0) = x0 et f (ϕ(y), y) = 0 pour tout y ∈ I.

Dans les deux cas, la fonction ϕ satisfaisant à ces conditions est unique.
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Définition. La fonction ϕ du théorème 7 s’appelle la fonction implicite définie par l’équation f (x, y) = 0 et
la condition initiale y0 = ϕ(x0) ou x0 = ϕ(y0).

Proposition 16. Sous l’hypothèse du théorème 7, la fonction ϕ est dérivable et dans le cas ∂ f
∂y , 0, on a

ϕ′(x) = −

∂ f
∂x (x, ϕ(x))
∂ f
∂y (x, ϕ(x))

.

Démonstration. Il suffit de différencier la relation f (x, ϕ(x)) = 0 en utilisant la loi de dérivation des fonc-
tions composées. Cela donne

d( f (x, ϕ(x)) =
∂ f
∂x

∂x
∂x

dx +
∂ f
∂ϕ

∂ϕ

∂x
dx = 0

ce qui implique le résultat souhaité. �

Remarque 7. (Equations analytiques et fonctions explicites globales) Supposons que la fonction f (x, y)
soit analytique, i.e., localement donnée par la somme de son développement limité à tous les ordres, qui
converge normalement. Ceci revient à dire qu’on a une égalité

f (x0 + h, y0 + k) =
∑
i, j≥0

ai, jhik j

vraie au voisinage de (h, k) = (0, 0) pour tout (x0, y0) ∈ D f . Dans ce cas, la fonction implicite du théorème se
prolonge en une fonctions analytique de x en tous les points ou la courbe de niveau de f n’a pas de tangente
verticale. Elle est en fait explicite, car on peut la déterminer en calculant son développement limité complet,
en dérivant à tous les ordres l’équation f (x, ϕ(x)) = 0, par un procédé similaire à celui de la proposition
16. Ceci permet de décrire globalement la courbe f (x, y) = 0 comme le graphe d’une fonction analytique
explicite (localement donnée par son développement limité) sur tous les intervalles sur lesquels elle n’a pas
de tangente verticale. L’analogue de cet énoncé pour les surfaces (voir [?]) ne fonctionne pas tel quel, mais
si la surface est bornée, on arrive tout de même à trouver un nombre fini de fonctions implicites explicites
(données par leur développement limité, qui est calculable) pour la décrire comme un graphe (voir plus
loin).

Corollaire 3. Soit f (x, y) une fonction de deux variables telle que f (x0, y0) = 0. Supposons que f admette
des dérivées partielles continues au voisinage de (x0, y0). Supposons aussi d f , 0. Alors la droite tangente
à la courbe d’équation f (x, y) = 0 en (x0, y0) admet comme équation

∂ f
∂x

(x0, y0)(x − x0) +
∂ f
∂y

(x0, y0)(y − y0) = 0.

Démonstration. On considère le cas où ∂ f
∂y (x0, y0) , 0, l’autre étant traité de la même manière. Au voisinage

de (x0, y0), la courbe f (x, y) = 0 est le graphe de la fonction y = ϕ(x). Sa droite tangente en (x0, y0) admet
comme équation

y − y0 = ϕ′(x0)(x − x0).
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D’après la proposition 16, la dernière équation est équivalente à

y − y0 = −

∂ f
∂x (x0, y0)
∂ f
∂y (x0, y0)

(x − x0)

où encore
∂ f
∂x

(x0, y0)(x − x0) +
∂ f
∂y

(x0, y0)(y − y0) = 0.

�

Théorème 8 (Fonctions implicites dans R3). Soit f (x, y, z) une fonction de trois variables telle que
f (x0, y0, z0) = 0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues
au voisinage de (x0, y0, z0). Supposons aussi que

d f (x0, y0, z0) , 0.

Alors, localement au voisinage de (x0, y0, z0) l’équation f (x, y, z) = 0 peut être résolue par une fonction
implicite de deux des coordonnées (x, y, z). En particulier, si ∂ f

∂z (x0, y0, z0) , 0, il existe ϕ(x, y) vérifiant

ϕ(x0, y0) = z0 et f (x, y, ϕ(x, y)) = 0

pour tout (x, y) au voisinage de (x0, y0).

Définition. La fonction ϕ du théorème 8 s’appelle la fonction implicite définie par l’équation f (x, y, z) = 0
et la condition initiale z0 = ϕ(x0, y0).

Proposition 17. Les dérivées partielles de la fonction implicite ϕ(x, y) sont données par les formules

∂ϕ

∂x
= −

∂ f
∂x (x, y, ϕ(x, y))
∂ f
∂z (x, y, ϕ(x, y))

et
∂ϕ

∂y
= −

∂ f
∂y (x, y, ϕ(x, y))
∂ f
∂z (x, y, ϕ(x, y))

.

Démonstration. Il suffit de différencier la relation f (x, y, ϕ(x, y)) = 0. �

Corollaire 4. Soit f (x, y, z) une fonction de trois variables telle que f (x0, y0, z0) = 0. Supposons que f
admette des dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (x0, y0, z0). Supposons aussi que d f , 0.
Alors, le plan tangent à la surface d’équation f (x, y, z) = 0 en (x0, y0, z0) admet comme équation

∂ f
∂x

(x0, y0, z0)(x − x0) +
∂ f
∂y

(x0, y0, z0)(y − y0) +
∂ f
∂z

(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Exemple 51. Le plan tangent à la sphère

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

en (1/3, 2/3, 2/3) est d’équation

2/3(x − 1/3) + 4/3(y − 2/3) + 4/3(z − 2/3) = 0

soit
x + 2y + 2z = 3.
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Idée de preuve pour le théorème des fonctions implicites dans R2. On a une fonction f (x, y), et un point
(x0, y0) en lequel la deuxième dérivée partielle est non nulle. Pour fixer les idées, on la suppose stricte-
ment positive (la preuve serait complètement analogue dans le cas contraire) :

∂ f
∂y

(x0, y0) > 0.

D’autre part, l’hypothèse du théorème nous dit aussi que les dérivées partielles sont des fonctions continues :
il existe donc un petit carré C, centré sur le point (x0, y0), tel qu’on ait aussi

∂ f
∂y

(x, y) > 0

pour tous les points (x, y) de C. Dans la suite, on considère seulement les points de C. On note C = I × J où
I est un petit intervalle pour la variable x et J un petit intervalle pour la variable y.

La valeur de x0 étant fixé, on considère la fonction (d’une seule variable !)

fx0 : y 7→ f (x0, y).

Par définition des dérivée partielle, cette fonction est dérivable et sa dérivée est la dérivée partielle par
rapport à y, qui est strictement positive sur J : cette fonction d’une variable est donc strictement croissante
sur J. Comme elle s’annule pour la valeur y = y0, elle est strictement négative au début de J et strictement
positive à la fin : en notant J = [y0 − β, y0 + β], on a

f (x0, y0 − β) < 0 et f (x0, y0 + β) > 0.

On utilise maintenant la continuité de f : il existe un petit intervalle autour de x0 tel qu’on ait encore

f (x, y0 − β) < 0 et f (x, y0 + β) > 0.

pour tout x dans ce petit intervalle. (Pour ne pas multiplier les notations, on va encore noter I cet intervalle,
bien qu’a priori il soit plus petit que l’intervalle I que nous avions choisi ; ceci ne devrait pas être un
problème puisque ce petit intervalle a toutes les propriétés de I).

Fixons maintenant un x dans I, et considérons la fonction

fx : y 7→ f (x, y).

(auparavant on a considéré cette fonction mais seulement pour la valeur x = x0 ; maintenant on prend
n’importe quel x dans I, qui est un petit intervalle autour de x0). Cette fonction d’une variable vérifie les
trois propriétés suivantes :

1. fx(y0 − β) < 0,
2. fx(y0 + β) > 0,
3. la dérivée de cette fonction est strictement positive sur l’intervalle J.

On en déduit qu’il existe un unique y dans J tel que fx(y) = 0. On a donc montré que pour tout x dans un
petit intervalle autour de x0, il existe un unique y dans un petit intervalle autour de y0 tel que f (x, y) = 0.
Ceci permet de définir la fonction ϕ recherchée en posant y = ϕ(x). �
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IV Intégrales multiples
(2 séances)

IV.1 Définition, propriétés
Si n = 1, 2, 3 et P ⊂ Rn est un domaine borné, on peut tenter d’approximer P en utilisant un découpage

de Rn en pavés (intervalles, carrés, cubes) de taille ε. En dimension 1, on recouvre la droite réelle R par les
petits intervalles

Pk,ε := [kε, (k + 1)ε]

pour k entier. En dimension 2, on recouvre le plan réel R2 par les petits carrés

Pkl,ε := [kε, (k + 1)ε] × [lε, (l + 1)ε]

pour k et l entiers. En dimension 3, on recouvre l’espace réel R3 par les petits cubes

Pklm,ε := [kε, (k + 1)ε] × [lε, (l + 1)ε] × [mε, (m + 1)ε]

pour k, l et m entiers.
Pour bien visualiser la situation, on dessinera le graphe d’une fonction positive à deux variables et un

exemple de pavé approchant le volume sous ce graphe.
Etant donnée une fonction f : P → R avec P ⊂ Rn borné, on peut approcher son intégrale en faisant

la somme de ses valeurs aux sommets inférieurs des pavés de taille ε contenus dans P, pondérée par la
“taille” du pavé (i.e., sa longueur, sa surface, ou son volume). Plus précisément, on approche l’intégrale, en
dimension 1, par la somme

Iε =
∑

k∈Z,Pk,ε⊂P

ε f (kε),

en dimension 2, par la somme
Iε =

∑
(k,l)∈Z2,Pkl,ε⊂P

ε2 f (kε, lε)

et en dimension 3, par la somme

Iε =
∑

(k,l,m)∈Z3,Pklm,ε⊂P

ε3 f (kε, lε,mε).

Définition. L’intégrale de la fonction f sur le domaine P de Rn, est donnée par la limite (si elle existe)∫
P

f (M)dM := lim
ε→0

Iε .

On notera l’intégrale par∫
P

f (x)dx :=
∫

P
f (M)dM en dimension 1,!

P
f (x, y)dxdy :=

∫
P

f (M)dM en dimension 2,#
P

f (x, y, z)dxdydz :=
∫

P
f (M)dM en dimension 3.
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Théorème 9. Soit f une fonction continue définie sur un domaine fermé (i.e. pouvant être défini par une
équation g = 0) et borné (i.e., inclus dans un grand pavé [−M,M]n) P de Rn pour n = 1, 2, 3. L’intégrale∫

P
f (M)dM existe.

Proposition 18. L’intégrale vérifie les propriétés suivantes :

1. (linéarité) Si λ est une constante et f et g sont des fonctions, on a∫
P
(λ f + g)(M)dM = λ

∫
P

f (M)dM +

∫
P

g(M)dM.

2. (additivité ensembliste) Si P = P1 ∪ P2 est une union de domaines suffisamment réguliers obtenus
en recollant le long des bords. Alors∫

P
f (M)dM =

∫
P1

f (M)dM +

∫
P2

f (M)dM.

IV.2 Intégrale et mesures
Une manière de voir l’intégrale est de la penser comme un moyen de calculer des longueurs, aires et

volumes. Le calcul intégral permet aussi de calculer la masse totale d’un domaine à densité variable, un
centre de gravité, où une probabilité (intégrale d’une densité de probabilité).

Rappelons la définition de la longueur d’une courbe paramétrée donnée dans la Section II.5 (c).

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C du plan ou de l’espace est donnée par l’intégrale de
la longueur de son vecteur vitesse

longueur(C) :=
∫ b

a
‖
−→
V (t)‖dt.

Définition. Si S est une surface paramétrée par M(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) avec (u, v) ∈ ∆, son aire
est donnée par

aire(S ) :=
"

∆

∥∥∥∥∥∥∥∂
−→
M
∂u
∧
∂
−→
M
∂v

∥∥∥∥∥∥∥ dudv =

"
∆

‖
−→m‖dudv.

Exemple 52. Supposons que la surface S soit le graphe d’une fonction z(x, y) au-dessus d’un domaine ∆

de R2, i.e., que S soit paramétrée par

x = x, y = y, z = z(x, y) (x, y) ∈ ∆.

L’aire de la surface S vaut

aire(S ) =

"
∆

√
1 +

(
∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

dxdy.

En effet, on a
∂
−→
M
∂x

=

(
1, 0,

∂z
∂x

)
et

∂
−→
M
∂y

=

(
0, 1,

∂z
∂y

)
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donc
∂
−→
M
∂x
∧
∂
−→
M
∂y

=

(
−
∂z
∂x
,−
∂z
∂y
, 1

)
ce qui donne le résultat, par définition de l’aire dans le cas général d’une surface paramétrée.

Définition. Le volume d’un domaine D de R3 est l’intégrale

volume(D) =

$
D

dxdydz.

On généralise aussi directement la notion de centre de gravité vue en dimension 1 à la dimension
supérieure.

Définition. La masse d’un domaine D ⊂ Rn de densité de masse f : D→ R est l’intégrale

M( f ) =

∫
D

f (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Le centre de gravité du domaine D est le point G = (g1, . . . , gn) dont les coordonnées sont données par

gi =
1
M

∫
D

xi f (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

IV.3 Première méthode de calcul : théorème de Fubini
Le théorème de Fubini permet de ramener le calcul de l’intégrale multiple sur un domaine compris entre

le graphe de deux fonctions en le calcul d’une intégrale itérée.

Théorème 10. Supposons que le domaine P ⊂ R2 soit un domaine délimité par les graphes de deux fonc-
tions ϕ0(y) et ϕ1(y) définies sur un intervalle [a, b]. Alors l’intégrale double se calcule à l’aide de deux
intégrales simples : "

P
f (x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ ϕ1(y)

ϕ0(y)
f (x, y)dx

)
dy.

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

Iε =
∑

(k,l)∈Z2,Pkl,ε⊂P

ε2 f (kε, lε)

sous la forme d’une double somme

Iε =
∑

k∈Z,∃Pkl,ε⊂P

ε
∑

l∈Z,Pkl,ε⊂P

ε f (kε, lε).

La somme intérieure tend vers
∫ ϕ1(y)

ϕ0(y)
f (x, y)dx et la somme extérieure tend vers

∫ b

a

(∫ ϕ1(y)

ϕ0(y)
f (x, y)dx

)
dy. �
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Exemple 53. Soit P = {(x, y) ∈ R2, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y} et f (x, y) = x2. L’intégrale de f vaut par Fubini∫
P

f (x, y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ y

0
x2dx

)
dy =

1
12
.

Exemple 54. Soit P = D1 = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1} le disque unité. On veut calculer sa surface,
i.e., intégrer la fonction constante f (x, y) = 1 dessus. Remarquons qu’on peut voir D1 comme le domaine
compris entre le graphe de deux fonctions en écrivant

D1 = {(x, y) ∈ R2 x ∈ [−1, 1], −
√

1 − x2 ≤ y ≤
√

1 − x2}.

Le théorème de Fubini nous donne alors"
P

dxdy =

∫ 1

−1

∫
√

1−x2

−
√

1−x2
dy

 dx = 2
∫ 1

−1

√
1 − x2dx.

Le changement de variable x = cos(t) nous permet d’identifier cette expression à"
P

dxdy = 2
∫ 0

−π

√
1 − cos2(t)(− sin(t))dt = 2

∫ 0

−π

(− sin(t))(− sin(t))dt = 2
∫ 0

−π

sin2(t)dt.

La relation sin2(t) =
1−cos(2t)

2 nous permet d’obtenir"
P

dxdy =

[
t −

sin(2t)
2

]0

−π

= π.

Théorème 11. Supposons que le domaine P ⊂ R3 soit un domaine délimité par les graphes de deux fonc-
tions ϕ0(y, z) et ϕ1(y, z) définies sur un domaine ∆ du plan des coordonnées (y, z). Alors l’intégrale triple se
calcule à l’aide d’une intégrale double et d’une intégrale simple :$

P
f (x, y, z)dxdydz =

"
∆

(∫ ϕ1(y,z)

ϕ0(y,z)
f (x, y, z)dx

)
dydz.

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

Iε =
∑

(k,l,m)∈Z3,Pklm,ε⊂P

ε3 f (kε, lε,mε)

sous la forme d’une double somme

Iε =
∑

(k,l)∈Z2,∃Pklm,ε⊂P

ε2
∑

m∈Z,Pklm,ε⊂P

ε f (kε, lε,mε).

La somme intérieure tend vers
∫ ϕ1(y,z)

ϕ0(y,z)
f (x, y, z)dx et la somme extérieure tend vers!

∆

(∫ ϕ1(y,z)

ϕ0(y,z)
f (x, y, z)dx

)
dydz. �
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Théorème 12. Supposons que pour (x, y, z) ∈ P ⊂ R3, z varie sur un intervalle fixe [z0, z1], et que pour
z fixé, (x, y) varie dans un domaine ∆(z) qui dépend de z. Alors l’intégrale triple se calcule à l’aide d’une
intégrale simple et d’une intégrale double :$

P
f (x, y, z)dxdydz =

∫ z1

z0

("
∆(z)

f (x, y, z)dxdy
)

dz.

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

Iε =
∑

(k,l,m)∈Z3,Pklm,ε⊂P

ε3 f (kε, lε,mε)

sous la forme d’une double somme

Iε =
∑

(k)∈Z,∃Pklm,ε⊂P

ε
∑

(l,m)∈Z2,Pklm,ε⊂P

ε2 f (kε, lε,mε).

La somme intérieure tend vers
!

D(z)
f (x, y, z)dxdy et la somme extérieure tend vers∫ z1

z0

(!
∆(z)

f (x, y, z)dxdy
)

dz. �

‘

Exemple 55. Soit P = {(x, y, z) ∈ R3, 0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ y ≤ z, 0 ≤ x ≤ y} et f (x, y) = 2xyz. L’intégrale de f
vaut par Fubini ∫

P
f (x, y, z)dxdydz =

∫ 1

0

(∫ z

0

(∫ y

0
2xyzdx

)
dy

)
dz =

1
24
.

IV.4 Deuxième méthode de calcul : changement de variables
(a) Aire d’un parallélogramme et déterminant

Considérons le parallélogramme (ABCD) dessiné ci-dessous :

A D

CB

h

L’aire du parallélogramme (ABCD) est égale au produit de la longueur de la base [AD] par la hauteur h,
car elle est égale à celle du rectangle ayant ces dimensions (il suffit de découper le triangle de gauche de la
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figure et de le recoller à droite de la figure). Si on note θ l’angle entre les vecteurs
−−→
AB et

−−→
AD, on sait que la

hauteur est égale à
h = ‖

−−→
AB‖ · sin(θ).

On obtient donc
aire(ABCD) = ‖

−−→
AB‖ · ‖

−−→
AD‖ · sin(θ).

Par la définition géométrique du sinus de l’angle θ, cette expression est exactement égale au déterminant

aire(ABCD) =

∣∣∣∣∣[−−→AB,
−−→
AD

]∣∣∣∣∣
de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs donnés.

Maintenant, si on se donne une application linéaire T deR2 versR2, l’aire de l’image du carré C = [0, 1]2

par T est l’aire du parallélogramme T ([0, 1]2), qui vaut

aire(T ([0, 1])2) = | det(T )|.

De manière plus générale, si on considère le carré [0, ε]2, alors l’aire de son image par T est

aire(T ([0, ε]2)) = ε2| det(T )|.

(b) Aire de l’image d’un carré élémentaire par un changement de variable

Considérons maintenant une application de changement de variable

Φ : P → ∆

(x, y) 7→ Φ(x, y) = (u(x, y), v(x, y))

d’un domaine P ⊂ R2 dans un domaine ∆ ⊂ R2 qu’on suppose bijective, dérivable et de dérivée continue,
telle que la matrice jacobienne

DΦ =

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
soit inversible en tout point (x, y).

Supposons que le petit carré Pnl,ε de sommet (nε, lε) pour (n, l) ∈ Z2 donné et de coté ε soit inclus dans
P. Par définition, l’application Φ est bien approchée au premier ordre par l’application linéaire donnée par
sa matrice différentielle. Plus précisément, on a

Φ(x + h1, y + h2) = Φ(x, y) + DΦ(x, y) · (h1, h2) + o(h1, h2).

L’image par Φ du petit carré Pnl,ε (dont l’aire était ε2) a donc pour aire

aire(Φ(Pnl,ε)) = | det(DΦ(x, y))|ε2 + o(ε, ε).
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(c) Changement de variable en dimension 2

Théorème 13. Soit Φ : P→ ∆ un changement de variable entre deux domaines P et ∆ de R2, comme dans
la section précédente, et f une fonction sur ∆. On a alors l’égalité"

∆

f (x, y)dxdy =

"
P

f (Φ(u, v))| det(DΦ(u, v))|dudv.

Le déterminant qui apparaı̂t dans la formule est appelé déterminant jacobien.

Démonstration. (idée) Par définition, l’intégrale de droite est approchée par la somme

Iε =
∑

Pnl,ε⊂P

f (Φ(nε, lε))| det(DΦ(nε, lε))|ε2,

qui correspond à approcher le volume sous le graphe de la fonction ( f ◦ Φ) · det(DΦ) par de petits pavés
dont les bases sont des carrés de taille ε et de sommet (nε, lε) pour (n, l) ∈ Z2. On utilise alors le calcul de
la section précédente qui nous dit que

aire(Φ(Pnl)) = | det(DΦ(x, y))|ε2 + o(ε, ε).

Il est raisonnable de considérer (comme Φ est continuement différentiable inversible, recouvrir P par les pe-
tits carrés Pnl,ε qu’il contient revient à recouvrir ∆ par leurs images Φ(Pnl,ε), qui sont des versions déformées
de ces petits carrés) que l’intégrale de f sur ∆ peut être calculée comme limite des sommes∑

(n,l)∈Z2,Φ(Pnl)⊂∆

aire(Φ(Pnl)) · f (Φ(nε, lε)).

Par passage à la limite et utilisation de l’estimation ci-dessus pour l’aire de Φ(Pnl,ε), on obtient le résultat
voulu. �

Exemple 56 (Calcul en coordonnées polaires). On souhaite calculer l’aire du disque D1 = {(x, y), x2 +y2 ≤

1} par un changement de variable en dimension 2. On utilise les coordonnées polaires

Φ : P = [0, 1] × [0, 2π] → ∆

(r,Θ) 7→ (r cos θ, r sin θ).

Le déterminant jacobien vaut
det(DΦ(r, θ)) =

∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣ = r.

Par changement de variable, l’aire du disque devient l’intégrale"
D1

dxdy =

"
[0,1]×[0,2π]

rdrdθ.

Le théorème de Fubini permet d’écrire"
[0,1]×[0,2π]

rdrdθ =

∫ 1

0

(∫ 2π

0
rdθ

)
dr =

(∫ 1

0
rdr

)
·

(∫ 2π

0
dθ

)
=

1
2
· 2π = π.
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Exemple 57. On souhaite calculer l’intégrale double

I =

"
D1

1
1 + x2 + y2 dxdy,

où D1 est le disque de rayon 1. Par le changement de variables des coordonnées polaires, l’intégrale qu’on
souhaite calculer devient

I =

"
[0,1]×[0,2π]

1
1 + r2 rdrdθ.

En utilisant le théorème de Fubini, on obtient

I =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

rdr
1 + r2

)
dθ = 2π

∫ 1

0

rdr
1 + r2 .

On applique ensuite le changement de variable u = r2 en utilisant du = 2rdr pour conclure que

I = π

∫ 1

0

d(r2)
1 + r2 = π

∫ 1

0

du
1 + u

= π[ln(1 + u)|10 = π ln(2).

Exemple 58. On souhaite calculer l’intégrale Gaussienne G =
∫
R

e−x2
dx. Pour cela, on utilise l’astuce de

se placer en dimension 2, en étudiant l’intégrale
!
R2 e−x2−y2

dxdy. Par le théorème de Fubini, on obtient"
R2

e−x2−y2
dxdy =

(∫
R

e−x2
dx

)
·

(∫
R

e−y2
dy

)
= G2.

D’autre part, par un changement de variable en coordonnées polaires et une nouvelle application du
théorème de Fubini, on obtient"

R2
e−x2−y2

dxdy =

"
R+×[0,2π]

e−r2
rdrdθ = 2π

∫
R+

e−r2
d(r2)/2 = π[−e−r2

]+∞
0 = π(−0 + 1) = π.

On en déduit que l’intégrale gaussienne
∫
R

e−x2
dx vaut

√
π.

(d) Changement de variable en dimension 3

Un raisonnement similaire à celui fait dans la sous-section (c), basé sur l’approximation au premier
ordre

Φ

(
(x, y, z) +

−→
h
)

= f (x, y, z) + DΦ(x, y, z) ·
−→
h + o

(
−→
h
)

d’un changement de variable par sa différentielle, permet d’obtenir le résultat suivant :

Théorème 14. Soit
Φ : P → ∆

(u, v,w) 7→ (x(u, v,w), y(u, v,w), z(u, v,w))
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un changement de variable entre deux domaines P et ∆ de R3, i.e., une application bijective dérivable et de
dérivées partielles continues telle que la différentielle

DΦ =

 ∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z


soit une matrice inversible (i.e. de déterminant non nul) en tout point de P. Soit f : ∆ → R une fonction
intégrable. Alors on a$

∆

f (x, y, z)dxdydz =

$
P

f (Φ(u, v,w))|DΦ(u, v,w)|dudvdw,

où |DΦ(u, v,w)| désigne la valeur absolue du déterminant jacobien.

Exemple 59 (Calcul en coordonnées cylindriques). On souhaite calculer l’intégrale de la fonction
f (x, y, z) = z sin(x2+y2) sur la portion de cylindre donnée par C = {(x, y, z) ∈ R3, x2+y2 ≤

√
π, 0 ≤ z ≤ H}.

Pour ceci, on paramètre C par

Φ : [0,
√
π] × [0, 2π] × [0,H] → R3

(r, θ, z) 7→ (r cos(θ), r sin(θ), z)

Le déterminant jacobien est donné par

det(DΦ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(θ) −r sin(θ) 0
sin(θ) r cos(θ) 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r.

On obtient ainsi, par changement de variable et grâce au théorème de Fubini,#
C

z sin(x2 + y2)dxdydz =
#

[0,
√
π]×[0,2π]×[0,H]

z sin(r2)rdrdθdz

=
∫ √π

0

(∫ 2π

0

(∫ H

0
z sin(r2)rdz

)
dθ

)
dr

=

(∫ 2π

0
dθ

)
·

(∫ H

0
zdz

)
·

(∫ √π
0

sin(r2)d(r2)
2

)
= 2π · [z2/2]H

0 · [
− cos(r2)

2 ]
√
π

0
= πH2.

Exemple 60 (Calcul en coordonnées sphériques). On souhaite calculer le volume de la boule pleine B
d’équation x2 + y2 + x2 ≤ R, paramétrée par

Φ : [0,R] × [0, π] × [0, 2π] → R3

(r, ϕ, θ) 7→ (r sin(ϕ) cos(θ), r sin(ϕ) sin(θ), r cos(ϕ))

L’angle θ est la lattitude (angle par rapport au méridien de Greenwich) et l’angle ϕ est la colongitude
(angle par rapport au rayon passant par le nord). Le déterminant jacobien est donné par

det(DΦ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin(ϕ) cos(θ) r cos(ϕ) cos(θ) −r sin(ϕ) sin(θ)
sin(ϕ) sin(θ) r cos(ϕ) sin(θ) r sin(ϕ) cos(θ)

cos(ϕ) −r sin(ϕ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
53



Par linéarité du déterminant par rapport à ses colonnes, on obtient

det(DΦ) = r2 sin(ϕ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin(ϕ) cos(θ) cos(ϕ) cos(θ) − sin(θ)
sin(ϕ) sin(θ) cos(ϕ) sin(θ) cos(θ)

cos(ϕ) − sin(ϕ) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
En développant par rapport à la troisième colonne, on obtient

det(DΦ) = r2 sin(ϕ)(− sin(θ))[− sin2(ϕ) sin(θ) − cos2(ϕ) sin(θ)]+
r2 sin(ϕ)(− cos(θ))[− sin2(ϕ) cos(θ) − cos2(ϕ) cos(θ)]

= r2 sin(ϕ)[sin2(ϕ) + cos2(ϕ)] · [sin2(θ) + cos2(θ)]
= r2 sin(ϕ).

Remarquons qu’on aurait obtenu −r2 sin(ϕ) si on avait inversé le sens des variables θ et ϕ dans la pa-
ramétrisation (ce qui revient à échanger deux colonnes dans le déterminant). En appliquant le changement
de variable et le théorème de Fubini, on calcule le volume de la boule pleine B :#

B
dxdydz =

#
[0,R]×[0,π]×[0,2π]

r2 sin(ϕ)drdϕdθ

=
∫ R

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0
r2 sin(ϕ)dθ

)
dϕ

)
dr

=

(∫ 2π

0
dθ

)
·
(∫ π

0
sin(ϕ)dϕ

)
·

(∫ R

0
r2dr

)
= 2π[− cos(ϕ)]π0[r3/3]R

0

= 4πR3

3 .

Exemple 61 (Calcul du volume d’un tore de révolution). On souhaite calculer le volume d’une roue de vélo
R,

qui est le domaine de l’espace décrit par

R = {(x, y, z) ∈ R3, (
√

x2 + y2 − a)2 + z2 ≤ R2}

avec a > R > 0 des constantes données. Il s’agit donc du domaine engendré par la rotation autour de l’axe
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Oz d’un cercle du plan Oxz de centre (a, 0) et de rayon R.

On désire calculer
I = volume(R) =

$
R

dxdydz.

On utilise le changement de variables en coordonnées polaires en (x, y), ce qui donne par le théorème de
Fubini

I =

$
DR(a)×[0,2π]

rdrdθdz =

∫ 2π

0

("
DR(a)

drdz
)

dθ = 2πJ(a,R)

avec
J(a,R) :=

"
DR(a)

rdrdz

et DR(a) le disque de centre (a, 0) et de rayon R, c’est à dire

DR(a) := {(r, z) ∈ R2, (r − a)2 + z2 ≤ R2}.

On remarque ensuite que DR(a) est symétrique par rapport à la verticale passant par (a, 0) et r − a est
impaire, ce qui implique "

DR(a)
(r − a)drdz = 0.

On a donc
J(a,R) = a

"
DR(a)

drdz = aπR2.
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Le volume de la roue de vélo est donc

volume(R) = 2π2aR2.
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V Formes différentielles
(3-4 séances)

V.1 Motivations
Définition intuitive : Les formes différentielles sont les objets naturels qu’on peut intégrer sur des

domaines non plats (courbes, surfaces, volumes).

But de leur introduction : Développer un système de notation permettant au calcul vectoriel et intégral
d’être invariant par changement de repère (formule du changement de variable automatique). Cette inva-
riance par rapport au repère est fondamentale dans la formulation mathématique des lois de la physique.

Intérêt : Simplifier les calculs, et donner une formule d’intégration (formule de stokes) générale∫
∂D
ω =

∫
D

dω,

qui implique toutes les formules intégrales utilisées en mécanique des fluides et en électromagnétisme et
généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral∫

[a,b]
d f :=

∫ b

a
f ′(x)dx = f (b) − f (a) =:

∫
{b+,a−}

f =

∫
∂[a,b]

f

au cas d’une surface D = S bordée par une courbe ∂D = C, et à celui d’un volume D = V bordé par une
surface ∂D = S .

Précautions : Toutes les fonctions utilisées dans ce texte sont supposées infiniment continument
dérivables sur leur domaine de définition.

V.2 Formes différentielles et différentielle extérieure
On va commencer par une définition un peu abstraite, mais qui permet de vraiment comprendre le

lien profond entre formes différentielles et intégrales, pour ensuite décrire plus concrètement les choses en
dimension 1, 2 et 3.

Afin d’être complet, on donne la définition (difficile à comprendre) des k-formes différentielles, qui sont
des objets qu’on va intégrer sur des domaines de dimension k.

Définition. Une k-forme différentielle sur D ⊂ Rn est une application

ω : D × (Rn)k → R

(x,
−→
dx1, . . . ,

−→
dxk) 7→ ω(x,

−→
dx1, . . . ,

−→
dxk)
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qui est (infiniment) continuement différentiable en x ∈ D et linéaire en chacune des composantes
−→
dxi =

[dxi
1, . . . , dxi

n] et alternée, i.e., qui change de signe quand on échange
−→
dxi avec

−→
dx j pour i , j :

ω(x, . . . ,
−→
dxi, . . . ,

−→
dx j, . . . ) = −ω(x, . . . ,

−→
dx j, . . . ,

−→
dxi, . . . ).

Une forme différentielle générale est une somme de formes différentielles de degrés éventuellement
différents. On note Ωk(D) (resp. Ω∗(D)) l’ensemble des k-formes différentielles (resp. l’ensemble des formes
différentielles).

Exemple 62. Une k-forme en dimension n est forcément nulle si k > n. Voyons pourquoi c’est vrai pour
une 2-forme en dimension 1. Si ω(x, dx1, dx2) est une telle 2-forme, on a par bilinéarité

ω(x, dx1, dx2) = dx1dx2ω(x, 1, 1).

Mais par antisymétrie, on obtient aussi

ω(x, dx1, dx2) = −ω(x, dx2, dx1) = −dx1dx2ω(x, 1, 1).

Ceci n’est possible que si ω(x, 1, 1) = 0 et donc si ω est identiquement nulle.

On peut décrire les formes différentielles générales très concrètement en coordonnées, en utilisant des
expressions formelles faisant intervenir une nouvelle opération, le produit extérieur, grâce au théorème
suivant.

Théorème 15. Une k-forme est une somme finie de la forme

ω =
∑

fi1,...,ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

où les fi1,...,ik sont des fonctions de la variable x = (x1, . . . , xn) et le produit extérieur ∧ est une multiplication
qui vérifie des propriétés similaires à celles du produit vectoriel :

(antisymétrie) dxi ∧ dx j = −dx j ∧ dxi,
(associativité) ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) = (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3,
(bilinéarité) ( f1ω1 + f2ω2) ∧ ω3 = f1.ω1 ∧ ω3 + f2.ω2 ∧ ω3.

De la première règle, on déduit dxi∧dxi = 0. Si f ∈ Ω0 est une fonction et ω est une forme, leur produit
extérieur sera

f ∧ ω = f · ω = ω · f = ω ∧ f

(on dit que les fonctions, i.e., les 0-formes, commutent à toutes les autres formes pour le produit extérieur).

Exemple 63. La 1-forme différentielle ω = dx sur R est définie par

ω((x), [dx1]) := dx1.

Elle donne la longueur (orientée) du vecteur
−→
dx1 = [dx1] de R.
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Exemple 64. La 2-forme différentielle ω = dx ∧ dy sur R2 est définie par

ω((x, y), [dx1, dy1], [dx2, dy2]) =
∣∣∣∣ dx1 dx2

dy1 dy2

∣∣∣∣ = dx1dy2 − dy1dx2.

Elle est simplement donnée par le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs
−→
dx1 = [dx1, dy1] et

−→
dx2 = [dx2, dy2]. Ceci donne exactement la surface (orientée) du parallélogramme

engendré par ces deux vecteurs.

Exemple 65. La 3-forme différentielle ω = dx ∧ dy ∧ dz sur R3 est définie par

ω((x, y, z), [dx1, dy1, dz1], [dx2, dy2, dz2], [dx3, dy3, dz3]) =

∣∣∣∣∣ dx1 dx2 dx3

dy1 dy2 dy3

dz1 dz2 dz3

∣∣∣∣∣ .
Exemple 66. La 2-forme différentielle η = ez+ydz ∧ dy + sin(xy)dx ∧ dy sur R3 est définie par

η((x, y, z), [dx1, dy1, dz1], [dx2, dy2, dz2]) = ez+y
∣∣∣∣ dz1 dz2

dy1 dy2

∣∣∣∣ + sin(xy)
∣∣∣∣ dx1 dx2

dy1 dy2

∣∣∣∣
= ez+y(dz1dy2 − dy1dz2) + sin(xy)(dx1dy2 − dy1dx2).

Plus généralement, tous les produits extérieurs de formes coordonnées sont donnés par des sous-
déterminants de matrices de la forme [

−→
dx1, · · · ,

−→
dxk], et les formes différentielles générales sont des sommes

de telles expressions donc les coefficients sont des fonctions de x = (x1, . . . , xn). Le lien entre le changement
de variable dans les intégrales et le déterminant est ce qui explique l’origine conceptuelle du formalisme
des formes différentielles.

Définition. On définit la différentielle extérieure d : Ωk(D)→ Ωk+1(D) par les règles suivantes :

1. La différentielle d f ∈ Ω1 d’une 0-forme (fonction) f est la 1-forme différentielle définie par les
dérivées partielles de la fonction :

d f =
∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xn

dxn.

2. Si f est une fonction et ω est une forme différentielle produit extérieur des formes coordonnées dxi,
(par exemple ω = dx1, ω = dx1 ∧ dx2) alors

d( f · ω) = d f ∧ ω.

3. La différentielle est linéaire par rapport aux contantes : pour tous λ1, λ2 ∈ R, on a

d(λ1ω1 + λ2ω2) = λ1dω1 + λ2dω2

Exemple 67. La forme différentielle ω = xydx + x2z3dx ∧ dy sur R3 a pour différentielle

dω = d(xy) ∧ dx + d(x2z3) ∧ dx ∧ dy
= [ydx + xdy] ∧ dx + [2xz3dx + 3z2x2dz] ∧ dx ∧ dy
= ydx ∧ dx + xdy ∧ dx + 2xz3dx ∧ dx ∧ dy + 3z2x2dz ∧ dx ∧ dy
= xdy ∧ dx + 3x2z2dz ∧ dx ∧ dy
= −xdx ∧ dy + 3x2z2dx ∧ dy ∧ dz
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Remarquons que dans le calcul ci-dessus, on aurait pu omettre directement les termes du type dx ∧ dx en
ne les écrivant pas dans le calcul, puisqu’ils sont nuls. Nous simplifierons ainsi l’écriture du calcul des
différentielles extérieures par la suite.

Remarque 8. On peut montrer à partir des règles de calculs les propriétés suivantes de la différentielle
extérieure :

1. La différentielle du produit d’une fonction f ∈ Ω0 et d’une k-forme ω ∈ Ωk est donnée par

d( f ∧ ω) = d f ∧ ω + f ∧ dω.

2. Plus généralement, la différentielle du produit de ω ∈ Ωk et η ∈ Ωl vérifie la règle de dérivation
graduée

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

3. On a d2 = d ◦ d = 0, i.e., d(dω) = 0.

La dernière relation d(d(ω)) = 0 découle du lemme de Schwarz (théorème 4) et n’est valide que quand les
fonctions coefficients sont deux fois continuement dérivables en les paramètres.

Regardons pourquoi d2 = 0 sur un exemple.

Exemple 68. Soit f (x, y) une fonction sur R2 qu’on suppose deux fois continuement dérivable. La
différentielle de sa différentielle est

d(d f ) = d
(
∂ f
∂x dx +

∂ f
∂y dy

)
= d

(
∂ f
∂x

)
∧ dx + d

(
∂ f
∂y

)
∧ dy

=
[
∂2 f
∂2 x dx +

∂2 f
∂y∂xdy

]
∧ dx +

[
∂2 f
∂x∂ydx +

∂2 f
∂2y dy

]
∧ dy

=
∂2 f
∂y∂xdy ∧ dx +

∂2 f
∂x∂ydx ∧ dy

=
(
∂2 f
∂x∂y −

∂2 f
∂y∂x

)
dx ∧ dy

= 0

à cause du théorème de Schwarz qui dit que

∂2 f
∂x∂y

=
∂2 f
∂y∂x

.

Définition. Une forme différentielle ω ∈ Ωk(D) est dite fermée si

dω = 0,

et exacte si elle admet une primitive, i.e., si il existe η ∈ Ωk−1(D) telle que

dη = ω.

La relation d(dω) = 0 implique que toute forme exacte est aussi fermée. Le résultat suivant est une
réciproque partielle.
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Théorème 16 (Lemme de Poincaré). Soit D ⊂ Rn un domaine sans trou. Toute forme fermée sur D est aussi
exacte.

Exemple 69. La forme différentielle du plan ω = 2xydx + x2dy a pour différentielle

dω = d(2xy) ∧ dy + d(x2) ∧ dy
= 2ydx ∧ dx + 2xdy ∧ dy + 2xdx ∧ dy + 0dy ∧ dy
= [−2x + 2y]dx ∧ dy
= 0

donc elle est fermée sur R2. Le lemme de Poincaré nous dit qu’elle est exacte, i.e., qu’il existe f telle que
d f = ω. En résolvant le système

d f = 2xydx + x2dy,

on trouve f (x, y) = x2y + c avec c une constante réelle.

Exemple 70. La forme différentielle du plan ω = 2ydx + 3xdy n’est pas fermée car

dω = 2dy ∧ dx + 3dx ∧ dy = dx ∧ dy.

Remarque 9. Attention, sur un domaine à trou, comme par exemple le plan privé de l’origine D = R2 −

{(0, 0)}, il existe des formes fermées qui ne sont pas exactes. Par exemple, la forme ω =
xdy−ydx

x2+y2 est bien
définie sur D, et elle y est fermée car

dω = d
(

x
x2+y2

)
∧ dy − d

(
y

x2+y2

)
∧ dx

=
1.(x2+y2)−x.(2x)

(x2+y2)2 dx ∧ dy − 1.(x2+y2)−y.(2y)
(x2+y2)2 dy ∧ dx

= 1
(x2+y2)2 [−x2 + y2 + x2 − y2]dx ∧ dy

= 0

On a vu qu’elle ne peut être exacte car son intégrale le long du cercle unité est non nulle.

V.3 Opérateurs du calcul vectoriel
Nous aurons besoin de l’opérateur étoile de Hodge qui transforme une k-forme sur Rn en une (n − k)-

forme, et permet de définir les opérateurs vectoriels sur R2 et R3 à partir de la différentielle extérieure.

Définition. Soit D ⊂ Rn un domaine plein (de dimension n) et ω ∈ Ωn(D) une forme volume sur D.
L’opérateur étoile de Hodge associé est l’opérateur ∗ : Ωk(D)→ Ωn−k(D) défini sur les formes de base par

η ∧ (∗η) = ω.

Exemple 71. En dimension 2 et 3, l’opérateur de Hodge associé à la forme volume standard vérifie
∗(∗(η)) = η pour toute forme η.

1. Sur D = R2, l’étoile de Hodge associée à la forme volume standard ω = dx ∧ dy est donnée sur
les formes de base par ∗1 = dx ∧ dy (donc ∗(dx ∧ dy) = ∗ ∗ 1 = 1), ∗dx = dy et ∗dy = −dx (car
dy ∧ (−dx) = dx ∧ dy).
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2. Sur D = R3, l’étoile de Hodge associée à la forme volume standard ω = dx∧ dy∧ dz est donnée sur
les formes de base par ∗1 = dx ∧ dy ∧ dz, ∗dx = dy ∧ dz, ∗dy = dz ∧ dx, ∗dz = dx ∧ dy. On a aussi
les égalités ∗(dy ∧ dz) = ∗ ∗ dx = dx, ∗(dz ∧ dx) = ∗ ∗ dy = dy et ∗(dx ∧ dy) = ∗ ∗ dz = dz.

Remarque 10. L’opérateur de Hodge associé aux formes volume standard sur R2 et R3 nous permet ainsi
de défini des bases canoniques

B2 = {1, dx, dy, ∗1 = dx∧dy} et B3 = {1, dx, dy, dz, ∗dx = dy∧dz, ∗dy = dz∧dx, ∗dz = dx∧dy, ∗1 = dx∧dy∧dz}

pour les formes différentielles. Ainsi, une forme différentielle ω sur D ⊂ R2 s’écrit de manière unique

ω = f0 · 1 + f1,1dx + f1,2dy + f2dx ∧ dy.

De même, une forme différentielle ω sur D ⊂ R3 s’écrit de manière unique

ω = f0 · 1 + f1,1dx + f1,2dy + f1,3dz + f2,1dy ∧ dz + f2,2dz ∧ dx + f2,3dx ∧ dy + f3dx ∧ dy ∧ dz.

On peut maintenant expliquer la relation entre la notation ∧ pour le produit vectoriel des vecteurs et la
notation ∧ pour le produit extérieur des formes différentielles.

Proposition 19. Soit
−→
V et

−→
W deux champs de vecteurs sur D ⊂ R3. On a alors l’égalité

ω−→V ∧ ω−→W = ∗ω−→V∧−→W .

Démonstration. On a

(Vxdx + Vydy + Vzdz) ∧ (Wxdx + Wydy + Wzdz)
‖

VxWydx ∧ dy + VxWzdx ∧ dz + VyWxdy ∧ dx + VyWzdy ∧ dz + VzWxdz ∧ dx + VzWydz ∧ dy
‖

(VyWz − VzWy)dy ∧ dz + (VzWx − VxWz)dz ∧ dz + (VxWy − VyWx)dx ∧ dy
‖

∗ω−→V∧−→W

�

Rappelons qu’on dispose, pour D ⊂ Rn un domaine, d’une identification

X(D) ←→ Ω1(D)
−→
V 7→ ω−→V
−→
Xω ← [ ω

entre champs de vecteurs et 1-formes différentielles sur D et d’une identification S(D) = Ω0(D) entre
champs scalaires et 0-formes différentielles (les deux sont simplement des fonctions à valeurs réelles sur
D). L’opérateur étoile de Hodge nous donne, en dimension 3, une nouvelle identification

X(D)
∼
−→ Ω2(D)

−→
V 7→ ∗ω−→V
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Ceci signifie qu’un champ de vecteur en dimension 3 peut être interprété soit comme une 1-forme, soit
comme une 2-forme différentielle.

On a déjà vu que le gradient d’un champ scalaire pouvait être identifié au champ de vecteurs associé à
la 1-forme différentielle de la 0-forme correspondante. Ceci nous permet de définir des opérateurs sur les
champs en utilisant la différentielle extérieur et l’opérateur étoile de Hodge.

Définition. Les opérateurs différentiels standards sur les champs scalaires et vectoriels sur R2 et R3 sont
définis par les égalités

−−−→
grad( f ) =

−→
X d f

rot(
−→
V ) = ∗d(ω−→V ) pour n = 2

−→rot(
−→
V ) =

−→
X ∗d(ω−→

V
) pour n = 3

div(
−→
V ) = ∗d(∗ω−→V )

∆( f ) = div(
−−−→
grad( f ))

Nous allons maintenant calculer explicitement ces différents opérateurs.

Proposition 20. Si
−→
V = (Vx,Vy) est un champ de vecteurs en dimension 2, et si on note ∇ = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ), on a

−−−→
grad( f ) = ∇ f ,

puis

div(
−→
V ) = ∇ ·

−→
V :=

∂Vx

∂x
+
∂Vy

∂y
et

rot(
−→
V ) = det([∇,

−→
V ]) :=

∂Vy

∂x
−
∂Vx

∂y
.

Si
−→
V = (Vx,Vy,Vz) est un champ de vecteurs en dimension 3, et si on note ∇ = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ), on a

−−−→
grad( f ) = ∇ f ,

puis

div(
−→
V ) = ∇ ·

−→
V :=

∂Vx

∂x
+
∂Vy

∂y
+
∂Vz

∂z
et

−→rot(
−→
V ) = ∇ ∧

−→
V :=


∂Vz
∂y −

∂Vy

∂z
∂Vx
∂z −

∂Vz
∂x

∂Vy

∂x −
∂Vx
∂y

 .
En toutes dimensions, on a

∆ f = ∇ · ∇ f =

n∑
i=1

∂2 f
∂x2

i

.
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Démonstration. Soit
−→
V = (Vx,Vy) un champ de vecteurs en dimension 2. Alors ω−→V = Vxdx + Vydy a pour

différentielle extérieure la 2-forme
d(ω−→V ) = d(Vx) ∧ dx + d(Vy) ∧ dy

= ∂Vx
∂y dy ∧ dx +

∂Vy

∂x dx ∧ dy

= det([∇,
−→
V ]) dx ∧ dy

donc ∗d(ω−→V ) = rot(
−→
V ) = det([∇,

−→
V ]). D’autre part, on a ∗ω−→V = −Vydx + Vxdy, et le calcul ci-dessus nous

donne

∗d(∗ω−→V ) =

[
∂Vx

∂x
+
∂Vy

∂y

]
dx ∧ dy = ∇ ·

−→
V dx ∧ dy,

donc on a bien div(
−→
V ) = ∇ ·

−→
V . Maintenant, soit

−→
V = (Vx,Vy,Vz) un champ de vecteurs en dimension 3 et

∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ). On a

ω−→V = Vxdx + Vydy + Vzdz et ∗ ω−→V = Vxdy ∧ dz + Vydz ∧ dx + Vzdx ∧ dy,

donc
d(∗ω−→V ) = d(Vx) ∧ dy ∧ dz + d(Vy) ∧ dz ∧ dx + d(Vz) ∧ dx ∧ dy

= ∂Vx
∂x dx ∧ dy ∧ dz +

∂Vy

∂y dy ∧ dz ∧ dx +
∂Vz
∂z dz ∧ dx ∧ dy

= [∇ ·
−→
V ]dx ∧ dy ∧ dz

donc on a bien div(
−→
V ) = ∇ ·

−→
V . Enfin, on a

d(ω−→V ) = d(Vx) ∧ dx + d(Vy) ∧ dy + d(Vz) ∧ dz
= ∂Vx

∂y dy ∧ dx + ∂Vx
∂z dz ∧ dx +

∂Vy

∂x dx ∧ dy +
∂Vy

∂z dz ∧ dy +
∂Vz
∂x dx ∧ dz +

∂Vz
∂y dy ∧ dz

=
[
∂Vz
∂y −

∂Vy

∂z

]
dy ∧ dz +

[
∂Vx
∂z −

∂Vz
∂x

]
dz ∧ dx +

[
∂Vy

∂x −
∂Vx
∂y

]
dx ∧ dy

et on peut ainsi vérifier qu’on a bien −→rot(
−→
V ) = ∇ ∧

−→
V . �

La propriété d(dω)) = 0 (Lemme de Schwarz) et le Lemme de Poincaré (théorème 16) nous permet de
déduire formellement les résultats suivants (les champs scalaires et vectoriels sont supposés au moins C2).

Proposition 21 (Lemme de Schwarz et Lemme de Poincaré pour les champs). Si f ∈ S(D) est un champ
scalaire et

−→
V ∈ X(D) est un champ de vecteurs sur un domaine D deR2, alors on a toujours rot(

−−−→
grad( f )) = 0,

et si de plus D est sans trou, on a les équivalences
−−−→
grad( f ) = 0⇔ f constante, et

rot(
−→
V ) = 0⇔ ∃g,

−−−→
grad(g) =

−→
V .

Si f ∈ S(D) est un champ scalaire et
−→
V ∈ X(D) est un champ de vecteurs sur un domaine D de R3, alors

on a toujours −→rot(
−−−→
grad( f )) = 0 et div(−→rot(

−→
V )) = 0, et si de plus D est sans trou, on a les équivalences

−−−→
grad( f ) = 0⇔ f est constante,
−→rot(
−→
V ) = 0⇔ ∃g,

−−−→
grad(g) =

−→
V , et

div(
−→
V ) = 0⇔ ∃

−→
W,
−→
V =

−→rot(
−→
W).
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On peut résumer le lien entre différentielle extérieure et opérateurs vectoriels par les couples suivants
de suites d’applications linéaires. En dimension 2, on a le diagramme

0 // R // //

��

S(D)
−−−→
grad //

−→
V
‖

(Vx,Vy)
X(D) rot // //

∼

��

f
S(D)

∼

∗

��

// 0

0 // R // // Ω0(D) d // Ω1(D)
Vxdx+Vydy

‖

ω−→
V

d // // Ω2(D)
∗ f = f dx∧dy

// 0

et en dimension 3, on a le diagramme

0 // R // // S(D)
−−−→
grad //

−→
V
‖

(Vx,Vy,Vz)
X(D)

−→rot //

∼

��

−→
V
‖

(Vx,Vy,Vz)
X(D) div // //

∼

∗

��

f
S(D)

∼

∗

��

// 0

0 // R // // Ω0(D) d // Ω1(D)
Vxdx+Vydy+Vzdz

‖

ω−→
V

d // Ω2(D)
Vxdy∧dz+Vydz∧dx+Vzdx∧dy

‖

∗ω−→
V

d // // Ω3(D)
∗ f = f dx∧dy∧dz

// 0

Dans ces diagrammes, les lignes sont identifiées par les flêches verticales, et vérifient toutes la propriété
suivante : le lemme de Schwarz dit que la composée de deux flêches consécutives est nulle, donc le noyau
de l’une contient l’image de l’autre, et si D est sans trou, le lemme de Poincaré dit que cette inclusion est
une égalité entre l’image d’une application de la suite et le noyau de la suivante. En particulier, les flêches
� sont des injections et les flêches� sont des surjections.

V.4 Fonctorialité et intégration
Pour définir l’intégrale, on aura besoin de tirer les formes différentielles le long d’applications

différentiables. L’existence de cette opération (et sa compatibilité à la composition) est appelée la fonc-
torialité des formes différentielles.

Définition. Soit f : X → Y une application différentiable entre un domaine de Rn et un domaine de Rm et
ω ∈ Ωk(Y). On définit le tiré en arrière f ∗ω ∈ Ωk(X) en utilisant les règles de calcul suivantes :

1. On a
f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η).
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2. Si g ∈ Ω0 est une fonction, on pose f ∗(g) = g ◦ f .

3. On a
f ∗(dω) = d( f ∗ω).

4. On a
f ∗(ω + η) = f ∗ω + f ∗η.

On vérifie (en utilisant la règle de différentiation des fonctions composées) que si f et g sont compo-
sables, on a

( f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗,

et que id∗ = id. Ces deux propriétés se formulent en disant que les formes différentielles sont fonctorielles
en les applications différentiables. Ceci revient, du point de vue des physiciens, a une notion d’invariance
très générale par rapport à l’observateur.

Sur les 1-formes coordonnées, le tiré en arrière correspond à la règle de remplacement

d(x(t)) = x′(t)dt

pour les différentielles de Leibniz, utile pour calculer la différentielle d’une fonction composée.

Exemple 72. Soit M : [0, 1] → R2, avec M(t) = (x(t), y(t)) une courbe paramétrée et ω = f dx + gdy une
1-forme de R2 définie sur la courbe. Alors en utilisant les règles de calcul successivement, on obtient

M∗(ω) = M∗( f ) ∧ M∗(dx) + M∗(g) ∧ M∗(dy)
= f ◦ M ∧ d(M∗x) + g ◦ M ∧ d(M∗y)
= f (x(t), y(t))d(x(t)) + g(x(t), y(t))d(y(t))
= f (x(t), y(t))x′(t)dt + g(x(t), y(t))y′(t)dt.

On définit d’abord très facilement l’intégrale des k-formes différentielles sur un domaine ∆ de dimension
k de Rk, en utilisant l’intégrale de Riemann.

Définition. Soit ∆ un domaine de dimension k de Rk, dont les coordonnées sont notées (dans l’ordre, et cela
a une importance) (x1, . . . , xk), et ω ∈ Ωk(∆) une k-forme définie sur ∆, qu’on écrit sous sa forme standard
(toujours dans l’ordre)

ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxk.

L’intégrale de ω sur ∆ est définie comme l’intégrale de Riemann de la fonction f :∮
∆

ω :=
∫

∆

f (x1, . . . , xk)dx1 . . . dxk.

On définit maintenant les paramétrisations, qui permettent de définir l’intégrale des k-formes
différentielles sur des domaines de dimension k de Rn.

Définition. Un domaine paramétré de dimension k dans Rn est une application

M : ∆→ Rn,

dont l’image est notée D, avec ∆ ⊂ Rk, qui est deux fois continuement différentiable et vérifie
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1. M est injective,

2. la différentielle DM(x) = [∂Mi
∂x j

](x) de M est une matrice injective (i.e., de noyau nul) en tout point
x ∈ ∆.

Si M : ∆ → D est un domaine paramétré de dimension k et ω ∈ Ωk(D) est une k-forme, l’intégrale
correspondante est définie par ∮

D,M
ω :=

∮
∆

M∗ω.

Par exemple, une courbe paramétrée C (dimension 1) dans R2 de paramètres dans un intervalle est une
application

σ = (x(t), y(t)) : ∆ = [a, b]→ C ⊂ R2

dont le vecteur dérivé n’est jamais nul. Une surface paramétrée S (dimension 2) dans R3 de paramètres dans
un pavé est une application

σ = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) : ∆ = [a, b] × [c, d]→ S ⊂ R3

dont le vecteur normal n’est jamais nul. Un volume paramétré V (dimension 3) dans R3 de paramètres dans
un pavé est une application

σ = (x(s, t, u), y(s, t, u), z(s, t, u)) : ∆ = [a, b] × [c, d] × [e, f ]→ V ⊂ R3

dont la différentielle (matrice jacobienne) est une application linéaire injective (i.e., de noyau nul).

Exemple 73. On donne ici plusieurs exemples de domaines paramétrés.

1. Le cercle d’équation x2 + y2 = 1 orienté dans le sens direct est la courbe paramétrée de R2 donnée
par

σ = (cos(t), sin(t)) : [0, 2π]→ R2.

2. On peut aussi décrire le cercle comme l’union de deux demi-cercles. Le demi-cercle supérieur a
pour paramétrisation

σ = (−x,
√

1 − x2) : [−1, 1]→ R2,

et le cercle inférieur a pour paramétrisation

σ = (x,−
√

1 − x2) : [−1, 1]→ R2,

3. Les paramétrisations du demi-cercle supérieur données par

σ = (cos(t), sin(t)) : [−π, π]→ R2

et
σ = (x,

√
1 − x2) : [−1, 1]→ R2

ne sont pas orientées dans le même sens.
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4. La sphère d’équation x2 + y2 + z2 = 1 est la surface paramétrée orientée (coordonnées sphériques)
de R3 donnée par

σ = (sin(ϕ) cos(θ), sin(ϕ) sin(θ), cos(ϕ)) : [0, π] × [0, 2π]→ R3.

5. Le cylindre plein d’équation x2 + y2 ≤ R, z ∈ [0, 1] est le volume paramétré (coordonnées cylin-
driques) de R3 donné par

σ = (r cos(ϕ), r sin(ϕ), z) : [0,R] × [0, 2π] × [0, 1]→ R3.

6. La boule pleine d’équation x2 + y2 + x2 ≤ R est le volume paramétré (coordonnées sphériques) de
R3 donné par

σ = (r sin(ϕ) cos(θ), r sin(ϕ) sin(θ), r cos(ϕ)) : [0,R] × [0, π] × [0, 2π]→ R3.

Exemple 74. Si S est une surface paramétrée par σ = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)), on peut calculer l’image
inverse de la 2-forme dx ∧ dy sur le pavé des paramètres (s, t) de la manière suivante :

σ∗(dx ∧ dy) = σ∗dx ∧ σ∗dy
= dσ∗x ∧ dσ∗y
= dx(s, t) ∧ dy(s, t)
= (∂x

∂s ds + ∂x
∂t dt) ∧ (∂y

∂sds +
∂y
∂t dt)

=
D(x,y)
D(s,t) ds ∧ dt,

avec
D(x, y)
D(s, t)

= det
(

∂x
∂s

∂x
∂t

∂y
∂s

∂y
∂t

)
le déterminant jacobien de la paramétrisation.

Exemple 75. Plus généralement, si ω = f dx ∧ dy + gdy ∧ dz + hdz ∧ dx est une 2-forme différentielle sur
R3, et σ = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) est une surface paramétrée, on obtient pour σ∗ω la forme différentielle sur
le rectangle [a, b] × [c, d] donnée par

σ∗ω = σ∗ f .σ∗(dx ∧ dy) + σ∗g.σ∗(dy ∧ dz) + σ∗h.σ∗(dz ∧ dx)
=

[
f ◦ σ · D(x,y)

D(s,t) + g ◦ σ · D(y,z)
D(s,t) + h ◦ σ · D(z,x)

D(s,t)

]
ds ∧ dt.

Proposition 22. L’intégrale d’une 2-forme différentielle

ω = f dx ∧ dy + gdy ∧ dz + hdz ∧ dx

sur une surface S paramétrée par σ : P = [a, b] × [c, d]→ R3 est donnée par la formule	
S
ω =

	
P

[
f ◦ σ

D(x, y)
D(s, t)

+ g ◦ σ
D(y, z)
D(s, t)

+ h ◦ σ
D(z, x)
D(s, t)

]
ds ∧ dt.
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On démontre par un calcul très similaires aux précédents que si V est un volume paramétré par σ :
[a, b] × [c, d] × [e, f ]→ R3, on a

σ∗(dx ∧ dy ∧ dz) =
D(x, y, z)
D(s, t, u)

ds ∧ dt ∧ du,

avec
D(x, y, z)
D(s, t, u)

= det

 ∂x
∂s

∂x
∂t

∂x
∂u

∂y
∂s

∂y
∂t

∂y
∂u

∂z
∂s

∂z
∂t

∂z
∂u


le déterminant jacobien de la paramétrisation.

Proposition 23. L’intégrale d’une 3-forme différentielle ω = f dx∧dy∧dz sur un volume V paramétré par
σ : P = [a, b] × [c, d] × [e, f ]→ R3 est donnée par la formule*

V
ω =

∫
P

f (s, t, u)
D(x, y, z)
D(s, t, u)

ds ∧ dt ∧ du.

La justification de la notation
∮

D
ω pour l’intégrale d’une forme différentielle, vient essentiellement du

fait suivant :

on peut “oublier” la paramétrisation M dans la notation
∮

D,M
ω si on se souvient de l’orientation

correspondante.

Ce fait, et l’intérêt du formalisme des formes différentielles, résident dans le résultat suivant, qui dit que ce
formalisme ne dépend pas du choix des coordonnées, ou encore qu’il donne des résultats qui sont invariants
par les symétries données par les changements de variables préservant l’orientation.

Théorème 17. L’intégrale d’une k-forme sur un domaine paramétré M : ∆ → D ne dépend pas de la
paramétrisation de l’image D = M(∆). Plus précisément, si M′ : ∆′ → D est une autre paramétrisation, et
qu’on suppose que le changement de variables Φ = M−1◦M′ : ∆′ → ∆ entre les deux paramétrisation vérifie
det(DΦ) > 0 en tout point (on dit qu’il préserve l’orientation), alors, puisque M′ = (M◦M−1)◦M′ = M◦Φ,
on a ∮

D,M
ω =

∮
D,M′

ω.

Démonstration. Ceci découle de la formule du changement de variable dans l’intégrale de Riemann pour le
changement de variable Φ : ∆′ → ∆. En effet, si dx1∧· · ·∧dxk est la k-forme volume sur ∆ et du1∧· · ·∧duk

est la k-forme volume sur ∆′, la relation Φ(u1, . . . , uk) = (x1, . . . , xk) donne (calcul qu’on fera en dimension
2 et 3)

Φ∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxk) = det(DΦ)du1 ∧ · · · ∧ duk.

Donc si on écrit en coordonnées
M∗ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxk,

on obtient
M′∗ω = Φ∗(M∗ω) = f (Φ(u1, . . . , uk)) det(DΦ)du1 ∧ · · · ∧ duk.
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En utilisant ce calcul explicite et le théorème de changement de variable sur un domaine de Rk (valable
puisque le déterminant du changement de variables est positif), on obtient∮

∆

M∗ω =

∮
Φ(∆)

M∗(Φ∗(ω)) =

∮
∆′

M′∗ω.

�

V.5 Travail et flux des champs de vecteurs

Définition. La travail (dit aussi circulation) d’un champs de vecteurs
−→
V le long d’une courbe C est défini

par

travailC(
−→
V ) :=

∮
C
ω−→V .

Proposition 24. On peut évaluer le travail (par exemple en dimension 2) par la formule

travailC(
−→
V ) =

∮
I

−→
V (M(t)) ·

−−→
dM

avec
−−→
dM = (x′(t), y′(t))dt et I l’intervalle des paramètres de la courbe M : I → R2.

On a déjà vu que l’intégrale d’une 1-forme sur une courbe ne dépend pas du paramétrage de la courbe.
Ceci implique que le travail ne dépend pas non plus du paramétrage. Intuitivement, le travail mesure à quel
point le champ à tendance à pousser le long de C.

Exemple 76. La formule de Stokes en dimension 1 implique que si
−→
V =

−−−→
grad( f ), alors le travail de

−→
V est

nul le long de toute courbe fermée.

Exemple 77. En physique, il est fréquent de travailler le travail d’un champ de force
−→
F le long d’une

trajectoire. Si la force dérive d’un potentiel, i.e., est un champ de gradient (comme la force de gravitation
ou la force électrostatique), son travail est nul le long de toute courbe fermée.

Définition (dimension 3 uniquement). Le flux d’un champ de vecteurs
−→
V le long d’une surface S de l’espace

est défini par

fluxS (
−→
V ) :=

	
S
∗ω−→V .

Exemple 78. En mécanique des fluides, le flux du champ de vitesse d’un fluide à travers une surface décrit
la quantité de fluide traversant la surface.

Proposition 25. Soit S une surface paramétrées par M(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). On peut calculer le
flux par la formule

fluxS (
−→
V ) =

	
S

−→
V · −→n dσ,
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avec

dσ :=

∥∥∥∥∥∥∥∂
−→
M
∂u
∧
∂
−→
M
∂v

∥∥∥∥∥∥∥ dudv

la 2-forme différentielle d’aire de la surface S et

−→n :=
∂
−→
M
∂u ∧

∂
−→
M
∂v∥∥∥∥∂−→M∂u ∧
∂
−→
M
∂v

∥∥∥∥
son vecteur normal.

Démonstration. On se contente (pour simplifier) de considérer le cas où S est le graphe d’une fonction
z(x, y) avec (x, y) ∈ ∆. Notons

−→
V = (P,Q,R). On a alors

dσ =

√
1 +

(
∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

dxdy.

On a aussi
∂
−→
M
∂x

=

(
1, 0,

∂z
∂x

)
et

∂
−→
M
∂y

=

(
0, 1,

∂z
∂y

)
.

Leur produit vectoriel vaut
−→m =

(
−
∂z
∂x
,−
∂z
∂y
, 1

)
et est de norme

‖
−→m‖ =

√
1 +

(
∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

,

ce qui donne 	
S

−→
V · −→n dσ =

"
∆

(
−P

∂z
∂x
− Q

∂z
∂y

+ R
)

dxdy.

Comme d’autre part, dz = ∂z
∂xdx + ∂z

∂ydy, on obtient que ∗ω−→V est égale sur S à

∗ω−→V
‖

Pdy ∧
(
∂z
∂xdx + ∂z

∂ydy
)

+ Q
(
∂z
∂xdx + ∂z

∂ydy
)
∧ dx + Pdx ∧ dy =

(
−P ∂z

∂x − Q ∂z
∂y + R

)
dx ∧ dy.

Ceci permet de conclure que 	
S

−→
V · −→n dσ =

	
S
ω−→V =: fluxS (

−→
V ).

�
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V.6 Questions d’orientations
On termine cette section en s’intéressant de plus près aux questions d’orientations sur des domaines

définis par des équations. En effet, les domaines définis par des contraintes en physique, sur lesquels on
souhaite intégrer, sont souvent définis par des équations/inéquations. D’un point de vue pratique, on les
paramètre en appliquant le théorème des fonctions implicites, mais la théorie ne doit pas vraiment dépendre
de la paramétrisation : seule l’orientation, i.e., le sens possible de parcours de la paramétrisation, doit jouer
un rôle : celui de déterminer le signe de l’intégrale.

Une orientation sur un domaine D ⊂ Rn défini par une famille d’équations est donnée par le choix
d’un signe pour le déterminant d’une base de l’espace tangent TxP au domaine, en chaque point x, et
variant continuement par rapport au point. On va voir concrètement comment définir une telle orientation
sur l’ensemble D ⊂ Rn des zéros d’une fonction f : Rn → Rp. Mais d’abord, définissons précisément la
notion d’orientation.

Définition. Une orientation sur un espace vectoriel V sur R de dimension n est le choix d’une base de V.
Deux orientations sont dites équivalentes si la matrice de changement de base est de déterminant positif.
Plus généralement, si D ⊂ V est un domaine de dimension k, une orientation sur D est le choix d’une
k-forme différentielle ω sur D (appelée forme volume). Deux orientations ω1 et ω2 sont dites équivalentes
si il existe une fonction f : D→ R∗+ strictement positive telle que ω1 = fω2.

Exemple 79. 1. Sur D = Rn, on utilisera toujours l’orientation, dite positive, donnée par la forme
volume standard ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. L’orientation opposée, dite négative, est donnée par −ω.

2. Si D ⊂ Rn est un domaine plein (de dimension n), on utilisera l’orientation induite donnée par la
restriction ω|D de ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn à D.

Pour pouvoir induire une orientation sur le bord ∂D d’un domaine orienté D, nous aurons besoin de la
notion de produit intérieur d’une forme par un champ de vecteurs.

Définition. Soit D ⊂ Rn and domaine plein et
−→
X = (Xi) ∈ X(D) un champ de vecteurs défini au voisinage

de D. Le produit intérieur par X est l’opérateur

ι−→X : Ωk(D)→ Ωk−1(D)

défini par
ι−→X (ω(x, [

−−→
dx2, . . . ,

−−→
dxk])) := ω(x, [

−→
X ,
−−→
dx2, . . . ,

−−→
dxk]).

On peut aussi le voir plus concrètement sur les générateurs comme l’opérateur défini par

ι−→X ( f ) = 0 pour toute fonction f et ι−→X (dxi) = Xi pour toute forme de base,

puis par la condition de Leibniz graduée

ι−→X (dxi ∧ ω) = ι−→X (dxi) ∧ ω − dxi ∧ ι−→Xω = Xi · ω − dxi ∧ ι−→Xω.

Exemple 80. La définition ci-dessus nous sera surtout utile dans le cas des formes volume, auquel nous
allons maintenant nous intéresser.
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1. Sur R2, si ω = dx ∧ dy est la forme volume et
−→
V = (Vx,Vy) est un champ de vecteurs, on a que le

produit intérieur
ι−→V (ω) = Vxdy − dx ∧ ι−→V dy = −Vydx + Vxdy = ω(−Vy,Vx)

est la 1-forme associée à un vecteur orthogonal à
−→
V . Ainsi, si

−→
V est normal à une courbe, le vecteur

associé à ι−→Vω est tangent à la courbe.

2. Sur R3, si ω = dx ∧ dy ∧ dz est la forme volume, et
−→
V = (Vx,Vy,Vz) est un champ de vecteurs, on a

ι−→V (ω) = Vxdy ∧ dz − dx ∧ ι−→V (dy ∧ dz)
= Vxdy ∧ dz − dx ∧ [Vydz − dyVz]
= Vxdy ∧ dz + Vydz ∧ dx + Vzdx ∧ dy

On obtient ainsi d’une nouvelle manière la 2-forme de flux ∗ω−→V associée au champ de vecteurs
−→
V .

Exemple 81. 1. Si D ⊂ R2 est une surface dont le bord est une courbe fermée ∂D = C, l’orientation
naturelle sur R2 et le choix du vecteur normal unitaire

−→
N à la courbe pointant vers l’extérieur de

D (faire un dessin) permet de définir une orientation induite sur la courbe C donnée par le produit
intérieur ι−→N (dx ∧ dy) = ω(−Ny,Nx) (voir le calcul de l’exemple 80). Cette orientation est appelée
l’orientation sur la courbe C = ∂D compatible à l’orientation usuelle sur D.

2. De même, si D ⊂ R3 est un volume dont le bord est une surface ∂D = S , l’orientation naturelle
sur R3 et le choix du vecteur normal

−→
N à la surface S pointant vers l’extérieur de D (faire un

dessin) permet de définir une orientation induite sur la surface S donnée par le produit intérieur
ι−→N (dx ∧ dy ∧ dz), qui n’est autre que la forme de flux associée au vecteur normal (d’après le calcul
de l’exemple 80).

3. La construction ci-dessus se généralise au cas d’un domaine plein D ⊂ Rn de dimension n ayant un
bord de dimension n − 1, et donne une orientation de son bord ∂D.

V.7 Sous-variétés définies par des équations et des inéquations (bonus)
Les généralités abordées dans la suite sont difficiles d’accès, et le lecteur pourra s’en passer, puisqu’on

a vu ci-dessus plus concrètement à quoi elles correspondent dans le cas simple d’une courbe dans R2 ou
d’une surface dans R3. On prendra garde au fait que les notions introduites ci-dessous ne sont pas totalement
conventionnelles, car elles dépendent des équations choisies (l’introduction d’une théorie ne dépendant pas
des coordonnées, et formulée en termes de paramétrisations, demande des notions de topologie des variétés
à coins abstraites, qui sont trop avancées pour ce cours, mais pour lesquelles on pourra se référer aux notes
de Brian Conrad [4]).

Définition. Une sous-variété (à coins) de Rn est un sous-ensemble défini par un nombre fini d’équations
et d’inéquations entre valeurs de fonctions C∞. Plus précisément, une sous-variété est un sous-ensemble
X( f , g) ⊂ Rn de la forme X( f , g) = f −1(0) ∩ g−1(Rq

−) avec f : Rn → Rp et g : Rn → Rq deux fonctions C∞,
c’est à dire, plus explicitement,

X( f , g) = {x ∈ Rn, fi(x) = 0 pour 0 ≤ i ≤ p et gi(x) ≤ 0 pour 0 ≤ i ≤ q}.
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Le bord (équationnel) ∂X( f , g) de la variété X est la variété X( f∂, g∂) donnée par les fonctions f∂ =

( f , g1 · · · gq) : Rn → Rp+1 = Rp × R et g∂ = g (on demande que x ∈ ∂X soit dans X et qu’au moins
une des fonctions coordonnées gi de g s’annule sur x). Le voisinage tubulaire Xε( f , g) de taille ε > 0 de
X( f , g) est donné par

Xε( f , g) = {x ∈ Rn, fi(x) = 0 pour 0 ≤ i ≤ p et gi(x) ≤ ε pour 0 ≤ i ≤ q}.

Exemple 82. Voici quelques exemples de sous-variétés.

1. Le disque unité D1 = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1} est la variété associée à la fonction f = 0 et à la
fonction g : R2 → R donnée par g(x, y) = x2 + y2 − 1. Son bord est le cercle unité S 1 = ∂D1 =

{(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1}, c’est à dire la variété associée aux fonctions f (x, y) = x2 + y2 − 1 et
g = x2 + y2 − 1. On peut aussi utiliser la même fonction f et la fonction g = 0.

2. Le cube plein [−1, 1]n est la variété associée au couple ( f , g) de la fonction f = 0 et de la fonction
g : Rn → Rn donnée par

g(x1, . . . , xn) = (x2
1 − 1, . . . , x2

n − 1).

Son bord ∂[−1, 1]n est la variété associée au couple ( f , g) des fonctions

f (x, y) = (x2
1 − 1) · · · (x2

n − 1) et g(x, y) = (x2
1 − 1, . . . , x2

n − 1).

En dimension n = 2, ceci donne ∂[−1, 1]2 = [−1, 1] × {−1, 1} ∪ {−1, 1} × [−1, 1].

Par convention, si f = 0 ou g = 0 est identiquement nulle, on considère que son espace d’arrivée est R0.

Définition. Si D = X( f , g) est une sous-variété, l’espace tangent en x ∈ D est le noyau TxD de la
différentielle de f en x, i.e.,

TxD := Ker(D f (x) : Rn → Rp).

On dit que la sous-variété est lisse si la différentielle D f (x) est une application linéaire surjective en tout
point x (d’un voisinage tubulaire) de (ce voisinage tubulaire de) D. Ceci revient à dire (théorème du rang)
que TxD est de dimension n − p en tout point x de D (il n’y a pas de saut dans la dimension de l’espace
tangent). Les formes différentielles Ω∗(D) sur X( f , g) sont les formes différentielles définies sur un voisinage
tubulaire Xε( f , g) de X( f , g) pour un certain ε > 0 dépendant de la forme.

Exemple 83. 1. Le cercle S 1 := {(x, y), x2 + y2 = 1} = X(x2 + y2 − 1, 0) est une sous-variété lisse de
R2 (on dit plutôt courbe lisse). En effet, la différentielle de f (x, y) = x2 + y2 − 1 vaut

d f = 2xdx + 2ydy

et ne s’annule jamais sur S 1 car le seul point (0, 0) d’annulation n’est pas dans le cercle. Le disque
D1 = {(x, y), x2 + y2 ≤ 1} = X(0, x2 + y2 − 1) est aussi lisse car 0 est de différentielle surjective sur
R0.
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2. La courbe C := {(x, y), y2 = x3} = X(y2 − x3, 0) n’est pas lisse en (0, 0) car la dimension de son
espace tangent est 2 en ce point : si on pose f (x, y) = y2 − x3, on a

d f = 2ydy − 3x2dx

et d f (0, 0) = 0 donc la différentielle n’est pas surjective en ce point, puisqu’elle est nulle. Lorsqu’on
dessine la courbe, on peut voir qu’elle est “pointue” en (0, 0). Ceci s’explique aussi par le calcul
qui dit que l’espace tangent en ce point est de dimension 2 (alors que sur une courbe lisse, i.e., bien
arrondie, la dimension de l’espace tangent est toujours 1 : la tangente est une droite).

3. Le bord du carré X = ∂[−1, 1]2 est la variété X( f , g) avec f (x, y) = (x2 − 1)(y2 − 1) et g(x, y) =

(x2 − 1, y2 − 1). La différentielle de f est d f = 2x(y2 − 1)dx + 2y(x2 − 1)dy. Donc X n’est pas lisse
en (±1,±1), ce qui se voit assez bien sur le dessin car le bord du carré est pointu en ses sommets.

4. Le cylindre plein C = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} peut être vu comme la variété associée
aux fonctions f = 0 et g(x, y, z) = (x2 + y2 − 1,−z, z − 1). Elle est lisse, et son bord ∂C est associé à
f∂ = (x2 + y2 − 1)(−z)(z − 1) et la même fonction g. On a

d f∂ = −(2z − 1)(x2 + y2 − 1)dz − z(z − 1)[2xdx + 2ydy].

Cette application linéaire n’est pas surjective si et seulement si toutes ses coordonnées sont nulles,
si et seulement si (x, y, z) est dans un des deux cercles du bord. On voit bien que c’est le lieu du bord
du cylindre en lequel il y a une aspérité, i.e., son lieu de non lissité.

5. Si f : Rn → Rp définit une sous-variété, on peut lui associer g =
∑p

i=1 f 2
p , qui définit la même sous-

variété, mais qui n’est jamais lisse car dg = 2
∑

fid fi est nulle en tout point de D = f −1(0, . . . , 0) =

g−1(0). La notion de lissité décrite ci-dessus ne dépend donc pas seulement du domaine D, mais
aussi de l’équation qu’on a choisie pour le décrire.

Proposition 26. Si D = X( f , g) est une sous-variété lisse de Rn, avec f : Rn → Rp, elle est canoniquement
munie d’une orientation définie de la manière suivante : si ωp et ωn sont les formes volumes sur Rp et Rn,
on définit une forme volume ωD ∈ Ωn−p(D) par l’égalité

ωD ∧ f ∗(ωp) = ωn

valable sur un voisinage assez petit dans Rn de tout point de D.

Définition. Soit M : ∆ → D une paramétrisation d’une sous-variété lisse D = Z( f , g) de Rn de dimension
k, avec ∆ ⊂ Rk (par exemple définie localement à l’aide du théorème des fonctions implicites). On dit que
la paramétrisation M respecte l’orientation naturelle de D si les orientations M∗ωD et ωk = dx1 ∧ · · · ∧ dxk

sont équivalentes, i.e., si il existe une fonction strictement positive g : D→ R∗+ telle que

M∗ωD = g · ωk.

Remarque 11. Une paramétrisation M : ∆ → D = X( f , g) respecte l’orientation naturelle de X( f , g) si et
seulement si pour tout x ∈ ∆, la réunion ordonnée (placée dans l’ordre) de l’image de la base naturelle deRk

par DM(x) : Rk → Rn et l’image inverse de la base naturelle de Rp (p + k = n) par D( f )(M(x)) : Rn → Rp

forme une base directe (de déterminant positif) de Rn.
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Maintenant qu’on a parlé de la notion d’orientation, on peut écrire les intégrales de formes différentielles
en utilisant une notation qui ne dépend pas du choix de la paramétrisation du domaine d’intégration, mais
seulement de son orientation.

Définition. Soit D = X( f , g) ⊂ Rn une sous-variété lisse de dimension k de Rn et ω ∈ Ωk(D). Supposons
qu’il existe une paramétrisation M : ∆→ D de D respectant l’orientation naturelle de D. L’intégrale de ω
sur D est définie par ∮

D
ω :=

∮
D,M

ω :=
∮

∆

M∗ω.
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VI Formule de Stokes et applications
(2-3 séances)
On va maintenant décrire la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral à valeurs scalaires et

vectorielles, qui généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral pour les fonctions à une
variable. Nous donnerons aussi ses différents corollaires (formulations en termes de champs de vecteurs) et
ses applications.

VI.1 Cellules et chaines singulières
Définition. Soit D un domaine de Rn. Un k-cube singulier de D est une application lisse σ : [0, 1]k → D,
avec une orientation fixée au départ (pour k = 0, on obtient, par convention, un point). L’intégrale d’une
k-forme différentielle ω ∈ Ωk(D) le long de σ est l’intégrale∮

σ

ω :=
∫

[0,1]k
σ∗ω.

Pour décrire le bord d’un k-cube singulier en tenant compte de son orientation, il est nécessaire de
travailler avec des objets plus généraux, qui sont les k-chaines singulières.

Définition. Une k-chaine singulière dans un domaine D de Rn est une somme formelle

c =

r∑
j=1

a jσ j

avec ai ∈ Z des entiers relatifs et σi des k-cubes singuliers. Le bord d’un k-cube singulier σ est la k − 1-
chaine singulière donnée par

∂σ :=
k∑

i=1

(−1)i+1 (
σ|(x1,...,xi−1,1,xi+1,...,xn) − σ|(x1,...,xi−1,0,xi+1,...,xn)

)
.

Le bord d’une k-chaine singulière c =
∑

a jσ j est la k-chaine singulière

∂c =
∑

a j∂σ j.

Si σ : [0, 1]→ D est un intervalle singulier (1-cube singulier), son bord est donné par

∂σ = {σ(1)} − {σ(0)}.

Par exemple, le bord de l’intervalle singulierσ(θ) = (cos(θπ), sin(θπ)) décrivant le demi-cercle est donné
par σ(1) − σ(0) = {(−1, 0)} − {(1, 0)}.

Si σ : [0, 1] × [0, 1]→ D est un carré singulier (2-cube singulier), son bord est donné par

∂σ = (σ(1, x2) − σ(0, x2)) − (σ(x1, 1),−(σ(x1, 0))
= σ(1, x2) − σ(0, x2) − σ(x1, 1) + σ(x1, 0).
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Cette formule est inspiré de la description qu’on peut faire d’une paramétrisation orientée du bord du carré
[0, 1]2 lui-même à partir de sa paramétrisation standard donnée par σ(x, y) = (x, y).

Par exemple, le bord du carré singulier donné par la paramétrisation du disque

σ(r, θ) = (r cos(2θπ), r sin(2θπ))

est donné par

∂σ = (cos(2θπ), sin(2θπ)) − (0, 0) + (r, 0) − (r, 0) = (cos(2θπ), sin(2θπ)) − (0, 0).

De même, si on s’intéresse seulement au demi-disque, paramétré par

σ(r, θ) = (r cos(θπ), r sin(θπ)),

on obtient
∂σ = (cos(θπ), sin(θπ)) − (0, 0) + (r, 0) − (−r, 0).

Si σ est un 3-cube singulier, son bord est donné par

∂σ = (σ(1, x2, x3) − σ(0, x2, x3)) − (σ(x1, 1, x3) − σ(x1, 0, x3)) + (σ(x1, x2, 1) − σ(x1, x2, 0)).

On pourra décrire la cellule donnée par le bord de la demi-sphère paramétrée par les coordonnées
sphériques, ainsi que le bord de la sphère dans les mêmes coordonnées.

Théorème 18. Si σ est une k-cellule singulière, on a

∂(∂σ) = 0.

VI.2 Formule de Stokes
Théorème 19. Soit σ une k-cellule singulière de Rn de bord la (k−1)-cellule ∂σ. Soit ω ∈ Ωk−1 une k-forme
différentielle définie au voisinage de σ et dω ∈ Ωk sa différentielle. On a alors l’égalité∮

σ

dω =

∮
∂σ

ω.

Démonstration. Comme toute k-cellule singulière est une somme pondérée de k-cubes singuliers, on peut
se ramener au cas d’un k-cube singulier σ : [0, 1]k → Rn. On obtient alors∮

σ

dω :=
∮

[0,1]k
σ∗(dω) =

∮
[0,1]k

d(σ∗ω).

Comme σ∗ω ∈ Ωk−1([0, 1]k), on peut l’écrire

σ∗ω =

k∑
i=1

gidx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk,
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avec gi des fonctions sur [0, 1]k. On a alors∮
σ

dω =
∑k

i=1

∮
[0,1]k d(gidx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk)

=
∑k

i=1(−1)i+1
∮

[0,1]k
∂gi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxk.

Le théorème de Fubini appliqué à la décomposition [0, 1]k = [0, 1] × [0, 1]k−1 correspondant au choix de la
variable xi nous donne∮

[0,1]k
∂gi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxk =
∫

[0,1]k
∂gi
∂xi

dx1 · · · dxk

=
∫

[0,1]k−1

(∫
[0,1]

∂gi
∂xi

dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · · dxk.

Le théorème fondamental du calcul différentiel et intégral nous donne ensuite∫
[0,1]

∂gi

∂xi
dxi = gi(x1, . . . , 1, . . . , xk) − gi(x1, . . . , 0, . . . , xk).

La combinaison de ces deux résultats nous donne l’égalité∫
[0,1]k

∂gi

∂xi
dx1 · · · dxk =

∮
[0,1]k−1

c∗i,1ω − c∗i,0ω

ou on note ci,ρ : [0, 1]k−1 → [0, 1]k l’application (x1, . . . , x̂i, . . . , xk) 7→ (x1, . . . , ρ, . . . , xk), pour ρ ∈ {0, 1}.
En effectuant les identifications∮

c
dω =

∑k
i=1(−1)i+1

∮
[0,1]k−1 c∗i,1ω − c∗i,0ω

=
∫

[0,1]k−1(
∑k

i=1(−1)i+1[ci,1 − ci,0])∗ω
=

∮
∂c
ω,

on obtient bien le résultat souhaité. �

Exemple 84. Si le domaine est donné par un intervalle D = [a, b] de R, son bord est la donnée de deux
points {b, a} munis chacun d’une orientation, qui vient de l’orientation naturelle de D donnée par son
inclusion dans R. On notera donc ce bord {b+, a−}. La formule de Stokes est dans ce cas équivalente à la
formule fondamentale du calcul différentiel et intégral∮

[a,b]
d f :=

∫ b

a
f ′(x)dx = f (b) − f (a) =:

∮
{b+,a−}

f .

VI.3 Décompositions cellulaires des domaines
Nous allons nous intéresser à des décompositions des domaines (courbes, surfaces, volumes) de Rn en

petits cubes singuliers, qu’on pourra obtenir par un dévissage géométrique explicitement calculable, en
utilisant le théorème des fonctions implicites.

On va considérer la situation simple d’une variété dont le bord est donné par une seule équation, mais il
existe un théorème de décomposition cellulaire pour des variétés (à coins) plus générales appelé théorème
de décomposition cylindrique (voir wikipedia).
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On utilisera ici la notation X( f , g) de la Section V.7 pour désigner les sous-espaces définis par des
équations f (x) = 0 et des inéquations g(x) ≤ 0, mais il n’est pas nécessaire de la lire pour comprendre ce
qui suit.

Proposition 27. Soit C = X( f , f ) une courbe bornée du plan d’équation f (x, y) = 0, bord d’un domaine
borné D = X(0, f ). On suppose que cette courbe est non singulière, i.e., que

−−−→
grad( f ) ne s’annule pas sur C.

On suppose qu’il n’y a un nombre fini de points en lesquels ∂ f
∂y est nulle (tangente verticale). On peut alors

écrire D comme l’image d’une chaine singulière “implicite” c.

Démonstration. On trace toutes les tangentes verticales à C. Ceci décompose le domaine D en un nombre
fini de domaines Di (compris entre les différentes tangentes verticales ; faire un dessin : il peut y avoir
plusieurs composantes) qui peuvent être chacun décrit (essentiellement par le théorème des fonctions im-
plicites) comme la surface comprise entre le graphe de deux fonctions. Un tel domaine

Di = {(x, y), ψ(x) ≤ y ≤ ϕ(x), x ∈ [a, b]}

peut être identifié avec l’image du carré singulier

σi(u, v) = (x(u) + (1 − v)ϕ(x(u)) + vψ(x(u)),

avec
x(u) = (1 − u)a + ub

la paramétrisation standard du segment [a, b] par le segment [0, 1] (on paramètre en fait chacune des
tranches verticales Ix0 = {(x0, y), ψ(x0) ≤ y ≤ ϕ(x0)}, qui est aussi un segment, de la mème manière).
La chaine c =

∑
i σi paramètre le domaine D = ∪iDi tout entier. �

Exemple 85. Si on prend f (x, y) = x2 + y2 − 1, on obtient le cercle S 1 = X( f , f ) qui est le bord du disque
D1 = X(0, f ). Le cercle a deux tangentes verticales en (−1, 0) et (1, 0) et les deux fonctions implicites
correspondantes sur l’intervalle [−1, 1] sont données par ϕ(x) = −

√
1 − x2 et ψ(x) =

√
1 − x2. On obtient

ainsi une paramétrisation explicite du disque par le carré [−1, 1]2 donnée par

σ(u, v) = (x(u),−(1 − v)
√

1 − x2(u) + v
√

1 − x2(u))

avec
x(u) = (1 − u) · (−1) + u · 1.

Il est clair qu’on préfèrera plutôt utiliser la paramétrisation en coordonnées polaires, dans ce cas, mais
l’avantage de notre approche est qu’elle fonctionne pour des équations qu’on ne sait pas résoudre, i.e.,
dans lesquelles on a pas de formule explicite pour les fonctions implicites.

On peut procéder de même en dimension 3.

Proposition 28. Considérons un domaine borné D = X(0, f ) de R3 bordé par une surface S = X( f , f )
d’équation f (x, y, z) = 0 supposée lisse, i.e., vérifiant

−−−→
grad( f ) , 0. Supposons que ∂ f

∂z s’annule le long
d’une famille de courbes Ci non singulières fermées (horizontales) disjointes de S (lieu des plans tangents
verticaux). Supposons que les projections des courbes Ci sur le plan des (x, y) sont lisses. On peut alors
décrire D comme l’image d’une chaine singulière “implicite” c.
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Démonstration. On trace toutes les courbes Ci. Celles-ci permettent de décomposer D (faire les dessins d’un
patatoı̈de, d’une cheminée de centrale nucléaire et d’une roue de vélo posée à l’horizontale) en composantes
Di qui sont comprises entre le graphe de deux fonctions ϕi(x, y) et ψi(x, y) définies sur des domaines ∆i ⊂ R

2

entourés par les (projections des) courbes Ci. Chacune des courbes étant non singulière, on peut appliquer la
proposition précédente pour paramétrer le domaine ∆i par un carré singulier σi = (x(s, t), y(s, t)) : [0, 1]2 →

∆i. On paramètre alors Di par

γi(s, t, u) = (x(s, t), y(s, y), (1 − u)ϕi(x(s, t), y(s, t)) + uψi(x(s, t), y(s, t))) .

La chaine γ =
∑

i γi paramètre alors D tout entier. �

Exemple 86. Notons f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1. La boule unité de R3 donnée par

B(0, 1) = X(0, f ) = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 ≤ 1}

peut être paramétrée par le produit D1 × [0, 1] en utilisant les deux fonctions implicites ϕ(x, y) =

−
√

1 − x2 − y2 et ψ(x, y) =
√

1 − x2 − y2 qui paramètrent la sphère au bord S = X( f , f ), et on peut uti-
liser la paramétrisation du disque de l’exemple 85 par le carré [0, 1]2 pour paramétrer la sphère par le
carré [0, 1]3. On obtient ainsi une paramétrisation un peu compliquée et très différente de celle fournie par
les coordonnées sphériques, mais qui a l’avantage d’avoir une généralisation à d’autres types de volumes
bordés par des surfaces.

VI.4 Applications
On retrouve facilement les formules fondamentales du calcul vectoriel à partir de la formule de Stokes

en utilisant les relations entre champs de vecteurs et formes différentielles explicitées dans la section V.3.
Tous les domaines considérés dans cette section sont supposés admettre une paramétrisation par une

chaine singulière compatible à une paramétrisation de leur bord par le bord de la chaine.

(a) Aire d’un domaine dans le plan

Corollaire 5. L’aire d’un domaine D du plan de bord une courbe ∂D = C est donnée par

aire(D) :=
	

D
dx ∧ dy =

∮
C

xdy = −

∮
C

ydx =
1
2

∮
C

[xdy − ydx].

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy) = dx ∧ dy,
d(−ydx) = −dy ∧ dx = dx ∧ dy,

et d(xdy − ydx) = dx ∧ dy − dy ∧ dx = 2dx ∧ dy.

�
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(b) Volume d’un domaine dans l’espace

Corollaire 6. Soit D un domaine de R3 limité par une surface S . Supposons que la surface S est orientée
de façon à ce que les vecteurs normaux soient extérieurs à D. Le volume de D, défini par volume(D) :=!

D
dx ∧ dy ∧ dz, est aussi donné par

volume(D) =

"
S

xdy ∧ dz =

"
S

ydz ∧ dx =

"
S

zdx ∧ dy.

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy ∧ dz) = dx ∧ dy ∧ dz,
d(ydz ∧ dx) = dy ∧ dz ∧ dx = dx ∧ dy ∧ dz,

et d(zdx ∧ dy) = dz ∧ dx ∧ dy = dx ∧ dy ∧ dz.

�

(c) Formule de Green-Riemann

Si S est une surface de R2 bordée par une courbe C et
−→
V est un champ de vecteurs, de 1-forme associée

ω−→V ∈ Ω1, on a montré que d(ω−→V ) = rot(
−→
V ) dx ∧ dy donc∮
C
ω−→V =

	
S

rot(
−→
V ) dx ∧ dy.

Ceci nous donne le corollaire suivant de la formule de Stokes :

Corollaire 7 (Formule de Green-Riemann). Si
−→
V est un champ de vecteurs sur une surface de R2 bordée

par une courbe C, on a la formule

travailC(
−→
V ) :=

∮
C
ω−→V =

	
S

rot(
−→
V ) dx ∧ dy,

i.e., le travail du champ de vecteurs
−→
V le long de la courbe C est égal à l’intégrale sur la surface S de son

rotationnel.

(d) Formule de Stokes-Ampère

Si S est une surface de R3 bordée par une courbe C et
−→
V est un champ de vecteurs, de 1-forme as-

sociée ω−→V ∈ Ω1, on a montré que d(ω−→V ) = ∗ω−→rot(
−→
V ) ∈ Ω2 (2-forme de flux associée au champ de vecteurs

rotationnel de
−→
V ), donc on a ∮

C
ω−→V =

	
S
∗ω−→rot(

−→
V ).
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Corollaire 8 (Formule de Stokes-Ampère). Si
−→
V est un champ de vecteurs de R3 et S est une surface de R3

bordée par une courbe C, on a la formule

travailC(
−→
V ) :=

∮
C
ω−→V =

	
S
∗ω−→rot(

−→
V ) =: fluxS (−→rot(

−→
V )),

i.e., le travail (la circulation) de
−→
V le long de la courbe C est égal au flux de son rotationnel à travers la

surface S bordée par C.

(e) Formule de Stokes-Ostrogradsky

Si V est un volume bordé par une surface S dans R3 et
−→
V est un champ de vecteurs, de 2-forme de flux

associée ∗ω−→V , on a montré que d(∗ω−→V ) = div(
−→
V ) dx ∧ dy ∧ dz, donc on a	

S
∗ω−→V =

*
V

div(
−→
V ) dx ∧ dy ∧ dz.

Corollaire 9 (Formule de Stokes-Ostrogradsky). Si
−→
V est un champ de vecteurs de R3 et V est un volume

de R3 bordé par une surface S , on a la formule

fluxS (
−→
V ) :=

	
S
∗ω−→V =

*
V

div(
−→
V ) dx ∧ dy ∧ dz,

i.e., le flux du champ de vecteurs
−→
V à travers la surface S est égal à l’intégrale de sa divergence sur le

volume V.

Puisqu’on a l’égalité
∗ω−→V = ι−→V (dx ∧ dy ∧ dz),

on peut aussi écrire la formule ci-dessus sous la forme	
S
ι−→V (dx ∧ dy ∧ dz) =

*
V

div(
−→
V ) dx ∧ dy ∧ dz.

Cette formule a l’avantage de se généraliser aux variétés de dimension supérieure (par exemple, on
peut utiliser l’espace temps de la relativité restreinte, utile d’après Einstein pour formuler les lois de
l’électromagnétisme, et qui a trois coordonnées d’espace et une coordonnée de temps).

Ce résultat est utilisé en électromagnétisme, dans la formulation de la loi d’Archimède, ainsi qu’en
mécanique des fluides.
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