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Domaine de recherche et résumé des travaux effectués

Mes travaux sont centrés sur la dynamique locale des germes de fonctions holomorphes a
plusieurs variables. Je m’intéresse plus particulierement aux applications contractantes et a la
construction de compactifications adéquates de 1’espace de leurs orbites, ce qui généralise le lien
entre difféomorphismes contractants et variétés de Hopf. Les techniques que j'utilise marient la
recherche de formes normales, ’étude géométrique des variétés non-kahlériennes, I’étude des sin-
gularités, et ’action des applications holomorphes sur les espaces de valuations.

1 Dynamique locale
1.1 Formes normales

On s’intéresse au comportement des itérés d'un germe holomorphe f : (C%,0) — (C% 0) qui
fixe l'origine.

Pour étudier la dynamique d’une application f autour d’un point fixe, on cherche des coor-
données spéciales dans lesquelles le germe f s’exprime de fagon simple. On parle alors de formes
normales lorsque 'on peut réduire un germe & une application d’un type particulierement simple
par conjugaison. Selon la régularité du changement de coordonnées, on parlera de classification
holomorphe, formelle, topologique.

Les formes normales permettent de décrire plus précisément la dynamique autour du point fixe
(par exemple quand une application est conjuguée & sa partie linéaire). Mais aussi, surtout en di-
mension > 1, elles permettent de prouver I'existence de certains objets invariants par la dynamique
(voir par exemple [Ste57] pour la construction de sous-variétés invariantes pour automorphismes
contractants, et [Kat79b] pour les applications de ce résultat a 1’étude des sous-variétés compactes
des variétés de Hopf).



1.2 Dynamique holomorphe locale en dimension 1

L’étude dynamique des germes holomorphes en dimension 1 a été initiée par Kcenigs en 1884,
lorsqu’il a montré que toute application f : (C,0) — (C,0) avec |f'(0)] # 0,1 est conjuguée a sa
partie linéaire. Peu apres, Bottcher a montré que tout germe holomorphe f : (C,0) — (C,0) avec
17(0) = 0 (superattractif) est conjugué & z — 29, pour un certain q > 2.

Pour |f/(0)] = 1, la situation est beaucoup plus compliquée.

Si £(0) est une racine de I'unité, on peut supposer f'(0) =1 & itéré pres, et f est linéarisable si
et seulement si elle est I'identité. Si f # id, la dynamique est bien décrite par le théoreme des fleurs
(de Leau et Fatou). Dans ce cas, les classifications topologique, formelle et analytique différent, et
des invariants tres fins ont été introduits (voir les travaux de Ecalle et Voronin).

Si f/(0) = e*™ avec « irrationnel, tout germe est formellement linéarisable, mais la conver-
gence de la conjugaison formelle dépend des propriétés arithmétiques de bonne approximation de
a par les rationnels (probléme de petits diviseurs).

De nombreux mathématiciens ont contribué a cette étude, parmi lesquels on peut citer Fa-
tou, Julia, Cremer, Siegel, Brjuno, Sullivan, Douady, Hubbard, Yoccoz, Ecalle, Voronin. Voir par
exemple [Mil06] pour une présentation détaillée des phénomeénes de dynamiques holomorphes en
dimension 1.

1.3 Dynamique non-archimédienne locale en dimension 1 - [7]

Plus récemment, ce type de questions sur la dynamique locale a été transporté dans un cadre
non-archimédien. On s’intéresse & la dynamique d’un germe analytique f : (K,0) — (K,0), ou K
est un corps quelconque, et équipé d’une norme (non-archimédienne) complete. L'un des premiers
travaux dans cette direction est donné par [HY83], ou les auteurs explorent le phénomene des
petits diviseurs dans le cadre non-archimédien.

Pour les germes superattractifs, le résultat de Bottcher cité précédemment vaut sur tous corps K
de caractéristique zéro, mais n’est plus valable en caractéristique positive. Dans [Rugl3a], je donne
une classification complete des germes superattractifs en dimension 1 sur un corps algébriquement
clos de caractéristique positive. En particulier, je montre le résultat suivant.

Théoréme. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, et équipé d’une norme
compléte. Tout germe superattractif f : (K,;0) — (K, 0) est conjugué a une application polynomiale.
De plus, deux germes superattractifs formellement conjugués le sont analytiquement.

En particulier, on répond affirmativement a une question posée par Ecalle, qui a conjecturé
que deux germes superattractifs formellement conjugués le sont holomorphiquement (en toute
dimension, dans le cadre complexe).

A titre d’exemple de formes normales que 1’on peut obtenir, voici un énoncé simplifié de mon
théoreme de classification général.

Théoréme. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, et équipé d’une norme
compléte. Soit f : (K,0) — (K,0) un germe analytique de la forme f(x) = xP¢(1 4 o(1)), avec ¢ et
p premiers entre eux. Alors f est conjugué a un germe de la forme

fla) =P (a(z?) + bz"),
ot soit r =0, a=0, b=1; soit p ne divise pas r, b # 0 et a est un polynéme de la forme
a(xp) = Z anz?", ap = 1.
0<n<r/(p—1)
pAntr

Ces formes normales sont uniques modulo laction d’un groupe fini.



Cet exemple montre que ’espace des modules des germes superattractifs a conjugaison pres
n’est pas discret. Dans [Rugl3al, j’en décris la structure en détail.

Pour montrer un tel résultat, il faut résoudre 1’équation de conjugaison ® o f = fo ®, o1 f est
un germe superattractif donné, et les inconnues sont données par le candidat de forme normale f,
et le changement de coordonnée a trouver ®. Pour la classification formelle, je développe toutes
les données en séries formelles, et je résout les équations obtenues terme a terme, en procédant
par une récurrence délicate. La difficulté principale est donnée par la combinatoire compliquée qui
apparailt en caractéristique positive. Une fois obtenue une expression récursive pour les coefficients
¢n de ®(x) = dpa™, on estime la vitesse de croissance de ¢, pour montrer que cette série est
convergente, en utilisant le principe des séries majorantes.

1.4 Dynamique holomorphe locale en dimension supérieure

Revenons au cadre complexe, et considérons la dynamique d’un germe holomorphe f : (C¢,0) —
(C%,0), avec d > 2. La situation maintenant est sensiblement plus compliquée, mais, comme en
dimension 1, le role de la différentielle dfy en 0 est fondamental.

Déja pour la dynamique locale en dimension 2, plein de questions sont toujours ouvertes (voir
[Aball]), méme si plusieurs travaux sur le sujet ont bien décrit la situation dans des cas particuliers.
Voir par exemple les travaux de Ueda [Ued86, Ued91], et plus récemment Bedford, Smillie et Ueda
[BSU12] sur les automorphismes semi-attractifs (dfp a une valeur propre égal & 1, et Pautre < 1
en module). Ou encore les travaux de Ecalle [Eca85], Hakim [Hak98], Abate [Aba01] Bracci et
Tovena [ABTO04] sur les germes tangents a l'identité (dfy = id).

Je suis particulierement intéressé par les germes contractants (ou les valeurs propres de dfy
sont toutes plus petites que 1 en module) et les germes superattractifs (dfy nilpotent) en toute
dimension.

La dynamique locale des germes contractants f : (C%,0) — (C%,0) avec dfy inversible est bien
comprise, grace aux formes normales de Poincaré-Dulac (voir [Ste57, RR88, Ber06]) : on peut
toujours se ramener a un germe polynomial.

Pour les germes superattractifs, on cite les travaux de Hubbard et Papadopol ([HP94]), qui en
particulier ont montré qu’en général on ne peut pas se réduire a la partie homogene de plus bas
degré, comme en dimension 1. Dans un travail récent, [BEK] ont donné des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un germe superattractif soit conjugué a sa partie (quasi-)homogene de plus
bas degré. Ces conditions portent sur 'existence de champs de vecteurs avec propriétés dynamiques
tres spécifiques et restrictives.

1.5 Germes contractants et superattractifs, quelques motivations

L’étude de la dynamique locale de germes superattractifs est fondamentale pour comprendre
la dynamique globale des morphismes polynomiaux de ’espace affine.

En dimension 1, le résultat de Bottcher permet de décrire efficacement I’ensemble de Julia des
polynomes. En effet, un polynéme P : C — C de degré ¢ > 2 étant donné, on peut considérer
son action & l'infini, qui définit un germe superattractif f : (C,0) — (C,0). La forme normale de
Bottcher nous fournit des coordonnées polaires dans un voisinage de l'infini, compatibles avec la
dynamique de P. Les courbes de niveau de la coordonnée angulaire, appelées rayons extérieurs,
permettent d’étudier les propriétés de connexion locale de 1’ensemble de Julia de P (voir [DH84,
DHS5)).

Une situation analogue se présente en dimension 2. Les automorphismes polynomiaux de C?
se factorisent en composition d’automorphismes de 2 classes (voir [FM89]) : les automorphismes
élémentaires, dont la dynamique est facile a étudier, et les automorphismes de Hénon, qui sont de



la forme :
f(z,y) = (P(z) —ay,z), avec P € Clz],degP > 2,a € C*.

Dans ce dernier cas, 'action & l'infini induit sur le point fixe [1: 0 : 0] un germe superattractif.

L’étude de la dynamique locale de ce germe a l'infini permet de comprendre certains aspects
fins de la dynamique des automorphismes de Hénon. Dans cette direction, on peut citer la série
de travaux de Bedford Smillie et Lyubich (voir par exemple [Bed91, BS91, BLS93]), Hubbard
et Oberste-Vorth [HOV94], Fornaess et Sibony [FS92] et encore Hubbard Papadopol et Veselov
[HPV00].

La dynamique des germes contractants a aussi des applications tres intéressantes en géométrie
complexe. Soit par exemple f : (C%,0) — (C%,0) un germe contractant avec dfy inversible. L’espace
des orbites de f définit une variété complexe compacte non-kahlérienne, appelée variété de Hopf
(primaire). Grace aux formes normales de Poincaré-Dulac, on obtient une classification des variétés
de Hopf qui permet d’étudier leur structure en détail : existence de sous-variétés, de fibrations, de
feuilletages, de courants positifs fermés, etc. (voir par exemple [Kat79b]).

Dans la suite, on verra une généralisation de cette construction pour des germes superattractifs
f: (C%0) — (C40) de degré topologique égal & 1, quon appelle germes stricts. Un exemple
fondamental de germe strict est donné par 'action & l'infini d’un automorphisme de Hénon cité
ci-dessus. En dimension 2, pour de tels germes on peut toujours construire une compactification de
I’espace des orbites qui est une surface complexe compacte non-kéhlerienne, dite surface de Kato.

Germes rigides

Une des difficultés pour I’étude des formes normales des germes superattractifs f : (C?,0) —
(C%,0) est donnée par la richesse de structure de I'ensemble critique C(f), et plus généralement
de T'union C(f>) = U,—, C(f™) des ensembles critiques des itérés (appelé ensemble critique
généralisé).

En général, 'ensemble critique généralisé est formé d’'une quantité dénombrable de composantes
irréductibles (pas forcement lisses). Cette richesse de structure donne une obstruction insurmon-
table & la recherche des formes normales & conjugaison holomorphe (ou méme formelle) pres.

Dans [Fav00], Favre considére une condition tres restrictive sur la géométrie de ’ensemble
critique généralisé (pour germes holomorphes en dimension 2), qui lui permet dans ce cas de
trouver des formes normales polynomiales relativement simples.

Définition. Un germe holomorphe f : (C2,0) — (C2,0) est dit rigide si son ensemble critique
généralisé C(f°°) est a croisements normaux simples et totalement invariant.

Remarquons que en dimension 2 tout germe strict est rigide; les formes normales de [Fav00]
permettent de retrouver des propriétés géométriques du bassin d’attraction & l'infini pour les
applications de Hénon (voir [HOV94]).

1.6 Germes rigides contractants en toute dimension - [3,4]

Dans [Rugl3b] j’ai partiellement étendu la classification des germes rigides dans [Fav00] en
dimension supérieure. En particulier j’ai mis au jour des phénomeénes nouveaux de résonances
entre les valeurs propres de la différentielle et celles de l'action sur le groupe fondamental du
complémentaire de l’ensemble critique généralisé. Pour mieux comprendre le nouveau type de
résonance qui apparait en dimension supérieure, considérons un exemple tres spécifique. Soit f :
(C3,0) — (C3,0) un germe contractant, et supposons que I'ensemble critique généralisé s’écrive
comme C(f*>°) = {xyz = 0} pour des coordonnées adéquates (x,y,z) en 0. Comme C(f>) est
invariant par itération négative, f induit une action f, sur m (A\ C(f*°)) = Z3, ot A est un petit
polydisque centré en 0. Considérons le cas ol rank(dfy) = 1; alors on obtient :



Théoréme. Soit f : (C3,0) — (C3,0) comme précédemment, et soit \ la valeur propre non
nulle de dfy. Supposons que f. : (A \ C(f®)) — m(A\ C(f>)) soit injectif. Alors f est
holomorphiquement conjugué a

(x,y,2) — ()\x,alxalyblzcl(l + €x“),a2x“2yb2262)),
avec ay + as > 1, ag, 9 € C*, bycy # bacy. Soit
(1)
1 ¢ )’
alors e =0 & moins que \“ ne soit une valeur propre de D (nouveau cas de résonance).

Notons que dans 1’énoncé ci-dessus f, est représenté par la matrice

1 a; a2
0 b1 by
0 C1 C2

Dans [Rugl3b] je montre un résultat analogue en toute dimension, pour tout nombre de compo-
santes irréductibles de C(f°°) (& croisements normaux simples), et pour toute valeur de rank(dfp).
La condition sur l'injectivité de f, est justifiée par les faits suivants :

— en dimension 2 tout germe rigide f avec f. non-injectif est (birationnellement) conjugué &
un autre germe rigide g avec g, injectif.

— dans de nombreuses applications de I’étude de ces formes normales en dimension 2 (dyna-
mique des automorphismes de Hénon, surfaces de Kato, probleme de rigidification), on peut
toujours se ramener au cas ou f, est injectif.

Remarquons que ces formes normales impliquent 'existence de feuilletage(s) holomorphe(s)

invariant(s), fait pas du tout évident & priori.

_ Encore une fois, calculer des formes normales signifie résoudre ’équation de conjugaison ®o f =
f o ®, ou le changement de coordonnées ® et le candidat de forme normale f sont les inconnues
de ’équation. On développe toutes les données de I’équation de conjugaison en séries formelles, et
on résout ’équation de conjugaison terme a terme.

La combinatoire qui se présente dans ce cadre en toute dimension est extrémement ardue et
complexe a analyser. Dans ce travail, je mets & point des techniques originales tres efficaces pour
gérer ce type de calculs formels. Grace a cette technologie, on arrive a calculer avec précision les
obstructions formelles & la monomialisation d’un germe. Une fois que la classification formelle est
atteinte, on utilise les propriétés contractantes de la dynamique de f pour montrer la convergence
de la conjugaison.

1.7 Probléme de rigidification - [2,3]

Comme on a déja remarqué, la structure trop riche de ’ensemble critique généralisé d’un
germe superattractif (en dimension > 2) est un sérieux obstacle & la recherche de formes normales
a conjugaison pres.

Néanmoins, en suivant les analogues pour les feuilletages [Sei68] ou pour les applications bira-
tionnelles dominantes f : X — Y entre surfaces complexes non-singulieres [AKMWO02], on peut
chercher une classe de germes plus simple a laquelle on peut se réduire a éclatement pres.

En 2007, Favre et Jonsson prouvent que la classe recherchée est exactement la classe des germes
rigides. Dans [Rugl2] j’ai par la suite généralisé ce résultat au cas des germes holomorphes pas
nécessairement superattractifs. Le résultat que j’obtiens peut étre énoncé comme suit.



Théoréme. Soit f : (C?,0) — (C2,0) un germe holomorphe tel que detdf # 0. Alors il existe
une suite d’éclatements de points ™ : X — (C2,0), et un point p € 7~1(0), tels que Uapplication
méromorphe f = w1 o for admet un point fize p au voisinage duquel elle définit un germe rigide.

La démonstration suit la méthode de [FJ07], et repose de manieére essentielle sur ’étude de
Paction f, induite par f sur ’ensemble V des valuations v : C[[z,y]] — [0, +00] convenablement
rénormalisées. C’est un fait important que cet espace est un arbre réel : cette structure un dimen-
sionnelle est utilisée d’'une facon cruciale dans la preuve pour construire un point fixe attractif
pour 'action de f,, ce qui permet de conclure.

Si la différentielle dfy de f en 0 admet une valeur propre non nulle, la dynamique de fo : V — V
sur Parbre des valuations est plus simple & décrire. Dans ce cas 14, on déduit dans [Rugl2] I'unicité
du procédé de rigidification.

1.8 Taux de contraction des itérés d’un germe - [5]

Soit f : (C2,0) — (C?,0) un germe superattractif tel que detdf # 0. Soit m I'idéal maximal
de Panneau de germes de fonctions holomorphes ¢ : (C%,0) — C. Le taux de contraction de f est
défini par c(f) = max{k : f*m C m*}, et est un invariant de conjugaison (formelle). De fagon
équivalente, on peut définir c¢(f) comme le maximum parmi les ¢ > 0 tels que || f(2)|| < ||lz|°
pour x petit. La suite (¢(f™)), des taux de contraction des itérés de f exprime donc la vitesse de
convergence d'un point x vers 0 sous itération. La question qu’on se pose est de comprendre le
comportement de cette suite (¢(f™))n.

Si f est un germe superattractif donné, pour une application linéaire A générique, la suite des
taux de contraction pour Ao f est multiplicative : ¢((Ao f)™) = ¢(Ao f)™. Par contre, en général la
suite pour f satisfait seulement la propriété sur-multiplicative suivante : ¢(f™") > c(f™)c(f™).

Dans un travail en collaboration avec William Gignac [GR13], on montre le résultat suivant.

Théoreme. La suite (c(f™))nen satisfait une relation de récurrence linéaire a coefficients entiers
pour n assez grand : ils existent a € N, b € Z, m € N* tels que

C(fn+2m) _ ac(fn+m) + bc(f”)’ pour n > 0.

Pour simplicité, supposons que le germe f : (C2,0) — (C2,0) soit fini (c’est-a-dire, il n’existe
pas de courbe C' 3 0 tel que f(C) = 0). La preuve du théoréme repose sur un résultat de nature
plus géométrique.

Soit 7 : X — (C2,0) une modification, i.e., une application birationnelle propre qui induit
un biholomorphisme sur X \ 771(0). Soit D, I'espace vectoriel des Q-diviseurs engendrés par les
composantes irréductibles de 7~1(0). Le relevement 7~ o for : X --» X induit un tiré en arriere
Z-linéaire f* : D, — D,. Or, le taux de contraction ¢(f) peut étre calculé comme l'intersection
—f*E, - Er, pour un diviseur E; € D, bien choisi. On cherche a trouver un modele X ou le tiré
en arriere f* soit fonctoriel, c’est-a-dire, tel que (f™)* = (f*)" pour tout n. Un tel modele est dit
algébriquement stable (concept introduit par Fornaess et Sibony [FS95]).

En général un modele n’est pas algébriquement stable, et dans [GR13] on donne effective-
ment un exemple de germe superattractif fini f : (C2,0) — (C2,0) qui n’admet pas de modele
algébriquement stable. En revanche, il existe toujours un modele 7 : X — (C?,0) ou la propriété
de stabilité algébrique est atteinte asymptotiquement.

Théoréme. Soit f : (C?,0) — (C2,0) un germe superattractif fini. Alors il existe un N > 0 et
une modification ™ : X — (C2,0), ot X admet au plus des singularités quotient cyclique, tels que
le tiré en arriere f* : Dy — D, satisfait

(fm) = ()" NNy pour tout n > N.



La preuve de ces résultats suit une stratégie proche de la preuve d’un résultat analogue [FJ11]
donnée par Favre and Jonsson dans le cadre d’applications polynomiales F : C? — C2.

La propriété de stabilité algébrique est reliée au comportement des images des courbes excep-
tionnelles par 'action des itérés du relevé de f, et leur interaction avec les points d’indétermination.
Il nous faut donc un formalisme qui puisse gérer en méme temps ce type de propriétés dynamiques
en tout modele. Le formalisme qu’on utilise est celui du graphe dual universel, et sa compactifi-
cation 'arbre des valuations. Gréace a une analyse tres détaillée de la dynamique f, induite par f
sur ’espace des valuations, on arrive a montrer ’existence d’un modele que satisfait la condition
de stabilité algébrique asymptotique.

Le coeur de Iarticle consiste en montrer que f, satisfait une propriété d’équicontinuité adéquate.
L’équicontinuité de f, nous permet de montrer des propriétés d’attraction globale pour f, vers
des points fixes (appelés valuations propres).

1.9 Notes sur les feuilletages en dimension 2 - [1]

Les notes [Aba09] sont le résultat d’un groupe de travail sur feuilletages holomorphes en di-
mension 2. On y expose le théoréeme de désingularisation de Seidenberg [Sei68], et 1'étude des
singularités réduites & changement de coordonnées pres. Dans cette ouvrage ([Rug09]) j’expose le
cas d’une singularité de Siegel, dont la partie linéaire de la 1-forme qui donne la feuilletage est
telle que le rapport de ses valeurs propres appartient & (—oo,0). J’expose les résultats d’existence
de deux séparatrices complexes, le résultat de classification par holonomie de Mattei et Moussu
[MMBS80], et la construction d’un germe de feuilletage dans le domaine de Siegel & holonomie pres-
crite par Yoccoz et Perez-Marco [PMY94].

2 Dynamique holomorphe et géométrie complexe
2.1 Automorphismes contractants sur une singularité normale de surface - [6]

Dans un travail en collaboration avec Charles Favre [FR13], on s’intéresse a la dynamique d’un
germe analytique f : (Y,0) — (Y,0) sur une singularité normale de surface. Notons que 'espace
des endomorphismes non-inversibles et des automorphismes est trés vaste (de dimension infinie)
pour toute singularité (voir par exemple [Miil87]). Cependant, I’existence de systemes dynamiques
“spéciaux” implique des restrictions tres fortes sur la structure de la singularité.

En cette direction, un théoreme de Wahl [Wah90] dit que si f : (Y,0) — (Y,0) est un endo-
morphisme non-inversible et fini sur une singularité normale de surface, alors (Y, 0) est forcément
une singularité log-canonique.

Dans [FR13], on considére les singularités normales de surface qui portent un automorphisme
contractant f : (Y,0) — (Y,0), i.e., tel qu'il existe un voisinage ouvert U de 0 en Y tel que

ﬂzo:o fn(U) = {0}

Théoreme. Soit (Y,0) une singularité normale de surface. S’il existe un automorphisme contrac-
tant f : (Y,0) — (Y,0), alors (Y,0) est forcément une singularité quasi-homogéne.

De plus, on présente des formes normales de tels germes, a conjugaison pres. Pour une descrip-
tion détaillée des singularités quasi-homogenes de surface, voir [OW71, Dol75, Pin77].

Pour tout automorphisme contractant f : (Y,0) — (Y,0), I'espace des orbites Y \ {0}/(f)
définit une variété complexe compacte S(f). Comme corollaire on obtient de maniére constructive
un résultat déja connu par Kato [Kat79a].

Corollaire. Soit f : (Y,0) — (Y,0) un autormorphisme contractant sur une singularité normale
de surface. Alors S(f) est une variété complexe compacte non-kihlérienne. De plus, soit S(f) est
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une surface de Hopf, soit elle est le quotient d’un fibré elliptique principale sur une courbe lisse,
par Uaction libre d’un groupe fini qui préserve cette fibration.

Nos résultats étendent la classification de singularités de surface qui portent une bonne action
C*, voir [OWT1]. Nos techniques marient & la fois I’étude dynamique de relevement de f sur
une désingularisation bien choisie de (Y;0), et la géométrie des singularités. La preuve consiste
essentiellement de deux étapes.

D’abord, on considére une désingularisation bien choisie 7 : X — (Y,0), et on analyse la
dynamique du relevement F' : X — X de f sur le diviseur exceptionnel W. La propriété de
contraction de F' nous donne des restrictions sur le graphe dual de W : il est étoilé, avec toute
composante irréductible (sauf au plus le centre E,) rationnelle.

Apres, on montre que soit (Y, 0) est une singularité quotient cyclique, soit F'|g, est d’ordre fini.
Dans le dernier cas, le point clef est réussir a linéariser a la fois un voisinage de F, dans X et la
dynamique de F' y dessus. Pour cela, on construit un feuilletage invariant par F' et transverse &
FE,, en utilisant le comportement attractif de F' autour de F.

2.2 Surfaces de Kato

Masahide Kato a considéré dans [Kat78] la situation suivante.

Définition. Soit B C C? la boule ouverte de rayon 1 et centre 0. Une donnée de Kato (m,0)

est un couple formé d’une modification # : X — B au dessus de 0, et d'un biholomorphisme
c:B—o0(B)eX.

A partir d'une telle donnée, on peut construire une variété complexe compacte S(m, o), dite
variété de Kato, en prenant le quotient de X \ o(B) par Paction de o o 7.

L’application f = woo : B — B définit un germe contractant en 0, dit germe de Kato.

En dimension 2, les germes de Kato sont exactement les germes stricts.

Les propriétés de ces variétés sont bien connues en dimension 2, grace aux travaux de Kato, Na-
kamura, Dloussky, Oeljeklaus, Toma. Les surfaces de Kato ont une dimension de Kodaira négative,
et leur premier nombre de Betti est égal & 1 (en particulier ces surfaces sont non-k&hlériennes). Une
conjecture tres importante en géométrie complexe affirme que toute surface complexe compacte
avec les propriétés ci-dessus et deuxieme nombre de Betti bs > 0 est forcement une surface de
Kato. La conjecture & été montrée par Teleman [Tel05, Tel10] pour by = 1,2, voir aussi [DOT03].

Les surfaces de Kato S = S(m, o) ont un lien tres étroit avec la dynamique des germes associés
f = moo. En fait, S est une compactification de I’ensemble des orbites par f, et il y a une
correspondance entre les objets invariants par f, et les objets analogues dans S.

Les formes normales pour les germes rigides contractants ont bien poussé en avant 1’étude des
surfaces de Kato et leur classification, en permettant de déterminer ’existence d’objets invariants,
comme des courbes ([Nak84, Dlo84]), champs de vecteurs et feuilletages ([DO99]), courants positifs
fermés ([Tom08]), et donc des objets géométriques analogues sur les surfaces associées. Le cas
le plus flagrant de I'importance des formes normales est donné probablement par [DOTO01], ou
la classification des germes stricts contractants est un des ingrédients essentiels pour obtenir la
classification complete des surfaces de classe VII avec champs de vecteurs.

2.3 Variétés de Kato en dimension 3 - [3]

En dimension 3, on est bien loin d’une classification des variétés complexes compactes, et, bien
qu’il existe déja quelques constructions de variétés non-kahlériennes (& partir des variétés de Hopf,
voir par exemple [Mee00, Bos01, San87, OR06]), on aimerait bien trouver d’autres exemples de
variétés non-kahlériennes dont on comprenne la géométrie.
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Dans ma theése [Rugl1], j’ai étudié en détail un exemple de variété de Kato de dimension 3. Pour
cela, j’ai considéré un automorphisme polynomial spécifique de C? dont I’ensemble d’indétermination
a linfini n’intersecte pas celui de son inverse (i.e., il est régulier au sens de Sibony [Sib99]), propriété
satisfaite en dimension 2 par les automorphismes de Hénon.

Les résultats obtenus peuvent étre résumés dans 1’énoncé suivant.

Théoreme. Soit f : C2 — C3 lautomorphisme polynomial donné par
f(z,y,2) = (2% + cv* + 2, 0> + 2,9) avec c € C.

L’action de f sur le point a Uinfini p=[0:0:1:0] définit un germe superattractif f, qui admet
une décomposition comme germe de Kato f, = m o o. Toute variété S biméromorphiquement
équivalente a la variété de Kato S(m, o) satisfait les propriétés suivantes :

— S est obtenue comme la compactification de [’espace des orbites par f de points qui partent

a linfini sous itération positive, en ajoutant un diviseur adéquat F ;

- S a une dimension de Kodaira négative ;

— le premier nombre de Betti de S est égal 4 1 (en particulier, S est non-kihlérienne) ;

— le diviseur E ne se contracte pas sur un point;

— S admet un feuilletage holomorphe de codimension 1 ;

— les seules courbes compactes de S appartiennent a E.

Le choix de cet automorphisme est di au fait que il est (essentiellement) 1'unique automor-
phisme régulier de C? de degré 2 & conjugaison pres. Cette méme classe d’automorphismes avait
été considéré par Oeljeklaus et Renaud [OR06] pour construire une compactification de I'espace
des orbites partant a I'infini, mais sous itération négative.

L’étude de cet exemple repose sur la décomposition explicite f, = moo. Une fois fixé une telle
décomposition (qui n’est pas du tout unique), on peut calculer les nombres de Betti de S(m, o), les
fibrés normaux et les intersections de toutes composantes irréductibles de E dans S(w, o). On en
déduit les informations sur la dimension de Kodaira. On adapte un critére di & Grauert [Gra62)]
pour montrer que le diviseur E ne peut pas étre contracté sur un point (en contraste avec le cas
de dimension 2). On utilise enfin les formes normales dans [Rugl3b] pour en déduire lexistence
d’une feuilletage de codimension 1 et étudier la structure des courbes compactes dans S(7, o).

Travaux en cours et projets de recherche

1 Variétés complexes compactes non kahlériennes
1.1 Données admissibles

En un projet en commun avec Charles Favre, on développe un cadre tres général pour construire
des variétés complexes compactes, qui généralisent a la fois les variétés de Kato et les surfaces ob-
tenues comme espace des orbites d’automorphismes contractants sur singularités normales isolées.
Ces variétés sont obtenues comme une compactification adéquate de certains systémes dynamiques
locaux, construits comme suit.

Définition. Soit X une variété normale, W un sous-espace analytique compact de X, et F :
X --» X est un biméromorphisme de X qui induit un biholomorphisme avec I'image sur X \ W.
Supposons en plus que F(W) =W, F(X) € X, et (", F"(X) C W. Le triplet H = (X, W, F)
est appelé donnée admissible.

A une telle donnée admissible H, on peut toujours associer une variété complexe compacte
S(H) comme suit. Soit U un voisinage de W U F'(X) relativement compact dans X. Alors

S(H) = X\ F(U)/(F).
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On veut comprendre les propriétés géométriques de ces variétés, comme par exemple la di-
mension de Kodaira, la dimension algébrique, les espaces de cohomologie et de déformations, la
structure des sous-variétés compactes, l’existence de feuilletages holomorphes, de courants po-
sitifs fermés, etc. On considere les données admissibles a équivalence pres, pour une relation
d’équivalence qui implique que les deux variétés associées sont biméromorphes.

Dans le cas d’automorphismes contractants, deux automorphismes contractants sont conjugués
si et seulement si les données admissibles associées sont équivalentes.

Le travail [FR13] peut étre donc vu comme une classification des données admissibles associées
aux automorphismes contractants de singularités normales de surface, et la description géométrique
des surfaces obtenues par cette construction.

1.2 Données admissibles en dimension 2

Dans un travail en cours avec Charles Favre, on généralise les résultats de [FR13] au cas des
données admissibles H = (X, W, F) en dimension 2.

Les techniques utilisées varient selon les propriétés dynamiques et géométriques de H.

Si F(X\W) C X\ W et si la forme d’intersection de W est définie négative, par un théoreme
de Grauert [Gra62] W peut étre contracté sur une singularité normale, et on retrouve le cas
d’automorphismes contractants. Si on quitte I’hypothese de négativité sur la forme d’intersection de
W, une partie des techniques utilisées dans [FR13] peut étre adaptée, mais de nouvelles difficultés
apparaissent. Par exemple, W n’admet plus un voisinage fortement pseudoconvexe, ce qui nous
donne une obstruction a la construction d’un potentiel plurisousharmonique, et une difficulté
technique supplémentaire. En plus, la construction d’une donnée admissible H' = (X', W' F’)
équivalente & H et olt X’ est lisse et F est holomorphe est plus délicate. Il nous faudra adapter
les techniques & la Diller-Favre [DF01] pour surmonter cette difficulté.

Le cas F(X\U)NW # () est de nature tres différente. Si en plus F'(W) est un point et W a une
forme d’intersection définie négative, la surface associée est une surface de Kato (voir [Kat79al).
Pour classifier de telles données admissibles a équivalence pres, on utilise des techniques valuatives,
en étudiant ’action induite par F' sur un espace de valuations bien choisi.

1.3 Automorphismes contractants sur des singularités normales isolées en toute di-
mension

La structure des données admissibles parait délicate a comprendre en dimension plus grande.

Dans le cas de données admissibles qui proviennent d’un automorphisme contractant f :
(Y,0) — (Y,0), une partie des techniques utilisées dans [FR13] peut étre appliquée en toute di-
mension. La difficulté principale pour I’étude de ces automorphismes est de contréler la dynamique
induite par f sur le diviseur exceptionnel d’une désingularisation de (Y, 0).

En dimension 3, on peut utiliser la classification de champs de vecteurs sur les surfaces com-
plexes compactes. Cette classification nous donne des restrictions sur la géométrie des surfaces qui
peuvent apparaitre dans le complexe dual d’une désingularisation bien choisie. En utilisant encore
les propriétés de contraction de f, on pourra en déduire d’autres restrictions sur la structure du
complexe dual de cette désingularisation.

En particulier, on peut poser la question suivante.

Question. Soit f : (Y,0) — (Y,0) un automorphisme contractant sur une singularité normale
isolée (de dimension 3). Soit m : X — (Y,0) une désingularisation telle que 7=1(0) est a croise-
ments normauz simples.

Est-ce que le complere dual de 7=1(0) est homotope & un point ?
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1.4 Variétés de Kato en dimension supérieure

En toute généralité, la classification des données admissibles est stirement un projet ambitieux.
Les raisons en sont multiples. On se focalise sur le cas des variétés de Kato.

— En dimension d > 3, un germe de Kato n’est pas forcément rigide ; par exemple, ils existent
des germes de Kato f : (C¢,0) — (C%,0) pour lesquels C(f>) a une infinité de composantes
irréductibles.

~ Soit f : (C%,0) — (C%0) un germe strict. On ne sait pas si un tel germe admet une
factorisation comme germe de Kato f = 7o 0.

— Soit f : (C%0) — (C%,0) un germe de Kato. La factorisation f = 7 o & n’est pas du tout
unique, et il n’y a plus un modele minimal qu’on puisse choisir, comme en dimension 2.

— Méme pour les germes de Kato f avec C'(f*°) a croisements normaux, il n’y a pas de formes
normales qu’on puisse utiliser.

— La structure d’une application birationnelle en dimension 3 peut étre tres compliquée. Ce
n’est pas nécessairement une suite d’éclatements (voir [Bon02]), et méme lorsque c’est le
cas, la dimension des centres d’éclatement peut étre positive, ce qui nous force a prendre en
considération leur géométrie.

Actuellement, je poursuis mes recherches dans deux directions.

D’une part, j’analyse des exemples particuliers en détail, en tentant de pousser les calculs de
leurs invariants basiques, comme la dimension algébrique, la cohomologie des faisceaux, leur espace
des déformations, ou l'existence des objets comme sous-variétés compactes, champs de vecteurs,
feuilletages, courants positifs fermés. Dans des cas spéciaux de germes de Kato f = w o o, on
pourra utiliser les formes normales dans [Rugl3b] et en déduire des informations sur les variétés
de Kato associées.

D’autre part, j’étudie les propriétés générales des données admissibles, en utilisant a la fois
des techniques dynamiques et des techniques algébriques, qui peuvent enrichir les techniques déja
présents en littérature pour ’étude de variétés obtenues comme quotient par I’action cocompacte
d’un groupe discret (voir par exemple [OT05, Verl3, Bos01, Bat13]).

Comme exemple de possibles questions qu’on peut se poser, je présente la situation suivante.
Soit f = m o o un germe de Kato. On peut considérer I'action f, induite par f sur ’espace V
des valuations (convenablement rénormalisées) centrées en 0. En dimension 2 les propriétés de
I’arbre des valuations et des actions induites par des germes sont trés bien connues, et on peut
montrer que [, fi'(V) = {v.} consiste d’'une seule valuation non-divisorielle. Selon le type de v,
(valuation de courbe, irrationnel, infiniment singulier), on peut distinguer le type de surface de
Kato associé (Enoki, Inoue-Hirzebruck, ou les surfaces de Kato intermédiaires respectivement), et
en particulier en déduire la structure de ses courbes compactes. Voir [FJ04] pour une description
précise de l'espace des valuations, et [D1o84] pour une description des types de surface de Kato.

En dimension 3, on peut poser les questions suivantes.

Question. Soit f : (C?,0) — (C3,0) un germe de Kato. Sous quelles conditions I’ensemble
N, f&(V) est formé d’un seul point v, ? Quel type de valuation v, peut-on obtenir d’une telle
facon ? Quelle est la structure des sous-variétés compactes pour les variétés de Kato associées ?

2 Dynamique locale des germes contractants
2.1 Conjecture d’Ecalle en dimension 2

Ecalle a conjecturé que deux germes superattractifs formellement conjugués le sont holomor-
phiquement, et ce en toute dimension.

On sait que cette conjecture est vraie en dimension 1 (par le théoréme de Béttcher), et pour
les germes superattractifs rigides en dimension 2 (voir [Fav00]).

14



Dans un travail en collaboration avec Charles Favre, on se propose de montrer que cette
conjecture est vraie en dimension 2. La stratégie que nous proposons est la suivante. Soient f,g
deux germes superattractifs en C2, et supposons qu’il existe une conjugaison formelle ¢o f = go ¢.

Par les résultats de [FJO?]7 il existe m: X — (C2,0) et ne Y — (C2,0) suites d’éclatements de
points, et deux points pem1(0)et g€ put(0) tels que 77t o fomet u=! ogom définissent des
germes rigides f et § en p et ¢ respectivement. D’abord, on montre qu’on _peut choisir 7 et p de
telle facon que la conjugaison formelle ¢ induit une conjugaison formelle gb entre f et g. Si f (et
donc §) est contractant, on sait par [Fav00] que la conjecture d’ Ecalle est valide, et donc que ¢
est convergente. Dans ce cas la, on peut conclure que ¢ est de sa part convergente, en procédant
par récursion sur le nombre d’éclatements de 7 et p. Dans le cas non-contractant, il nous faut une
analyse plus détaillée des formes normales pour ce type de germes.

2.2 Rigidification et taux de contraction sur singularités normales de surface

Les problématiques de classification a conjugaison birationnelle pres et de déterminer les suites
possibles pour le taux de contraction des itérés d’'un germe nous intéressent aussi dans le cadre
singulier.

Dans le cas lisse, les deux résultats se basent sur I’étude de la dynamique induite sur I'arbre des
valuations V. De méme, & une singularité isolée (Y, 0) on peut associer un espace de valuations Vy
(voir [Fav10]). L’espace Vy perd sa structure d’arbre réel, et la dynamique induite par un germe
f:(Y,0) = (Y,0) est plus délicate & étudier.

Dans le cas ou f est fini, on peut utiliser la classification de Wahl [Wah90], et étudier la
dynamique des formes normales de tels germes fournies par [Fav10].

2.3 Germes rigides en caractéristique positive

Ces problématiques peuvent bien s’énoncer aussi dans le cadre des germes analytiques f :
(K2,0) — (K2,0), ot K est un corps quelconque. Les travaux [FJ07, GR13] marchent directement
si K est de caractéristique zéro. Dans le cas de caractéristique p > 0, il faudra utiliser des tech-
niques plus géométriques, et gérer 'existence de morphismes non-constants a dérivée nulle (comme
Pautomorphisme de Frobenius F'(z) = aP).

En méme temps, je veux classifier les germes rigides contractants sur un corps de caractéristique
positive en dimension 2.

Le premier cas que je voudrais considérer est donné par les germes de la forme

fla,y) = A2l + h(z,y)), 2"y (1 + g(z,y)),

avec h(0,0) = g(0,0) = 0, ¢ > 2, b > 0. Pour le germes de cette forme, {zy = 0} est totalement
invariant. Par les résultats de [Rugl3b], & conjugaison analytique prés on peut supposer h = 0. Si
c et p la caractéristique du corps sont premiers entre eux, alors a conjugaison analytique prés on
peut aussi supposer g = 0. Si ¢ est un multiple de p, la situation est analogue au cas considéré
dans [Rugl3a]. On peut se poser la question suivante.

Question. FEst-ce que Uapplication f définie ci-dessus est (analytiquement) conjugué d un germe
de la forme

(z,y) = (Az,2°y°(1 + P(y))),
pour un quelque polynome P € Kly] ?
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2.4 Germes rigides en toute dimension

Je poursuis ma recherche d’une classification des germes rigides contractants en toute dimen-
sion.

On cherche a trouver des sous-classes bien choisies de germes “rigides”, et en trouver des formes
normales intéressantes.

Il parait raisonnable de se focaliser sur la dimension 3. Le seul cas non étudié dans [Rugl3b]
est d'un germe contractant f : (C3,0) — (C3,0) avec C(f*°) = {z = 0}. Cette seule hypothese
ne suffit pas a fournir une classification complete, car la géométrie de ces germes est encore trop
vaste.

Il nous faut donc trouver des conditions additionnelles de rigidité pour trouver la juste classe
de germes rigides & étudier. Comme premiére étape, on impose que soit f({x =0}) = {& =y = 0},
soit f({z = 0}) = 0. Considérons la situation ou f({x = 0}) = 0 et dfy admet une valeur propre
différente de 0 de vecteur propre transverse & {x = 0}. Dans ce cas, et par les résultats de [Rugl3b],
on peut écrire f sous la forme

f(z,y,2) = (/\x,x“g(x, Y, 2) +p(x),xbh($7y, z) + q(x)),

avec g(0,y,2) # 0, h(0,y,2) #Z 0.
La premiére question que je me pose, en similitude avec les résultats de [Rugl3b], est la suivante.

Question. Sous quelles conditions le germe f comme ci-dessus est conjugué a une application de
la forme :

Fl@,y,2) = O, 2®(ay + B2) + Pla), 2’ (vy + 62) + §(x)),

avec ad # py ?
FEst-ce que on peut toujours se ramener a une telle forme normale a conjugaison birationnelle

prés ?

Une telle forme normale implique qu’il existe un feuilletage invariant donné par {x = const};
de plus, f agit par applications linéaires affines sur les feuilles.

D’abord, je montrerai que cette forme normale peut étre atteinte quand la partie linéaire de
(y,2) — (g(0,y,2),h(0,y, 2z)) est inversible.
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