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Valeurs spéciales de la fonction zéta de Riemann

1 1 1

25 3 ns
L. Euler: (22

1 2T mBQm

C(2m)z—§- (2m) pour m >1
avec
p— :Zﬁ't o t] < 2m.
k=0

En particulier ¢(2m)r 2™ € Q pour m > 1.
Exemple (m = 1):

7T2

I 1 1 1
2) =1+ — — T
¢(2) Jr4+9+16jL +n2+ 6



F. Lindemann: 7 est transcendant.

R. Apéry:
1 1 1

1
(B)=14=+ ot —F+—+-

8 27 64 n3

Mesures d’irrationalité: G. Rhin et C. Viola:

p _
c2) -2l > ¢ 5,4412...

7, m2: E. Borel, K. Mahler, N.I. Fel’dman,. ..

Z Q.

(1996)

(2001)

C(2), ¢(3) : R. Apéry, F. Beukers, G.V. Chudnovskii, E.M. Nikishin,
L. Gutnik, M. Hata, Yu.V. Nesterenko, Dvornicich, G. Rhin, C. Viola,. ..

T. Rivoal: Irrationalité d’une infinité de ((a) avec a impair > 5.



K. Ball + T. Rivoal: Le Q-sous-espace vectoriel de R engendré par les
nombres ((3),((5),...,((a) a une dimension

(1+o(1)).

log a
— 1+ log?2

T. Rivoal, W. Zudilin: Un au moins des 9 nombres
¢(5), ¢(7), €(9), ¢(11), ¢(13), ¢(15), ¢(17), ¢(19), ¢(21)
est 1rrationnel.
W. Zudilin: Un au moins des 6 nombres
¢(5), ¢(7), ¢(9), ¢(11), ¢(13), ¢(15)
est irrationnel.
Conjecture. Les nombres

m, C(3), C(5),...,C(2k+1),...

sont algébriquement indépendants.



Définition: Nombres polyzétas. Pour s = (s1,...,s:) dans Z* avec
s1>2ets; >1 (2<j<k),

C(g) = Z nl_sl .. °nl;Sk'

ny>e>ngE>1

Question. Quelles sont les relations algébriques entre ces nombres?

Remarque: Le produit de deux nombres polyzétas est encore un nombre
polyzéta.

Exemple:
1 1 1 1 1
Z E Z ms/ o Z nsmsl + Z ms/ns + Z ns+8/ .
n>1 m>1 n>m>1 m>n>1 n>1

¢s) - Cs) = (s8) 4+ ((shs) 4+ s+ ).



Pour s = (s1,...,5,) et 8 = (s},...,s),), le produit des séries donne

(Stuffie) C(s)C(s) =D ¢(s")

ou s” décrit un ensemble de multi-indices s” = (s7,..., s}, ) vérifiant

/! 1) / /
81_|_”'+8k;”:81+"'+S]€+81+°"+8k/

et
max{k,k'} <K' <k+ k.

Terminologie: Le poids de s est |s| = s1 + -+ + si alors que k est la

longueur de s

Pour p > 2 on désigne par Z, le Q-sous-espace vectoriel de R engendré
par les 2P~2 éléments ((s) avec s = (s1,...,5;) de poids |s| = p (et
s1 > 2). Soit d, la dimension de Z,.



car

Petits Poids

Zy=Q avec ((s):=1pour k=p=20
z, = {0}

Zy ={C(2))g

Z3 ={C(3))a car ((2,1) = ((3) (Euler)
Zy = {((4))a = (€(2)*)a = (h)q



Zs = (C(2)C(3), C(5))a, donc ds < 2.

Démonstration.

¢(2,1,1,1) =¢(5),
C(Sa 1, 1) — C(47 1) — QC(5) - C(Q)C(S),

C(2,1,2) = ¢(2,3) = 20(5) — 2£(2)C(3)
C(2,2,1) = ((3,2) = 3¢(2)¢(3) — 5 <(5).

Question. Le nombre

est-il irrationnel?

EZ-Face par J. Borwein, P. Lisonek et P. Irvine

http://www.cecm.sfu.ca/projects/EZFace/index.html



Conjecture (D. Zagier). Pour p > 4,

dp = dp_s+ d,_s.

Formulation équivalente:

1

deXp: 1_— X2 _ X3
p=>0

Conjecture (M. Hoffman). Pour p > 1, une base du Q-espace vecto-
riel Z, est donnée par les nombres ((s) avec (s1,...,s,) € Z* (k > 1)
satisfaisant

si+---+sp=p et s;€{2,3}



La longueur k définit une filtration sur Z. Notons Z(p, k) I’ensemble
des ((s) avec s de longueur k et de poids p.

La sous-algebre Z de R engendrée par les ((s) est graduée pour le
poids:
ZpZp C Zpipr-

La longueur k définit une filtration sur Z. Notons F*Z, le Q-sous-

espace vectoriel de R engendré par les ((s) avec s de poids p et de longueur
< k. On désigne par d, la dimension de F*Z,/FrF~12Z .

Conjecture (D. Broadhurst). On a

—1

XSY X12Y2(1 . Y2)
d . XPY¥ — (1-X2V) (1 -
PILT ( >< 1—X2+(1—X4)(1—X6)>
p=>0k>0
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Conjecture (A.B. Goncharov). Comme QQ-algébre, Z est somme di-
recte des Z,, avec p > Q.

FExemple. Tout ((s) avec s de poids p < 12 est un polynéome homogene
en les 11 nombres polyzétas suivants:

2 3 5 7 8 9 10 11 12
¢(2) |<3) [¢6) | <) C(9) ¢(11)
((6,2) ((8.2) ¢(10,2)
((8,2,1)
¢(8,2,1,1)




Polylogarithmes classiques

Zn

Lis(z) := Z — pour s>1 et |z|]<]1.

S
n>1

Définition par récurrence:

© o dt
Lii(z Z—: log(1 —2) = / T3
0

n>1

Z%Lls( )=Lis_1(2) (s> 2)

avec Liz(0) = 0.

Pour s > 2, Lig(1) = ((s).

12



Formules intégrales pour les polylogarithmes classiques

Pour s > 2,
dt
Lis(2) :/ Lig_1(t)—
0 ¢

t ts_
1 dt s—2 dt B s—1
Lls / / e / o1 / dts :
ts—l 0 1 — ts

Cas 0 < z < 1:

dt dt dtg_ dt
Lis(z):/ EAZ A A2 :
Ag(2) i1 to ts—1 I -1,

donc

ou As(z) est le simplexe

{(t1,...,ts) ER®; 2>t > - > 1, > 0}.
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Intégrales itérées (Kuo-Tsai Chen):

b b t

Notations:

wo(t) = 77 wl(t) = —

Pour s > 1, w, = wg_lwl.
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Polylogarithmes multiples en une variable

Lli(Z) = Z 51 " )

n o o .nsk
ny>ng>->np>1 1 k

pour |z| < 1 et pour s = (51,...,5;) avec 5; > 1 (1 < j < k).

((s) = Lis(1) pour s; > 2.
Définition par récurrence:

d_. . :
2’/%];1(81,...,8}6)(2) — Ll(Sl—l,SQ,...,Sk)(Z) S1 81 Z 2
d . : :

(1= 2) 7~ Li(,ss,....60) (2) = Li(s;,.. 00 (2) si s1 = 1.

Conditions initiales: Lis(0) = 0.
Démonstration:

15



Notation: Pour s = (s1,...,5;) aveck>1,s; >1 (1 <35 <k),

— S1— 1 Sk — 1
Ws = Wgy """ Ws, = Wy W1 Wy Wi.

Exemples:

Li(ljg)( ) / wWiwowi

/Z ditq /tl dts /tZ dts
O 1_t1

Li(272)( ):/ WoWi1wWoWw1

-], /“HQ/ v

Dimension du simplexe: |s| p01ds de s)
Nombre de wq: longueur £ de s.




Produit d’intégrales itérées

FExemple le plus simple: (avec 0 < z < 1)

I
h(z / 1—t/
dt

1

= VAN

2>t>0 1 —t 1 —u
z>u>0

— U

A\

dt

B / dt A\ du _|_/ du
sstsus0 L=t 1 —w >ust>0 L — U

— 2Li(1,1)(z).

Généralisation: (par récurrence)

Lii(2)" = nlLify, (2)

ou {1}, = (1,...,1) (longueur n).

1 -t
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Deuxieme exemple:

L11 L12

\c\

Wi / WoW1
0

z>t>0
z>u1>ug >0

wi1wWow1 -+
z>t>u1>u9>0

/

1(f)wo(u1)wi (uz)

WowWi1Wwi +
>up>t>ue >0

— Li(1,2) (Z) + 2L1(2,1)(Z)

Plus généralement:

(Shuffie)

Lig Lls

Z LlS//

/

WowW1Wi
>uy >ug >t>0

18
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Mélange (shuffie, battage) de s et s’
Rappel: Weg = wg_lwl = W -+ - Wow1, Ws = Wg, *** Ws), -
Nouveau codage: A s > 1 on associe (e1,...,€s) avec
e, =0 pour 1<i1<s—1 et €,=1.
Plus généralement a s on associe (€1, ...,€,) (avec p = |s|) défini par
Ws = Wey *** W, -

Pour ¢; et €; dans {0, 1},

(wel o o .wep)m<w€,1 .. .we;)/): E wellf .. .w€g+p/
e’

ou €' = (ef,...,€,,,) décrit les suites formées des permutations des
p+ p’ éléments

P S P
qui respectent l'ordre de (€1, ..., ¢€p) ainsi que ordre de (€},. .., €,).



20
Polynomes non commutatifs

Soit X := {xg,x1} un alphabet a deux lettres. On désigne par X*
’ensemble des mots sur X (y compris le mot vide e):

. _ 2 2 .3 .2
X* =A{e, xo, 1, x§, ToT1, T1T0, T, T[, TEGL1, TOTILQ, - - - }-

Les combinaisons linéaires de mots a coeflicients rationnels

g Cy U,

u

ou {c, ; u € X*} est un ensemble de nombres rationnels de support fini,
muni de 'opération de concaténation, est ’anneau unitaire non commu-
tatif

S{) = @<x07 $1>.




Notations.
Pour s > 1, x, := 2 a1 € X*.
Pour s = (s1,...,8k) € Z" avec s; > 1,

R _ 511 so—1 Sp—1
Ys = Tsy =" Ts,, — X L1Z Iy I1.

Nombre de lettres dans y,: poids p = |s| de s
Nombre de x1: longueur k.
Mots qui terminent par xi:

X*ajlz{yi; s=(81,...,8k), k>1, sj>1(1<j<l<;)}.

Définition: f1yi(z) := Lis(2) pour ys € X*x;.
Mots convergents: commencent par xg et terminent par xy:
20X w1 ={ys; s=(s1,...,8k), 5, 21 (2<j < k), s1 > 2}.

P

Définition: ((ys) := ((s) pour ys € xoX*x.

Conséquence des définitions: C(w) = Liy(1) pour w € zoX*z.

21



A un polynome w = E Cy,U € $ on associe

u

Liy(2) := Z coLiy(2)

u

si chaque u pour lequel ¢, # 0 satisfait u € {e} U X*x;. Donc fiw(z) est
bien défini pour

we|Hl = Qe + Hxy

De méme on pose

Z(UJ) = Z CuE(“)

u

si chaque u avec ¢, # 0 satisfait u € {e} U xoX*x;. Pour

w e H? = Qe + xoHry

on a R R
C(w) = Liy(1).
L’application E : 9 = R est Q-linéaire.



Définition. Produit de mélange (shuffle) de deux mots de X*: c’est
I’élément de §) défini par récurrence par:

emu = ume = u  pour u et u' dans X*,

et
(zu)m(z;v) = z; (um(z;v)) + 2 ((viu)mo)
pour u, v in X* et i, j dans {0, 1}.
FExemples. Pour i1, is, j, j1, jo dans {0, 1},
(ZEZ'1$7;2)IH$3' = Ty TigTj + Xjy TjLjy + TjTsy Ty
(xi1$’i2)m(5€jlajj2) =Xy TigTjy Tjy + Tiy Ljy iy Ljy + Xy Ljy Ly Ty +
Tjy Ty LigLjy + Tjy Liy Tjy Ly + Ljy Tjp Ty Tiy -

On prolonge par distributivité par rapport a ’addition a $: cela définit
des Q-algebres commutatives et associatives

Do C D C Hu

23
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Théoréeme de Radford: 5331, ﬁ%u et H sont des algebres (commutatives)
de polynomes sur les mots de Lyndon.
Conséquence:

Do = Holri]l,  Hum = Hulro] = Holzo, 1],

Proposition. Pour u et u' dans 551111,
Liy(2)Liw (2) = Liyme (2).

Conséquence. Pour u et v’ dans ,631,

Proposition.




Définition. On prolonge la définition de Li,(z) a tous les w € X*:
. ~ 1 s
Lie(2) :== 1, Lizs (z) := —(logz)® pour s=>1
s!

et, pour j € {0,1},

Civyue) = [ Tiu(eos(:)

s1 le mot x;u contient la lettre x1.

Série génératrice.

weX*

25



Equation Différentielle de Knizhnik-Zamolodchikov

Condition initiale: z +— I/J\i(z)z_"”'o est holomorphe de valeur 1 au voisi-
nage de 0 dans

C\ {(—00,0]U[1,00)}: . 0 1,

Théoréme (H.N. Minh et M. Petitot). Les fonctions fiw(z), quand
w décrit X™*, sont linéairement indépendantes sur C.

Associateur de Drinfeld (*):
Dy = Z Z(regw)w - (C<<CE(),271>>.

weX*

(*) c.f. p. 33 for regw.

26



Polylogarithmes multiples en plusieurs variables

Pour z = (z1,...,2;) dans le polydisque unité |z;| < 1 (1 <17 < k)
de C*, et pour s = (s1,...,5k) avec s; > 1 (1 < j < k),
an .o an
Li = . k_.
is(2) Z nt ek

ny>ng>-->ng >1

Ainsi
Lié(z) = Lii(z, 1,...,1).

Multiplication des séries:

(Stuffie) Lis(2)Liy (2 ZLISH (2.

ou chaque (s7,27) est de la forme

soit (s;,2i), soit (sh/,z2:), soit (s; + S./,2i2.).
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Exemples:

Lis(2)Lis (2") = Li(s sy (2, 2") + Lisr )(2', 2) + Ligys (227).

Ll(s s’ ,s )(Z 217Z2)+
Ll(sll,s,s/g)(zlvzvz2) +Li(8 S5 5)(21’22’ 2)+
Li(8_|_8/1,8/2) (ZZi, Zé) + Li(s’l,s+s’2) (217 Zé)

LiS( )Ll(s 8 )(21722)

Regle:
S S1 So 0 s3 Sy S
s’ 0 s shb 0 sh S
14 / / / /
§S1 S2+S8] Sy S3 S4+S3 o S
4 L Z3 2425 o 2.

S
!/
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Le produit x et les algebres harmoniques
Produit x (stuffle product) sur X*:
ExU=UXe=1U

pour u € X*,
n mn mn
Ty *W = W* Ty = WT

pour tout n > 1 et w e X*, et

(ysw) * (') = ys (ux (yeu')) + v ((ysu) % u') + yore(uxu')

pour u et ©’ dans X*, s >1,¢> 1.
Distributivité par rapport a l’addition: algebres associatives, commuta-
tives et unitaires

92 C 9, C Hs
M. Hoffman: Algebres (commutatives) de polynomes sur les mots de
Lyndon.
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Théoreme.

AN AN AN

C(yg*yé’) = C(yé)C(yél) quand s1 > 2 et 3/1 > 2.

Autrement dit L
C(u)¢(u") = Cluxu)

/ 0
pour u et u' dans 9.

Exemple:

((5)C(s1,85) = C(s,87,85) +((s],8,85) + (87,59, 5)
+((s + 57, 85) + (81,5 + 53)

pour s > 2, s| > 2et s, > 1.
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Les relations du troisieme type (opérateur d’Hoffman)

Exemple.

Shuflle: L11 (Z)LIQ(Z) — Li(1,2) (Z) + 2L1(2,1)(2)

Stuffle:  Lis(2)Lis (2") = Ligs,s)(2, 2") + Li(y 5)(2', 2) + Lists (22).
Conséquence (z = 2):

IA(LQ)(Zvl)'+'2Ij(2ﬂj(zvl) ::IA(LQ)(Zaz)'+'Id(2J)(Zaz)'+'Id3(Z2)'

Fait:
Z) = L1 2 — 11 Z =
(1,2)\#> (1,2)\ < E : nln%
ni>nz>1

tend vers 0 quand z — 1 dans le cercle unité.



Démonstration: pour |z| <1 on a

1= 2] = (L= 2)(1+ 2+ oo 27| < mafl = 2],

donc ) )
ni1— ni1—

1 — z™2 1

S gy L

n2:1 n2 TL2:1 n2

Du calcul de Li; 1) on déduit

()| < 11— 2[Ligu (20) = 51— 2| (log(1/(1 — [21)))

D’ou la relation d’Euler

¢(2,1) = ¢(3).
Théoréeme (Relations d’Hoffman).

P

((r1*v—xymw) =0 pour ve H.



Relations de mélange double régularisées

reg: 9= 9uro,x1] — N
w —— terme constant de w.

Théoréme (Ihara-Kaneko: ”Regularized double shuffle relations”).

Pour u 6531 et v Ef)o,

E(reg(u * v — umv)) = 0.

Cas u = x1: relations d’Hoffman

E(:z:l*v—xlmv):O pour o€ HY.

33



Conjectures Diophantiennes

Variables indépendantes Z,,, u € {e} U X x.
Pour v =) c,u € $', on pose

Z, = ZcuZu.

u

Remarques.

e Pour u; et wg dans zoX*z1, Zy,mu, € Zu,su, sont des formes
linéaires en les Z,,, u € o X *x;.

e Pour v € 20 X*T1, Zy mv—wz,+0 €st une forme linéaire en les 7,
u € xogX 1.

Soit R D'algebre des polynomes a coefficients rationnels en les variables
Ly, U € xoX* 21 et soit J C R le noyau de

AN

Ly C(U) (’LL ~ CE()X*.CCl).

34



Conjecture 1. Les polynomes
Zu1 Zug _ Z’LLlHIUQ) Zu1 Zug _ Z’LL1*U2 et le*v—xlmva

pour ui,us et v décrivant xoX *x1, engendrent l'idéal 7J.

Conjecture 2 (Thara-Kaneko). Le Q-espace vectoriel engendré par les
formes linéaires

Zreg(u*v—umv)a

otl u décrit ' et v décrit 530, est le noyau de

E:YJO—>R.

Conjecture intermédiaire: u = z%, k > 1.

35
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Tout s = (s1,...,5k) avec s1 > 2 s’écrit

s = (afl + ]-7 {]—}b1—17 a2 ]-7 {1}1)2—17 o QT ]-7 {1}bm—1)

avecm > 1,a; > 1,0; > 1.
Onak=0b;+---+0b,, et entier m est le nombre de 7 avec s; > 2.

Indice dual: s = (s,...,s,,) défini par

§’ — (bm + 1, {1}am_1, oo, b+ 1, {1}a2_1, by +1, {1}a1—1)-

Exemple: k=1 (doncm=1,b; =1) —dual de s:  (2,{1}s_2).
Relations d’Ohno. Pour tout s et tout £ > 0,

Z C(s1+€1,...,8 + €)= Z C(s] + €y, ..., 8 +€)
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Cas particuliers:
Relation de dualité. (¢ =0) C(81y-.-y8K) =C(s], ..., 80)

Formule de la somme. (/ = p—k+ 1) Pour p > 2 et k satisfaisant
1 S k S p— 17

Z C(Slwﬂask):C(p)'

$1+--+sp=p
5122

k =2: L. Euler (1775)

k = 3: M. Hoffman et C. Moen (1996)
Cas général: A. Granville (1997)

Via identités syntaxiques: Minh Hoang

Lien avec des relations de dérivations: K. Ihara et M. Kaneko
Equations fonctionnelles: J-i. Okuda et K. Ueno.



Polyzétas Colorés
Formule de duplication d’Euler

Lis(—1) = —(1 — 275 (s).

Constante de Catalan:

Lia (i) = —%C@) +1G, G = Z (251__1):)2

Transformation Cyclotomique.

Lis(2") = n!87% ) "Li,(02), (n* termes)

\ - n - .
ou 2" = (27, ... ,zk_), oz = (0121,...,0k2K), 0 = (01,...,0k), chaque o;
décrit les racines n'*™* de 'unité.

Question. Quelles sont les relations de dépendance algébrique entre les

nombres

Lis (o) pour o € (Cr..)"7

tors

38



Quelques références récentes

Ball, K., Rivoal, T. — Irrationalité d’'une infinité de valeurs de la fonction zéta
aux entiers impairs. Invent. Math., a paraitre.

Cartier, P. — Fonctions polylogarithmes, nombres polyzéta et groupes pro-
unipotents. Sém. Bourbaki, 53°™°¢ année, 2000-2001, n° 884, Mars 2001,

36 pp.

Ihara, K.; Kaneko, M. — Derivation relations and regularized double shuffle
relations of multiple zeta values. Manuscrit, 2001.

Rivoal, T. — La fonction Zeéeta de Riemann prend une infinité de valeurs irra-

tionnelles aux entiers impairs. C. R. Acad. Sci. Paris 331 (2000), 267-270.
http://arXiv.org/abs/math.NT/0008051

39



40

Rivoal, T. — Irrationalité d’au moins un des neuf nombres zeta(5), zeta(7),

.., zeta(21). Soumis a Acta Arithmetica.
http://arXiv.org/abs/math/0104221

Zudilin, W. — Irrationality of values of zeta-function. A paraitre dans les
Proceedings of the Conference of Young Scientists (Moscow University, April

9-14, 2001)
http://arXiv.org/abs/math/0104249

Zudilin, W. — Arithmetics of linear forms involving odd zeta values. Manus-
crit, juin 2001.

M. Hoffman: http://www.usna.edu/Users/math/meh/biblio.html

D. Bradley: http://www.umemat.maine.edu/faculty/bradley/papers/pub.html



