CHAPITRE 3

La méthode de Gel'fond

§3.1 Le théordme de Hermite Lindemann

Pour illustrer cette deuxidme méthode, nous commencerons par démontrer le théo-
réme de Hermite Lindemann sur la transcendance de e . Nous verrons ensuite un ré-
sultat général sur les fonctions méromorphes satisfaisant des équations différen—

tielles, Voici le théoréme de Hermite Lindemann,

Théoréme 3.1,1. Soit a wun nombre algébrigue mon nul. Alors le pombre % est
transcendant,

I1 revient au méme de dire qu'un logarithme non nul dtun nombre algébrique est
transcendant, On en déduit la transcendance du nombre g .

On effectue, ici encore, la démonstration par 1'absurde, Supposons les deux

nombres

qui sont algébriquement indépendantes sur € , prennent alors des valeurs dans le

corps de nombres
K = 0{a,e%)

pour z =ja , J € Z.
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Soit 6 ={K:@], et soit o €2, 9 > 0 un dénominateur commun de ¢« et e,

Soit N wun nombre entier suffisamment grand,
Montrons déji qu'il existe un polynbme non nul
Py € 2[x,Y] ,
de degre inférieur ou égal 3
R, =R, () = [w.(rog w)™"]
par rapport 3 X , de degré inférieur ou ggal A
R, =r{N) = [(10g N)Z}
2 2
par rapport & Y , gt de taille inférieure ou dgale 4 N , tel gue la fonction
2
FN(Z> = PN{Z,e )

vérifie

&)
—
O
<
i
o

pour 8 = (ye..,8-1 .

lm
e
o~
2
2
¥
o

Pour construire un tel polyn8me PN , on résout le systime
R,+R s
2 d . .
o1 S F () =0, (0¢s <1, =0,1),
dg

ou les inconnues sont les coefficients Ph () de PN . On écrit ce systeéme sous la
'l

forme

R, (W) R, (W) .

1 2 min(s X) ]
s! Al S=0 .A~0C A=q ayip

Lo Lo, 00 Samen Team ¢ 0 - (0070 (e,

= p=

R, (N)-(k—o)+R2(N)—ju_

.0 (O

On doit résoudre 2N équations 3 au moins [N Log N] inconnues, & coefficients
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dans K entiers sur Z ., La taille de ces coefficients peut é&tre majorée par

*| ¢ 3NLog(Log N).

Log(N+1) + Nlog2 + R, Log R, + NLogR, + R, Log|oZa| + R, Log|o%e
Le lemme (1.3.1) de Siegel montre qu'il existe des entiers rationnels

p)\’u(N),OékéR1 » O p< R, »

vérifiant

2N
)3N+1 ]N( Log N—é)
s

0 < max |p

o Mu(N)I <1+ [V n(Log W

et tels que la fonction

R R,
1 2 Az
NOR I BN
A=0 =0

vérifie

S

d ) X

— Fylda) =0, (0 ¢ s ¢ W1 , 3 =0,1) .
dz

Pour N suffisamment grand, on a

Log Log N

Log max |p TR

<N,
(}\-; Hr) A

(w)] ¢
B

La fonction FN ainsi construite n'est pas identiquement nulle, donc 1'un des
nombres

dS

—7r (0),s >0
s N

dz

est non nul, Notons M le plus grand entier tel gue

s

4 . .
— FN(Ja) =0 POUT 8 = Opeeasl-1 ,  =0,1 .
dz

On aura done M 3 N , et il existe jo € {0,1} tel que

Ty H

FN(joa) £0.
dz

On note j1 1*é1ément de {0,1} distinet de

Jo -
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la fonection

7 (z)

N

Gy(2) = 57—
z (z-a)

est entidre; et on a

M.
= 1A -
Ty = M0 e J1a) RME RN

Le principe du maximum, pour la fonction G.N , sur le disque gz} < M2/3 , donne

[GN(joa)l < |r

ee SUD  ee——
V'R RM |z|=R lz—alM
Or on a
B, RR
WMR<(§HX%HkNR1e 2 ¢,
dtol

}YNI < M!(?+{a§)M.e2M,(j%)M .
R

. 1 2
(on a majoré, pour |z| =R, Te=a] par =),
Z=q R
Dol finalement
7 4 1
Log[yN{ {gllogN-cHNLogN(~gNMlog .

R1+R2

La taille de se calcule facilement : o est un dénominateur de Ty o et

Ty
— N M % ow - e om o an 3M
Il < (R, +1)(Ry41) 007 (1) .27, Ry (14fa]) T(+]e®]) © ¢ Rye™ < (Tog W)
dtolh

t(y,) < 3 M Log(Log M) ,
ce qui contredit la relation

-2 & t(y,) < Logly,| .
N N

Ie théoréme de Hermite Lindemann est ainsi démontré.,
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§3.2 Deuxi®me démonstration du théortme de Gel'fond Schneider

1a méthode que nous venons d'utiliser pour démontrer le théoréme de Hermite
Lindemann est inspirde par celle gqu'a utilisée Gel'fond pour résoudre le septitme
probléme de Hilbert,

On remargue gque, si

a = ez , b, ab = ebz

sont trois nombres algébriques, alors les deux fonctions

sont algébriquement indépendantes (si b ¢ §), prennent des valeurs dans le corps de

nombres
b
K=aa,b,a)

pour z = JjL, j € 2, et vérifient des équations différentielles & coefficients
dans K.

On construit alors un polyndme non nul

Py € z[xi,x2] ,

5

1 3
de degré inférieur ou égal 3 N2(lLog N)? par rapport & X1 et & X , de taille
inférieure ou égale & 3,[X :Q]Z.N , tel que la fonction

r(2) = By(e”, &™)

vérifie

as
-3 FN(jz) =0 pour J = O,...,[K :Q]+1 s et 8 =0,...,N=1 .,
dz

On note ensuite M le plus petit entier pour leguel il existe jo €z,
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0« jo < [K:ql+1 , avec
Ty = ég% FN(joz) 0.
Le principe du maximum (sur le disque |z| < M%) permet de majorer lYNI par
Log|yN| ¢ ~+[K:q]MLog¥ + M{Log M)3/4 ;
la taille de Ty vérifie

t(y,) ¢ ¥ MLogk + M(Log M)3/4 5

N
de plus, le dénominateur de Yy est majoré par

Log d(YN) ¢ M(Tog M)3/4 .
La relation (1.2.4)

~[x : @]Log d(yN) - ([K=Q]-1)L°€1KI| < L0g|YNl

n'est pas vérifide, ce qui apporte la contradiction attendue,

le théortme 2,1.1 est donc de nouveau démontré.
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§3.3 Yaleurs algébriques de fonctions méromorphes satisfaisant des équations Giffé-

rentielles

Tous avons vu (2,2.1) que la méthode de Schneider permettait dtobtenir des pro—
priétés arithmétiques des valeurs de Tonctions entidres algébriquement indépendantes,

11 en est de méme de la méthode de Gel'fond, mais, de plus, on doit supposer
que les fonctions considérées satisfont des éguations différentielles ; en contre-
partie, cette hypothése supplémentaire permet d'obtenir un résultat plus fin,
Théoréme 3.3.1. Soit X un corps de nombres, Soient f1""’fh des fonctions méro-

morphes. On suppose gue les deux fonctions f},fz sont algébriguement indépendantes

sur @ , et sont dlordre inférieur ou égal & TN respectivement., On suppose éga—

lement gque la dérivation é% opére sur l'anneau K{f1,...,fh}.

Alors l'ensemble des nombres complexes w , gul ne sont pas pbles de

f1’.."fh s _Q_'E_ tels que

fj(w)eK pour 1 & 5 <h ,

est fini, et a au plus

(p1+pz)[K 1]
éléments,
Oon déduit évidemment de cet énoncé le théordme 3,1.1 de Hermite Lindemann et le
théoréme 2,1.1 de Gel'fond Schneider,
I1 v a une petite difficulté technique dans la démonstration du théoréme 3.3.1.
Jusqu'd présent, bous les calculs de la taille de nombres algébrigues reposaient sur

(1.2.5). Maintenant, 1l'intervention des équations différentielles compligque un peu
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la situation, On résout ce probléme dans le lemme suivant,

Lemme 3,3.,2, Soient K un corps de nombres, et f,,...,f

) n des fonctions complexes,

1l existe un entier C > 0 ayant les propriéiés suivantes,

Solt w € € ; on suppose gue les fonctions f1""’fh sont holomorphes au voi-

sinage de w, gue la dérivation % opére sur 1l'anneau K[f1,...,fh] , et que
fj(w) €K pour 1< Jgh.

Soit P € Z[X1,...,Xh:| un polyndme non nul de degré total r et de degré s

par rapport & X, + S0it F = P(f1,...,f ).

h
Alors on a, pour tout entier k 3 O ,

5
— Pw) € x;
4z

Se plus,

k+r kir
Fal @) el ()P

k
est un dénominateur de -d—k Plw) ;s et
dz
dk h h
s(—¢ P)) < #(P) + %k Tog Cller) + J (rj+C.k)S(fj(W)) +7 Log(1+rj).
dz J=1 =1

On remargue que le cas k = 0 correspond & {1.2.5). On va effectuer la démonstra—

. . s P d
tion par récurrence sur k ., Par hypothése, les dérivées -(%- f1"“’€5 fh peuvent

stexprimer comme des polynbmes en f%""’fh ; soit C1 le maximum des degrés to—
taux de ces h polyndmes, que l'on dcrit sous la forme

Vs Vi

— — z : ’ s
= V. L teeadV. . LC u(vjy" "“’vj,h)f1 ety ’
3.1 0T i

avec

u(v, )€K, 1¢ignh,1¢4<h.
Jrk
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soit P ¢ Z[Xj,...,Xh] un polyndme non nul de degré total r et de degré rj

par rapport a X. :

P ~E,‘ Z: DAy seeerdy) X, ...xh}\h = I P(Ayseeeshy) x:\’...x}th .

l1 =0 }\h-—.O }\1 Faes +}\h\<r

On calcule facilement la dérivée, en w , de la fonction

F = P(f £) = (») f)\1 f)\h'
= T —%_;;'p f e :

1 h

(—%F-){:"p(k}zk(ﬁ f3)f ,d%fi

1=t A
)\J 1,]
{; E p(A)on,oulv, (I f Iy
i i,3
i +...+V h{C J?él
1

7\1+vi i—1

x T,

1

Beriveons cette expression sous la forme

a Mot
o 7{z) _-_%_‘; q(p,) f1 "'fh ’

avec
+...+ph r+C -1
et
By < I'i+C1 ;
done

o) = alpy,eesn) = 773 oW)anguly, ) oex,

ol la somme est étendue & 1'ensemble

{(M’“"?\h ,i,v,

hit
l,’,...,vi’h) ¢ 7

A.+Y. .= p, pour J # 1
5*Vi,g Ty PN I AL

-

}\i+vi,i = p,i+1 s 1&1¢h, vi,1

FoeetVy 1 € Oy Mtenaty < r} .

1

On a alors
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?a§ [atwl] < Z:: lP(h)l.xi.lu(vi,j$‘
[

¢max [p(0)]r mex [T, .0 +1)
(A) 1,375 &

r

t
\<02re(P),

avee

h
o, = (c,+1)". max !uivi,jfl.

liaivi,j
D'autre part, si 03 est un dénominateur commun aux nombres
L A R R
alors C3 est un dénominateur de q{p) , et
C,+r C,+r,
11 1h
0 .a(t, (w) eeo aley ()

est un dénominateur de

d
'a'z F(W) .

Par récurrence, on constate que l'on peut éerire

k
a B,y Pe,n
S =gl £ B g0
Hye
aveqg
h
jg p’k,;} £+ k(C1—1) y
By £ rj + k 01 +1€3<h,
et a, () €K,

d(qk(pk)) diviae c];,

S(qk(uk)) < k Log C, + (P) + k Log(r+kC1—k) .
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(On majore

Kt
i (r+z(cw—1))
=0

par
(reke, 1)),

On ddduit alors de (1.2.5) @

(dk F(w)) -
s(— Fw)) ¢ t(p) + z:: (ri+kC1)S(fi(W>)

dz i=t

h
+ § Log(ri+kc1+1) + k Log CZ(r+kC1—k)

h
< t(P) + x Log C4(k+r) + E (I‘i+kC1)S(fi(W))

h
+ E Log(ri+1)
i1
dés que C,»C, C.e .

On obtient le résultat annoncé en choisissant (¢ wmultiple de C3 , et ¢ C4

Remarquons que la constante (¢ est indépendante de w ., {B1lle ne dépend d'ailleurs
pas non plus du corps de nombres X , mais seulement des polyndmes exprimant que la
dérivation opére sur K[f1,...,fh]).
Nous sommes préis, maintenant, & effectuer la démonstration du théordme 3.3.1.
Soient W1,...,Wm (m > 2) des nombres complexes, non pdles de f‘|"“’fh ’

tels que
fk(wj) €K pour 1 ¢kg¢h , 1£jgm,

Nous allons établir la majoration m g (p1+p2)6 , avec & = [K:@] . Soit N
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un entier suffisamment grand ; C,,...,C

' 6 désigneront des entiers indépendants de N

{ces constantes sont facilement calculables en fonction des donndes de 1'énoncé),
Montrons qu'il existe un polyndme non nul
L z{x1,x2] ,
de degré inférieur ou égal A 0
2

[Np1+p2.(Log 03]

Il

R,(N)

P

R,(N) = [Np'+92(Log N)%]

par rapport & X, et X, respectivement, et de taille inférieure ou égale &

Zém N , fels gue la fonction

F = PN(f1,f )

2
vérifie
s
d .
e T (w.) =0 pour 8 = 0,...,N=1 t =140,
dzs L

Notons dk (1 ¢ x¢h) un dénominateur commun des nombres

fk(wj) y (1 ¢igm .

On résout le systéme

X R1+C1N R2+C1N a°

ol .0 —F(w.)=0,
1 2 dzs N
clegtwi=dire
R1 R2 N R1+C1N R2+C1N a5
o nenedle T 2 T e e, -
A=0 =0 dz 3

D'aprés le lemme %,3,2, on peut choisir 01 > 0 tel que les coefficients de ce sys—

82



3413

teme soient entiers sur Z , de taille majorée par
¥ Log N + C2N £ 2N Log N .

On obtient m.N équations & (R1+1)(R2+1) 3 N Log N inconnues ; le lemme 1,3%,1 per-

met de trouver des entiers rationnels

Px,p(N)’O‘<>“<R1 s OC HKR, ,

vérifiant

SmN
(Log N—6m) ¢ eBémN

2N+1 Log N)N

0 <max |p. (W] ¢ (22 ¥
As b A

tels que la fonction

R

{%3 -2 ( ) K1 XZ

Fo= D N)f f

N = As 172

vérifie
dS
— F (w.) =0 pour 0¢s¢N=1,1¢jgm.
dzS LA

Les deux fonctions f1,f2 sont algébriquement indépendantes sur § , et le po-

1yndme PN est non nul, Donc, pour tout z € € 1'un des nombres

dS
_SFN(Z) ’ (S>/O’SEZ)

dz
est non nul, Notons M le plus petit entier tel qu'il existe jo €EZ, 1 jo §m,
avec
M
d
Y, = —=F {w, ) £0.
N dzM N Jo
Oon a donc

s
d

—_F (wz) =0 pour 1 {Jjgm, 08 M1
dzS N
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Soient h1 ,h2 deux fonctions entidres, d'ordre inférieur ou égal & Py s P, TeS-
pectivement, ne s'annulant pas en W&,...,Wm , et telles que les fonctions h1f1 et

h2f2 soient entigres, Alors la fonction

est entidre, et admet les zéros WT,..,,W , d'ordre au moins égal & M . Par consé-
m

quent la fonction
R R m
g (2) = h1(z) 1.h2(z) 2.FN(Z). hid (z—wj)_M

N =1

est entitre dans (€ ; on lui applique le principe du maximum sur le disque de rayon
1

P,*P,
M 172 ,
et on utilise la relation
-3 -R
=M e )n ) T () 2 1 (w. w )Y,
Jo JO o 37430 o J
Donc
m -R -R, R, R
M - 1 2 L
vy,l ¢<m @ [w, =w_|". sup o |zw, | |0, (w, e (. ) “on, 'n “F .
N 374:10 do d |z|=R 3=1 J 1, 27, 1 2 “wlr
R, R
On majore !h 1h 2F par
1 2 N'R

2 5mN R1 RZ
(R1+1)(R2+1) e .(§h1f1{R+1) .({h2f2{R+1)
dtou

R, R
Log|n, ' °F

< p2)
1 2 wg t

(mr ! (10g W%
o5(RiR T +RR ) ¢ 205 u(zog )7,

grice au choix de¢ R,R, et R_ .,

1 2

On majore ensuite

M! par MM s
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I IW. "leM par CM s

I, o 4
et
m mi
sup I iz—w.rM par (E)_m‘M=—_2— .
. J 2 mM
|2]=r 3=t
Py*Py
M
Dol

m

) + MlLog M)3/4 .
Py*P;

Log|yy| < ¥ Log u(1-
La taille de YN se calcule facilement, grfice au lemme 3%,3%,2

1 i
S("N) < t(PN) + M Log(M+W{(Log W)Z) + ¢ M ¢ M log M + M{Log M)? .

5

De plus, le dénominateur de YN est majoré par

A
Log d(yy) < CN < M(1og M) .

6

L'inégalité (1.2.4) :

(6-1) s(y,) + & Tog aly,) + Logly,| >0

donne

m

{ - 8)M Log M ¢ 2 M(Log M)3/4 )

Py*P,

ce qui n'est possible, pour N suffisamment grand, que pour

m g 6(pi+p2) .
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Remarque, Supposons que la dérivation a% opére sur le corps K(f1,...,f ) , au

h

lieu de 1'anneau K[f1,..,,fh] , les autres hypothéses du théordme %,3,1 n'étant pas

modifiées, Alors il existe des fractions rationnelles

Py
7 ¢ K(X1,...,Xh) » 1&kgn,

k

telles que
i, COPP
dz "k T Q(f.,.easf )"

k1 h

Dans l'anneau factoriel K[X1""’Xh] , on peut supposer Pk et Qk sans facteurs

communs, et noter §Q le p.p.c.m, de Q1,...,Qh . Soit

-1
fh+1 = [Q(f1,..,,fh)] .

On constate alors que la dérivation opére sur 1l'anneau K[ff””fhﬁ] , et que, si

w n'est pas pble de f1’“"fh et vérifie

fk(W)EK pour 1 (< k¢h,

alors ou bien w est pdle de , ou bien f (w) ¢ ¥ (chacun des deux cas peut

by
h+1 h+1

se présenter ; considérer par exemple
£(z) =z, £ (z) = 2° ®(z) £ (z) = z7 ¢(z)
1 e * T3 ) ’

avec h =3 et w =0).
Par conséquent, d'aprés le théoréme %,.3.1, l'ensemble des nombres complexes w ,

qui ne sont pas p8les de f ”"’fh , ni de f

1 , et tels que

h+t
£.lw) €x pour 1< Jgn,
est fini et a au plus
(p1+p2)[K=Q]

éléments,
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§3.4 Références
1a démonstration du §3.1 est essentiellement différente de celles de Hermite
(qui obtint la franscendance de e en 1873) et de Lindemann (qui démontra, en 1882,
la transcendance de 1) ; ces démonstrations originales reposaient sur 1'identité

d'Hermite : si P ¢ ¢[X] est un polyndume de degré n , la fonction

n dk
Px) =Y 25 px)
k=0 dz

vérifie

e F(0)=F(x) = & ]x % p(t)at .
0

On pourra trouver de plus amples renseignements sur la méthode de Hermite ILindemann
{ainsi que ses développements, par Weierstrass, Siegel, shidlovskii,,..) dans les
articles et ouvrages suivants : [Fel'dman et Shidlovskii, 1966] ; [Siegel,T] ; voir
aussi [Ramachandra, 1968], [Lipman], [Mahler, 1969], et [Lang,T,chap.VII].

La démonstration présentée ici du théordme de Hermite Iindemann n'test pas la
plus simple qu'on puisse donner ; mais elle présente la curiosité de ntutiliser la
fonction auxiliaire FN qu'en deux points, 0 et o,

La solution, par Gel'fond, du septiéme problime de Hilbert, date du 1 avril
1934 [Gel'fond, 1934]. Blle a été reprise et détaillée par [Hille, 1942] et [Siegel,T]

Le premier théoréme général sur les valeurs de fonctions méromorphes algébri-—
quement indépendantes, contenant des résultats de transcendance, est dfi & Schneider
[Schneider, 1948]. Deux variantes de ce premier théortme sont les théorémes 12 et 13

de [schneider,T.]. Ces résultats étaient trds géndraux, en particulier celui de

1948, qui pouvait s'appliquer aussi bien aux fonctions satisfaisant des équations
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différentielles (méthode de Gel'fond) gutaux autres (méthode de Schneider) ; seule—
ment leur énoncé n'était pas propice & une généralisation, par exemple pour les
fonctions de plusieurs variables ; c'est Lang qui, en 1962, a trouvé les hypothéses
convenables, ce qui lui a permis, 1l'année suivante, d'énoncer un résultat correspon—
dant pour les fonctions de plusieurs variables [Lang,T.] ;5 voir & ce sujet [Bombieri,
1970].

Le lien entre ces résultats {par exemple le fait que le théordme 12 de

[schneider,T] conduise & la borne

n g (maX(p1 ,92)#2-)(6[15 1 ql-1)
pour le théoréme 3.%,1) est expliqué dans [Lipman].

On peut remarquer gque la borne

(p +e,)[K : 0]

du théordme 3,%.1 est la meilleure possible quand K=¢ (considérer les deux fonc~

tions

z et exp(z(z—?)...(ﬁ-k+1)) );
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EXERCICES

Bxercice 3.1.a, Soit ¥ € Hn(ﬁ) une matrice qui n'est pas nilpotente,

1) Montrer que, pour tout « € Q@ , « % 0 , la matrice
exp(Ma)
n'appartient pas & GLn(ﬁ).
2) On suppose qu'il existe u €€ , u # 0 tel que
exp(mu) ¢ GLn(é) .

Montrer que le sous f~espace vectoriel de ¢ engendré par les valeurs propres de
M a pour dimension 1, et que M est diagonalisable,
(Utiliser le théortme de Hermite Lindemann ou celui de Gel'fond Schneider, suivant

que M est diagonalisable ou non).
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Exercice %,3.a. Soit f wune fonction méromorphe transcendante, d'ordre fini, véri-

fiant une équation différentielle du type
m
£y~ pla, 2(2)seen e ()

ot P € Q[X1,...,Xm]. Montrer que l'ensemble des 2z € @ tels que f£(z) € @ est

fini,

Bxercice 3,3.b, Avec les notations de l'exercice 2,2,b, le théoréme de Hermite

Lindemann s!énonce
2z
ﬁ(Z,e):O,

et le théortme de Gel!'fond Schneider s'écrit

b
sle® , %) =0

pour bE€g, b fQ.
soient @, 8 deux nombres algébriques, {(«,p) # (0,0), et G} , Fé deux fonc-

21) SO R ORI C)

tions elliptiques de Welerstrass, d'invariants g 3 5 g3 algém
briques, Soit C1 la fonction z&ta associde & ?1 . Vérifier, en utilisant le thé-

oréme 3,%,1, les majorations suivantes

6P, 8 () =0 si BAO;
8¢, (2) , az+pr, (2)) = 0 ;
6(?1(z), ,E(BZ)) =0 , si les deux fonctions
¥,(2) , ¥, (52)
sont algébriquement indépendantes,

[schneider, T,, chap.II §4].
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Exercice 3.3,c
1) Soient a et b deux nombres réels algébriques, 0 < b < a ; soient g? ,

n, » £, n des nombres réels algébriques ; on suppose que les points (gf’nt) et

1
(g,n) de R appartiennent & llellipse
2 2
A
5 =1.
b

2
a

Montrer que la longueur de l'arc

g [ 2
s(z.z,) = | Vs e
g, Vo't
2

2
b

(oix g = 1—-—2) est un nombre transcendant ou nul,
a

2) Soient a > 0 wun nombre réel, et (31,711),(};,7;) deux points de la lemmis-

cate
(§2+T]2)2 _ 2a2(§2_n2) ;

montrer que, si a, %, g1 sont algébriques, la longueur de l'arc

t
3(5,51) :f i‘&?
t1 -1

(ot t2 = 52"‘712) est un nombre transcendant ou nul,
g4

En déduire la transcendance du nombre

R

ou I' désigne la fonction gamma,

%) Montrer gue le nombre

f—H ax
-1 1xb

est transcendant [siegel, 1931] et [Siegel, T].
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Exercice 3,3,d, Solent X un corps de nombres, d , h et § trois entiers, 6 3 1 ,

hydgsy2, et f?,...,f des fonctions méromorphes., On suppose que la dérivation

h

d . P
=~ oOpere sur le corps K(f1,..,,f sont algébri-

o ) , et que les fonctions f1,...,f

h d

quement indépendantes sur § , d'ordre inférieur ou égal 2 PyresesPy respective~
ment,
Montrer que l'ensemble des nombres complexes w , non pbles de f1""’fh , et
tels que
f.w)eq , 1¢igh,

aveg

[K(f,‘(W),...,fh(w)) 19l <6,

est fini, et a au plus

p1+...+pd s
d—1 °
é1léments,
(Indications. Se ramener au cas
nex o, < p1+...+pd
1giga !

en s'inspirant de 2,2.5.
Utiliser ensuite ltlexercice 1,3.b pour construire, pour N suffisamment grand, un

polyndme non nul

Beo€2(x,.]

de degré inférieur ou égal &
(6—1)91
1 = — 1

P, Feeetp =
x o 4 (vog W)
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par rapport & Xi (1 ¢ig¢d), et de taille inférieure ou égale & N , tel que la

fonction
Py = By(f e, ty)
vérifie
dS
e B (w,) =0 pour 3 =1,...,m, et 5 =0,...,81,
dzS L

Continuer ensuite comme dans la démonstration de %,%,1 ; on utilisera le principe du

maximum sur un disque de rayon
d=1
FerotPy

p
M 1

R

Montrer que si X n'est pas un sous—-corps de R , 1'ensemble des w a au plus

p1+...+pd 5
A1 "2

éléments,

(En utilisant la conjugaison complexe, on remplacera (1.2.4) par
-n Log d{a) —-{n~2) 1oglal ¢ 2 noglal

quand a [ ®).
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Exercice 3.3.e, Une dérivation D sur un anneau A est une application de A dans

A satisfaisant
D{x+y) = Dx+Dy et Dlxy) =x Dy+y Dx

pour tout (x,y) € AXA .

1) Montrer qulon peut remplacer, dans 1'énoncé du lemme 3.3%,2, la dérivation
d i .
g, Per une dérivation quelconque D sur 1'anneau K[f},...,fh].

2) On remplace, dans les hypothéses du théordme 3,%,1 (resp. de l'exercice
3.%.4), la condition :

"la dérivation - opére sur 1'anneau KT £ n

dz 17%0077y

par :

"il existe une dérivation D sur l'anneau I =K [f1,...,fh], qui posséde les
deux propriétés suivantes :

a) pour tout w €€ et g €L, si w n'est pas pble de g , alors w nlest

pas pdle de Dg {(on note alors Dg w la valeur de Dg en w), et, pour tout entier

k0, ona

h
d

=0 pour O h k== -—-hg(w)zo pour 0 (h g k.
dz

h
D g{w
b) I1 existe un prolongement de D & 1'anneau L[z] tel que
k, k
Log D (z )lz~o‘< ¢ kLog k pour ko> 400,

o € est un entier positif indépendant de k.

Montrer que la conclusion devient

m g (p1+92)(6+0—1)
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gresp.

PyteestOy
m g —1—5_1—'- (&+c=1) ).

3) Domner des exemples de dérivations D possédant les propriétds a) et b)

précédentes (considérer, par exemple, les dérivations
a
g(z‘)c’a'a y

ol g est une fonction entidre),
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Exercice 3,3,f. Soit K un corps de nombres ; soient f1""’fh des fonctions holo~

morphes au voisinage d'un point w € € ; soit D wune dérivation sur l'anneau
K[f1,...,fh] .
On suppose que la dérivation D opdre sur le K-espace vectoriel

K+ Kf’ teaost th ,
ctest-d~dire qu'il existe des éléments

w oo, (0gigh, 1¢3¢n)
»d

de X , vérifiant

Df. = . T, veee R j ¢ hi.
D 3 uo’J + u?’J 1 Feoet uh,; n ? {1 J g )

Soit & un dénominateur des nombres
u, . (0gig¢h,1¢3¢n),

et soit
U = Log max|u; .| .
;s 1sd
1sJ
Soit P € K[X1,...,Xh] un polyndme de degré total r ; on note {?I le maxi-
mum des valeurs absolues des conjugués des coefficients de P , et d(P) 1le plus
petit commm multiple des dénominateurs des coefficients de P (ainsi les coeffi~

cients du polynéme d(P).P sont des entiers de K sur 7).

).

Soit F = P(f1,,..,fh

1) Montrer que pour tout entier k »0, ona

o rw) € X
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montrer gue

a(e).o". (ale, (). ale, ()

est un dénominateur de DkF(w), et que

tog [DF)| ¢ Tog |B| + v max s(z_(w)) + tog(n+1)) + k(Log(rst) + Tog(nst) + ).
1<i¢n Y

(voir & ce sujet [Adams, 1964, p. 2835] et [waldschmidt, 1972 a, lemme 35.11).
2) Applications :
N P P X d
a) Sous les hypoth®ses du théordme %,%.1, on suppose que la dérivation o
opére sur le K-espace vectoriel K + K.f1 +yent K.fh .

Montrer que l'ensemble des w € € tels que
£.(w) €X pouwr 1g¢ighn
a au plus
be, + £y
éléments, si p, > p, ot &= [x:q].
(1ndications, ILe démonstration est identique % celle du théordme 3,3.1, & llexcep-

tion de la majoration de s(yN) qui devient

)
Py¥0;

1
M Log M + M(TLog M)? .

slyy) <

Comparer avec la démonstration du §3.2),
. . d |
b) Avec les notations de l'exercice 3,3.d, on suppose que 1 opére sur

K + Kf1 teaat th ; montrer que l'enserble des w a au plus

Pytesety

83

- (&~1). min ps
1€igd

éléments,
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Exercice 3,3.g
1) goit f wune fonction entidre d'ordre inférieur ou égal & p (p > 0). En
utilisant les inégalités de Cauchy sur un disque de rayon (%)1/p , montrer que,

pour tout w € ¢ , on a

dn
Log - f(w)

4z

% + -E Log n << n pour n - o (cf, [Rudin]).

BEn déduire

n
max Log]ilﬁ fx(w)| <K nlogn pour n - 400,
[eXeNe! dz

2) soient f_,...,f

) a des fonetions entidres d'ordre fini, Vérifier que, pour

tout weg, ona

& M g
max LOg_nf1 ---fd (w)] << n Logm pour n — 400
O\<)\-1yo.. 7>\,d\<n dZ

3) gSoient f1,...,f des fonctions entiéres, algébriquement indépendantes sur

d

Q , d*ordre inférieur ou égal & PyreeesPy respectivement, Soient k1,...,km des

entiers rationnels, deux & deux distincts, tels que
&

dzn

fi(kj) € Z pour tout (nm,i,j) ¢ W , 1€igu,1€igm,

Montrer que

(4=t )m € p +eoatpy

1
(Reprendre la démonstration de 1l'exercice 3,3.c)

4) BEn déduire que, si f est une fonction entidre transcendante d'ordre £ P
et si n €N est tel que

n
d .
— £(3) €2 pour tout (n,j) ew , 1¢igm,

dz

alors

98



{on peut arriver au méme résultat par une méthode entidrement différente [straus,
1949, théortme 1] ; d'autre part, pour tout réel w > 0, on peut construire une

fonction entiére transcendante g , admettant w pour période, et telle que

&
- g(O) € Z pour tout n € N 3

dz

cf, {Mahler, 19?1] ; par conséquent, si on choisit pour w wun nombre rationnel, une

telle fonction g n'est pas d'ordre fini).

99



