
CHAPITRE 3 

La m@thode de Gel'fond 

§3.1 Leth@qr&mede~ermite Lindemann 

Pour illustrer cette deuxi~me m@thode, nous commencerons par d@montrer le th@o- 

r~me de Hermite Lindemann sur la transcendance de e ~ . Nous verrons ensuite un r6- 

sultat g@n@ral sur les fonctions m@romorphes satisfaisant des @quations diff@ren- 

tielles. Voici le th@orbme de Hermite Lindemann. 

Th@or~me 3.1.1. Soit ~ un hombre alg@brique non nul~ Alors le nombre e ~ est 

transcendant~ 

I1 revient au m@me de dire qu'un logarithme non nul d'url hombre alg@brique est 

transcendant. On en d@duit la transcendance du hombre ~ . 

On effectue, ici encore, la d@monstration par l'absurde. Supposons les deux 

nombres 

Ot 
, e 

alg6briques, avec ~ ~ 0 . Les deux fonctions 

Z 
Z , e , 

qui sont alg$briquement ind6pendantes sur $ , prennent alors des valeurs darts le 

corps de hombres 

K = ~ ( ~ , e  ~) 

pour z = j~ , j E ~. 
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3.2 

Soit 6 = [K:@] , et soit 6 6 • , 8 > 0 un d@nominateur commun de ~ et 

Soit N un nombre entier suffisamment grand. 

Nontrons d4j~ qu'il existe un pol,ynSme non nul 

PN £ Z[X,Y] , 

d_.~edegr@ inf4rieur ou @gal'a 

R 1 = RI(N) = [N. (Log N) - 1 ]  

par rapport ~ X , d2.e Cegr@ inf@rieur ou @~al "a 

~2 = R2(N) : [(Lo~ N) 22 

par r appo r t  ~ Y , et  de t a i l l e  i n f 4 r i e u r e  ou @gale ~ N , t e l  qA# l a  f o n c t i o n  

FN(Z) = pN(z,eZ) 

v4rifie 

dz s 

d s 
-- FN(~) 0 
dz s 

Pour construire un tel polynSme 

RI+R 2 d s 

dz s 

oh les insonnues sont les coefficients 

forme 

RI(~) ~2 (N) ~n(~,X)  ~, 

k=O ~=0 

pour s = 0,...,N-I . 

PN ' on r4sout le syst&me 

= 0 , (0 K s K N-I, j = 0,I) , 

On doit r4soudre 

e . 

pk, (N) de PN " On &crit ce syst&me sous la 

~ .J • 

RI (N)- (~-~)+R 2 (N)-j~ 
. ~ =0. 

2N &quations h au moins [N Log N] inconnues, ~ coefficients 
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3.5 

dans K entiers sur • . La taille de ces coefficients peut @tre major4e par 

Log(N+,) + N~og2 + ~t Log R~ + N L o ~  2 + ~ Logl~2~l + ~2 ~°~l~2e~l ~ 3N~og(Log N). 

Le lemme (1.3.1) de Siegel montre qu'il existe des entiers rationnels 

px, (N) , 0 .<  X.<R] , 0 .< ~ ~2 ' 

v4rifiant 

2N 

o < ~ ..Ip~,(N)I ~ 1 + E~ N(Log N)SN+I] N(n°g N-6) , 
(x,~) 

et tels que la fonction 

R I R 2 

F.(z) =7q 7q Px,(N) X e~s 
k=0 ~--0 

v4rifie 

d s 

~ FN(Je) = 0 (0 £ s ~ N-I j = 0,1) 
dZ s ' , ° 

Pour N suffisamment grand, on a 

Lo~ max Ipx,(N) 1% V~ Log Log N 
(k,~) Log N < N . 

La fonction F N ainsi construite n'est pas identiquement nulle, donc l'un des 

nombres 

d S 

~ F N ~ O J , _ _  s ~ 0  
dz S 

eat non nul. Notons M l_~e plus grand entier tel Gue 

d s 

Gz 

pour s = 0,...,M-I , j = 0,1 . 

On aura donc M ~ N , et il existe Jo ( I0,II tel que 

d M 

yN = ~  FN(J J )  ~ 0 
dz M 

On note Jl l'41gment de {0,I} distinct de Jo • 
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3.4 

La fonction 

~N(~) C~(~) ~(~_~)~ 

est enti~re, et on a 

#N = M!(Jo~-Jlm)M'GN(Jom) ° 

Le principe du maximum, pour la fonction G N , sur le disque 

I 
I ,( oO)i ,< i _oi,. 

Or on a 

IFNI~ ~ (~+~)(~2+~)~ N R~ e~ ~ o~ 

d'oh 

I zl ,< ~F/3 , ~o~e 

(On a ~jor4, pour 

D'oh finalement 

)~ 2M ( 2 )~ 
l ~ , l . < M ' ( l + l d  . . ~  • 

1 2 
Izl = R , ~  pa~ Z). 

7 4 I sogl~NI ~ ~ M Log ~ - ~ M SogM ~ - S M Log M.  

R I +R 2 
La taille de YN se calcule facilement : 6 est un d4nominateur de ¥N ' et 

~M e4N M)3M I~1 ( ( ~ + ' ) ( R 2 + ' ) - e N - ( r ~ ) . 2 ~ . ~ . R ~ . ( , ÷ I ~ I ) ~ ( ~ + I ~ I }  ~2 ~ ~2" ~ CLog ; 

d'oh 

t(Y N) ~ 3 N Log(Log M) , 

ce qui contredit la relation 

-2 6 t (~ , )  ~ s o g l ~ , l .  

Le th4or~me de Hermite Lindemann est ainsi d4montr4. 
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3.5 

§3.2 Deuxi~me d4monstration du th4or~me de Qel'fond Schneider 

La m4thode que nous venons d'utiliser pour d4montrer le th4or&me de Hermite 

Lindemann est inspirge par celle qu'a utilis4e Gel'fond pour r4soudre le septi&me 

~robl~me de Hilbert. 

On remarque que, si 

2 b b~ 
a=e ,b,a =e 

sont trois nombres alg4briques, alors les deux fonctions 

z bz 
e , e 

sont alg@briquement ind4pendantes (si 

nombres 

pour 

dans 

b / Q), prennent des valeurs dans le corps de 

K = ~(a, b, a b) 

z = j~ , j £ ~ , et v~rifient des 4quations diff4rentielles h coefficients 

K . 

On construit alors un polynSme non nul 

P~ C Z[X, x 2] , 

I I 

de de~4 ir~4rieu.z ou 4gal ~ N~(Log N) T par rapport 

inf4rieure ou 4gale & 3.[K : Q]2.N , tel que la fonc%ion 

FN(z) =P1~T(e~,e b~) 

v4rifie 

d s 

F~(j~) : o pour j = o, ,[K:~]+I et 
dz s ".. , 

On note ensuite 

X I et & X 2 , de taille 

s = O,o..,N-I . 

M le plus petit entier pour lequel il existe Jo £ ~ ' 
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0 ~< Jo ~< [K : ~]+I , avec 

3,6 

d M 
~N = ~ FN(Jo~) ~ 0 

dz M 

I 

Le principe du maximum (sur le disque Izl ~< M 7) permet de majorer 

Lo~I~NI ,< -~[K" ~] M~,o~ ÷ M(~,o~ M) 3/~ ; 

la taille de ~N v@rifie 

t(~ N) ,< ~ N Log M + N(Log N) 3/4 ; 

de plus, le d6nominateur de YN est major6 par 

Log d(~N) ~ N(Log M) 3/4 . 

La relation (I .2.4) 

-[K: ~]Log d(YN) - ([K: ~]-I)Lo:I:NI ~ Logl~Nl 

n'est pas v6rifi6e, ce qui apporte la contradiction attendue. 

Le th6or~me 2.1.1 est donc de nouveau d6montr6. 

par 
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3.7 

§3-3 Valeurs al~@briques de fonctions m@romor~qes satisfaisant des @quations diffg- 

rentielles 

Nous avons vu (2.2.1) que la m@thode de Schneider permettait d'obtenir des pro- 

pri@t@s arithm@tiques des valeurs de fonctions enti~res alg@briquement ind@pendantes. 

IIen est de m@me de la m@thode de Gel'fond, mais, de plus, on dolt supposer 

que les fonctions consid@r@es satisfont des @quations diff@rentielles ; en contre- 

partie, cette hypoth&se suppl@mentaire permet d'obtenir tun r@sultat plus fin. 

Th@or~me 3.3. I. ~oit K un corps doe hombres. Soie nt fl .... 'fh des fonctions m@ro- 

mor~es. On suppose que l es deux fonctions fl 'f2 sont al~@briquement ind@pendantes 

sur ~ , et sont d'ordre inf@rieur ou @g~l ~ Pl 'P2 res~ectivement. On suppose ~ga- 

d 
lement que la dgrivation ~zz oD&re sur l'anneau K[f I, .... fh] . 

Alors l'ensemble des hombres complexes w , qui n__~e sont pas pSl es d_.~e 

f1,...,fh , et tels que 

est f,~,i, ,  eta au plus 

fj(w) E K pour I £ j ~ h , 

(~1+p2)[K : ~] 

@l@ments. 

On dgduit @videmment de cet @nonc@ le th@or~me 3.1.1 de Hermite Lindemann et le 

th@or~me 2.1.1 de Gel'fond Schneider. 

Ii y a tune petite difficult@ technique darts la d@monstration du th@or&me 3.3.1. 

Jusqu'& pr@sent, tousles calculs de la taille de hombres alg@briques reposaient sur 

(1.2.5). Maintenaul, l'inte~vention des @quations diff@rentielles complique tun peu 
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3,8 

la situation. On r@sou~ ce probi&me dans le lemme suivant. 

~e~e 3.3.2. Soient K un corps de nombres, et~ fl,...,fh des fonctions complexes. 

I_~l existe un entier C > 0 ay~t les propri@t@s suivantes° 

Soit w E C ; o_~n suppose que les fonctions fl ""'fh sont holomorphes au voi- 

d 
s~age d_~e w, que l_~a d4rivation ~zz op&re sur l'anneau K[f I .... ,fh] , e~t que 

f (w) E K pour 1 4 j ,,< h . 

soit P E ~X I ..... ~] ~ pol.~nSme no# nu ! de de~r@ total r et d_~e degr@ 

par rapport ~ X i . Soit F = P(fl 

Alors on a, pour tout entier 

,... ,fh ) • 

k>o, 

d---~-k F(~) C K ; 
dz k 

c ~. d(f 1 (~))ck+r 1... d(f~(w) ) ck+rh 

d k 
est un d~nominateur de ~ F(w) et 

dz k " 

d k h h 
s ( ~  F(~)) ,< t(p) + ~ ~o~ C(~+r) + T~ ( r fC.k)s( f j (~) )  + ~ Lo~(~+rj). 

j =! j :I 

On remarque que le cas k = 0 correspond h (I .2.5). On va effectuer la d@monstra- 

d d 
tion par r@currence sur k . Par hypoth&se, les d~riv@es ~ fl '''''~z fh peuvent 

s'exprimer comme des polynSmes en fl '''''fh ; soit C I le maximum des degr@s to- 

taux de cos h polynSmes, que l'on 6crit sous la forms 

a~ j u(vj,1, 
v, I +"" .+vj 3 ,h4C1 

V, I v. 
° . . , V j , h ) f 1 3 '  . . . f h  J ' h  , 

avsc 

r .  
1 

u(vj,~) g K , 1 ~< j g h , I g £ ~ h . 
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3.9 

Soit P ( --~XI ..... n-~-] tun polynSme non nul de degr6 total r et de degr4 r. 
3 

par rapport k X. : 
3 

r I r h k I ~ 

P = T ~ . . . .  T~. p(x 1 . . . . .  ~ )  x, . . . .  E 
x1=o ~=o Xl+...+~h~r 

On calcule facilement la dgriv6e, en w , de la fonction 

kl f~ F = P(fl ..... fh) =~ P(X) fl "'" : 

d h kj ki-1 d 
d'~ F =~ P(X) ~ ki.( H fj )'fi "d'~ 

i=I j~i 
h 

=~E E 
i=I vi,1+...+Vi,h£C I 

X1..  °Xh ~ . P(X 1 . . . . .  & )  X I 

f .  
1 

. +V. . 

p(x).~i.~(~±,j)( n fjJ ~'J) × 

Xi+vi ,  i -  t 
× f .  . 

1 

Ecrivons cette expression sous la forme 

_~d F(z) = ~  q(~) fl ""f 
dz 

~vec 

et 

#1+...+~h ~< r+C 1 -1 

donc 

~i ~< ri+C1 ; 

q(~) = q(~1 ..... ~) = E P(x)-xi'~(%,j) c ~ , 

o{~ la somme est 6tendue ~ l'ensemble 

{(X I ..... ~, i,vi, I ..... v±, h) E ~h+1 ; Xj +~i,j = Pj pour j ¢ i ; 

k i + v i ,  i = I x i+ l  , 1 g i g h , v i , l + . . . + v i ,  h ~g C 1 , XI+ . . .+X h 4 r}  . 

On a alors 
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3.10 

m a x  

~x Ip(x) l . - .  ~ I ~ 1 . ( c , + 1 )  h 
(x) i , j , v . .  

1 , J  

C 2 r e t ( P )  , 

avec 

D'autre part, si C 3 

c 2 = (c1+1)~. ~ l ~ l -  
z,3,vi, j 

est un d@nominateur commun aux nombres 

u(vi, I ..... vi, h) , I £ i £ h , 

alors C 3 est un d@nominateur de q(~) , et 

C1+r I C1+r h 
C3.d(f1(w)) ... d(fh(w)) 

est un d@nominateur de 

d F(~) 
o dz 

Par r@currence, on constate que l'on peut ~crire 

F(~) = qk(~) .. dz k I " ' 

avec 

h 
7q. h,j ,< ~ + k(c1-1) , 
j=1 

~k,j ~< r. + k C I , I ~ j ~< h , 
3 

et qk(~k ) £ K , 

s(qk(~k)) £ k Log C 2 + t(P) + k Log(r+kC1-k ) . 
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3.11 

(On majore 

k-1 
n (r+.KcC1)) 
~--0 

par 

On d4duit alors de (1.2.5) : 

d~s que 

k 

s (dz k~Z F(w)) ,< t(P) + ~i:I (ri+kCl)s(fi(w)) 

h 
+ >--7. T,og(q+kC1+1) + k Log C2(r+~1-k) 

i=I 

h 
~< t(P) + k Log C4(k+r) + ~= (ri+kC1)s(fi(w)) 

h 

i=I 

hC 1 

C 4 ~ C 1 C 2 e 

On obtient le r4sultat annonc4 en choisissant C multiple de C 3 , et C ~ C 4 • 

R@marquons que la constante C est iod@pendaute de w . (Elle ne d4pend d'ailleurs 

pas non plus du corps de hombres K , mais seulement des polynSmes exprimant que la 

~i~tion o~e ~u~ K[f I ..... fh]). 

Nous sommes pr~ts, maintenant, & effectuer la d4monstration du th4or~me 3.3.1. 

(m >i 2) des hombres complexes, non pSles de f "'fh Soient Wl,...,w m I''" ' 

tels que 

fk(wj) C K pour I ~< k 4 h , I ~< j ~< m . 

Nous allons 4tablir la majoration m ~< (p1+P2)8 , avec 6 = [K:~] . soit 
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3.12 

un entier suffisamment grand ; CI,...,C 6 d4signeront des entiers ind@pendants de 

(ces constantes sont facilement calculables en fonetion des donn4es de l'4nonc4). 

Montrons qu'il existe un pol,ynSme non nul 

d_~ede~r4 inf4rieur o__%u4gal 

et 

par rapport ~ X I e_~t X 2 

36m N , tels q ue. l_~ fonction 

v4rifie 

Notons 

dz s FN(W j = 0 

a k (~ ,< k , < h )  

On r4sout le syst~me 

c'est-~-dire 

PN C ~[~1,x2] , 

P2 

Pl +P2 
RI (N) = D~ . (Log N ) ~ ]  

Pl 

~2(~)  = [ .%+~2(Log .)~] 

respectivement, et de taille inf4rieure ou 4gale ~ 

F N = PN(f l , f2 )  

p o u r  s = 0 , . . . , N - I  e._~t j = I ,  . . . .  m , 

tun d4nominateur commun des hombres 

fk(wj) , (I ~ j ~ m) 

RI+C N R +C N .s 
N a I a 2 I ~---- F N ( W j )  = 0 , 

CI I " 2 "dz s 

RI R2 N RI+CIN R2+CIN ! 
7q E PN(k,~)'C I"~I "~2 --(f1~ s (w)x f2 (w)~ =0. 
k=O p~==O w=wj 

D'apr~s le lemme 3.3.2, on peut choisir C I > 0 tel que les coefficients de ce sys- 

82 



3.15 

t~me soient entiers sur X , de taille major4e par 

N Log N + C2N 4 2N Log N . 

On obtient m.N @quations ~ (RI+I)(R2+1) ~ N Log N inconnues ; le lemme 1.3.1 per- 

met de trouver des entiers rationnels 

v4rifiant 

(N) 0 4 k 4 R 1 , 0 4 ~ £ R 2 , Pk,~ 

6mN 

0 < max Ipk, (N)I 4 (212 N 2N+1 Log N) N(LOgN-6m) < e 36mN 
k,p 

tels que la fonction 

v4rifie 

RI ~2 

k=O ~=0 I 2 

a S 

dz s FN(W j )  = 0 p o u r  0 ~< s ~< N-1 , 1 g j £ m . 

Les deux fonctions fl 'f2 sont alg4briquement ind4pendantes sur 

lynSme PN esfl non nul. Donc, pour tout z E ~ l'un des nombres 

~z s;N(z) , (s>,o,s c~) 

eat non nul. Notons M le plus petit entier tel qu'il existe Jo 

avec 

On a donc 

d M 

YN =Wdz M FN(Wjo ) ~ 0 . 

dz s FN(W j) = 0 

Q , e% le po- 

E ~, 1 4 jo 4 m , 

pour 1 4 J 4 m , 0 4 s ~< M-I • 
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3.14 

Soient h I , h 2 deux fonctions enti&res, d'ordre inf4rieur ou 4gal ~ Pl ' P2 res- 

pectivement, ne s'annulant pas en Wl,...,w m , et telles que les fonotions hlf I et 

hf 
22 

soient enti~res. Alors la fonction 

R I R 2 
h I h 2 F N 

est enti&re, et admet les z4ros wl,...,w m , d'ordre au moins 4gal & M . par cons6- 

quent la fonction 

est enti&re dans 

R I R 2 m 
GN(Z) = h t (z )  .h2(z) .FN(Z). H (z-wj)  -M 

j=l 

; on lui applique le principe du maximum sur le disque de rayon 

I 

M pI+p2 , 

et on utilise la relation 

M! -R ) -R2. H 'w -w. "M . 
YN = GN(Wjo) h1(Wjo) 1"h2(Wjo j/jo k Jo J) 

Donc 

On majore 

m -R -R 2 R I R 2 

J/ion lWjo-~lMj l~l=~uP j=ln Iz-wjl-~lh(~Jo~t l lh2(Wjo)l Ih~ h 2 F~IR 
R I R 2 

lhl ~2 FNI~ par 

R (R~+1)(~2+1) ~6~.( Ihf l lR+l)  l.(l~2f21R+l) R2 

d'oh 

R R 2 Pl P2 1 ~ogI~11~ 2 FNI R ~ c3(~1R +~2 ~ ) ~ 2c 3 M(~o~ M) T 

grace au choix de R,R I et R 2 . 

On majore ensuite 

M! par ~ , 
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3-15 

H lw.-w.I M C M 

J~Jo 3o 3 par 4 ' 

et 

m -M R -m M 2 mM 
sup H Iz-wjl par (~) " = mM 

Izl:  j=l 
Pl +P2 

M 
D'oh 

= o g l x ~ l ~ M ~ g M ( ~ -  m ) + M ( = o g M )  3 / 4 .  
Pl +P2 

La taille de YN se calcule facilement, grace au lemme 3.3.2 : 

s(~ N) ,< t(P N) + M =og(M+~(~og ~)~) + csM ,< M log ~ + M(Log M) ~ . 

De plus, le d4nominateur de YN est major4 par 

I 

Tog d(~N) ,< C6~ .< M(:og M) T 

L'in6galit4 (1.2.4) : 

donne 

l --E-m- 6)M =og 
Pl +P2 

ce qui n'est possible, pour N 

~ 2 M(~og M) 3/4 

suffisamment grand, que pour 

m .~ 6(p1+p2 ) . 
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3.16 

d 
op&re sur le corps K(fl, .... fh ) , au ~emarque. Supposons que la d4rivation ~zz 

lieu de l'anneau K[fl,...,fh] , les autres hypotheses du th4or~me 3.3.1 n'4tant pas 

modifi4es. Alors i! existe des fractions rationnelles 

Pk 

Q--cK(x 1 . . . . .  , ,~) , l ~ h ,  

telles que 

d Pk (f  ] ..... fh  ) 
d-~ f k  = Qk(fl ..... fh  ) " 

Dans l'anneau faetoriel K[X I ..... ~] , on peut supposer Pk 

communs, et noter Q le p.p.c.m, de QI,...,Q h . Soit 

fh+1 = [q(f l  . . . . .  fh )]-~ 

On constate alors que la d@rivation o~re sur l'anneau 

w n'est pas pSle de f1,...,fh et v4rifie 

fk(w) E K pour 

alors ou bien w eat pSle de fh+1 , ou bien 

se pr4senter ; consid4rer par exemple 

avec 

qui ne sont pas pSles de 

1 4 k 4 h  , 

fh+1(w) e 

et Qk sans facteurs 

K[f I . . . . .  fh+1] , e t  que, si 

(chacun des deux cas peut 

f(z)=~, f2(~ ) = 2~(~) , f3(z )=~3~,(z) , 

h = 3 et w = 0)° 

par cons4quent, d'apr~s le th4er~me 3.3.1, l'ensemble des nombres complexes 

fl,...,fh , ni de fh+1 , et tels que 

f (w) c K pour I 4 J 4 h , 
3 

est fini eta au plus 

414ments. 

( % +% ) [ ~:- ~.] 

w p 
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3.17 

§3.4 ~6f6rences 

La d6monstration du §3.1 est essentiellement diff6rente de celles de Hermite 

(qui obtint la transcendance de e en 1873) et de Lindemann (qui d6montra, en 1882, 

la transcendance de ~) ; ces d6monstrations originales reposaient sur l'identit6 

d'Hermite : si P £ ~[X] est un polynSme de degr6 n , la fonction 

n d k 

k=0 dz k 

v4rifie 

e- t e x F(O)-F(x) = e x P(t)dt . 

On pourra trouver de plus amples renseignements sur la m6thode de Hermite Lindemann 

(ainsi que ses d4veloppements, par Weierstrass, Siegel, Shidlovskii,...) darts les 

articles et ouvrages suivants : [Fel'dman et Shidlovskii, 1966] ; [Siegel,T] ; voir 

aussi [Ramachandra, 1968], [Lipman], [Mahler, 1969], et [Lang,T,chap.VII]. 

La d4monstration pr6sent6e ici du th6or&me de Hermite Lindemann n'est pas la 

plus simple qu'on puisse donner ; mais elle pr6sente la curiosit4 de n'utiliser la 

fonction auxiliaire F N qu'en deux points, 0 et a . 

La solution, par Gel'fond, du septi~me problbme de Hilbert, date du ] avril 

1934 [Geltfond, 1934]. Elle a 4t4 reprise et d4taill4e par [Hille, 1942] et [Siegel,T] 

Le premier th4or&me g6n6ral sur les valeurs de fonctions m6romorphes alg4bri- 

quement ind6pendantes, contenant des r6sultats de transcendance, est dfi h Schneider 

[Schneider, 1948]. Deux variautes de ce premier th4or&me sont les th4or&mes 12 et ~3 

de [Schneider,T.]. Ces r6sultats 6talent tr&s g4n4raux, en particulier celui de 

1948, qui pouvait s'applique< aussi bien aux fonctions satisfaisant des 6quations 
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3.18 

diff~rentielles (mgthode de Gel'fond) qu'aux autres (mgthode de schneider) ; seule- 

merit leur ~nonc~ n'~tait pas propice & une g~n~ralisation, par exemple pour les 

fonctions de plusieurs variables ; c'est Lang qui, en 1962, a tro~v6 les hypothbses 

convenables, ce qui lui a permis, l'ann6e suivante, d'~noncer un r~sultat correspon- 

dant pour les fonctions de plusieurs variables [Lang,T.] ;voir & ce sujet [Bombieri, 

1 970]. 

Le lien entre ces r6sultats (par exemple le fair que le th~or~me 12 de 

[Schneider,T] conduise ~ la borne 

pour le th6or~me 3.3.1 ) est expliqu~ d~ns [Lipman]. 

On peut remarquer que la borne 

(p1+P2)[K : ~] 

du th6or&me 3.3.1 est la meilleure possible quand K=~ (eonsid~rer les deux fonc- 

tions 

z et exp(z(z-~).o.(~-~+1)) ) 
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3.19 

EXERCICES 

Exercice 3.1oao Soit M £ Mn(~) 

I) Montrer que, pour tout 

n'appartient pas h GLn(~). 

2) On suppose qu'il existe 

une matrice qui n'est pas nilpotente. 

6 ~ , ~ ~ 0 , la matrice 

u £ C , u ~ 0 tel que 

exp(~)  (GLn(Q) . 

Montrer que le sous ~-espace vectoriel de C engendr4 par les valeurs propres de 

M a pour dimension I, et que M est diagonalisable. 

(Utiliser le th4or&me de Hermite Lindemann ou celui de Gel'fond schneider, suivant 

que M est diagonalisable ou non). 
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3.20 

Exercice 3.3.a. Soit f une fonction m4romorphe transcendante, d'ordre fini, v@ri- 

fiant une @quation diff4rentielle du type 

f(m)(z) : P(z ,f(z) ..... f(,~1)(z)) , 

oh P E ~[X I ..... Xm]. Montrer que l'ensemble des z 6 Q tels que f(z) 6 Q est 

f ini. 

Exercice 3.3.b. Avec les notations de l'exercice 2.2.b, le th4or&me de Hermite 

Lindemann s'4nonce 

~(z , e z) : 0 , 

et le th4or~me de Gel'fond Schneider s'4crit 

6(e z , e bz) : 0 

po~ b C i , b ~ Q .  

Soient ~, ~ deux hombres alg4briques, (~,~) / (0,0), et 

tions elliptiques de Weierstrass, d'invariants 

briques. Soit ~I la fonction z~ta associ6e h 

or~me 3.3.1, les majorations suivantes 

8(e ~z ,~(z) )  = 0 si 

• I  ' ~2 deux fonc- 

(I) g~X) et (2) ~2) 
g2 ' g2 ' g alg4- 

~I . V@rifier, en utilisant le th4- 

p~0; 

6(%~i(z) , %(~z)) : 0 , si les deux fonctions 

sont alg6briquement ind6pendantes. 

[schneider, T., chap.II §4]. 
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Exercice 3.3.c 

I) Soient a et b deux nombres r@els alg@briques, 0 < b < a ; soient 

hl , ~ , ~ des hombres r@els a~g@briques ; on suppose que les points (~I'hI 

(~,~) de ~2 appartiennent ~ l'ellipse 

~2 2 

+!b 2 = I . 

Montrer que la longueur de l'arc 

= d ~  , 

b 2 
(oh 2 = I--~) est un hombre transoendant ou nul. 

a 

2) soient ~ > 0 u~ nomb=e =~el, et (~I,~I),(~,~) 

care 

~I  ' 

) et 

deux points de la lemmis- 

(~2+ 2)2 = 2a2(~2_112) ; 

montrer que, si a , ~ , ~I sont alg@briques, la longueur de l'arc 

1_4 
(oh t 2 = ~ 2  2 1 

~2+~2 ). est un nombre transcendant ou nul. 

En d@duire la transcendance du hombre 

I 
4 (¼) 

oh F d@signe la fonction gamma. 

3) Nontrer que le nombre 

_d dx 

est transcendant [Siegel, 1931] et [Siegel, T]. 
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3.22 

Exercice 3.3.d. Soient K 

h ~ d > 2 , et fl,...,fh 

d op~re sur le corps K(f~, ,fh ) et que les fonctions 
dz "'" ' 

quement ind~pendantes sur Q , d'ordre ir~@rieur ou ~gal 

ment. 

Montrer que l'ensemble des nombres complexes w , non pSles de 

tels que 

un corps de nombres, d , h et & trois entiers, & ~ ~ , 

des fonctions m@romorphes. On suppose que la d~rivation 

fl,...,fd sont alg6bri- 

p1,...,p d respective- 

fl,...,fh , et 

f i ( w )  £ ~ ,  I 4 i 4 h , 

a v e c  

est fini, eta au plus 

P1+'"+Pd. & 

d-1 

@l@ments. 

(Indications. Se ramener au cas 

max Pi x< d-1 
Pl +"" "+Pd 

en s'inspirant de 2.2.5. 

utiliser ensuite l'exercice ~.3.b pour construire, pour N 

polynSme non nul 

stuffisamment grand, un 

de degr~ inf~rieur ou ~gal 

P~ c ~Ex I ..... x d] 

(d-1)Pi 
I I 

N P1+'" "+Pd. (Log N) ~ 
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par rapport 

fonction 

v@rifie 

3.23 

X i (I 4 i £ d), et de taille inf@rieure ou @gale & N , tel que la 

F N = PN(fl ..... f~) 

~S 
--dz s FN(w j) = 0 pour j = 1,...,m , et s = 0 ..... N-I @ 

Continuer ensuite comme dans la d@monstration de 3.3.1 ; on utilisera le principe du 

maximum sur un disque de rayon 

d-1 
MPl + ' ' '+pd ). 

Montrer que si K n'est pas un sous-corps de 

Pl +"" "+Pd 8 
d-1 "2 

@l@ments. 

(En utilisant la conjugaison colnplexe, on remplacera (1.2.4) par 

, l'ensemble des w a au plus 

-~ Log ~(~) -(~-2) ~ogt~l ~ 2 Lo~l~I 

quana ~ ~ ~). 
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Exercice 3.3.e. Une d@rivation D 

A satisfaisant 

3.24 

sur un anneau A est tune application de A darts 

D(x+y) = Dx+Dy et D(xy) = x Dy+y Dx 

pour tout (x,y) £ AxA . 

9) Montrer qu'on pout remplaoer, dans l'4nonc6 du lemme 3.3.2, la d4rivation 

d 
d-~ par une d@rivation quelconque D sur l'anneau K[f I ..... fh]. 

2) On remplace, dans les hypoth&ses du th4or&me 3.3.1 (resp. de l'exercice 

3.3.d), la condition : 

d op~re sur l'anneau ~f , ,fh]" "la d4rivation ~zz "'" 

par : 

"il existe ~le d@rivation D sur l'anneau L = K [fl .... ,fh] , qui poss&de les 

deux propri@t@s suivantes : 

a) pour tout w £ ~ et g E L , si w n'est pas pSle de g , alors w n'est 

pas pSle de Dg (on note alors Dglw la valeur de Dg en w), et, pour tout entier 

k~0,ona 

d h 
Dhglw = 0 pour 0 ~ h ~ k ~ ~dz h g(w) = 0 pour 0 ~ h ~ k . 

b) I! existe un prolongement de D h l'anneau L[z] tel que 

Log Dk(zk)Iz=o ~ c k Log k pour k 

oh C est un entier positif ind4pendant de k". 

Montrer que la conclusion devient 

m ~ (p1+132)(6+c-1) 
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3.25 

Pl +" "" +Pd 
( ~ - 1 )  ). m~ d-1 

3) Donner des exemples de d@rivations D poss@dant les propri@t@s a) et b) 

pr@c@dentes (consid@rer, par exemple, les d@rivations 

g ( z ) . ~  , 

oh g est une fonction enti~re). 
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Exercice 3.3.f. Soit 

morphes au voisinage d'un point 

3.26 

K un corps de nombres; soient fl,...,fh des fonctions holo- 

tune d4rivation sur l'anneau 

On suppose que la d4rivation D 

K + Kf~ 

c'est-h-dire qu'il existe des 416ments 

U. . 
l,J 

de K , v4rifiant 

w £ C ; soit D 

K[f I ..... fh ] . 

op~re sur le K-espaoe 

+.-.+ Kf h , 

, (0 4 i ~ h , I ~ j 4 h) 

Df. = u + u I + .... + D o,3 ,jfl Uh,jfh 

un d4nominateur des hombres 

II. . 
l,O 

Soit 8 

et soit 

vectoriel 

• (~j~h). 

(0 £ i ~ h , I ~ j ~ h) , 

u = Log ~lu-~1 . 
• . I,D 

1,J 

Soit IP E K[X I ..... Xh] un polynSme de degr4 total r ; on note I~I 

mum des valeurs absolues des conjugu4s des coefficients de 2 , et d(p) 

petit commun multiple dee d4nominateurs des coefficients de p 

cients du polynSme d(p).p sont des entiers de K sur ~). 

Soit F = P(fl ..... fh )" 

I) Nontrer que pour tout entier k ) 0 , on a 

D k F(w) c K ; 

le maxi- 

le plus 

(ainsi les coeffi- 
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3.27 

montrer que 

d ( P ) . ~ k . ( d ( f l ( - ) ) . . . d ( ~ h ( ~ ) ) )  ~ 

est un d@nominateur de D~(w), et que 

r( Log(h+1 )) k(Log(r+l) Log(h+1 ) U). ~o~ I D F ~ ) I  ~ Lo~ + ~ s ~ f j ~ ) )  + + + + 
t4J4h 

(Voir & ce sujet [Adams, 1964, P. 283] et [waldschmidt, 1972 a, lemme 3.1]). 

2) Applications : 

d 
a) Sous les hypothhses du th@or&me 3.3.1, on suppose que la d@rivation d-~ 

op~re sur le K-espace vectoriel K + K.f I +...+ K.f h . 

Nontrer que l'ensemble des w E ~ tels que 

a au plus 

fi(w) CN pour I .< i4h 

6P2 + Pl 

@Igments, si P2 ~ Pl st 6 = [K : ~]o 

(Indications. La d4monstration est identique & celle du th@or&me 3.3.1, a l'excep- 

tion de la majoration de s(YN) qui devient 

P2 
s(~ N) ~< Pl +P2 

I 
M Log M + M(Log N) r . 

Comparer avec la d4monstration du §3.2)° 

d 
b) Avec les notations de l'exercice 3.3.d, on suppose que ~ op&re sur 

K + Kf I +...+ Kf h ; montrer que l'ensemble des w a au plus 

8.PI +'''+pd (8-I). rain Pi 
d-1 

1~<i4d 

414ments. 
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3.28 

Exercice 3°3.g 

I ) Soit f une fonction enti&re d'ordre inf4rieur ou 4gal 

Cauchy stu" un disque de rayon (~)I/@ utilisant les in4galit4s de 

pour tout w £ ~ , on a 

En d4duire 

2) Soient 

tout w ( C , on a 

, montrer que, 

I n Log -- f(w) + ~ Log n << n pour n-* +co (cf. [Rudin]). 
• dz n 

d n 

max Logl-- fk(w) l << n Log n pour n ~+co 
0~kgn dz n 

fl,...,fd des fonctions enti~res d'ordre fini. V4rifier que, pour 

~_~n ~ ~ t 
max Log fl " "fd (w)i << n Log n pour n ~+~ 

dz n " 0~k I .... , kd~n 

3) Soient 

Q , d'ordre inf4rieur ou 4gal & @1,...,pd respectivement. Soient 

entiers rationnels, deux & deux distincts, tels que 

fl,...,fd des fonctions enti&res, alg4briquement ind4pendantes s~r 

kl,...,k m des 

pour tout (n,i,j) ( ~3 , 

(d-1)m ~< p1+...+pd 

~n 
dz--~ fi(kj) E 

Montrer que 

(Reprendre la d4monstration de l'exercice 3.3.c) 

4) En d4duire que, si f 

et si m 6 ~ est tel que 

d n 
- -  f ( j )  c z 
d z  n 

alors 

I¢i~<~, 1~j~m. 

est une fonction enti&re transcendante d'ordre ~< p , 

p o u r  tout (n, j) £ ~2 ~ ~< j ~ m 
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m,<p. 

(On ~eut arriver au mSme r4sultat par une m4thode en%i~rement diff4rente [Straus, 

1949, th4or~me I] ; d'autre part, pour tout r4el w > 0 , on pout construire une 

fonction enti~re transcendante g , admettaxlt w pour ~riode, et telle que 

d n 
-- g(O) £ ~ pour tout n £ ~ ; 
dz n 

of. [Nahler, 1971] ; par cons4quent, si on choisit pour w un nombre rationne!, une 

telle fonction g n'est pas d'ordre fini). 
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