
CHAPITRE 4 

Type de tra~scendance 

Darts les deux m@thodes de transcendance ~tudi@es pr@c@demment, la conclusion 

s'obtenait toujours en utilisant, pour un corps de hombres, l'in6galit@ fondamentale 

(1.2.~) : 

-e[~: ~].s(=) .< Logl= I , 

pour tout ~ £ K , ~ / 0 . 

Pour obtenir des r@sultats d'ind@pendance alggbrique, nous consid@rerons des 

extensions de ~ de type fini, et nous supposerons qu'elles v@rifient tuue in@galit@ 

du m@me genre. 

§4.1 D@finition du t,ype d_~e transcendance, et @nonc@ c'un premier r@sultat 

Rappelons que, si P E ~XI,...,Xq] est un polynOme non nul de degr@ 

deg. p = r i 

par rapport h X i (I £ i £ q) , et de hauteur H(P) Cla hauteur de P est le maxi- 

mum des valeurs absolues des coefficients de P), on d@finit la taille de p par 

t(p) = max{Log H(P) ; I +r I ..... I +rq} 

(volt §1.2). 

Soient K un sous-corps de C , et z > I un nombre r@el. On dit que K 

un type d__~e transcendance inf@rieur ou @gal ~ z sur ~ si K a tun degr@ de trans- 
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4.2 

cendance sur ~ fini, et s'il existe t~e base de transcendance (x1,...,Xq) 

sur Q telle que, pour tout ~ E ~x I ..... Xq] , ~ ~ 0 , on ait 

(4.1.1) - ~t(~)) ~ << ~o~I~l 

(La constante << ddpend de K, Xl,...,x q, ~ , mais non de ~). 

de K 

Si K a un type de transcendance ir~f6rieur ou 6gal A T sum Q et tun degrd 

de transcendance q sur 9 , alors on a 

~ q+1 . 

Ceci se volt en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet (voir exercice 1.3.f). 

Si ~ est un nombre rdel, 1 6 • < 2 , alors un corps K a un type de trans- 

cendance sum ~ inf6rieur ou 6gal h ~ si et seulement si K est une extension 

alg6brique de Q . 

Nous d6montrerons, pour commencer, un premier r6sultat d'ind6pendance algdbri- 

que co~cernant les valeurs de la fonction exponentielle, en utilisant une extension 

de la m6thode de Schneider. 

Th~orbme 4.1.2. $oient ~ > I un nombre r~el et K un sous-corps de C , d__%e type d_~e 

transcendance infdrieur ou ~gal "a 

des nombres complexes Q-lin~airement 

s_i 

,.. (resp. v ..,v m) su__.~r Q . Soient u I .,u n ,. 

ind~pendants. 

alors i'~ au moins des nombres 

exp(u i vj ) 

est transcendant sur K . 
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Quand K est le corps 

alg@briques), l'hypoth~se 

il existe 

s'@crit simplement 

4.3 

des nombres ratio~els (ou le corps ~ des nombres 

> I tel que mn >i T(m+n) 

m• ~ m+lq , 

c'est-g-dire (m ~ 3 , n ~ 2), (ou m >~ 2 , n >i 3) 

= 6) ; on obtient alors (2.2.3) comme corollaire. 

(on peut choisir par exemple 

La d@monstration du th6or&me 4.1.2 est particuli~rement facile darts le cas oh 

on ne consid&re que des extensions tra~Iscendantes pures ~(x I .... ,Xq) de ~ , oh 

x I ..... Xq v6rifient 4.1.1 (voir par exemple [Lang, T., ehap.V §I] pour le cas q=1). 

Pour d@montrer le cas g@n&ral, il est utile de d&finir une fonction taille pour 

des extensions de Q de type fini. Pour @tudier les propri&t@s de cette taille, nous 

@tablirons quolques lemmes auxiliaires qu± seront utiles dans les chapitres suivants. 
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4.4 

§4.2 Taille sur une extension de ~ de type fini 

Soit K une extension de Q de type fini ; soit q >i 0 le degr@ de transcen- 

dance de K sur ~ . soit (xl,...,Xq) une base de transcendance de K sur ~ . 

D'apr~s le th@or~me de l'@l@ment primitif, il existe Yl £ K tel que 

K = ~(x I, .... Xq,y I). Le nombre Yl est alg@brique sur ~(x 1,...,xq) ; il est donc 

racine d'un polynSme p irr@ductible (mais pas forc@ment unitaire) aur 

~x I ..... Xq]. soit q E ~x I ..... Xq] le coefficient du terme de plus haut degr@ de 

P ; alors y = q.yl est entier sur ~[x I .... ,Xq] c'est-h-dire racine d'un pol~lSme 

unitaire irr@ductible & coefficients darts ~[x I ..... Xq] , et on a K = ~(x I ..... xq,y). 

On volt ainsi que l'anneau ~[x I .... ,Xq] joue par rapport & K le rSle de 

l'anneau des entiers rationnels par rapport & un corps de nombres (mais 

~[Xl, .... Xq] ne se d@finit pas de fa£on intrins~que). 

On introduit la d@finition suivante : 

(4.2.1) Syst~mes g~n&rateurs. Soit K un sous-corps de ~ de type fini sur ~ . 

K stur Nous dirons que des @l@ments 

si 

I) K = Q(x I ..... Xq,y) ; 

2) Xl,...,x q 

x I ,...,Xq,y forment un syst~me ggn@rateur d_~ 

sont alg@briquement ind@pendants sur { ; 

3) Y est entier sur 

Alors un @l@ment a 

sous la forme 

(4.2.2) 

o~ 6 = [K: ~(x ..... xq~] 

~[x I ..... Xq] . 

de K s'@crit de mani~re unique (& des facteurs +I pr&s) 

5 Qi i-1 
a=Z~ R-- y 

i=I l 

est le degr@ de y sur ~x 1,...,xq] , et, pour tout 
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4.5 

i = I .... ,6 , Qi et R i sont deux 414ments de Z[x ..... Xq] sans facteurs com~alns. 

(L 'anneau ~ x  I . . . . .  Xq] es t ,  rappe lons l e ,  f a c t o r i e l  [Lang,  A . ,  chap.V §6 ] ) .  On ap- 

pelle dSnominateur de a (par rapport au systbme g@nSrateur (x I .... ,Xq,y)) le plus 

petit commun multiple de R I ..... R 6 , darts ~[x I ..... Xq]. 

Nous pouvons maintenant d@finir la taille sur une extension K de ~ de type 

fini. Soit Xl,...,Xq, y un syst~me g@n@rateur de K sur Q . Soit a £ K , et soit 

P le d@nominateur de a (relatif au systbme g@nTrateur x1,...,Xq,y). Alors 

Pa £ ~x I ..... Xq,y] s'@orit 

6 
i-I 

P.a = ~. Pi Y 
i=I 

o~ P i c ~ 5  . . . .  '~q] (~ " < i ~ 6 ) "  

(Avec les notations (4.2.2), on a Pi = (~)'Qi)" On dSfinit la taille de a (rela- 
! 

rive au syst~me g@n@rateur x1,...,Xq,y ) par 

t(a) = max{tCp) ; t ( p 1 ) ; . . . ; t ( P 6 )  } . 

Si K est un corps de nombres, un syst~me g@nSrateur est form@ par un 414ment 

y £ K , entier sur Z , tel que K = ~(y) ; on a d@fini deux applications de 

K = K- {0} darts l'ensemble ~ des nombres rSels x ~ 0 : la fonction s ("size", 
+ 

introduite au §1.2) ,  et la fonction t (faille par rapport au syst&me g@nSrateur y). 

On volt facilement qu'il existe deux constantes c I , c 2 , ne d@pendant que de 

y , telles que, pour tout a ( K , a ~ 0 , on ait 

(4.2.3) s(a)  - c I ~ t ( a )  < 2 s (a)  + c 2 ( c f .  exe rc i ce  4 . 2 . a ) .  

La relation 1.2.3 montre qu'il existe une constante c K > 0 telle que 

( 4 . 2 . 4 )  -c K t(~) ~ Logl~ I pour tout ~ E K , e { 0 . 
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4.6 

Nous allons g4n4raliser cette relation aux extensions de 

de type de trauscendance inf4rieur ou 4gal h 

a un type de transcendance inf@rieur ou 4gal 

Q de type fini et 

sur Q . Nous montrerons que, si K 

sur ¢ , et si L est tun sous- 

corps de K de type fini sur Q , alors ii existe une constante C L > 0 (ne d@pen- 

dant que d'un syst&me g@n@rateur de L sur Q , permettant de d4finir une taille 

t L sur L) , telle que 

Lo lal pour t ou t  a C L , a ~ 0 . 

On en d4duit que K a un type de transcendance inf@rieur ou 4gal & ~ par rapport 

route base de transeendanee, et que tout sous-eorps de K a u~ type de transeen- 

dance inf@rieur ou 4gal ~ ~ . 

Nous commengons per le 

Lemme (4.2.5). Soit K tune extension de ~ de tyR9 ' fini. ~oit 

syst~me g4n@rateur de K sur Q . 

I. S_~_ ~1,...,~m sont des @14ments de 

(4 .2 .6 )  t ( ~ l + . . . + ~  m) 4 

2. I ~ l e x i s t e  une sonsta_ute 

m 
pour tout (a1,...,a m) 6 K 

( 4 .2 .7 )  

{ 4 .2 .8 )  

( 4 . 2 . 9 )  

(Xl,...,Xq,y) un 

~[x I .... ,Xq,y] , alors 

max t(~i) + Log m . 
14i{m 

C > 0 , ne d~pendaut que de x I, .... Xq,y , telle ~, 

, on ait 

t(a1+...+a m) ~ C(t(al)+...+t(am)) 

t(al...a m) 4 C(t(al)+...+t(am)) 

~ c ~ [ x  1 . . . . .  ~q] , ~ o ,  o~ 

t (~)  ~ c ma~(t(~) , t (~))  . 
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4.7 

(Comme au §1.2, on laisse le soin au lecteur d'@tudier ce qui se passe lorsque cer- 

talus des nombres concern~s s'annulent). 

D@monstration du lemme(4.2.5) 

I. Soient ~I,...,¢m des @l@ments de ~x I .... ,Xq,y] . ll existe des polynSmes 

Pj,i c ~[x I ..... ~q] 

tels que 

& 
i-I 

~j = .~ Pj,i y , ICj~<m. 

On a 

m 6 m 

F ~j : T U ( ~  P j i ) y  i-1 
j=1 i=I j=1 

donc 

m m 

t ( 7 ~  ~ j )  : max t(TU, P j , i ~  
j=1 14i~& j=1 

Or, trivialement, on a 

m 

H(~. Pj,±) ~ ~. s~p H<pj, i) , 
j=1 14jgm 

et 

m 

degx ( E Pj,±) 4 sup degxh(Pj,$) . 

j=1 14j4m 

On en d@duit tr&s facilement (4.2.6). 

2. Remarquons d@j~ que, si PI ' P2 sont des @l@ments de C[x I .... ,Xq] , on a 

q 

(4.2.10) H(Pl"22) ~< H(P1)'H(P2)'~=IH (1 +degx P I) 

donc, par r@currence, si P1 '"''Pm sont des @l@ments non nuls de 

m q m-1 

(4.2.11) H(P1.,.P m) ,,< H H(Pi) . H H ( l+degx Pj) . 
i=1 ,e=l j =1 

~[x I ..... xqS , 
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4.8 

Consid@rons maintenant deux 616ments a I , a 2 de Q[Xl,...,Xq,y ] . On peut 

6crire 

6 
al = ~= Pi yZ-1 , 

et 

6 
a2 = ~ Qj yj-1 , 

j=1 

oh Piet Qj (I ~< i,j ~< 6) appartiennent & ~[x I ..... Xq]. Le produit ala 2 

partient ~ {[x I .... ,Xq,y] ; il s'6crit donc sous la forme 

6 
ala2 = ~ Rk yk-1 

k=1 

Pour expliciter R 1 . . . . .  R 6 , soient ~u,~ E ~ [x  1 . . . . .  Xq] (u ~ 0 , ~ : 1 . . . . .  6) 

que 

6 
6+u Z-I 

Y =~-~, ~u,~ Y 
~=I 

Alors 

al-a 2 

6 6 

= E E Pi Qj yi+j-2 
±=I j=1 

26-1 

=/-: E p Qjk, 
k=l i + j = k + l  

6 6-2 

=Z:: E PiQjYkl+Z::: Z:] PiQjy   
k=l i + j = k + l  u=o i+j=6+u+2 

Donc 

6-2 /-: PiQj+E 
i+j =k+1 u=O 

~' Pi Qj ~u,k ' 
i+j=6+u+2 

pour tout entier k = I,...,6 . 

On d@duit de (4°2 .6 )  et ( 4 . 2 . 1 1 )  

t ( a l . a 2 )  = max t(Rk) ~< t(a I 
I~Z<6 

q 
) + t ( a  2) + ~ Log(1 + max (deg P i ) )  + c 

~=I I{i~6 x~ I 

ap- 

tels 
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4.9 

oh c I se calcule facilement en fonction de 6 et t(~u,k) (0 ~ u ~ 6-2 , I ~k~ 8). 

Par r6currence, on obtient 

m 

(4.2.12) t(a1...a m) ~ (q+1) ~, t(a i) + c 2 , 
i = 1  

si a I ..... a m sont des @l@ments de Q[x I ..... Xq,y] , et c 2 = c1(q+1 ) . 

sont des @16ments de ~ notons p le d@nominateur de Enfin, si a1,...,a m ' i 

a i , et ~i = a.P. (I 4 i ~ m). II 

On a 

et 

m 

~ . a i =  
i=I 

D'apr~s (4.2.6) et (4.2.12), on a 

m 

II a .  = 
1 

i = 1  

m 

~'~i HP. 
i=i j¢i J 

m 

P 
j=1 3 

m 

1 
i = I  

m 

I1 P .  
j = 1  0 

m 

t(~ a i H Pj) 
i=i j~± 

max t(m i N P.) + Log m 
1£i<m j{i J 

[q+l)max1~<i~m [t(~i) + j~i t(Pj)] + Log m + o 2 

m 

~< (q+1) ~, t(~ i) + Log m + o 2 ; 
i:I 

de m@me 

m m 

t(  n ~j; ~ (q+1) E t(ai; + °2 ' 
j =I ±=I 

et 

m m 

t (  n Pj) ~ (q+1) E t (a i )  + c 2 - 
j =~ i=I 

Les relations (4.2.7) et (4.2.8) seront done des consequences de (4.2.9). 
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4.10 

3. Pour d4montrer (4.2.9), on oonsid~re deux @14ments ~ ( ~x I ..... Xq,y] 

£ Z[x I ..... Xq] . Soit P £ ~[x I ..... Xq] le d~nominateur de ~ ; on a 

6 
i-I 

'~ : ~ '  ~ i  y , avec ~i C Z [ x  . . . . .  Xq] , (1 ~ i ,,< 6) , 
i = I  

et 
6 6 

• i -1  
~, Pi yl-1 E ~i y 
i=I i=I 

P ~ ' 

avec Pi £ Z[Xl . . . . .  Xq] (I ~ i ~ 6). On en d4duit 

~±P=Pi ~ , (i ~ ±~ 6) , 

donc P divise ~ et p divise ~ (dans 
l l 

Q 6 ~x I ..... Xq] tel que 

~[x I ..... Xq]): il existe 

= PQ , et %i = Pi Q ' (I £ i ~ 6) . 

Ii suffit donc que l'on 4tablisse le r4sultat suivant : 

et 

si P et q sont deux 414ments non nuls de ~xl,...,Xq] , on a 

(4.2.~3) 
q 

t(p) ,< t(m) + .E.de~x.(pQ) . 
1=I l 

Cette in4galit@ fait l'objet du lemme suivant 

Lemme (4.2.14). Soient 

degr4 d__~e p l . . . p m  

j = 1 .... ,q . 

Alors on a 

avec n = n1+...+n q . 

Les in4galit4s 

P1,...,pm des 414ments de C[XI,...,Xq] , et soit 

par rapport ~ Xj (I ~ j ~ q). 0_Ln ~uppose nj ~ I 

IIP1.-.PJl ~ 2 • P~II--.IIF~N , 

n le 
3 

pour tout 
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4.11 

(.~_L)~-. 2x 
e > pour x ~ I 

et (1.2.7) : 
q I 

" (~)  ~ llPH ,< . (F ) .  n (~ +degv P)2- 
k=l % 

~ontrent que l'on a, ~ plus forte raison, (et sans supposer 

j = 1,...,q) : 

n } 1  
3 

pour 

H(PIo..Pm ) ~, e-n.H(PI).. .H(P m) , 

d'oh on d4duit (4.2.13). 

Notons que, dans l'autre sens, on obtient facilement (voir 4.2.10) 

q 
H(Pt"' 'Pm) "( H(PI ) ' ' 'H(Pm)" n 

i=1 

D4monstration du lemme (4.2.14) 

L'in4galit4 ~ d4montrer s'~erit, en utilisant (1.2.6) 

f lP(e2i,,,1 2i~q) ,...,e 12dUl .. .dUq 

q 

oh P = P1...Pm . 

m ~H 2i~ul 2i~Uq) 12duf" "dUq' 2 -2n+q. II IPk(e . . . . .  e 
k=l q 

Examinons pour commencer le oas q = I . 

Quitte ~ diviser chaque Pj par une puissance convenable de l'inconnue X , on peut 

supposer, sans perte de g~n4ralit4, P(O) ~ 0 . 

On remarque que, si z , ~ , ~ sont des nombres complexes v@rifiant 

I z l = l , ~ / 0 , e t  ~ = T ~ '  

alors on a 

(4.2.~5) I~'~I > ( I+I~I ) -L~ • 
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4.12 

(Le cas z = +~ est trivial ; sinon, notons t la projection orthogonale de 

la droite (-~,z) ; on constate que l'on a : 

Z 

t-m 

I~+~I :, + l~I) 

o'aut~e p~rt, ~i ~ c c[x] v~rifie ~(0) ~ 0 on peut ~crir~ ~ ~o~ la 

f orme 

ave o 

r r 

R(X) = ~ , ,  a k X k = a H (X-mj) 
k=O r j=1 

sur 

r = deg R , a r { 0 , et mj i 0 (1 ~ j @ r). 

D'apr~s (4215), sion~ote ~j=~(1~j~r) ona pour Izl =i 

I~(=)I = I%1 n l~,jl ~ I%1- n (~+l~jl) n -T- 
j =i j=1 k=l 

(4.2.16) IR(z)l ~ ~p IR(y)I. n 2 
lyl=1 j=1 

Utilisons (4.2.16) pour PI .... 'Pm successivement ; en notant 

racines de P , on obtient, pour Izl = I : 

V1~eo-~V ~ 

m n v, m 

IP(=)l = n IPk(=)l ~2 -n. H Iz-~ ~ max Ipk(y) I 
~ I  J=~ " J '  ~ Iy i=I  

Le polynSme 

IZ V. n 

Q(x) = j=1 (X-l  = 

v@rif ie 

les 
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4.13 

IlQII > ~ ,  

car Ibo l= b n = 1 , e t  n > 1 . D'oh,  en utilisant ( 1 .2 .6 )  : 

n - dx~2 . 

j=1 

On obtient ainsi 

(4.~.17) ~0 ~ m IIPII2= IP(e2i~)12du ~ 21-2n. H max 
~=1 lyl=l 

IPk(Y) l 2 

D'apr~s ( 1 . 2 . 8 ) ,  on a 

max ll~kll .< lyl=l IPk(Y)I , 
donc l'in@galit4 ( 4 . 2 . I 4 )  est d4montr4e darts le cas q=1 . 

Le cas g4n4ra! vase d4montrer par r4currence. Soient PI,...,Pm des 414ments de 

@[X1,...,Xq] , et soit p = p1...pm o 

Remarquons d4j& que, si x1,...,Xs_ I , Xs+1,...,x q sent des nombres complexes, on a, 

d'apr~s (4 .2 .17 )  

/ ~  2i~u . . . . . .  xq)12au > (4.2.18) [P(x t . . . . .  Xs_l,e ,Xs+ t 

1-2n m / ~  Pk(Xl 2 i~u ,Xq)12du 
2 s H I ,Xs_1,e ,Xs+1,- 

avec ns = degx P " 
S 

L'hypoth~se de r4currenoe est la suivante : il existe un entier s , 

I ~ s i q-1 , tel que l'on air, pour tout (x1,...,Xs) E s , 

(4.2.~9) 
j~ 2i~s+ 1 2i~q) 12 

IP(Xl . . . . .  Xs,e . . . . .  e aUs+ I . . . dUq  >.. 

2i~u 2 ~-s ~ 2~-s-2v=s+1% H ~ f~ 2~%1 ,e q)1%+1 ' ' - ~  
- tPk(Xl . . . . .  X s , e  . . . .  q-  

k=t 
q - s  
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4.14 

Cette relation est vraie au rang s = q-1 , d'apr~s (4.2.18) ; supposons la vraie au 

rang s (avec 2 4 s 4 q-l) et d4montrons la au rang s-1 . On int~gre les deux 

2iTo.1 
S 

membres de (4.2.19) sum le cerele unit4 x s = e , 0 4 u s £ I • On obtient, 

grace h (4 .2 .18)  : 

~O~H P(xl 2i~u 2i~m 2 s du ...dUq 1 . . . . .  ~ _ l , e  . . . . .  e q ) 1 %  s+1 
q-s q 
q-s-2 n 2i~u 2 

v f ~  m fH 2i~Us 
>, 2 ~:s+l n IPk (x ,  . . . . .  ':e-~ e . . . . .  e q)l a %  .a~q 

k=-I 
q q-s 

q-s-2 / n 2i~a 2 
~2 v=s+l v 1-2ns m IOf H Pk(Xl 2i~s q) 

.2 . H I ..... xs_1,e ..... e I dUs'''du 
k=1 " q q-s 

ce qui 4tablit la formule de r4currence (4.2.19) au rang s-1 . 

La d4monstration du lem~e (4.2.14) ,st donc termin4e (donc aussi celle du 

lemme 4.2.5). 

Nous poursuivons maintenant notre 4tude des propri4t4s de la taille ; le lemme 

suivant nous permettra de ram,net certains probl~mes au cas d'extensions transcen- 

dantes pures. 

Lemme 4.2.20. soit K un eous-corps de C , d..~e type f~li sur ~ . $oit 

(Xl,.O.,Xq,y) un syst&me g4n4rateur d__%e K sur ~ . I_~.l exist, une constante C > 0 

n_~e d4pendant que d_~e Xl,...,Xq,y , a~ant l__%a propri4t4 suivante. 

~Qit a 6 K , a ~ 0 . Soit p le d4nominateur de a (par rapport a_~u syst~me 

~4n@rateur xl,..°,Xq,y). 

~ o i t  z [ ~ m  1 . , X  ] la norme (de K su r  ~(x  1 . , X q ) )  de P . a  . 

t(~) ~ c . t (~)  ~__t Log14 ~ Lo~tat + Ct(a) . 
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4.15 

(Dams les applications de ce lemme, lal sera tr&s petit, et t(a) ne sera pas trop 

grand, disons t(a) ~ - ~C L°glal ; ainsi I#l sera tr&s petit : bogl~ 1 ~ ~ Loglal). 

D4monstration 

Soit 8 = [K :{(x I ..... Xq)] ; notons Yl ..... Y6 les diff4rents conjugu&s de 

sur Q(x I ..... Xq) (avec Yl = y par exemple). On peut @crire 

oh PI,...,P6 

& 
Pa = ~ F i yi-1 , 

i=I 

La majoration de 

appartiennent k ~Xl,...,Xq] . Alors 

8 5 5 8 

= i=I ~ (~j=l pj YiJ-1) = £.a. i-~H (~j=l Pj yj-1)i " 

t(~) se d4duit alors du lemme 4.2.5, et la relation 

provient du fair que l'anneau 

chap. IX, prop.6]. 

Enfin la majoration de 

(4.2.21) Logl4 ~ e.t(~) 

c 1 . . . . .  xq] 

~[x1,...,xq] est int4gralement clos. [Lang, A, 

Logl~ I est une cons4quence de l'in4galit4 triviale 

pour tout m E ~x I ..... Xq,y] , ~ / 0 . 

Nous montrons maintenant que la taille ne d4pend pas (& une constante pr&s) du 

syst~me g@n4rateur choisi. 

Lemme 4.2.22. 8oient K I ~E 2 deux extensions de 

(resp. (~I'''''~q2'~)) un syst~me ~@n@rateur de 

(resp. t2) la taille sur K I 

I_!lexiste une constante 

d_ietype fin±, (x I ..... Xql,y) 

(resp. t 

(resD. ~) d4fim_ie ~ part±r de ce syst~me g@n4rateur. 

c > 0 telle q ue, pour tout 414merit non nul a d_% KI, 

on ait 
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I t1(a) ~ t2(a) ~ c t1(a) . 

D4monstration 

r (p ¢ 
I) On d4montre l'in@galit4 t 2 << t I d'abord pour un monSme p.x I 

~ 0 , r ~ 0 ) ,  t m i s  p o u r  t o u t  polynSme non  n u l  P £ ~[x . . . . .  Xq] 

lemme 4.2.5), enfin pour tout 414ment non nul de K I . Les d4tails, faciles, sont 

laiss4s au lecteur ; cf. [Waldschmidt, 1972, a, lemme 2.3]. 

2) D'apr~s la relation t 2 << t I , il suffit, pour d4montrer que t I << t 2 , 

d'4tudier le cas 

(en utilisant le 

soit 

o n  a 

x = ~2 pour t £ 2 4 ql " 

& 

a =~.R i 
i=I 

yZ-1 £ KI R i £ Q(x I ,x ) ; ' ' " " " ql 

dono 

t2(R i) = t1(R i) , I ~ i ~ 6, 

t1(a) << max t2(Ri) . 
1gig6 

Soient o I ..... ~& les diff4rents Q(x I .... ,Xq)-isomorphismes de K I dans une olB- 

ture alg4brique Q de K 2 (grace ~ la relation t 2 << t I , il n'y a pas de res- 

triction ~ supposer cj(KI) c K 2 pour I ~< j ~< 6) ; comme la matrioe 

( ~iYJ-1 ) I~<i, j£6 

est inversible, on a 

max t2(Ri)<< max t2(~j(a)) . 
I~i~6 1~jg6 
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Pour tout j = 1 .... ,6 , ~_ se prolonge en un homomorphisme ~' de K~ bans ~ ; 
J J z 

on a alors 

t1(~) << ~ t 2 ( o j ( ~ ) ) :  m~x t2 (o ] (~ ) )<<  t2(~) , 
I~<j46 I~<j~6 

oe qui d4montre le lemme 4°2.22. 

On d4duit des lentmes 4.2.20 et 4.2.22 le 

Lemme 4.2.23. Soit K un sous-corps d__~e ~ , d_~e tyDe d__%e transcendance inf4rieur ou 

4gal ~ ~ sur ~ (avec ~ } I). SQit L un sous-corps d_~e K , be type fini s~ 

@ ; soi t (x 1,...,xq,y) tun syst~me g~n4rateur d_Le L sur Q ; on note t L l_~a 

faille d4finie sur L ~ partir de ce syst~me g~n4rateur. !l existe tune constante 

C L , n~e d@pendant que be x1,... ,Xq,y , telle ~, pour tout 41@ment non nul a de 

L , on air 

- C L . ( t L ( a ) )  ~ ~ Logla I . 

Toutes les propri4t@s ~ue nous avions annonc@es concernant le type de transcen- 

dance sont maintenant d4montr@es. 
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§4.3Unlemme de ~iegel pour les extensions d_2.ety~ fini 

Nous aurons besoin d'une variante du lemme de Siegel, concernant les exten- 

sions de ~ de type fini. 

Lemme 4.3.1. S~it K une extension de Q d_.~e type fini. ~oit (x I ..... Xq,y) un 

systbme ~4n4rateur de K sur Q . I1 existe une constante C > 0 ayant l__%a propri6- 

t~6suivante. 

soient n et r deux entiers rationnels, n ~ 2 r > 0 

I ~ j ~ r) des 41@ments de l'anneau A = ~[x I ..... Xq, y]. 

I1 existe des 416merits ~I''"'~ d__%e A , non tous nuls, tels que 

n 

a ~i = 0 pour j = I .... ,r ; 
i=I z'3 

D4monstration 

max t([i) ~ C [max t(ai,j) + Log n] . 
1~i~n i,j 

CommenQons par nous ramener au cas oh 

y ~A ° :z[x I ..... xq] . 

Pour cela, notons 

En 4crivant ~I ..... 

connues 

avec 

et a. (1~<i4n , 

8 = [K:~(x I ..... ~)] . 

darts A = Ao[Y ] , nous introduisons les nouvelles in- 

~i,~ ' (I .< i.< n , I .< ~.< 6) , 

6 
~i : ~--I ~i,£ y2-I (I .< i ~< n) 
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et ~i,I £ Ao " De m~me 4crivons les coefficients ai, j sous la forme 

& 

ai, j = ~= hi,j, h 
h-1 

y , (I ~< i ~< n , I ~< j ~< r) , 

avec bi,j, h E A O . 

Pour u ~ 0 entier et k = I,..., 6 , on d4finit des 414ments ~u,k de A ° 

par les relations 

& 
y6+U = ~ ~u,k yk-1 

le syst~me d'4quations 

n 

E a i  x i:o (~.<j.<~) 
i=I 'J 

s'4crit alors 

n 

~ Li,j,k = 0 , (I £ j ~< r , I ~< k.< 6) , 

avec 

&--2 

Li,j,~ = E bi,j,~ ~i,~ + E  
h+I=k+1 u=o 

(volt la d4monstration de 4.2.12) .  

j,h ~i,~ u k bi 
h+~=6+u+2 ' 

Les Li,j, k 

Oi, ~ (I ~ i ~ n , I K £ ~ 6) , h coefficients dans A ° 

sont des formes lin4aires en 

, ces coefficients ayant une 

taille major4e par 

c I max. . t(ai,j) - 
1,j 

II suffit donc que l'on d4montre le lemme 4.3.1 dans le cas 6 = I e t A = A 
o 

Les coefficients a. appartiennent h A 
!,j o 

d -I d -I 

al, j =~-~, . .. ~al,3,(i ) x11 ...xqq 
21 =o lq=O 

= ~x I ..... Xq] ; 4crivons les 

, (I ~< i ~< n, I ~< j ~ r) , 

118 



4.20 

oh (%) = (~I . . . . .  #q) , e t a . .  E ~ , j , ( ~ )  

Soit c 2 un entier v4rifiant 

I 

e2 >, ( ( 3 ) q _  I ) - I  

Introduisons les nouvelles inconnues 

~ i , ( k )  £ ~ ' ( t  ~< i ~ n , 0 ~< ~1 ~< c 2 ~ - 1  ' 1 £ h ~< q) , 

dgfinies par 

c2di-I C2dq-1 

q = E ... E 
kl=O kq=O 

Le syst&me devient alors 

~i,(k) Xl "''Xq q , (I ~< i4n) . 

n 

r. ~ ... ~ ai,j,(~) ~i,(k) =0 
i=I k I+~ I=A I  kq+~q=Aq 

po~ O.<A k~<(%+I)%-I , (~-~k.<q),1~j~r 

On obtient un syst&me de 

(°2+I)q~1"" "~ 
@quations 

cqd .dqn 
21"" 

inconnues, & coefficients dans ~ . Remarquons que 

c~t...dqn ~-~ (c2+')qt-..'~r • 

Le lemme 1.3.1 (avec K = @ , 6 = I) montre qu'il existe u~le solution ~i,(k) non 

triviale v4rifiant 

~°gi,~ )lq,(x)l ~ 3Tog o~dl 

On en d @ d ~ t  l e  l e ~ e  4 . 3 . 1 .  

dq + 3 ~ t(ai, j) • 
i,3 
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§4.4 D6monstration du th@or~me 4.1.2 

Soient • > I un nombre r4el, et 

complexes ~-lin4airement 

les mn nombres 

4.21 

(resp. des hombres u1,...,u n vl,...,v m) 

ind4pendants. Soit K le corps obtenu en adjoignant 

D'apr~s le lemme 4.2.23, il suffit que l'on montre que, si K 

cendance inf@rieur ou 4gal ~ ~ sur Q , alors 

~ < ~(m+n) . 

Comme • > I , il n'y a pas de restriction h suppcser 

(4-4.1) ~mU > m+n . 

soit (x I ..... Xq,y) 

~x I .... ,Xq,y] . Soit N tun entier su/'fisamJnent grand. 

Montrons qu'il existe un pol,ynSme non nul 

d._~e degT@ inf@rieur ~ 2N m 

ont une taille major@e par 

( 4 . 4 . 2 )  

tel que !a fonction 

v@rifie 

exp(uiv j) , (I ~< i ~< n , 1 ~< j ~ m) o 

a un type de trans- 

un syst~me g@n@rateur de K sur ~ . On note A l'anneau 

PN E A[X I ..... Xn] , 

par rapport ~ X 
I 

(I ~< i .< n), et dont les coefficients 

(4.4.3) 

t(coefficients) << N m+n , 

U Z  U Z  
• . n F ( z )  = p~(e  1 , .  , e  ) 

FN(klV I +...+ k Vm) = 0 pour k = I ..... I~ I (I ~< j ~< m) . 
0 
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Notons 

414ments 

¢.22 

le produit des d@nominateurs - par rapport h 

U.V. 
zj 

e , (I C i~< n , I ~< j ~< m) 

de K . Consid4rons le syst~me d'@quations en 

I ~<i~<n) 

n m u v ~.k m+n ~, 
~ p~(~) n n r(~.e ~" 3) z j .  ~N -~i~b]  

i=I j=1 

C'est un syst&me de N m'n 4quations ~ (2Nm) n 

la taille de ces coefficients 4tant ~:~jor4e par 

grace au !emme 4.2.5. 

On a suppos@ n > 2 

non triviale, telle que 

Le polynSme 

fournit le r@sultat annonc@. 

(xl,...,Xq,y) - des 

m 
p~(~ ..... &) c A , (o .< ~i < 2N 

= 0 , p o u r  k .  = I ..... N n (I ~< j ~ m) . 
3 

inconnues, h coefficients darts A , 

t(coefficients) << N n+m , 

(4.4.1). Le lemme 4.3.1 montre qu'il existe une solution 

P~(~I ..... &) C A , 

max t(p~(~)) << m+n . 
(D 

,e t ,~ P~ =~ pN(~) x ... n 

La fonction F N ainsi eonstruite n'est pas nul!e (grgce & l'ind6pendance lin@- 

aire de ul,...,Un). Cette fonction est entibre, d'ordre ir~@rieur ou @gal & I ; la 

condition m ~ 2 (qui r@sulte de i'hypoth&ee 4.4.1) montre que l'un des nombres 

FN(hlv I +...+ hmv m) , hj g 7 , hj ~ I (I £ j ~< m) 
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est non nul (cf (1.5.4)). 

Nous noterons M le plus grand entier tel que 

(4.4.4) FN(klv I +...+ kmv m) = 0 pour 1 ~ kj ~ M n (I ~ j 4 m) ; 

grace ~ (4.4.3), on aura M > N ; de plus il existe des entiers rationnels 

avec I ~ hj ~ (M+I) n , (I ~ j ~ m) , tels que 

(4.4.5) ~N = F~(~iv~ +''+ hmVm) ~ o 

Pour m a j o r e r  Iv~l ' notons w I . . . . .  WQ l e s  nombres 

klv I +...+ kmv m , I ~ kj ~ ~ (I £ j ~ m) . 

A cause de l'ind4pendance lin4aire de Vl,...,v m , on a 

mn 
Q = M 

Notons d'autre part 

= h v +...+ hmv , Wo I I m 

de telle mani~re que (4.4.5) s'4crive 

YN = FN(W O) ; 

grace ~ (4.4.4), la fonction 

Q 

F~(~). n (z-wi)-1 
i=I 

est enti~re darts C . On lui applique le principe du maximum sur le disque de centre 

0 e t  de rayon 

~-m 
R=M 

L'hypoth~se 4.4.1 entra~ne R > N n . On obtient 
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Q Wo-W h 

= sup ~ tmwh . Iv~l I~(%)1 ~ I~ l~ - l t l =  ~ ~=~ 

Or on a d'~.ne pa r t  (en u t i l i s a n t  4 . 4 . 2 )  

sodFNI R << ~+~ + ~h  << M ~n = Q , 

et, d'autre part, pour Itl = R , 

~og t - . -~1 < - - - g - -  , 

Donc 

et, pour 

Q [Wo-Wh izr~-m-n 

Itl=R h=l 

N suffisamment grand, 

Q Log M , 

sogl~14 3 asogM.  

On utilisera cette in4galit4 sous la forme 

( 4 . 4 . 6 )  so<l~l << - M ~n sog M . 

Pour majorer la taille de YN ' on remarque d@j~ que 

m n 
= ~2~ . (M+I) 

. ,Xq,y] . 

On utilise (4.2.6) pour majorer la taille de ~ : 

t r , , 82mnNm(~+1)n 
+ max kpNk~). t(~ N) £ Log(2Nm) n (~) 

Maintenant, d'apr&s (4.2.8), on a 

n m u v 

x n n ( ~ a )  
i=1 j =1 

m n n m 
t ~ . ~ ~2mn~ (M+I) 

±=I j=1 

u v 2ihj 
(e i g) ) << Mm+n . 

D'oh 

,~.h, 
1 3 
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comme on a ~galement 

4.25 

t(52~lNm(M+1 )n) << M m+n , 

on d@duit de (4.2.9) la majoration attendue 

(4.4.7) t(YN) << M m+n . 

si K a tun type de transcendance inf@rieur ou @gal & ~ sum 

montre que l'on a 

-t(~ S << ~o~ly~l pour N ~ + -  9 

Q , le lemme 4.2.23 

dono 

(4.4.s) -M ~(m+~) << - M ~ L o ~ M  pou~ M ~ + ~  

(~ cause de 4.4.6, 4.4.7 et de l'in~galit@ M ~ N). On en d@duit 

mn < ~(m+n) . 
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§4.5 Ind4~ndance alg4brique des valeurs de fonctions m4romor~hes 

On peut 4tendre le th@or~me 4oi .2 en un critbre de d4pendance alg4brique de 

fonctions m4romorphes, qui g4n4ralise 2.2. I. 

Th4or~me 4.5.1. Soient • > I e~t I > 0 deux nombres r4els, e t K un sous-corps 

d_~e ~ , de type fini sur Q e~t de type de transcendance inf@rieur ou 4Eal ~ ~ sur 

. ~oient fl '''" 'fd des fonctions m4romorphes+ alg4briquement ind4pendantes sur 

K . Soit (SN)N~ 0 une suite de sous-ensembles finis de @ , tels qu e 

Card S N >> N ~ et max Izl << N pour N ~ += 

z £S N 

On su__u~ que, pour tout i : I, ,d il existe une fonetion h+ enti~re, d'ordre 

inf4rieur o u 4gal ~ Pi ' sans z@ros darts 

U S N , 
N 

telle ~ue h.f.i l soit enti~re d'ordre inf4rieur . . . . . . .  ou 4gal h Pi ' et que l'on air 

NPi 
fi(SN) c K ; max t(fi(z)) << , e~ 

z £S N 

max Log I I I << Npi (I ,,< i,,< d) 

z £S N ~ 

Alors on a 

(d--~)l  < -~(pl+. . .+pd ) . 

On obtient comme corollaire le th4or~me 4.1.2, en cheisissant 

s~ : { ~ l V l + . , . + ~ j m  I - N ~< k j  ~< ~ , (1 ~< j ,< ~)}  . 

D'autre part, quand K est un corps de nombres, le th4orbme 4.5.1 est 4quivalent 

au th@or~me 2.2.1, grace aux in@galit@s (4.2.3) entre s et t . 
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D4monstration du th4or~me 4.5.1 

Supposons les hypotheses du th4or~me 4.5.1 v4rifi@es, et soit N un entier sul~ 

fisamment grand. On d6finit : 

2 

R = j] , 

N~+P-Pi 
et Ri = [ ], 1 4 i £ d , 

oh 

Pl +'"  "+Pd 
P :  d 

On remarque tout d'abord qu'on peut supposer d > ~ et 

( 4 . 5 . 2 )  max Pi < [ + p ; 
16i4d 

(si on avait, par exemple, Pd ~ ~ + p ' il suffirait que l'on d4montre l'in4galit4 

(d-1-~)~ < ~(p1+...+pd_~) , 

en utilisant fl,...,fd_1 , pour en d4duire 

(d-~)~ < ~(p+...+%) ). 

Quitte h remplacer chaquo S N par un de ses sous-ensembles, on peut supposer 

Card S N << N ~ . 

Enfin, comme on a suppos4 • > I , il n'y a pas de restriction & ajouter l'hypoth~se 

Pl +"" "+pd 
Z>  d-1 

Soit (Xl,...,Xq,y) un syst~me g4n4rateur de K sur ~ , et soit 

A = ~ x  I . . . . .  ~ q , y ]  . 

Montrons qu'il existe un pol.ynSme non nul 
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PN E A[X I . . . . .  Xd] , 

d_~e'degr@ pay ra.p.pprt ~ X i v@rifiant 

de~ PN << Ri ' (I % i ~ d) , 

e~ dont les coefficients ont une taille << R.N p , tel que la fonction 

v@rifie 

F N : PN(fl . . . . .  f~) 

FN(t) = 0 pour tout t E S N . 

C.R C.R d 
On rgsoud  pour c e l a  l e  syst~me d ( f l ( t ) )  1 . . . d ( f d ( t ) )  .FN( t )  : 0 

t £ S N . Le lemme 4.3.1 permet de trouver un entier C > 0 (ind6pendant de 

des @16ments 

pN(kl . . . . .  k d) E A , (0 ~ k i 4 C.R i , 1 ~ i ~ d) 

non tons nuls, v~rifiant 

d Pi 
t(PN(X)) << i~=i Ri'N << R.N p , 

(x) .: 

et tels que le polynSme 

k 1 k d 
PN :~ P~(X) X I ...Xd 

poss~de la propri@t@ dgsir@e. 

D'apr~s (1.5.4), il existe un plus grand entier M ~ N tel que 

FN(t) = 0 pour tout t £ S M . 

Donc il existe w ° £ SN+ I , tel que 

~N = FN(wo) / 0 

pour tout 

N) et 
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~N ' on utilise le principe du maximum sur tun disque 

R=M a , 

Itl = R , oh 

avec 

d£ 

On a ainsi ~ > I et, h cause de (4.5.2), 

"~ + p -  p i +  c~pi ~< 
pour tout 

On obtient facilement 

i = 1,...,d . 

et 

d'oh 

soglFNI ~ << M ~ , 

IYNI ~< IF~I~- I~,~p R=/= 
t £ST, I 

Wo-t 

D'autre part la taille de YN v@rifie, d'apr&s le lemme 4.2.5 : 

E+p tix~) << ~ R i I~ ° i  << ~i 
i=1 

E#Zin, le lezmme 4.2.23 montre que 

donc 

- ~ ( Y . ) ~  << L°~IXNI P°~= " ~ + =  , 

ce qui d@montre le th&or~me 4~5.1. 

£ ~(~+p) > 
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§4.6 Ref@rences 

La notion de "type de transcendance" est due & Lang ; de mSme la d@finition de 

la taille sur une extension K = ~(x I , .... Xq,y) de ~ de type fini est essentiel- 

lement celle de [Lang, T., chap.V §2], avec cependant une diff@rence importante : 

apr&s avoir d@fini la taille sur ~x1,...,Xq,y ] , Lang dit qu'un @l@ment ¥ de K 

a une taille infgrieure ou @gale ~ B si y peut s'@crire comme un quotient 

y = ~ , avec ~ E ~[x I ..... Xq,y] , ~ £ ~x I ..... Xq] 

et ~(~) ~ B , t(p) ~ B 

D'apr&s cette d@finition, si P et Q sont deux @l@ments non nuls de ~[Xl,...,Xq], 

on devrait pouvoir @crire, en utilisant ~ = PQ , ~ = Q et y = P , 

t(p) ~< max~t(PQ),t(q)) , 

ce qua n'est pas vrai en g~n@ral. Mais l'in@galit~ (4.2.13) nous a permis de rem@dier 

cet inconv@nient et de donner une d@finition coh@rente. 

Cette in@galit@ (4.2.13), et la d@monstration du lemme [4.2.14), sont dues h 

Gel'fond [Gel'fond, T., chap.III §4 len~me II], qui am@liorait ~insi, et g@n@ralisait, 

un r@sultat de Popken et Koksma : 

H(PI"''Pm ) ~ (~)-n H(PI )'''H(Pm) ' 

oh PI ..... Pm sont des @l@ments de ¢[X] [Schneider, T., le~e 16]. 

II existe une autre d@monstration tr&s int@ressante de ce lem~e, par ~qler. 

[Nahler, 1961] ; le principe en est le suivant : pour p £ ¢[X I ..... Xq] , notons 

M(P) = exp~H Log IP(e2i~ l , . .  2i~u . , e  q)l%...dUq 
q 
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(ayes M(P) = 0 si ? = 0). On a @videmment 

N(P I . . .Pm ) = M(P I)...M(P m) ; 

doric ie probl~me revient ~ trouver des in4galit4s liszt les fonctions 

on a dans tun sens, grace ~ Hardy, Littlewood et Polya : 

M(P) et II~l; 

M(P) ~ "Pit 

D'autre part, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen [Mahler, 1960], on constate 

que, pour 

n n 
I q k k X11... xqq P = E "'" ~, a k ,kq 

k ---o k =o I'"" 
I q 

on a 

n n 

takl . . . . .  kql 4 (k l ) . . . (k q) M(P) . q 

On en d@duit des in4galit4s entre 

ou bien entre 

IIPI...Pmt I e t  ItP tll . . . . .  llPmll 

~ ( p . . . p )  et H(p I )  . . . . .  H ( % ) .  

Notons d'autre part une d4monstration tr~s simple de l'in4galit4 

t(p) ,< 3 t~Q) ,  

pou~ tout p et Q d~s Z[X] [L~g, T., ohap.Vl §2]. 

Le th4or~me 4.5.1 correspond ~ [Lang, T, chap. V §3 th. 2] , avec les corrections 

n4cessaires. Pour l'utiliser, il faut pouvoir d4terminer le type de transcendance de 

certains corps, et ce probl&me est plus difficile que celui de la d4termination du 
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degr@ de transcendance d'un corps. Lesmest~res d'ind@pendance alg@brique actuelle- 

ment connues ne donnent pas de type de transcendance pour des corps de degr@ de 

transcendance sup@rieur ou @gal h 2[Lang, T., p. 99]. N@anmoins, dana le caa de di- 

mension alg@brique I, les mesures de tr~xscendance donr~ent d@j& certains r6sultats. 

~ILog a~ 
Ainsi, A. 0. Gel'fond a montr@ que Q(a b) avait un type g 4, et que ~kL~g~j avait 

un type ~ 4+~ pour tout E > 0 (of. [Gel'fond, T, chap. III §3 Th. III]); puis 

N.I. Fel'dman a obtenu x = 2+a pour ~(~) , et ~ = 3+E pour Q(Log ~) [Fel'dman, 

1959]. Plus r@cemment, P.L. Cijsouw a am61ior@ plusieurs de ces r@aultats, eta d@- 

montr@ de nouvelles mesures de transcendance pour e ~ et e E . Les r@sultats ac- 

tuellement connus s'@noncent ainsi. Lea corps K suivants ont un type de transcen- 

dance inf4rieur o u 4gal ~ ~ , d&s que l'on choisit 

> 2  pour  K = ~ ( ~ )  ; • > 3 vou~ ~ = ~ ( ~ o g ~ )  ; 

,Log ~x 
~ 3 pour K = ~(e =) ; z ~ 4 pour K = QkL--og~/ ; 

~ 3 pour K = ~(e ~) ; x ~ 4 pour K = ~(a b) 

(Iei m , ~ , aet b sont alg@briques). (Voir [Cijsouw, 1972]). 

Nous n'avons parl@ que de l'extension des r@sultats du chapitre 2, aux exten- 

sions de ~ de type de transcendance g ~ . On peut effectuer une g@n6ralisation 

semblable des r@sultata du chap±tre 3 ; le seul probl&me consiste & @tablir l'ana- 

logue du lemme 3.3.2 (oh on remplace s par t , et K par une extension de ~ de 

type £ini). On peut d@mcntrer par exemple que, soua les hypotheses du th@or~me 

d 
4.5.1, si on suppose, de plus que la d@rivation ~ op~re sur une extension finie 

du corps K(fl,...,fd) , alors on a 

d-1 
(d-~)~ < ~(-~)CPl+...+pd) ; 
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si, de plus, la d@rivation op~re sur le K-espace vectoriel 

alors 

K + Ef I +...+ Kf d , 

~ < (~-1)d+~. 

Nous @tudierons, au chapitre 7, le cas particulier de la fonction exponentielle. 

Le cas g@n@ral est expos@ dans [Waldschmidt, 1972, a, §4]. 
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EXERCICES 

Exercice 4.1.a. Soient I: >~ 2 un hombre r~el, et x un nombre complexe transcen- 

dant. soit K tune extension alg6brique de ~(x). Montrer que les trois propri~t~s 

suivantes sont Squivalentes. 

(i) K a tun type de transcendance inf~rieur ou ~gal h ~ sur ~ . 

(ii) Pour tout polynSme irrSductible non nul p £ ~x] , on a 

-(t(P)) ~ << LoglP(x)l 

(iii) Pour tout nombre alg~brique = , on a 

-(o(~))~ << ~oglx-~1 

oh ~(~) dgsigne la taille du polynSme minimal de = sur ~ . 

(Indications. Pour dgmontrer l'~quivalence entre (i) et (ii), utiliser le lemme 

5.3.5, pour l'implication (iii) ~ (ii), utiliser l'exercice 4. I.b ; l'implication 

(ii) ~ (iii) est facile. Voir [Lang, T., chap. VI §2 th.2], ou [Cijsouw, 1972, 

lemmes 2.15 et 4.3]). 
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Exercice 4.1.b. Soit 

s > I 

4.55 

~(n,s) une fonction r4elle positive, d4finie pour n ~ 0 et 

Soit 

degr4 

entiers, telle que, pour tout 

{(n,s) > n.s ; @(n,sl) 4 {(n,s 2) 

n,s , on ait 

I ®(nl,s ) ~ I ®(n2,s ) si 

n I <n 2 . 

x un nombre complexe transcendant tel que, pour tout nombre alg4brique ~ de 

Net de hauteur H , on air Loglx-a I > -~(N,S) , avee S = [N+LoE H] . 

Montrer que, pour tout polynSme non constant P £ ~X] , de degr4 

H ~ on a 

(si 

LoglP(x) I > -3~(N,2S) , avec S = IN+Log HI. 

p est irr4ductible, l'exercice 4.2.f donne 

sinon, on utilise 4.2.13). 

~o~Ip(x)l > -3 ®(~,s); 

N et de hauteur 

Ce rgsultat a 4t4 obtenu, par Cijsouw, h partir de la dgmonstration du thgor&me 

2 be [Fe1'~a~, ~951]. 

Exercice 4.1.c. Soit Q un sous-corps alg@briquement clos de 

cendance inf4rieur ou 4gal & ~ sur ~ . Soit N £ Mn(~) ; on note d 

du sous-~-espace vectoriel de C engendr4 par les valeurs propres de 

t I ,... ,t m 

des hombres complexes, ~-lin4airement ind4pendants, tels que los matrices 

exp(Mtj) , (I < j < ~) 
appartiennent toutes & Mn(~). 

Montrer que l'on a 

md < ~(m+d) . 

En d6duire le premier rgsultat de l'exercice 2.2.a. 

, de type de trans- 

la dimension 

M. Soient 
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Exercice 4.2.ao D@montrer !es in@galit@s (4.2.3)° 

(Si 6 I,...,68 d@signent les diff@renbs plongemen~s de K dans C , choisir 

8 

0 I=~I0; ~x ~gE16#i-111 
I~<j~<8 i=i 

En consid@rant le produit des d@nominateurs par rapport ~ y des @l@ments d'une 

base sur ~ de l'anneau des entiers A de K ~ montrer qu'il existe un entier ra- 

tionnel f ~ I tel que f.A c Z[y] ; d@finir 

c 2 = maxILog f , Log 8fc ° , 11 , 

oh c est le maximum des valeurs absolues des coefficients de la matrice inverse de 
O 

[ 6 j  i-1 ) 
]Ig±, j~8 " 

En d@duire ~e valeu~c de la constante C K de (4.2.4). 
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Exercice 4.2.b. Soit K une extension de Q de type fini. Montrer qu'il existe des 

constantes, ne d@pendant que d'un syst&me g@n~rateur (x I .... ,Xq,y) de K sur Q 

(permettaut de d@finir une taille t sur K), et not@es << , telles que les pro- 

pri@t@s suivantes soient v@ri£i@es 

I )  t ( b )  << m a x ( t ( a ) , t ( b ) )  pou r  Gout a E K , b E K , b { 0 . 

6 Pi yi-1 
2) si a = E  ~ ,o~ ,pour tou t  i = ,  . . . . .  ~ , p .  et 

i=I m 

ments de ~[x I .... ,Xq] premiers entre eux, alors 

qi sont deux @I@- 

t ( a )  << max I t ( P i ) , t ( Q i )  1 << t ( a )  . 
1~ig& 

3) Soit ~ : K ~ K tun homomor~lisme ; on a 

t ( ( ~ ( a ) )  << t ( a )  . 

[Waldschmidt, 1972a §2]. 

136 



4.38 

Exercice 4.2.c. Soient ? E ~xl,...,Xq] , et m g 7 , m ~ ~ . V4rifier l'in@galit$ 

q 
sup IP(x I ... x ) 2m . 2 m , , q ~ llPmll 2 H (I + deg x P) . 

1~, 1=I . . . . .  Ixql =' ~=1 
En d@duire 

q 
H(P m) >~ sup Ip(x 1 I m. Ix11=1 . . . . .  Ix~l=l . . . . .  xq) ~=,n (1 +2 m de~=~P)-I 

et  

q 
H(pm) ~ (H(p))m n (I +2m deg X p)-1 

V=I 

[Gel'fond, T, Chap.Ill §4 lemme II']. 
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Exercice 4.2.d. Soit 
d i 

P=~aiX CC[X],a~#O 
l==O 

Soient Zl,...,z d les racines de p darts ~ ; on note 

I z i l *  = ~ . ~ < l z i l , l >  . 

I) V4rifier l'in4galit4 

d d d 
lajl 2 ~ lad 12. H Izi 1.2 + lao 12 H Izi I*-2 ; 

j =o i=I i=I 

en particulier 

d 

IIPII >~ ladl ..n [zil* . 
1--1 

[Mignotte, 1973]. 

2) En d6duire que, si QI,...,~,R somt des polynSmes unitaires de 

(avec les notations de l'exercice I .2.a) : 

m ~. deg Qj 

H L(Qj) ~< 2 j=1 
j=1 

De plus, si QI = bo + bIx +'" "+ b~ XI ' on a 

• II QI--"qmRll 

[Mignotte, 1973]. 

3) En d4duire aussi l'in4ga~it4 

n 

v=l 
(I + I~I) ~< (n+1) ~ l~dl-"~(P) 

[ F e l  ' d m a n ,  1951]. 
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N N 
Exercice 4.2.e. Soit Q ~, qi Xi = = qN H (X-~ i) E ~X] un polynSme non nul 

i=o i=1 
de degr4 N ~ I et de hauteur H , ayant ses racines deux ~ deux distinctes. 

soit Q un sous-ensemble de 

{(i,j) ; I ~< i ~< N, I ~< j ~< N , i < j} . 

V4rifier 

H l%-~ j l  ; 2 - ~ ( ~ - '  ) .  (N+l)'4-(N-1 ) • ~-(N-' ) . 2Card a • 

(Indications : utiliser l'exercice 4.2.d , et consulter [Cijsouw, 1972, lemme 2.8], 

on [G~t~g, 1960], on [Fel 'am~, 1951, l e ~ e  5]). 

Exercice 4.2.f. 

Soit 

un polyn6me de degr@ 

m 

P = T-:  % x* c ~x] 
i=o 

m , dont les racines 

sont deux ~ deux distinctes. 

V4rifier I' in6galit4 

!%1-e-m(2m+L°g H(P))-min 
1£i~m 

[Feldman, 1951, lemme 5]. 

I~-%t .< IP(~)1 -< (m+1)4m-~(P)-O+1~tm)- ~ 

1<i~m 
I~-%1 - 
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Exercice 4.5.a. Sous les hypoth&ses du thgorbme 4.5.1, on suppose que les fonctions 

fl .... 'fd ont une p6riode w ~ 0 commune non nulle. Etablir l'in~galit6 

(d-~)~ < T(pl+.. .+p6- '- I  ) . 

En d~duire le r~sultat de l'exercice 2.2.d. 
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Exercice 4.5.b. Toutes les in@galit@s qui interviennent dans les d@monstrations que 

nous @tudions sont du type 

<< N a (Log N) b pour N ~ +~ 

oh a ~ 0 et b sont deux r@els (b > 0 si a = 0). 

Remplacer, dans les hypotheses du th@or&me 4.5.1, routes lee in@galit@s du type 

<< N a pour N ~ +~ , 

par des in@galit@s du type pr@c@dent, par exemple, au lieu de supposer que 

K = Q(x I .... ,Xq,y) a un type de transcendance ~ ~ , on suppose qu'il existe deux 

r@els • ~ I et ~' tels que 

t(p) ~ Log(t(p)) ~' << Lo~ IP(~ I .... xq)1 

pour tout P £ ~[X I, .... Xq], p ~ 0 . 

(Remarque : d'apr&s [Fel'dman, 1960], on peut choisir 

= 2 , T' = 2 quand q = I , x I = ~ ; 

et, d'apr&s [Cijsouw, 1972], on peut choisir 

Nontrer que la conclusion du th4or&me 4.5.1 devient : 

alors 

(~-~)~ < ~(~1+...+~d) • 
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Exercice 4.6.a. Soient P1''"'Pm des polynSmes de ~[X I .... ,Xq] ; on note 

m 

m h = ~ degT~n P. (1 ~< h 4 q) - 
i=I l 

Soit v le nombre d'entiers h tels que m h > 1 . V@rifier 

m m ml+...+m m 

i=I i=I i=I 

- ( m l + . . . + m q )  (p) m m l + . . . + ~  - v  m 
2 .< n ~ ( P i )  .< 2 q . [ ( m l + ~ ) . . . ( m q + l ) ] ~ . ~ (  n P i )  . 

i:I i=I 

(Utiliser l'exercice 1.2.a et les remarques du §4.6, ou bien appliquer directement 

le  lemme 4.2.14) [Mahler, 1961]. 

Exercice 4.6.b. Ggn4raliser le lemme 3.3.2 aux extensions de ~ de type fini. 

En d4duire tune extension des r@sultats du chapitre 3 (m4thode de Gel'fond) aux 

corps de type de transcendance inf4rieur ou @gal & ~ sur ~ [Waldschmidt, 1972 a, 

lemme 3.1 et th~or~mes I bet 2b]. 
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