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Séminaire de Théorie des Nombres . 12-01°
Année 1972-1973 - exposé n° 12 20 février 1973

PROBLEMES DE NOMBRES DE CLASSES DE CORPS
QUADRATIQUES IMAGINAIRES (aperc¢u historique)

par

Michel WALDSCHMIDT

§.1. - INTRODUCTION

Soit Q(«/ﬁ) un corps quadratique imaginaire de discriminant
d<0 et de nombre de classes h(d). Dans ses '"Disquisitiones Arithmeticae",
Gauss avait conjecturé que les discriminants négatifs associés 2 un nombre
de classes h donné étaient en nombre fini ; dans les tables qu'il donne
figurent (en traduisant les notations de la théorie des formes quadratiques)

9 discriminants ayant un nombre de classes 1
-2, -3, -4, -7, -11, -19, -43 , -67, -163,
et 18 discriminants correspondant 2 un nombre de classes 2 :

-1, -20, -24, -35, -40, -51, -52, -88 , -91,
-115 , -123 , -148, -187, -232, -235, -267, -403, -427.

(On pourra consulter les tables de Borevich et Shafarevich (1964) pour

0<-d<500, et de Wada (1970) pour 0<-d<24000).
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Cette conjecture de Gauss fut résolue par Heilbronn (1934) qui,
développant des travaux de Hecke, Mordell et Deuring, démontra que
h(d) tend vers + ® quand d tend vers -o. Ces travaux furent étendus

par Siegel (1934) et Brauer en des formules asymptotiques telles que
Log h(d) ~ Log J/]d] .

Mais les arguments utilisés ne sont pas effectifs : la méthode ne permet
pas de majorer explicitement la valeur absolue des discriminants d< 0
vérifiant h(d) = h . Néanmoins, on peut majorer le nombre de ces discri-
minants. Ainsi Heilbronn et Linfoot (1934) ont établi qu'il existait au plus
10 corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1, et Tatuzawa
(1951) montrera que, pour tout h=1, si d< 0 estle discriminant d'un

corps quadratique de nombre de classes h(d) =h, alors ona :
[d] < 2100 n? (Log 13 h)z ,

avec au plus une valeur exceptionnelle de d .

Indiquons briévement 1'idée d'Heilbronn et de Linfoot. Soit d un
discriminant ; d'apres la loi de réciprocité quadratique, il existe un
caractére quadratique X4 mod ldf , unique, tel que, pour p premier,
(p,2d) =1, on ait xd(p) =1 ou -1 suivant que d estun carré modulo p
ou non. Ainsi

xd(n) = ( Ig') est le symbole de Kronecker,

La fonction

L(s, Xd) = 21 xd(n) n %, (Re s>1)
n=

est reliée au nombre de classes h(d) de @(/d) par la relation
(Lejeune Dirichlet, 1839) :

(1) L(l,xd) =T/Ti—%ﬂ si d<0 , d#-3, d# -4,
d

et
2h(d .
(2) ,L(I'Xd)“ T Log e, si d>0,
ol €. estune unité fondamentale du corps Q(/d) .

d
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Heilbronn et Linfoot étudient le signe, au voisinage de s =1, de
fonctions L(s, xd) et L(s, xd,) , ou Xq €t Xgq sont les caractéres associés
a des corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1, et de dis-

criminant d et d', puis ils développent

L(s, X4) - Lss X4 Xgq1 )

en série de Fourier pour obtenir une contradiction quand |d| et ’d'l sont

suffisamment grands.

§.2.- LE PROBLEME DU DIXIEME DISCRIMINANT

Le probléme de l'existence d'un dixiedme corps quadratique
imaginaire de nombre de classes 1 suscita de nombreux travaux ; plusieurs
minorations furent données pour la valeur absolue du discriminant d de
ce dixieéme corps, dans l'hypotheése ou la liste de Gauss serait incomplete ;
ainsi, L. E. Dickson, en 1911, obtint:

|d]| = 15. 10°
puis, en 1933, D. H. Lehmer
ld] = 5. 108 ;

enfin, en 1966, H. M. Stark donna la borne colossale

(3) [d| = exp (2, 2. 107) .

Une premiere démonstration (contestée) de la non existence de ce

dixieme corps fut publiée par Heegner (1952).

La méthode de Heegner

On la trouvera exposée dans les articles suivants : Heegner (1951) ;

Siegel (1968) ; Deuring (1968) ; Stark (1968 a, 1968 c, 1969 a, 1972).
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Remarquons d'abord que, si h(d) =1, avec d< -11, alors [d]
est un nombre premier p = 19 mod. 24 (étudier la ramification et la dé-
composition dans @Q(/d) des diviseurs premiers de |d|, puis celles de

2 etde 3 ; cf. Poitou (1967)).

Considérons la fonction modulaire

® 3
(1+240 Z, 0,(n) )

ji(®) = =3 , (Im t>0) ,
—r 24
a. [ (1-¢7
n=1
avec q=e2m1 , et o,(n)= Z d3
3
d|n

On trouve dans le livre de H. Weber les résultats suivants (cf. Stark (1968 a)).

Si d estle discriminant d'une forme quadratique définie positive
f=ax2+bxy+cy2 ’

avec (a,b,c)e¢ Z3 , (a,b,c)=1, d =b2-4ac<0 , d=-3 mod 8 et 3 /d,
alors j(':—%zﬂ) est un entier algébrique réel, de degré h(d). On peut

e e e s . -3+ ,/d
choisir ici a=1, b =3 ; soit w=———L'

> ; le nombre

1
3

v,(w) = [ (w)]

est alors un entier algébrique de degré h(d), et le nombre
iTw

- -]
2 2n-1)1T
f(w):e 4, ' '(1+e(n ) w)
n=1
est racine du polynome
2
(4) x24 Yz(w). x2- 16

Heegner affirme alors que ce polyndome admet un diviseur de
degré 6 dont les coefficients sont des entiers algébriques de degré < h(d) .
Dans le cas h(d) = 1, il obtient ainsi 1'existence d'entiers rationnels
a,p tels que f(w) soit racine du polyndme

x6-2ax4+23x2-2 =0 ;
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de plus a et B satisfont
(5) (8 - 2a%)? = 20 (@>+1) .

Or les solutions entid¢res (a,B) € Zx Z de cette équation diophantienne (5)

sont au nombre de 6 :

(@,p) =(0,0) 5 (1,0) 5 (-1,2) ; (2,2) ; (1,4) ; (2,14).
A chacune de ces solutions correspond une valeur de Yz(w)

Y,(w) =05 -32 5 -96 ; -960 ; -5280 ; -640320 .

Comme la fonction j(z) est 2 valeurs réelles et monotone sur Re(z) = %,
il ne reste plus qu'a constater que ces six valeurs correspondent aux six
discriminants

d=-3, -11, -19, -43, -67, -163.

Le point crucial de la démonstration était donc 1'existence d'un
facteur de degré 6 ( coefficients dans Z si h(d) = 1) du polyndme (4),
et cette factorisation reposait sur des résultats insuffisamment démontrés
du livre de H. Weber. (Ce '""trou'" dans la démonstration de Heegner ne sera
comblé que 16 ans plus tard, par Stark (1968 a, 1968 c), et Birch ; voir
aussi Siegel (1968) et Deuring (1968)).

La solution définitive du probleme de nombre de classes 1 a été
donnée en 1966, par Baker (1966)et Stark (1966 a), indépendamment 1'un

de l'autre.

THEOREME 1. - Si d estle discriminant d'un corps quadratique imaginaire

de nombre de classes 1, alors |d| < 163 .

Les méthodes de Baker et Stark reposent toutes deux sur une
modification de 1'idée d'Heilbronn et Linfoot, qui consiste 3 considérer
deux fonctions L(s, xd) et L(s, Xd') , ou d et d' sont deux discriminants
négatifs, et ou le caractere Xq Xq' correspond 2 un corps quadratique
réel fixe Q(Wk), k> 0. En écrivant les fonctions L et ( des différents

corps :
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0(Wk)
szifijnwmgt::::=.QWEv@

et en étudiant la limite pour s+ 1 de L(s, xd). L(s, Xg X d) , on obtient,
grice 2 (1) et (2) , une proposition dans le style de la formule -limite de

Kronecker.

PROPOSITION 1. - Soient k>0 et d < -8 deux entiers tels que (k,d) =1.

Soit €, une unité fondamentale de Q(/k) ; soit {f}= {ax2+ bxy + cyz} un

ensemble de h(d) formes quadratiques non éguivalentes de discriminant d .

Il existe des nombres complexes Br(f) , T€ Z , vérifiant

lBr(f)[Sk.lrl. exp(-llijﬁ"m) si T#0

- Log p . xk(a) si k estune puissance
d'un nombre premier p,
B_(1) =

0 sinon,

tels que

h(k). h(k d). Log sk=~112- mky[d (£ xk(a)a'l), T!_T (1-p75)
Plk

+Z Bo(f) +Z I Br exp(wk1 :b) .
f f r#0 .
~olr<L o

Cette formule, due 2 Stark (1966 b) pour k quelconque, était con-

nue de Heilbronn et Linfoot pour k premier.

Comme la méthode de Stark est plus pres des idées de Heegner,
et que la méthode de Baker permettra d'aborder le probkme du nombre de

classes 2 , nous exposons d'abord la méthode de Stark.




12-07

La solution de Stark

Elle consiste 2 ramener le problédme 2 1'étude de certaines équations
diophantiennes ; le point crucial de la démonstration de Heegner est
contourné de la maniére suivante : au lieu de montrer que certains nombres
sont entiers rationnels, on montre seulement qu'ils sont trés proches de

nombres rationnels.

Stark choisit, dans la propositionl, k=8, puis k=12 . 1l

obtient :

-h(8d) Log(1+J/2) = -— Log 2 +—-°Et V2(2£42)y+ O(Y )

-1- h(124d) Log(2+ﬁ)=@i,\/—2-z i—z%z z3 + 0(24) ’

ou vy = exp(- ﬂgll) , et z = exp(- M ; les signes * dépendent des

congruences de 1—;41 mod 8 , et les O sont effectifs.

On montre que l'on a :
h(8d) =2 mod 4 , h(l12d) =4 mod 8.

Si on pose

h(8d) = 4N+2 h(12d) = 8 M+4

M -1-*2'4@(2+J3’)M +%E (2 -ﬁ)M + 1

9

L+/2) - (12

o
2

h
<.|~

L2 + -y 7,

[¢]
1]
N f—

on obtient

'°2N+1’4bN‘ai4‘3'<1 pour [d|> 200 ;

comme le membre de gauche est un entier rationnel, il est obligatoirement

nul, ce qui donne un systéme en nombresentiers

8:&6d:1 = yz
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ce systdme se ramene a 1'équation (5) d'Heegner, qui n'a pas de solution

pour [d|> 200 .

Cette méthode est exposée en détail dans les articles suivants :
Stark (1966 a ; 1966 b ; 1967 ; 1968 c ; 1969 a ; 1972) ; Poitou (1967) ;
Hily (1970) ; voir aussi Siegel (1968) et Deuring (1968).

La solution de Baker

La solution de Baker est une conséquence directe d'un travail de
Gel'fond et Linnik (1948) (voir aussi Gel'fond (1952) chap. I §. 4, th. IX).
Gel'fond et Linnik utilisaient la proposition 1 (qu'ils ne connaissaient que

pour k premier) avec k =5, puis k = 13 , Ils en déduisaient

35 h(5d) Log('l-jZAE)— 13 h(134) Log(i%’E) + Log(5

13
= O(exp(-m AQEH ) .

I1 suffisait alors de montrer que cette relation était impossible

35
13)

pour d suffisamment grand, et par conséquent le probleéme était ramené
a la recherche d'une minoration effective d'une forme linéaire de 3 loga-
rithmes de nombres algébriques. Or Gel'fond possédait deux types de

théorédmes sur ces formes linéaires :

- Une minoration effective pour des formes linéaires de deux logarithme s
(obtenue par une généralisation de sa méthode de résolution de la transcen-

dance de ab )

- Une minoration non effective pour des formes linéaires de plus de deux

logarithmes (obtenue 2 partir de la méthode de Thue).

Ainsi Gel'fond et Linnik, sans avoir résolu le probkme, l'avaient

ramené 2 un probiéme de transcendance.
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La premiere minoration effective pour une forme linéaire d'un
nombre quelconque de logarithmes de nombres algébriques, est due 2
Baker (1966) , ce qui, griace 2 Gel'fond et Linnik, résolvait (théoriqueme nt)
le probleme. Il ne restait plus qu"!ﬁ faire une vérification finie ; les détails
ont été écrits par Bundschuh et Hock (1968) qui obtenaient la majoration

|d| < e40 si h(d) = 1. L'inégalité (3) de Stark permet de conclure.

En fait, comme 1'a remarqué Stark (1968 b), si Gel'fond et Linnik
avaient connu la proposition 1 dans le cas ou k n'est pas premier, ils.
auraient pu choisir k = 12 , puis k = 24, pour obtenir :

h(24 d). Log(5+2y/6) - 2h(12d) Log (2+/3) = o.(exp(-nﬁ@-', ,

ce qui leur aurait permis de résoudre définitivement le probléme, grice a
la minoration effective de Gel'fond pour des formes linéaires de deux

logarithmes.

La méthode de Gel'fond, Linnik, Baker est exposée dans les
articles suivants : Gel'fond, Linnik (1948) ; Gel'fond (1952) ; Baker (1966) ;
Stark (1968 b) ; Bundschuh, Hock (1968) ; Baker (1969, 1970 a).

§.3. - NOMBRE DE CLASSES 2

Les techniques précédentes peuvent s'étendre facilement au probleme
de nombre de classes 2 dans le cas particulier ou le discriminant est pair.
En effet, dans ce cas il existe deux formes quadratiques non équivalentes,

de discriminant -d , avec a =1 ou 2, qui sont

x2+%yz et 2:'c2~|-2xy+%(d+4)y2 si %E 1 mod 4,

et .
x2+---y2 et 2x2+%y2 si %52m0d4.
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On utilise alors la proposition 1 avec k = 21, puis k =33,

Ceci a été fait, indépendamment par Alan Baker (1968), Monsur
Kenku (en 1968), Peter Weinberger (en 1969) et C. Moreno (en 1969).

Le cas difficile & résoudre est d =3 mod 8 ; dans ce cas les

valeurs de a peuvent étre treés grandes (de l'ordre de ) et les

3
méthodes précédentes sont insuffisantes. Néanmoins on peut ramener le
probléme du nombre de classes 2 ol une conjecture concernant les formes

linéaires de logarithmes de nombres algébriques (Goldstein, 1970 b).

C'est en résolvant un cas particulier de cette conjecture que
Baker (1970 b) et Stark (1970 b), indépendamment, donn&rent une déter -

mination effective des corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 2 .

THEOREME 2. - Si d est le discriminant d'un corps quadratique imaginaire

de nombre de classes 2, alors |d| < 427 .

Les méthodes de Baker et Stark comportent chacune deux parties
indépendantes ; 1'une consiste a2 minorer effectivement une forme linéaire
de logarithmes de nombres algébriques (c'est 12 que se situent les différences
essentielles entre les deux méthodes ; la mise en commun de ces techniques
leur a permis d'améliorer leurs résultats (Baker et Stark, 1971)). La
deuxi®me partie consiste & raffiner la proposition 1, et 2 démontrer des

résultats du type suivant (Baker, 1970 b).

PROPOSITION 2. - Soient p et q deux nombres premiers, p=1 mod 4,

q =3 mod4 ; soit k>4 le discriminant de Q(/k), avec (k, pq)=1.

Soit
f=xZ + xy+i-(l +\pq)y2

Sile corps @(/-pq) 2 un nombre de classes 2, ona :

+ +o X (f)
_15_-_521;@_ z z kf = h(k). h(-kpq) Log et
X=-® y= -

(x,y) # (0,0) + h(kp). h(-kq) Log ¢

’

kp
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ol €, et skp sont des unités fondamentales de Q(/k) et Q(/kp) respec-

tivement.

En choisissant par exemple k = 21 , on en déduit une inégalité du

type A1a]

|h(21d) Log et h(21 p)h(-21q) Log ekp- %‘}i n/d] |<e 10 ,
si d = -pq, ce quipermetde majorer explicitement les ld] pour lesquels
h(d) = 2 .

Ainsi Stark (1970 b, 1971 a) obtint successivement [d|< 101100 )
puis ldl < 101030 , et il annonce avoir obtenu, par un calcul sur ordinateur,
[d| = 427 . Une étude différente de l'intervalle 101%< [d] = 101190 | utilisant

l'existence de nombreux zéros de certaines fonctions L au point % , et

due & Montgomery et Weinberger (1973) ; (1'inexistence de discriminants
1

d vérifiant h(d) =2 et 106$ |d] <10 2 est due 2 D. H. Lehmer et les

d tels que h(d) =2 et |d| = 106 sont connus depuis longtemps).

§. 4. - COMPLEMENTS

La détermination effective des corps quadratiques imaginaires
ayant un nombre de classes h donné n'a encore été faite que pour h =1
et h =2 . Cependant des travaux ont été entrepris dans le cas ol chaque
genre ne comporte qu'une classe, dans le but de déterminer tous les
"numeri idonei' d'Euler (Baker et Schinzel, 1970). D'autre part, la
solution de la conjecture de Goldstein (1970 b) mentionnée plus haut (§. 3)
permettrait la classification effective des corps quadratiques imaginaires
de nombre de classes une puissance de 2 , quand il y a une classe par
genre ; le cas particulier h =4 a été étudié par Stark (1971 a). Le
probléme du nombre de classes 3 ne comporte, d'aprés Baker (1968),
qu'un cas difficile : d =5 mod 8 (sinon, seuls d =23 et d =31 convien-
nent) ; griace & Montgomery et Weinberger (1973), on connait tous les d

pour lesquels h(d) =3 et [d] < 102300 .
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Pour terminer, mentionnons une généralisation du probléme de
nombres de classes, due 2 Sunley et Goldstein, qui remplacent le corps @
des nombres rationnels par un corps de nombres algébrique K, totalement
réel. Sunley (1971) généralise le théoréme de Tatuzawa en montrant que,
pour tout entier h> 0, il existe une constante c(K, h), effectivement cal-
culable, telle que, si L estune extension quadratique totalement imaginaire
de K, ayant pour nombre de classes h, son discriminant absolu dL
vérifie

lap] = e, B,

avec au plus une exception possible.

En étudiant les propriétés du corps exceptionnel (s'il existe),
Goldstein (1971 a, 1971 b) effectue, dans le cas particulier oi K est
normal, la classification effective de toutes les extensions quadratiques
totalement imaginaires de K, de nombre de classes 1 ; puis il résoud
le probléme du nombre de classes 2 quand K estun corps quadratique

réel de nombre de classes 1, possédant une unité fondamentale de norme -1 .

Enfin on mentionnera un probléme de Stark (1972) : résoudre le

probléme du nombre de classes 2 par la méthode de Heegner.

- - -l -
« e ™a
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