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I. Espaces fonctionnels p-adiques

I.1. Espaces de Banach p-adiques. — Ce § ne contient que des généralités (sans démons-
trations) sur les espaces de Banach p-adiques.

1. L-banach. — On normalise la valuation p-adique v, sur C,, par v,(p) = 1. Si L est un sous-
corps fermé de C,, on note &y, I'anneau de ses entiers, my, = {z € L,v,(z) > 0} 'idéal maximal
de Oy, et ki, = O /my le corps résiduel de L.

Si B est un L-espace vectoriel, une valuation sur B est une fonction v : B — R U {+o0}
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) vp(x) = +oo si et seulement si . = 0;

(ii) vp(z +y) = inf(vp(x),vp(y)) quels que soient x,y € B;

(ili) vp(Az) = vp(A) + vp(x) quels que soient X € L et x € B.
Un L-banach B est un L-espace vectoriel topologique, la topologie étant définie par une valuation

vp pour laquelle il est complet.

Ezxzemple 1.1.1. — (i) Si I est un ensemble, soit o (I, L) 'ensemble des familles bornées (a;)ics
d’éléments de L. On munit £ (I, L) de la valuation vy définie par ve__((a;)icr) = infier vp(ai),
ce qui en fait un L-banach.

(ii) Soit £%, (I, L) le sous-espace de £o (I, L) des suites (a;);c; d’éléments de L tendant vers 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies. C’est un L-banach comme sous-L-espace
vactoriel fermé d’un L-banach. C’est aussi 'adhérence dans (1, L) de 'espace des suites n’ayant

qu’un nombre fini de termes non nuls.

(iii) Plus généralement, si I est un ensemble, et si B est un L-banach, l'espace o (I, B)
(resp. % (I, B)) des suites (a;);e;r d’éléments de B, qui sont bornées (resp. qui tendent vers 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies), muni de la valuation vy définie par

ve ((ai)ier) = infer vp(a;), est un L-banach.

La plupart des résultats classiques de la théorie des espaces de Banach réels restent valables
pour les L-banach (le théoréme de Hahn-Banach demande un peu de précaution). En particulier,

on a les résultats suivants.
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Proposition 1.1.2. — (i) Si f : By — By est une application linéaire continue bijective entre
deux espaces de Banach p-adiques, alors f=1 est continue (théoréeme de l’image ouverte).
(i1) Une limite simple d’applications linéaires continues sur un espace de Banach est continue

(Théoréme de Banach-Steinaus).

Démonstration. — Voir n’importe quel livre traitant des espaces de Banach.

2. Bases de Banach. — La théorie des espaces de Banach p-adiques est trés loin d’étre aussi
riche que son homologue archimédienne ; elle se rapproche plutét de celle des espaces de Hilbert
réels. En particulier, la notion suivante remplace celle de base hilbertienne dans un espace de
Hilbert.

Définition 1.1.8. — Soit B un L-banach. Une famille (e;);c; d’éléments de B est une base
orthonormale de B de B si Uapplication (a;)icr — Y ;eyai€i, de (5(I,L) dans B, est une
isométrie. On dit que c’est une base de Banach si cette application est seulement un isomorphisme
de L-banach. Autrement dit, une famille (e;);cr est une base de Banach de B si et seulement si

(1) tout élément x de B peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une série convergente
T =) icraie;, ot les a; sont des éléments de L tendant vers 0 suivant le filtre des complémen-
taires des parties finies,

(ii) vp(x) = infier vp(as).
C’est une base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i), ce qui implique, d’apres le
théoréme de l'image ouverte, la propriété suivante.

(i) il existe une constante C > 0 telle que lon ait —C + inficrvp(a;) < vp(z) < C +
infiE[ vp(ai).

Une famille (e;)ic; d’éléments de B est orthogonale s’il existe une famille (A\;);c; d’éléments

de L telle que, quelle que soit la famille (x;)ic; d’éléments de L, on ait vp()_,c;xiliei) =

inficr vp(zi). En particulier une base orthonormale est orthogonale.

Exemple 1.1.4. — Si I est un ensemble, et si ¢ € I, on note §; la suite dont tous les termes sont
nuls sauf celui d’indice ¢ qui est égal & 1. Par définition, ou presque, les d;, pour ¢ € I, forment

une base orthonormale de 2, (I, Q).

Proposition 1.1.5. — Si L est de valuation discrete, et wp, est une uniformisante de L, alors :

(i) Tout L-banach posséde des bases de Banach.

(ii) Un L-banach posséde des bases orthonormales si et seulement si vg(B) = vp(L). De
plus, sous cette hypothese, si on note B® = {x € B | vg(z) > 0}, alors (e;)ies est une base
orthonormale de B si et seulement si (€;);cr est une base algébrique du kr-espace vectoriel B =
B° /71 BY.

Démonstration. — Si B est un L-banach muni de la valuation vp, alors vz : B — vp(L), définie
par vip(z) = vp(mr) - [:ﬁﬁ))], est une valuation sur B, équivalente a vg, ce qui permet de

déduire le (i) du (ii). Supposons donc que vg(B) = vy(L), et montrons que (e;);er est une base

orthonormale de B si et seulement si (€;);c; est une base algébrique du kp-espace vectoriel B.
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Soit (e;)ier une famille d’éléments de BY telle que la famille (€;);c; soit une base du kr-espace
vectoriel B. Soient S un systéme de représentants de ky, dans &7 contenant 0 et s : k;, — S
I'inverse de la réduction modulo 77. Siz € B°, on peut écrire T comme une somme finie > icr @it
olt les a; sont des éléments de kz, presque tous nuls. Soit s(x) = ), ; s(a;)e;. Par construction,
on ax — s(z) € 7, BO.

Si € BY, définissons par récurrence une suite z,, d’éléments de By par zg = = et T,41 =

L (2, — s(x,)). On a alors = = Zﬁzo ms(xn) + 7y quel que soit k € N. On peut écrire

£
5(xp) = Y icq Sn.i€i, Ol les sy, ; sont des éléments de S presque tous nuls, ce qui montre que si on
pose a; = :i% T 5, alors la suite des a; tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires des

parties finies. Ceci montre que I'application de €2, (I, L) dans B qui & (a;)ics associe Y,  aie;
est surjective. Si (a;)ies est un élément non nul de ¢2, (I, L), alors quitte & multiplier a par une
puissance de 77, on peut supposer vy__(a) = 0, et le fait que les (€;);c; forment une base de B
implique que ), ; aje; # 0 modulo 77, et donc que 0 < Woo(Zz'eI aiei) < vp(mr). Comme on a
supposé vp(B) = vp(L), ceci implique vy (> ;o7 aie;) = 0, et on en tire le fait que I'application
(ai)ier = Y ;eq @i€; est une isométrie de £ (I, L) sur B.

La réciproque est immédiate.

Proposition 1.1.6. — Si L est de valuation discréte, si B est un L-banach, et si F' est un

sous-L-espace vectoriel fermé de B, alors F' admet un supplémentaire fermé.

Démonstration. — On peut supposer que B vérifie vg(B) = v,(L), ce qui implique vp(F) =
vp(L). Soient FO = FN B et F = F°/pF® C B. Soient (f;)jcs une base orthonormale de F et

(9i)ier une famille d’éléments de B telle que la famille des (f;);es et des (g;)ier forme une base
de B. On peut alors prendre pour G l'adherence dans B de l'espace vectoriel engendré par les

(95)je-

Corollaire 1.1.7. — Si L est de valuation discréte, si f : B] — Bay est une application linéaire
continue surjective entre deux L-banach p-adiques, alors f admet un scindage continu, c’est-a-

dire qu’il existe s : By — By linéaire continue telle que l'on ait f o s =idp,.

Démonstration. — Il suffit de prendre un supplémentaire fermé de ker f dans B et d’utiliser le
théoréeme de I'image ouverte.

3. Le dual d’un L-banach. — Si B est un L-banach, on note B* le L-espace vectoriel des formes
L-linéaires continues f : B — L. Muni de la topologie forte définie par la valuation v« donnée
par la formule

vp=(f) = inf ov,(f(x)) —vp(x),

xzeB—{0}
cet espace est un L-banach. On peut aussi munir B* de la topologie faible de la convergence
simple (topologie la plus faible telle qu'une suite f,, n € N, ait pour limite f, si et seulement
si, quel que soit © € B, fy(x) tend vers f(x) quand n tend vers +o0). D’aprés le théoréme de
Banach-Steinaus, B* est aussi complet pour la topologie faible, mais ’espace ainsi obtenu n’est

un L-banach que si B est de dimension finie.
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Proposition 1.1.8. — Soit I un ensemble.
(i) Sib= (bi)icr € loo(I, L), et sia = (a;)ics € 3 (I,L), la série Y ,c; bia; converge dans L.
(ii) Si fy(a) désigne la somme de la série ) ;. bia;, Uapplication b — fy est une isométrie de
loo(I, L) sur le dual de £° (I, L).

Démonstration. — La seule chose non totalement évidente est la surjectivité de b — f;. Soit
donc f € ¢ (I,L)*. Comme f est continue, si on pose b; = f(&;), on a v,(b;) > veo_ (1,0 (f), ce
qui prouve que b = (b;)ies € loo(I, L). Mais alors f — f, est nul sur le sous-espace de 2 (I,L)*
engendré par les d; ; comme celui-ci est dense et f — f, continue, cela implique f = f;,. Ceci

permet de conclure.

Remarque 1.1.9. — Soit 6 I'élément de (9 (I, L)* défini par §¥(0;) = 1, si j =4, et §7(J;) = 0,
si j # i. 1l résulte de la démonstration ci-dessus que, si f € £9_ (I, L)*, alors f = Yoier [(0:)0F
dans ¢2_ (I, L)*, muni de la topologie faible (la série ne converge pas pour la topologie forte, sauf
si I est un ensemble fini).

4. Produit tensoriel de L-banach. — Soient By et By deux L-banach. Si z € By ®p, B, on définit
UB,@B, comme le maximum des inf;cj(vp, () + vB,(y;)) pour toutes les écritures possibles de
z sous la forme ZjeJ x; ®y;. Ceci munit By ®, By d’une semi-valuation, et on note Bi®1Bs le
séparé complété de By ®p, By pour cette semi-valuation. C’est le produit tensoriel complété de By
et Bo.

Proposition 1.1.10. — Si I est un ensemble et B est un L-banach, alors (% (I, L)®.B est

isométrique a (2 (I, B).

Démonstration. — L’espace 2 (I, L) ®1, B est le sous-espace de 2 (I, B) des suites (a;);c; telles
que le sous-L-espace vectoriel de B engendré par les a;, ¢ € I, soit de dimension finie. Il contient
en particulier l'espace des suites (a;);er d’éléments de B, avec a; = 0 en dehors d’un sous-
ensemble fini de I. Comme cet dernier espace est dense dans £9_(I, B), il suffit de vérifier que la
valuation v définie ci-dessus sur 2, (I, L) ®1, B est celle induite par I'inclusion de ¢ (I,L) ®; B
dans /2 (I, B).

Soit donc z = Zjeij ®y; € O (I, L) ® B. On peut écrire x;, de maniére unique, sous la
forme x; = . a;;0;, avec a;j € L, tendant vers 0 quand i tend vers 'infini. On a alors

inf (ve.. (2) +0p(y5) = inf (up(aiy) +vn(yy) < inf vB(; @i.j9j) = Ve (1,8)(2):
J

Ceci étant vrai pour toute écriture de z sous la forme z =) jeg Tj ®yj, on en déduit I'inégalité
v(z) < e (1,8)(2)-

Pour montrer I'inégalité inverse, partons d’une écriture de z sous la forme z = ) jeg Tj®y;, et
choisissons une base e,, r € R, du sous-L-espace vectoriel (de dimension finie) de B engendré par
les y;, j € J. Ecrivons aussi, comme ci-dessus, z; sous la forme x; = >, _;a;;0;, avec a;j € L,

tendant vers 0 quand ¢ tend vers I'infini. Soient b; ., r € R, les coordonnées de z; = > jeg QigY;
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dans la base des e,, r € R. Il existe Iy C I fini, tel que vp(b; e,) > v(2) si i ¢ Iy. Soit alors
ar = Eiel—lo birer € L9 (I, L). On peut écrire z sous la forme

z:Zar®er+Z5i®zi.

reR i€lp
On a donc

2 i inf r 7)) inf 7 2 . inf T T)y )
v() > min (inf ve. (ar) + vs(er), nf vp (=) > min (inf or. (ar) +vs(er), v 1,5)(2)

et comme vy (a,) + vp(er) > v(z) par construction, on en déduit l'inégalité v(z) > vy (1,5)(2)
que l'on cherchait a établir. Ceci permet de conclure.

Corollaire 1.1.11. — Si B est un L-banach, si (e;)ier est une base orthonormale de B, et si
K est un sous-corps complet de C, contenant L, alors (e;)ier est une base orthonormale du
K -banach K& B.

I.2. Fonctions continues sur Z,

1. Exemples, fonctions localement constantes. — Soit ‘(Q”O(Zp7 L) 'ensemble des fonctions conti-
nues de Zj, dans L. Comme Z, est compact, une fonction continue sur Z, est bornée. Ceci permet
de munir ¢°(Z,, L) de la valuation vgo définie par vgo(¢) = infzez, vp(d(z)), ce qui en fait un
L-banach.

e Polynémes binomiauzr.— Sin € N, soit (Z) le polynoéme défini par

<:c>_ 1 sin=0
n w sin>1.

Proposition 1.2.1. — Sin € N, alors vgo ((Z)) =0.

Démonstration. — On a (Z) = 1 et donc vcgo((i)) < 0. D’autre part, si & € N, (":k) est le
nombre de maniére de choisir n objets parmi n + k et est donc entier. On en déduit le fait que
Up((":k)) > 0 quel que soit & € N, et comme n + N est dense dans Z,, cela implique que

vp((fb)) > 0 quel que soit x € Z,, ce qui permet de conclure.

e Fonctions puissances.— Si z € L vérifie v,(z — 1) > 0, la série ¢.(z) = 3% (%) (z — 1)
converge normalement d’aprés la proposition 1.2.1 et définit donc une fonction continue ¢, () de
x € Zy. D’autre part, si k € N, on a ¢,(k) = 2F, ce qui nous permet de noter de maniére plus
parlante 2 — 2% la fonction z — ¢,(z). On a 2*T¥ = 2%2¥ quels que solent z,y € Z, car cette

formule est vraie si z,y € N, et N? est dense dans ZZ.

e Racines de 'unité— Un cas particuliérement utile est celui ol z est une racine de I'unité
d’ordre une puissance p. Si 2" = 1, on a 2"k = 2* quel que soit k € N et donc 2% = 2¥ si
y € v+ p"Z,, ce qui fait que la fonction 2% est localement constante.

e Fonctions localement constantes.— Si h € N, on note LCy(Z,, L) 'ensemble des fonctions de
Z, dans L dont la restriction & a +pth est constante, quel que soit a € Z,. On note LC(Z,, L)
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I'espace des fonctions localement constantes sur Zj, a valeurs dans L. Comme Z, est compact,
c’est la limite inductive (i.e. la réunion croissante) des LCy,(Zy, L), pour h € N.

Lemme 1.2.2. — LC(Z,, L) est dense dans €°(Z,, L).

Démonstration. — Z, étant compact, une fonction continue sur Z, est uniformément continue.
Autrement dit, si ¢ € €°(Z,, L) et C > 0, il existe m € N tel que, si vy(z—y) > m, alors vy (¢(z)—
#(y)) = C. Soit ¢y, la fonction localement constante définie par ¢, (x) = Zf:ofl ¢(i)1iypmz,. Si
x € Zy,ilexistei € {0,...,p"—1} tel que z € i+p™Z, et vp(P(x) —Pm(x)) = vp(d(x)—@(i)) = C

par construction de m; on a donc vgo(¢p — ¢p,) = C, ce qui permet de conclure.

Proposition 1.2.3. — (i) Si L contient pyn, les (%, pour ¢ € pyn, forment une base de
LCy(Zp, L).
(ii) Si L contient oo, les (¥, pour ¢ € pyeo, forment une base de LC(Zyp, L).

Démonstration. — On a

ZCI_ pl sixepth,

o 0  sinon,

et la fonction caractéristique de a + pth est donc # Zcphzl (*~®. Ceci montre que les (¥, pour

¢ € pyh, engendrent LCy(Zy, L), et comme il y en a le bon nombre, cela permet de conclure.

2. Coefficients de Mahler des fonctions continues. — On définit la k-ieme dérivée discrete ¢Fl

d’une fonction ¢ par récurrence a partir des formules

=0 et ¢M(z)=¢¥(@+1) - oM(a),

et, sin € N, on définit le n-ieme coefficient de Mahler a,,(¢) de ¢, par la formule a,(¢) = ¢™(0).
On a aussi

k n
k (n
(k] - —1)¢ k—3 t = —1)° —1).
#96) = (ot =) et anto) = 307t
Lemme 1.2.4. — Si P, désigne le polynoéme binomial (i), alors
(1) PT[LM =P, sik<n, et P,Lk] =0sik>n;
(ii) ax(Pn) =0 si k #n, et ag(Py) =1 si k =n.
Démonstration. — C’est une récurrence immeédiate & partir de la formule (zﬂ) — (nf_l) = (g)

Théoréme 1.2.5 (Mahler). — (i) Si ¢ € ¢°(Z,, L), alors
a) limy,—, 100 an(9) =0,
b) 357 an(9)(¥) = ¢(z) quel que soit x € Z,.
(ii) L’application ¢ — a(¢) = (an(¢))neN est une isométrie de €°(Zy,, L) sur (% (N, L).

Corollaire 1.2.6. — Les (i), pour n € N, forment une base orthonormale de %O(ZP,L).
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Démonstration. — Le corollaire est immédiat. Passons & la démonstration du théoréme.

e La formule définissant a,(¢) montre que vy(an(¢)) = vgo($) quel que soit n € N. L’ap-
plication ¢ — a(¢) est donc une application continue de ¢°(Z,, L) dans {s(N, L), et on a
ve (a(6)) > ve0(9).

e Le sous-espace B de €°(Z,, L) des ¢ tels que a(¢) € (9 (N, L) est fermé dans ¢°(Z,, L)
puisque £ (N, L) est fermé dans /oo (N, L).

o Sia= (an)nen € 1% (N, L), la série "% a, (*) converge normalement dans ¢°(Zy, L) en
vertu de la proposition 1.2.1, et la somme ¢, de cette série vérifie vgo(pq) = vo_(a). D’autre
part, le lemme 1.2.4 nous fournit la formule <Z>([1k] (x) =320 anyk (%) et donc a(¢q) = a.

e L’application ¢ — a(¢) est injective car « a(¢) = 0» implique « ¢p(k) = 0 quel que soit
k€ N », et N est dense dans Z,.

Maintenant, si ¢ € B, on a ¢ — ¢q(g) = 0 puisque a(¢p — ¢,(4)) = 0 et a est injective. Donc
¢ € B implique que ¢ satisfait le b) de la propriété (i) du théoréme. De plus, on a

Ve, (a(9)) 2 vgo(d) = vgo(Pag)) = Ve, (a(d)),

ce qui montre que ¢ satisfait aussi la propriété (ii) du théoréme. Pour démontrer le théoréme, il
suffit donc de prouver le a) du (i) ou, autrement dit, B = €°(Z,, L). Or a,(¢%) = (¢ — 1)", si
¢ € Hpoo, €t comme vp(¢ — 1) > 0, il s’ensuit que B contient les (¥, pour ¢ € Mpoo, €t donc aussi
LC(Zy, L). Comme B est fermé et LC(Zy, L) est dense dans €°(Z,, L), cela permet de conclure.

I.3. Mesures sur Z,

1. Le dual de 6°(Zy, L). — Si A est un &p-module complet, on note Zy(Z,, A) I'espace des
mesures sur Z,, a valeurs dans A, c’est-a-dire ’espace des applications ' -linéaires continues de
¢°(Zy, 01) dans A. Si A est un L-espace vectoriel, alors tout élément de %y(Z,, A) s’étend, par
linéarité en une application L-linéaire continues de CKO(ZP, L) dans A; l'espace Zy(Zp, L) sera
souvent noté simplement %y(Zy,). Si ¢ € €°(Z,, OL) et u € Py(Zy, A), on écrira u(¢) sous la
forme plus parlante fzp é(z)p(z) ou simplement sous la forme fzp b, .

On munit 'espace Zy(Z,,) des mesures sur Z,, de la valuation vg, du dual définie par

g = inf —
v, (1) ¢ecgo(lgp)_{0}vp( ZPQM) vgo (),

et donc ’Up(fzp ¢ 1) = vg, (1) + vgo (@), pour tout ¢ € €0(Z,).

A une mesure, on associe la série formelle

%m=§WLKQmﬂ

appelée transformée d’Amice de p. On a formellement
A (T)= [ (+Tue)
P

Lemme 1.3.1. — Si |z| < 1, alors fzp(l + 2)*u(z) = o, (2)
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Démonstration. — La suite de fonctions zg:o (£)2™ converge uniformément sur Z,, vers (1+ z)*
(la valuation vgo du reste est > (n+1)v,(2)); on peut donc échanger intégration et somme, d’ot

le résultat.

Théoréme 1.3.2. — L’application qui & une mesure p associe sa transformée d’Amice est une
isométrie de ’espace des mesures muni de la norme ci-dessus sur l’espace des séries formelles a

coefficients bornés muni de la norme du sup. des normes des coefficients.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréme de Malher et du fait que le
dual de I (N) est lo(N) (proposition 1.1.8).

Remarque 1.3.3. — Le th. 1.3.2 permet de construire une mesure & partir d’une série en-
tiere dont les coefficients sont bornés. On peut aussi utiliser le fait que les fonctions localement
constantes sont denses dans les fonctions continues, ce qui permet de définir une mesure, comme
expliqué ci-dessous, en ne connaissant que les intégrales fzp laypnz,p(x) pour a € Zy et n € N.

Soit f une mesure sur Z,. Si a € Z, et n € N, soit p(a + p"Z,) = fzp layprz, iu(x) la mesure
de a+p"Z,. Comme a+p"Z, est la réunion disjointe des a+ jp" —i—p"HZp pour 0 < j<p—1,0n
apla+p'L,) = Z?;é p(a+ jp" + p" 1 Zy). De plus, comme vgo(leqpnz,) = 0, les p(a + p"Zy,)
sont bornés. Si ¢ est une fonction continue sur Z,, alors 22161 #(a)lqipnz, tend vers ¢ dans

¢°(Zy, L) et donc

pt—1
|, owmt) = i > (o +r'Z)

formule qui ressemble beaucoup a une somme de Riemann.

Réciproquement, si on se donne une famille pu(a + p"Zy), a € Z,, n € N, d’éléments de L
vérifiant les conditions

(i) pla+p"Z,) = p(b+p"Zy) si vy(a —b) > n,

(i) pla +p"Zyp) = Eﬁ;é pla+ jp" +p"Zy),

(iii) il existe C' € R tel que v,(pu(a + p"Zy)) = C quels que soient a € Zy, et n € N,
alors les propriétés (i) et (ii) permettent d’étendre p en une forme linéaire sur LC(Z,, L), et la
propriété (iii) permet de montrer que v,(p(¢)) = vgo(¢p) + C, ce qui permet d’étendre p, par
continuité, & €°(Z,, L).

Remarque 1.3.4. — Il y a 2 topologies naturelles que ’on peut mettre sur Z,[[T7]].
-La topologie donnée par le sup. des normes des coefficients

-la topologie de la limite projective Zy[[T]] = lim Z,[T]/T™ qui en fait un anneau compact

Proposition 1.3.5. — La premiére correspond & la topologie de la convergence forte sur les
mesures et la seconde a la topologie de la convergence faible. (i.e. un suite (fn)neN de mesures

converge si pour toute fonction continue ¢, la suite fzp @ pn converge).

Démonstration. — Exercice.
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2. Ezxemples de mesures et opérations sur les mesures

e La mesure de Haar.— On cherche une mesure invariante par translation sur Z,, ce qui
implique p(a + p"Z,) = #M(Zp) quels que soient a € Z, et n € N. Ceci n’est possible que si
1(Zy,) = 0 (et donc si p = 0) car on doit avoir v,(pu(a + p"Zy)) = vg,(u), pour tous a € Z,
et n € N. Il n’y a donc pas de mesure de Haar en p-adique et donc aucun moyen canonique

d’associer une mesure a une fonction.

e Masses de Dirac.— si a € Z,, soit Dir, la masse de Dirac en a, c’est-a-dire la mesure qui a
f associe f(a). Sa transformée d’Amice est (1 + T')%.
Comme les polyndmes sont denses dans &, 'espace vectoriel engendré par les masses de Dirac

(et méme celui engendré par les masses de Dirac aux entiers > 0) est dense dans Zy(Z,, L).

e Multiplication par une fonction.— Si p est une mesure sur Zj, et f est une fonction continue
sur Z,, on définit la mesure fp par la formule fzp o (gu) = fzp fou.

— Multiplication par x. Ona x- (7)) = ((x—n)+n)(;) = (n+1)(,5,) +n(}). On en déduit

la formule

d
Ay, = 0, 0=01+T)—.
ep iy avec (1+ )dT
—Multiplication par z* si v,(z —1) > 0. D’aprés le lemme 1.3.1, si v,(y — 1) > 0, et si A
est une mesure sur Z,, alors fzp y*Az) = \(y — 1). Appliquant ceci & A = z%u, on obtient

Ay —1) = o, (yz — 1) quel que soit y € B(0,07). On en déduit la formule
Foep(T) = (1 4+T)z - 1)

e Restriction a un ouvert compact.— C’est la multiplication par la fonction caractéristique
de 'ouvert compact. Si n € N et b € Z,, la fonction caractéristique de b + p"Z, est v —
p " annzl n~n®. Cela se traduit, au niveau des transformées d’Amice, par la formule

"Q{Resb_ﬂ,nzp(,u) (T) = pin Z nibdﬂz((l + T)n - ]‘)
Tlep'pn

o Convolution des mesures.

Lemme 1.3.6. — Si f est une fonction continue sur Zj, et i est une mesure sur Zy, la fonction
wx f définie par fzp [z +y)u(x) est une fonction continue de y € Z,, et Uappliction f — p* f

est une application linéaire continue de %O(Zp, Q,) dans lui-méme.

Démonstration. — La continuité de p * f est une conséquence de 'uniforme continuité de f et
d’autre part, ||u* flloo < ||p]l]| f]loo d’ot la continuité de f — p* f.

Ceci nous permet, si A et p sont deux mesures sur Z, de définir leur convolée A * p par la
formule A * pu(f) = A * f) ou encore

[ s@nen = [ ([ s mu@)o,

Un calcul immédiat nous donne d, * 6 = dg4p-
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D’autre part, si |z| < 1, alors

J, (a2 st = i) [ 0+ 300 = ahoreh 2

P

On en déduit la formule
Dy (T) = A\(T) ), (T)
ce qui prouve que les mesures munies de la convolution forment une algébre commutative et

associative et que p — .27, est un isomorphisme d’algebres de I'espace des mesures sur celui des

séries entiéres bornées.

Remarque 1.3.7. — La formule @),, = @\, montre que si d, * p = p quel que soit a € Zy,

alors ;= 0. On retrouve la non existence de mesures de Haar p-adiques.

e Actions de PT et 1p.— Ces actions permettent de faire le lien entre la théorie des (¢,T')-
modules et celles des mesures. On note P le semi-groupe (ZPB{O} le)

— On fait agir (pk“ b) € P, aveckeN,ac Z; et b € Zy, sur une mesure p, par :

/ ¢ p a b / ¢ p am—l— b) et on a ﬂ(p a b)u<T) = (1 +T)bg0k(0'a(ﬂu))a

01

ol 'on a posé
e(f(T)=f(A+T)P=1) et oo(f(T)=f((A+T)" 1), siacZ.

— Si p est une mesure sur Z,, on note 9 (u) la mesure sur Z, définie par

b)) = [ s u etona dyu(1+TV —1) =~ 3 s (1+T)C - 1),
Zy PZp pCP:I

et donc ) = V(F),).

On définit une action de ¢ sur une mesure comme étant celle de (6’ ?) ;on adonc ) = ¢(F),).
Alors ¢ et 1 commutent & Paction de (ZO; (1)); onatgop=idet po () = (lpb) oy et
wo(lpb) (6%) ot sibeZy,.

Par ailleurs, « 1(1) = 0 » si et seulement si « p est & support dans Zy », et
Reszx (1) = (1 = pov)p.

1.4. Dictionnaire d’analyse fonctionnelle p-adique

1. Le corps &. — Soit & I'ensemble des séries de Laurent apT", avec a;, € L, telles que
la suite (vp(ax))rez soit minorée et vérifie limy_, o vp(a) = +oo. Muni de la valuation v{%
définie par v{o}(z keZ apT*) = infrez vp(ag), le corps & est un corps complet pour une valuation
discréte. L’anneau Og des entiers de & est 'anneau des séries de Laurent Zkez apT*, avec
a, € O, telles que la suite vy (ay) vérifie limy_,_ o vp(ax) = +o00. Le corps résiduel kg de & est
ko((T)).
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On note 0 le sous-anneau Op[[T]] de Og, & le sous-anneau ﬁ+[ ] de & et kf = kp[[T]]
I’anneau des entiers de kg. Les anneaux ﬁ;f, ET et k‘}r sont aussi parfois notés & ?, &N et k:ia

suivant le contexte.

La topologie naturelle sur @ n’est pas celle définie par la valuation vi%} (topologie forte) :
c’est la topologie faible qui est la topologie d’anneau la plus faible rendant continue la réduction
Og — kg modulo my, si ke est muni de la topologie induite par la valuation vy ; cette topologie
est obtenue en munissant O, de la base de voisinages de 0 donnée par les p*@s + T”ﬁ;, pour
k,n € N. On munit alors & = U,enp™ " Op de la topologie de la limite inductive.

2. Résidus. — Soit I' = Gal(Qp(pye)/Qp). Le caractére cyclotomique x induit un isomorphisme
de I' sur Z7; si a € Zj, on note o, € I' 'image inverse de a par x. Les actions de ¢ et I' définies
ci-dessus sur 0} (i.e. o(T) = (14+T)P —1et 0,(T) = (14+T)%—1) s'étendent & O et & ; celle de
1 demande & étre réinterprétée. Le corps & est une extension de degré p de ¢(&), ce qui permet
de définir un inverse & gauche 1 de ¢ par la formule ¥(f) = p~ o~ (Tre Jo(&)f). Alors 1 laisse
stable 0.

° w commute a I

o(f ( )) = g¢(f), pour tous f,g,
DS (L + D)) = fo,
. qp(f)((l +TP 1) = 23 f(L+T)C 1), si f € OF. (En effet, les f((1+T)¢ 1)
sont les conjugués de f sous 'action de Gal(éa/gp( ))-)
° ¢(%) = % (En effet, Z (1 + T ( ).)
Si f =3 ez axT" est un élément de &, on définit le résidu de la forme différentielle w = f dT’
par la formule résg(w) = a—1. On a réso(df) =0, s1 f € &.
Comme résg envoie O fi—TT dans 07, elle induit une application résy : &/0g 1C-lTTT — L/0y.

On note 0 'opérateur différentiel (1 4+ T) de telle sorte que df = 8 f-4L- T
Lemme 1.4.1. — On a
dop=ppod, pdoyp=1o0d et doo,=a0c,00, sia€Zy.
Démonstration. — Dans le cas de ¢ et o4, cela résulte de ce que, si b € Zy,
O(f(1+T)" 1)) =1 +T)" =D (1 +T)" - 1)
=01+ 1) f(1+T)" —1) = @) (L +T)" - 1).

Maintenant, si f = le(l +T)'o(fi), on a

p—1

of = Z (L+T)'p(fi) +p(1+T)'p(0f) = > (1 +T)'plifi +pdfi),

i=0
et donc Y (9f) = pdfo = pd((f)). Ceci permet de conclure.

Proposition 1.4.2. — Si f € &, alors :

(1) réso(oa(f) IC_lTTT) =a réso(f 1+T) pour tout a € Zy,



NOTES DU COURS 2009 13

(i) réso(0(f) 157) = réso((f) 157) = réso(f 197)-
Démonstration. — Soit f € &. S’il existe g € & tel que f = Jg, alors fl‘i—TT = dg et, d’aprés
le lemme 1.4.1, on a w(f)l‘i—TT = pd(1(g)) et aa(f)li—TT = a'd(o4(g)). On a donc, dans ce
cas réso( fi—TT) = réso(¢Y(f) %) = réso(0a(f) %) = 0. Ceci s’applique en particulier & f =
TFY1+1T), si k € Z — {0}. Comme I’adhérence dans Og du €-module engendré par les
TF1(1+T), pour k € Z — {0}, admet Oy, - % comme supplémentaire, on déduit les formules de
la proposition pour ¢ et o, de ce que
1 1 1 1 1 a—1

¢(T):T et Ua(f):aT_i_(;)Tz_i_'”:aiT‘FT—F"'

Enfin, la formule pour ¢ se déduit de celle pour ¢ appliquée a ¢(f). Ceci permet de conclure.
SifeZousifedé&, ondéfinit ¢f:7Z, — L par la formule
5(w) = rso (14 T S(T) 7).
Théoréme 1.4.3. — (i) L’application p— A,(T) induit des isomorphismes de Zy(Zy, Or) sur
ﬁgp et de Do(Zy) sur &°.
(ii) L’application f — ¢y induit des isomorphismes de ﬁ(g»/ﬁga sur €%(Zy, Or) et de &)&% sur
C0(Zy).
(ili) Si p € Do(Zy) et f € &, alors fzp ¢f =168 (A f %)
Démonstration. — Le (i) a déja été démontré (th. 1.3.2). Pour démontrer le (ii), considérons
Yy(x) =réso((L+T)*f(T)dT), si f =3 ez axT" appartient & Og, & ou #Z. Comme (14 T)* =
Soken (D)TF, on a thp(z) = 3 pena—1-k (7). On en déduit, en utilisant la définition de Op ou
&, et le th. de Mahler, que f — v induit des isomorphismes de ﬁg/ﬁiﬂ sur €%(Zy, 01), et de
& /&% sur €°(Z,). Comme ¢f(z) = ¥y(z — 1), cela démontre le (ii). Le (iii) peut se réécrire sous
dr )

weso(4(T) | A1) ) = / eso (S04 T )

ce qui suit formellement de la linéarité de fzp et de résp.

la forme

I.5. Mesures sur Q,

1. Mesures sur Q, et familles de mesures sur Z,. — Une mesure u sur Q, est un élément du
dual de l'espace €2(Q,) des fonctions continues & support compact dans Q. Si u est une telle
mesure, et si n € N, on note p(™ I'élément de Zy(Z,) défini par

¢ u™ = / o(p ),
Zy p~"Zp

si ¢ € €9(Zy). Il n'est pas difficile de vérifier que l'on a w(,u(”H)) = 1™ si n € N. Réciproque-
ment, si (tn)nen est une famille de mesures sur Z,, vérifiant ¢ (fin11) = pn sin € N, alors il existe
une unique mesure y sur Q,, telle que I'on ait ™ = 1, quel que soit n € N :si ¢ € ‘KCO(QP) est
a support dans p~"Z,, alors pr d(x)p = fzp d(p~"x) pin, la relation ¥ (pps1) = pn permettant
de montrer que fzp ¢(p~ ")y ne dépend pas du choix de n tel que ¢ soit a support dans p~"Z,,.
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Une mesure i sur Q,, est dite bornée, s’il existe C' € R tel que v, fQ o) = vgo(p)+C, pour
tout ¢ € €2(Qy). On note Zp(Q,) l'espace des mesures bornées sur Q, ; c’est le dual de 1'espace
des fonctions continues sur Q,, tendant vers 0 & I'infini, et on a %y(Q,) = L ®g, Z0(Qp, OL).

On note ngu(n) la transformée d’Amice de p(™, et on définit la transformée d’Amice <, de p
par la formule @7, = (»‘qu(n))neN-

Proposition 1.5.1. — L’application p — <7, induit une bijection de l’espace des mesures sur
Q, (resp. de Z0(Q,, O1)) sur Uensemble des suites F = (F™),en d’éléments de &1 (resp. de
0}F) vérifiant (FMH)) = F( quel que soit n € N.

Démonstration. — C’est une simple traduction du résultat correspondant sur Z,,.

2. Action du sous-groupe mirabolique de GL2(Qp). — On munit 2(Q,) d'une action de
P(Qy) ={(§%), acQp,be Q) en posant

px) (38)*pn= [ ¢lax+b)p
Q, Q,

Sin € N est tel que p"a € Z, et p"b € Z,, et si ¢ est une fonction a support dans Z,, on a

/ p(p"x) (g8) xp= / o(p"az + p"b)p,
— pn-up(@)z,
ce qui, appliqué a ¢(z) = (1 + T)*, nous donne

Ay WD) = A+ TP+ TP 1), s> sup(—op(a), —un(b).
01

On remarquera que, si p € 2(Qp), et si n € Z, alors 1™ est aussi donné par la formule

™ = (70 & (Res, ng, 1) = Resg, (7 9) x p).

3. Les anneauz 55» et 5;2 — Soit Aq, 'ensemble des f € Og a coefficients dans Zj. Le corps
résiduel Eq, de Aq, n'est autre que F,((7')), et on note Eq, le complété de sa cloture radicielle
(pour la valuation vr) ; celui-ci est naturellement muni d’actions continues de I" et ¢, commutant
entre elles et coincidant avec celles précédemment définies sur Eq, C kg.

On note Aq, = W(Eq,) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Eq, ; comme Eq,

est parfait, tout élément de AQp s'écrit de maniére unique sous la forme %0 pk[ k], ou les
r sont des éléments de Eq, et [z] des1gne le représentant de Teichmiiller de x dans AQ )

x € EQ Les actions de T' et ¢ sur EQ s’étendent de maniére unique a AQ l'action de ¢
devenant bijective, et Aq, (muni des actions de ¢ et I') s’identifie naturellement au sous-anneau
de Aq, engendré topologiquement par [1+ 7] —1 (que 'on identifie & T' € Aq,) et son inverse.
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2T x

On dispose d’un(® analogue p-adique x — [(1 +T)*] de z — e :siptx € 2y, alors

+o0 n
x -n "o —n pr
41 = = (3 (7)) 7).
k=0
Comme on a identifié [1 +7T]—1aT,ona [(1+T1)*] = (1+T)% si z € Z,. On fera attention

au fait que ce n’est pas le cas si ¢ Z,, : la série définissant (14 7")" ne converge pas dans Aap,
1
P
la fonction x +— €!* de la note de bas de page.

et si on compléte Kap[ | pour obtenir un anneau dans lequel cette série converge, on tombe sur
On note 550 l'anneau 0 ®z, AQp auquel on étend par Op-linéarité les actions de ¢ et T
On a alors O¢ = (0 ®z, A)?” | Taction résiduelle de I’ étant celle définie ci-dessus. De plus,
(ﬁL ®Zp A)so:l =07,
4. Traces de Tate normalisées. — Soit I = p~>°Z N[0, 1[; c’est un systéme de représentants de
Qp/Zy. Sim e N, soit I, = {i € I | v,(i) > —m}, ce qui fait que I est la réunion croissante
pour m € N des I,,. Soit aussi Eq, m = ¢~ "(Eq,); alors Eq, cc = UneNEq,,m est la cloture
radicielle de Eq,.

Lemme I1.5.2. — Sim €N, les (1+T)*, pouri € I,,, forment une base de Eap i SUT Eap.

Démonstration. — T étant une uniformisante de EQP, tout élément de Eap peut s’écrire de
maniére unique sous la forme

+o0 p™"—1

S aT = Y Te,),

n=0 r=0

ol les a,, sont des éléments de kr et b, = Z;ﬁ% ar+kmek. On en déduit le fait que les T" pour
0 <r < p™—1 forment une base de Eap sur @m(Eap) et la matrice faisant passer de 7" aux
(1 4+ T)" étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale, il en est de méme des (1 + T')" pour
0<r<pm—1.1ln"y a plus qu'a appliquer ¢~ pour en déduire le lemme.

Proposition 1.5.3. — (i) tout élément x de Eq,m s’écrit de maniére unique sous la forme

=3 (1+T)ai(x), ot a;i(x) € Eq, sii €I, et on a l'encadrement

vp(z) — 1 < inf vp(ai(z)) < vp(x);

1€1m

(i) tout élément x de EQp s’écrit de maniére unique sous la forme x = Y, (1 + T)a;(x),
ot (a;(x))icr est une suite d’éléments de Ex tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires

des parties finies, et on a l’encadrement

vp(z) —1< 125 vr(ai(x)) < vr(x).

(W On a en fait trois tels analogues : en sus de  +— [(1 + T)”], on peut considérer x — e, ot t = log(1 + T est

le 2im p-adique de Fontaine, ainsi que z — e(z) = e~ *[(1 + T)”] qui est a valeurs dans f .
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Démonstration. — Une base de Eap’m sur Eap est aussi une base de Eq, ., sur Eq,; on en
déduit 'existence et 1'unicité de I’écriture.

D’autre part, l'inégalité inf,cs, vr(ai(z)) < vr(z) est une évidence; 'autre inégalité est une
conséquence des deux remarques suivantes :

(a) infier, vr(ai(z)) = 0 sivp(x) =0 (les (1 +T)* forment une base de Eapm sur Eap)

(b) a;i(T*z) = T*a;(z) si k € Z (par unicité de I'écriture).

Maintenant, Up,eNEqQ,,m est dense dans Eq, et I'inégalité vr(a; ﬁx)) > vp(xz) — 1 montre que

a; s’étend par continuité en une application F-linéaire continue de Eq, dans Eq,,, ce qui permet

de déduire le (ii) du (i) par passage a la limite.

Remarque 1.5.4. — Le lemme 1.5.2 montre que l'on a;(x) € Eap siz € Eap m > U passage a

la limite montre que ceci reste vrai si x € Eap.

Si m € N, on note Aq, ., le sous-anneau =" (Aq,) de A. On a donc Aq, m/PAQ,m =
Eq, m- On note Og p, le sous-anneau 07, - Aq, m de Opg.

Proposition 1.5.5. — (i)
(a) tout élément x de Og ,y, s’écrit de maniére unique sous la forme x =Y, [(14+T)"]a;i(x),
ot a;(x) € Og, sii € Ly ;
(b) tout élément x de Oy s’écrit de maniére unique sous la forme x = ST+ T)ai(x),
ot (a;(x))ier est une famille d’éléments de Og tendant vers O (pour la topologie faible) quand i
tend vers l'infini.
(ii) Siz € OF, alors a;(x) € O} quel que soiti € I.

Démonstration. — Les trois énoncés se démontrent de la méme manieére et il suffit de les démontrer
pour L = Q, et de tensoriser par ¢, ensuite ; commencons par le (i) (b). Soit M le Aq,-module
des familles (a;(x));e; d’éléments de Aq, tendant vers 0 quand 4 tend vers I'infini. Pour démontrer
le (i), il s’agit de prouver que 'application (a;)ier — > ;c;[(1+7)"]a; est un isomorphisme de M
sur :&QP, ce qu’il suffit de vérifier modulo p puisque les modules considérés sont sans p-torsion
et complets pour la topologie p-adique. Le (i) de la proposition 1.5.3 permet donc de conclure.
Le (i) (a) se démontre en remplagant I par I,,, dans la démonstration ci-dessus et en utilisant
le (i) de la proposition 1.5.3. Le (ii) se démontre en remplacant Aq, par Aap et en utilisant la

remarque 1.5.4.

e Traces de Tate normalisées.— Sin € N, et si x appartient 4 un des anneaux EQP, Eap, 5:@'

ou 5&, on pose(2) .
Res,-nz,x = Y _[(1+T)a;().

i€,
Proposition 1.5.6. — (i) Res,-nz  commute a Uaction de T'.
(ii) p o Resp-nz, = Respi-ng 0.
(iii) Resp-nz, ([(1 + T)%z) = [(1+ T)b]Resp_nsz, six €p "Zy.

)Si on est en caractéristique p, alors [(1+ T)"] = (1 + T)?, par définition du représentant de Teichmiiller.
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(iv) Resz, o o=t = 1) o Resz,.
(V) © = limy,— 4 oo Res,—nz, .

Démonstration. — C’est une conséquence facile des prop. [.5.3 et 1.5.5.

5. Mesures nulles a Uinfini. — L’ensemble %)(Qy, Or) des mesures sur Q,, a valeurs dans 07,
n’est pas un anneau car on ne peut pas faire la convolution de deux mesures sans prendre de
précautions concernant leurs supports. Ceci nous améne a définir le sous-ensemble Zy(Qp, O1)pe
des mesures nulles a l’infini, c’est-a-dire les mesures p telles que Diry * 4 — 0 (pour la topologie
faible sur 2y(Qp, 01,)) quand b — oo, ot Dir, désigne la masse de Dirac en b. Il est facile de
vérifier que Zy(Qp, 0L )pc est un anneau pour la convolution, et que Zy(Qyp, O )pc st dense dans

-@()(va ﬁL)

Proposition 1.5.7. — La transformée de Fourier j — pr[(l + T)*|p induit un isomorphisme

d’anneauzr de Zo(Qp, OL)pe sur é’v;[f

Démonstration. — Soit I = Z[%] N [0, 1] le systéme standard de représentants de Q,/Z,. Alors
p =Y ey Dir; * Resg, (Dir_; * u), ce qui nous donne

/ (+7) =3 / [(L47)7] Resz, (Dir_xp) = 3 ( / (147" Resg, (Dir_g#ps)) [(1+7)']
P iel 7/ %p iel 7 Zp

Modulo le fait que la transformée d’Amice \ — fzp(l +7)* X induit un isomorphisme d’anneaux
de Zy(Zy, O1) sur O, le résultat suit donc de la prop. L.5.5.

. ) g ‘ , .~ = o4r . dT \ _
6. Fonctions continues nulles a Uinfini. — On étend résy & Og 147 en posant reso(zH—T) =
. dT
réso (Resz, z) H_—T)

“y . . . L, . = dT L. . . .
Proposition 1.5.8. — L’application résy : Og 57 — O, vérifie les propriétés suivantes :

(1) réso(go(z)fi—TT) = résp(z lc_lTTT) et résp(0q(2) lc_lTTT)) = a " réso(z IC_ZTTT), sia € Zy

(ii) résg est identiquement nul sur ﬁ’gl‘i—TT XU, siUCQjp.

Démonstration. — La formule pour I'action de I' suit, via la prop. 1.4.2, de ce que Resz, commute

a laction de T. Celle pour ¢ vient de ce que Resz, (¢ (2)) = ¥(Resz,(2)), ce qui permet

d’utiliser la prop. 1.4.2 pour montrer que résq(¢ ! (2) fiTT) = résp(z ﬂ—TT)

Maintenant, si z € Og IC_ITTT XU, et sin e N, alors o "(z) € Op lc_lTTT X p~"U. Or 'hypothése

U C Qp implique que Z, N p~"U = (), si n est assez grand. On a donc Resz, (¢~ "(2)) = 0, si

n est assez grand, et donc résg(z) = réso(¢~"(z)) = résg(Resz, (¢~ "(2))) = 0. Ceci permet de

conclure.
Proposition 1.5.9. — L’izpplicatz'on z — ¢, définie par ¢,(x) = réso([(1 +T)%]z %) induit
un isomorphisme de ﬁg/ﬁ;f sur l’espace %O(Qp, Or)o des fonctions continues sur Q,, tendant

vers 0 a linfini.

Démonstration. — Fixons un systéme I de représentants de Qp,/Z, dans Q,. Cela permet,
d’aprés la prop. L5.5, d’écrire tout élément z de O sous la forme z = Y. ;[(1 + T)"] z, ou
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(zi)ier est une suite d’éléments de 04 tendant vers 0 a I'infini pour la topologie faible. On a alors
¢-(z) = ¢, (x +1), si x + i € Z,. Comme z; tend vers 0, il existe, pour tout & € N, un entier
n(k) € N tel que z; € 5;5 —l—pkﬁg, sivy(i) < —n(k), ce qui se traduit par le fait que ¢.(z) € p* Oy,
si vp(i) < —n(k) et si z +1i € Zy. On en déduit Pappartenance de ¢, & €°(Q,, OL)o.

Réciproquement, soit ¢ € €°(Qy, Or)o. Si ¢; est la restriction de z — ¢(x +14) & Z,, soit k(i)
le plus grand entier k tel que ¢; soit a valeurs dans p* &, et soit z; € Og tel que ¢z = p*k‘(i)qbi.
L’ appartenance de ¢ 4 €°(Qy, OL)o se traduit par le fait que k(i) tend vers +oo a l'infini. La
série Zzelp @[(14T)"2; converge donc dans O et la somme z de cette série vérifie ¢, = ¢ par
construction. Ceci permet de conclure.

1.6. Construction de représentations du mirabolique

Ce qui suit est issu de la description (prop. 1.5.1) de Zy(Qp, O1) & partir de Zy(Z,, O1,) et
de l'action du mirabolique qui en résulte (alinéa 2 du n°1.5); dans le cas M = %y(Zy, 01,), on
retombe sur les objets précédents.

1. (P(Zy),v)-modules et représentations de P(Q,). — On note P = (§ 1) le sous-groupe mi-
rabolique de GLg2. Si A est un anneau, on note P(A) C GLy(A) le groupe des éléments de P a

coefficients dans A. On a donc, en particulier, P(Q,) = (Q QT’) et P(Z,) = (ZO Zl ).

Un (P(Zy),)-module M est un Or-module topologique muni d’une action continue de P(Z,)
et d’un opérateur Op-linéaire continu v, surjectif, commutant & ’action de ( op 1), et tel que
@Z)(((l)plb)z) =(§9)v(z),sibeZyet z€ M.

Les exemples auxquels nous aurons affaire sont les suivants.

e L’espace Zy(Zp, A) des mesures sur Z, a valeurs dans A, ot A = kr,0p,L,..., est na-
turellement un (P(Z,),)-module, 'action de (&%) € P(Zy) sur p € %y(Zy, A) étant donnée
par fz P(g%) n= fz (ax +b)p, et ¢ = (P 01 (1]) o Resyz, étant défini par fzp¢1/J(M) =
)z </5(p L) p.

e Un (¢, I')-module D est aussi naturellement un (P(Z,),v)-module, l'action de ¢ étant
Paction précédemment définie, et celle de (8 11’) € P(Z,) étant donnée par (8 ’1’) 2z = (1+
T)%04(2). Les sous-modules D¥ et D%, étant stables par ¢ et P(Z,), sont aussi des exemples de
(P(Zy),v)-modules.

Si M est un (P(Z,),)-module, on définit M X Q, comme I'ensemble des suites® (2(™),en
d’éléments de M, telles que w(x(”+1)) =z pour tout n € N.

Proposition 1.6.1. — Sur M X Q,, il existe une unique action de P(Q,) telle que :
(a) sia € Zy, alors (89) - (™) ez = ((a9) c2™)ez ;

(b) si k € Z, alors (7’; (1)) (M) ez = (2R, e

®)Notons que, si on pose w™ = w_”(w(o)), si n < —1, on obtient une bijection de M X Q, sur I’ensemble
des suites sur Z vérifiant les propriétés ci-dessus. Nous utiliserons donc indifféremment la notation (w(”))neN ou

(w'™) ez pour désigner un élément de M K Q,.
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(c) sib e Qp, alors (}%) - (™) ez = (Y™ )pez, avec y™ = (ép:b) 2™ si p"b € Zy, et
y(n) = wfvp(b)fn (y(fvp(b))); St < —'Up(b>.

Démonstration. — Remarquons qu’un élément x = (x("))nez de M X Q, est uniquement déter-
miné, si on connait (™ pour tout n assez grand, puisqu’il suffit d’itérer ¢ pour récupérer les

(™ manquants. Soit (&%) € P(Qp), et soit r = vp(a). Comme (&%) = (} ll’)(p_(;a ?)(%T (1)), et
comme p~"a € Zy, une action de groupe de P(Q,) sur M X Q,, vérifiant les propriétés (a), (b)

et (c) de la proposition doit étre donnée par la formule

(89) - @ so = ((571°) (75 9) 2" ) g = (P52 710) - 27) s

En particulier, une telle action, si elle existe, est unique. Soient alors (8 11’) et (%’ l{) deux
éléments de P(Q,), et soient r = vy(a) et 1’ = wvy(a’). Soit aussi y™ = (VOT” p;b) () si

n> 0. On a

(%) ((85) - @ amo) = (75 7 ) -4+)

:((p—r o 71b/ ) ( . Ta p”';’”/b) . x(’n+7"/+7‘))

0 n>0
= —+)aa’ pr (b 4a'b) ) . p(ntr'+r) — (ad V4a'b) . (1)
=((» o P “ )) )0 = (48 H7) - (2" )nso
et comme (%’ l{ ) (8 ll’) = (ag b'ﬁ“'b), cela montre que 'on a bien défini une action de groupe.

2. (P(Zy), ¢, v)-modules et restriction a un ouvert compact. — Un (P(Z,), ¢, 1)-module est un
(P(Zy),¥)-
epo(lh)= ((1)1’117)0% sibeZp et po(39)=(89)op siacZy;
1b
0 1

Jop=0,sibeZretpo(}8)op= (1P1b) sibepZy;

module muni en plus d’un opérateur injectif ¢ vérifiant les conditions suivantes :

¢ TE (b)) oworo (b1) =i
Notons que les conditions g o (%) = (1pb) opetpo(a9)=(89) o sont équivalentes a
ce que laction de P(Z,) se prolonge en une action du semi-groupe P = (ZPB{O} le ), I’action
de (% [1)) ¢tant définie par (B (1)) z = ¢(2).

La condition 9 o ( ) op= (1 P ) b) si b € pZ,, implique en particulier que 9 est un inverse

a gauche de ¢ ; on en déduit que ( ) oporo ( _i) est un projecteur, si i € {0,...,p—1}. La
condition v o (1 b) =0, si b € Zj, assure quant a elle que ces projecteurs sont orthogonaux
deux & deux (la composée de deux d’entre eux est nulle si i # j).

Si M est un (P(Z,), ,v)-module, si a € Z, et k € N, soit
Bra=(§1) 090t o (571).

Alors By 4 : M — M est Op-linéaire, et on a le résultat suivant.

Lemme 1.6.2. — (i) Bra0frp =0, sia—b ¢ kap, et Br,a©Bkp = Bra = Prp, sia—be kap.
.. —1
(ii) Z?:o ﬁk—i—l,a—l—ipk = Bka-

Démonstration. — Par définition, on a

BraoBeo=(61) 0" oo (507%) 0t ovto (57).
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Or la seconde des propriétés de ¢ permet de montrer, par une récurrence immédiate sur k, que

WEo (§07%) ok = 0,51b—a ¢ pFZy, et YF o (§077) o pF = ({770"9), sib—a € p*Z,. On

en déduit que Bq 0 By = 0, si a — b ¢ pFZ,, et que dans le cas ot a — b € p"Z,, alors
BraoBep=(§1) 06" o (7)o o (§57).
Or on a @k o (1P "=a)) = (Tb70) ok et (P (t=a)) o gk = yk o ({47¢). En utilisant la
premiére de ces formules, on obtient
BraoBro= (1) (5"1") e @ e vt o (§77) = (§1) 0w 0w e (§7") = Bus,
et en utilisant la seconde, on obtient
BraoBro=(§4) 0@ oo (§77%) o (57") = (61) o¥" 0 v* o (577) = Bra-

On en déduit le (i).

Passons au (ii). On a

p—1 p—1
Zﬁk-i-l,a-i-ipk :Z (é a+1ipk) ° (pk+l ° ¢k+1 © ((1) —a;ipk)
1=0 =0
p—1
=(31) o (X (b)) owovo(d7))ovto (4 759)
1=0

Ceci permet de conclure.

Le lemme précédent montre, en particulier, que 3, ne dépend que de la classe de @ modulo
p¥, ce qui permet de noter cette application sous la forme Res, 4phz,- Le reste du lemme peut

alors se reformuler de maniére plus parlante :

Corollaire 1.6.3. — (i) Si a,b € Zj, alors

Resg iz, = Resy g, sia+ p*Z, = b+ p*Z,,

Res k7, OReSb kg, =
a+p~Zp +p~Zp 0 s (a +kap) N (b —I—kap) = 0.

.. . -1
(ii) Sia € Zy, alors Y1, Resgpipkpprt1z, = Res,prz -

Remarque 1.6.4. — (i) On a ¢ = ¢~ o Resyz, = (b ?)_1 o Respz, -
(ii) Si M = Zy(Zp), alors Res,

rz, €st I’application de restriction & a + kap (i.e. la multi-
plication par 1, +pkzp) ; ¢’est ce qui justifie le nom que nous lui avons donné.

La propriété (ii) du corollaire montre que, si U est un ouvert compact de Z,, et si k € N est
assez grand pour que U soit une réunion de translatés de kap, alors I'application & -linéaire
Y aclU mod o+ Resq ez ne dépend pas du choix de k (ni de celui du systéme de représentants de
U modulo p*Z, par existence de Resa+pkzp). On note Resyy : M — M cette application. On a
en particulier Resz, = id. On pose Resy = 0.
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Lemme 1.6.5. — Soient U et V' des ouverts compacts de Z,.
(i) Resy + Resy = Respny + Respuy -
(ii)) Resy o Resy = Resy o Resy = Respny .

Démonstration. — On choisit k € N assez grand pour que U et V soient des réunions de translatés
de p*Z,. Le (i) est alors immédiat sur la définition, et le (ii) suit du (i) du cor. 1.6.3.

Si U est un ouvert compact de Z,, on définit le sous-&r-module M XU de M comme I'image
de Resyy. On a donc en particulier M X Z, = M, MK () =0et M X Z, = MY=0,

Lemme 1.6.6. — (i) Resy est un projecteur de M sur M X U.
(ii) Si les Uj, pour j € J forment une partition (automatiquement finie) de U par des ouverts

compacts, et six € MR U, alors ZjeJ Resy, () = x, et donc M XU = @je ;M X Uj.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 1.6.5.

On dispose d’'une action naturelle de P(Q,) sur Q, (définie par (&%) -z = ax + b). Le semi-
groupe P laisse stable Z,, et I'image de i + p*Z, par (&%) est ai + b+ p*7Z,, si r = vy(a).

Lemme 1.6.7. — Si U est un ouvert compact de Zy, et si g € P, alors go Resy = Resyy o g.

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de le vérifier pour U de la forme i + kap. Sig= (8 ll’),

et r =vp(a), on a
goRes; iz, = (§1) 0 (§1) o o™ o (57) = (1) (89) 0¥ 0v o (§7).
(1]) ¢", et p~"a € Zy, ce qui fait que (p;a?) commute a ¢ et ¥, et donc
(8(1))0(pkowk:(p;)a(l))O(Pk-i-’r‘owk:@k-‘r’rowko(pfora(l)):gok-i-?"oq’/)k-‘rro(g(f)'
(

69)(67) = (; ~(aitd) )g, on obtient finalement

01 0 1

1 ai+b k+r 1 —(ai+b — =
goRes; g, = (0 a ) P okt o (0 ( 1 )) 09 = Resyipiprirz, 09 = Resy(iyprz,) 09

Ceci permet de conclure.

3. Les applications Resy sur MXQ, et les modules (M X Q). et (MK Qp)pe. — Remarquons
que 'on dispose d’une identification naturelle de M a un sous-module de M X Q,, en envoyant
x € M sur v(x) = (¢"(2))nen € MK Q,; on note M X Z, I'image de M par ¢ de telle sorte que
¢ soit un isomorphisme de M sur M X Z,. Alors ¢ commute a l'action de Pt comme le montre
un calcul immédiat et on dispose d’un projecteur Resz, : M XQ, — M X Z, envoyant (x(”))neN
sur ¢(z(9).

Plus généralement, si U est un ouvert compact de Z,, on note M XU le sous-espace de M XQ,
image de M WU C U par ¢, et Resz, : M X Q, — M XU le projecteur ¢ o Resy o Resz,, ol
Resy : M — M KU est le projecteur défini plus haut.

Si U est un ouvert compact de Q,, on choisit k € N tel que pFU C Z,, et on définit M XU C
MXQ,et Resy : M XQ, — M XU, en posant

k

MIEU:(ka(l))(MIZkaU) et ReSU:(pgk(l))OReSpka(pO (1])
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Que ceci ne dépende pas du choix de k est une conséquence du lemme 1.6.7.
Proposition 1.6.8. — (i) Si U et V sont des ouverts compacts de Q,, alors
Resy + Resy = Respuy + Resyny et Resy o Resy = Resy o Resy = Respny .

(i) Si U est un ouvert compact de Qy, alors Resy est un projecteur de M X Q,, sur M XU,
et si les Uj, pour j € J forment une partition de U par des ouverts compacts, alors M KU =
DjesM X U;.

(ili) St U est un ouvert compact de Qp, et si g € P(Qp), alors g o Resy = Resgy 0 g.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), on choisit k assez grand pour que p*U et p*V soient
inclus dans Zy, et on utilise le lemme 1.6.5. Pour démontrer le (ii), on choisit &k assez grand pour
que pFU C Z,, et on utilise le lemme 1.6.6. Pour démontrer le (iii), on choisit k assez grand pour
que p*U C Z,, et r assez grand pour que h = (pga ’pr:kb) e Pt sig=(a?%). Alors

goResy =go (pgk (1)) o Res,rp © (19(;c 0) = (Pfgfr(l)) o hoResyry o (P(;c (1))

On peut alors utiliser le lemme 1.6.7 pour écrire hoRes,ry; sous la forme Resy, 117y © b, €t comme

h(p(;C (1)) = (Pk(;” (l))g et h(pFU) = p"a(p*U) + p"TFb = p"+*(gU), on obtient

—k—r k+r
goResy = (1” 0 (13) o Resyrik gy © (pJ [1)) og=Resyyog.

Ceci permet de conclure.

Remarque 1.6.9. — L’opérateur ¢ : M — M est relié a I'action de (Vl 0

0 1)1011&

woResg, = (§2) " o Resyz, = Resg, o (7' 9),

comme le montrent le (i) de la rem. 1.6.4 et le (iii) de la prop. 1.6.8.
On dit que z € M X Q,, est a support dans U, si x € M W U. On note
(MR Qy)e = Upen(M Rp~*Z,)

I'ensemble des éléments de M X Q,, a support compact dans Q,. Comme M X (p_kZp) est
Pensemble des (2(™),cz € M R Q,, vérifiant (™ = " F(2(*) si n > k, on voit que (M K Q,).
est aussi 'ensemble des (z(™),cz € M K Q, vérifiant (") = (z(™) pour tout n € N assez
grand.

Remarque 1.6.10. — (i) Si M = Dy(Z,, A), et si U est un ouvert compact de Qy,, alors M XU
est le module Zy(U, A) des mesures a support dans U, et 'application Resy : M X Q, — M XU
n’est autre que 'application de restriction a U (i.e. la multiplication par la fonction caractéristique
de U) de 2y(Qp, A) dans Zy(U, A). On en déduit que (M X Q). est 'ensemble des mesures a
support compact dans Q.

(ii) Comme g € P(Qp) envoie M X U dans M X gU, d’apres le (iii) de la prop. 1.6.8, le
sous-module (M X Q). de M X Q,, est stable par P(Q)).
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Si M est un (P(Z,),v)-module, on munit M X Q,, de la topologie induite par la topologie
produit sur MN. On note (M X Qp)pc I'ensemble des éléments z de M X Q,, nuls a l'infini, c’est-
a-dire tels que ((1) II’) -z — 0 dans M X Q, quand b — oo dans Q,; c’est un sous-P(Q,)-module

de M X Q,.

Remarque 1.6.11. — (i) Si M est un (P(Zy), p,v¢)-module, on a (M X Q). C (M X Qp)pec.

En effet, si —b + p~"Z, n’intersecte pas le support de z, on a Respfnzp((é 11’) -z) =0, ce qui

se traduit, en notant y, = (yén))neN I’élément ((1) ll’) -z de M X Q,, par la nullité de yl()n), pour
tout n < k, si v,(b) < —k, et si z est a support dans p~¥Z,. En revenant & la définition de la
topologie produit, cela se traduit par 'existence, pour tout voisinage V' de 0 dans M X Q,,, de
k€N tel que (§%) -z €V, sivy(b) < —k; autrement dit, (§%) -2z — 0 quand b — oo.

(ii) Si M est un (P(Z,), ¢,v)-module, (M X Q). et donc, a fortiori, (M X Q,)pc est dense
dans M X Qp. En effet, z est la limite, dans M X Q,, des Res,-nz z, par définition ou presque
de la topologie produit.

II. (¢,T')-modules

I11.1. Og-modules de type fini

Ce § regroupe des définitions et des résultats purement techniques qui seront utilisés dans le

reste de 'article.

1. Réseaux et treillis. — Si A est un anneau local complet pour une valuation discréte, d’idéal
maximal m, et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension dimy4 D de D sur A
par la formule

dima D = dimy /p, D/mD.

Si D est libre de rang d sur A, alors dimy D = d, et dans le cas général, le théoréme de
structure des modules sur les anneaux principaux montre que, si dimyq D = d, alors il existe
ki,...,kqg € NU{+o0} non nuls, et ey,...,eq € D, tels que (z1,...,2q9) — z1€1 + -+ + Tg€4
induise un isomorphisme de Hf-l:l(A/ m¥) sur D. Si A est muni d'une topologie (d’anneau) plus
faible que celle induite par la valuation discréte, cela permet de munir D d’une topologie faisant de
I’isomorphisme précédent un homéomorphisme, Hle(A /mFi) étant muni de la topologie produit.
La topologie ainsi obtenue sur D ne dépend pas du choix de ey, ..., eq. En effet, un autre choix
se traduit par une bijection A-linéaire de H?ZI(A/mki) dans lui-méme, et une telle bijection est
continue car A-linéaire, et donc est un homéomorphisme puisque son inverse est aussi continu
pour la méme raison.

Ce qui précéde s’applique en particulier aux Og-modules de type fini. On munit Og¢ de la
topologie faible pour laquelle les T”ﬁ;f +p* 0, pour k,n € N, forment une base de voisinages de
0 et pour laquelle O¢ est complet, ce qui munit tout &g-module de type fini de la topologie faible
(la topologie forte étant juste la topologie p-adique). On note & = ﬁg[%} le corps des fractions de
Og, et on munit & = Upenp "Og de la topologie de la limite inductive, chacun des &g-module
p~"Og étant muni de la topologie faible.
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Définition I1.1.1. — (i) Si D est un kg-(resp. un & )-espace vectoriel de dimension finie d,
un réseau de D est un sous-k(}?—(resp. Og )-module de type fini de D contenant une base de D ;
comme k} (resp. Og) est un anneau de valuation discréte (et donc principal), un réseau de D
est libre de rang d sur k} (resp. sur Og).

(ii) Si D est un Og-module de type fini, un treillis M de D est un sous—@’(}'—module compact
de D dont l'image dans D/mpD est un réseau.

Proposition I1.1.2. — Soit D un Og-module de type fini et de torsion.

(i) Un sous—ﬁ;@r—module compact de D est un treillis si et seulement si il est ouvert.

(ii) Si M est un treillis de D, alors D = UrezT %M et les T*M, pour k € N, forment une
base de voisinages de 0 dans D.

iii) i M et N sont deux treillis, alors il existe a = b € Z tels que T*M C N C T°M.

(iii) : q

(iv) Si M C N sont des treillis de D, alors N/M est un Or-module de longueur finie.

Démonstration. — Soit d = dimg, D. Comme D est supposé de torsion, il existe e1,...,eq € D
et ki,...,kq € N tels que D = (ﬁg/m]zl)el @B (ﬁg/mlzd)ed. On note My le sous-&}-module
de D engendré par ej,...,eq; c’est un treillis. Par définition de la topologie de D, les T M,
pour n € N, forment une base de voisinages de 0 dans D, et D est la réunion croissante des
ouverts T~ My, pour m € N. En particulier, si M est un sous—ﬁ;f—module ouvert de D, alors il
existe b € N tel que M contiennent T°Mj. Ceci implique que I'image de M modulo mj, contient
le réseau engendré par T, ..., T, et donc que M est un treillis s’il est compact.

Réciproquement, si M est un treillis, il existe ¢ tel que 'image de M modulo my contienne
TC;,...,T%y. 1l existe donc fi,...,fq € D tels que f; ait pour image T; modulo my, si
1 <i<d. Les f;, pour 1 < i < d, forment alors une famille génératrice de D sur Og, et on peut
donc écrire e, pour 1 < j < d, sous la forme Zle a; jfi, avec a; j € Og, pour 1 < 1,75 < d. Soit
k € N tel que mlzD = 0. Il existe alors b € N tel que Tbam € ﬁ; + m%ﬁg, quels que soient
1 < 4,5 < d. Ceci implique que M contient b € N tel que Tbam- € ﬁ:@r + mlz Og, quels que soient
1 <i,j < d. Ceci implique que M contient T%;, ..., T 4 et donc aussi T®My. On en déduit le
(i).

Par ailleurs, si M est un treillis, on peut extraire du recouvrement de M par les T~ My un
sous-recouvrement fini, ce qui montre qu’il existe a € Z tel que M C T%My. Les points (ii)-(iii)
se déduisent alors sans difficulté de 'existence de a,b € Z tels que T*My D M D TPMy, et le
(iv) se déduit du (iii) et de ce que 6’; /(p*, T™) est de longueur finie sur &y, quels que soient
k,n € N.

I1.2. (p,I')-modules étales

1. Catégories de (p,I')-modules. — Si A est un anneau topologique muni d’actions continues
de ¢ et I' commutant entre elles, un (¢,I')-module D sur A est un A-module de type fini muni
d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles.

Ce qui précede s’applique en particulier & Og et &.
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e Un (¢, I')-module D sur Og est étale si (D) engendre D comme Og-module; 'action de ¢
est alors injective.

e Un (¢, I")-module sur & est étale s’il posséde un Og-réseau stable par ¢ et T' qui est étale.

Nous aurons besoin des catégories suivantes :

o BT . catégorie des (¢, ')-modules étales, de torsion sur Og,

o OI°*(ks), catégorie des objets de TS . tués par my, (i.e. des (¢, T')-modules étales sur kg),
o OI°'(0), catégorie des (¢, T')-modules étales, libres sur O,

o OT°(&), catégorie des (¢, ')-modules étales sur &.

Si D € ®I°(0y), alors D/p*D € ®Tt . pour tout k € N, et D est la limite projective des
D/pFD. Par ailleurs, si D € ®I'*"(&), alors D posséde un sous-Og-réseau qui est un objet de
PT(O). Dans la suite du texte,

o un (p,')-module étale sur Og désigne un objet de ®I'E . ou de ®I(Oy),

e un (¢,T')-module étale désigne un objet de ®IEL . de ®IY(Og) ou de PIY(&).

Un objet de ®T° (&) est irréductible s’il ne posséde pas de sous-&-espace vectoriel strict, stable
par ¢ et I'. Un objet D de ®T°*(O) est irréductible si L &4, D est irréductible comme objet de
PIret(£).

2. Le dual de Tate d’un (p,I")-module. — Le module Ql des O -différentielles continues de
dT

T On le munit d’une structure de

O¢ est libre de rang 1 engendré, au choix, par d1' ou par
(p,T')-module étale en faisant agir I' et ¢ sur fi—TT par(®)

Ty 0 Gaczr o oy
o = = .
RS o P LI A A
A partir de maintenant, on note :

e Uy ffT le (¢, I')-module étale Q}ﬁg,

o &1 lobjet L ®4, Q de @ret(g)

e &/0g 1‘_1FTT le quotient de &-4L i +T par Op 4L i +T : C’est la réunion croissante des p~*0s /0 -4 T +T

qui sont des objets de P .

On définit le dual de Tate D d'un (@, T)-module étale D par :
e D =Homg, (D,&/0s1%%), si D € O,

o D= Homﬁg(D ﬁglJrT), siDe @Fet(ﬁg),

e D =Homy(D,&45), si D € ®I°(&).
Si D € ®I'°Y(0y), et si Dy = D/p*D, alors Homg, (D, & /0% 1+T) est la limite inductive des
Dy, et D est le module de Tate de Homg, (D, &/0%+ JrT) (I'isomorphisme implicite dans cet

énoncé est celui qui envoie p € D sur (g )ken, ol g () est Pimage de p~*p(z) modulo O 1JFT)

L’accouplement naturel sur D x D est noté (, ). On munit D d’actions de T et ® en imposant
que

(v(@),7(y)) = v((z,y)), sivel, et (p(x),p(y) =p(z,y)).

®1La formule go( 1+T) = pl‘i—TT, qui semblerait naturelle, ne fournit pas un (¢, I')-module étale.
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(La condition « D étale » est précisément ce qu’il faut pour garantir ’existence et 'unicité d’'un
tel g sur D, si D est un (p,T')-module sur Og.) Alors D est un objet de ®I' . (resp. I (Os),
resp. P (&)), si D est un objet de ®I'E . (resp. BT (D), resp. PI(&)).

Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que (¢, T')-module,
ab.

tors

3. Dual de Tate et dual topologique. — La formule

{z,y} =1és0((o-1 - 2,9))
définit un accouplement @'r-bilinéaire sur D x D & valeurs dans :
e L/O siDedre
e U siDe (I)Fet(ﬁg),
o Lsi De ®Ie(&).

Proposition II1.2.1. — Siz € D ety e D, alors

{o(@), 0(y)} = {=,y},
{A+ 1)z, 1 +T)y} = {z,y}, sibe Ly,
(@), v(W)} = {z,y}, siyel.

Démonstration. — On a (0_1(¢(x)), p(y)) = (p(o-1(x)), p(v)) = ¢({o_1(x),y)). On déduit donc

la formule pour ¢ du (ii) de la prop. 1.4.2 et de ce que ¢( ‘iTT) = ffTTT.

Ona (o_1((14+T7)bx), (14+T)by) = (1+T)"bo_1(x), 1+T)%) = (0_1-x,y), par Og-bilinéarité
de (, ). On en déduit la seconde formule.
Sia € Zy, ona (0-1(04(7)),04(y)) = (0a(0-1(2)),0a(y)) = 0a({o-1(7),y)). On déduit donc

dT dT
1+T) a1yr-

la formule pour o, du (i) de la prop. [.4.2 et de ce que o4(

Si M est un &p-module topologique, on note MY le dual de Pontryagin de M, ensemble des
applications Op-linéaires continues de M dans L/0p. Si M est de longueur finie sur &7, il en
est de méme de MV, et on alg,, MY =lg, M

Si M est un Or-module topologique, sans élément p-divisible, on note M™ le O -dual de M,
ensemble des applications €' -linéaires continues de M dans O7r,. Alors M™* est le module de Tate
de MV.

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M™ son dual topologique, ensemble des
applications L-linéaires continues de M dans L. Si My est un Op-réseau de M, on a M™* =
L ®@7L ME; .

On munit ces duaux de la topologie faible (u, — wu si et seulement si p,(v) — p(v) pour tout
veM).

Lemme I1.2.2. — Si k € N, Uapplication qui a y € mzkﬁg/ﬁg associe la forme linéaire
x — [y, x] = réso(zy l‘_lTTT) est un isomorphisme de m;*Og /O sur (Og/mk)V

Démonstration. — Soit D = Og/mk. Si f : D — L]0y, est Op-linéaire continue, alors f(D) C
mzk O] 0p, et il existe mg € N tel que 'on ait f(7T™) = 0 si m > myp. Ceci implique que la série
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L+ 1) (X ez T-™ 1f(T™)) converge dans mzkﬁg/ﬁg = DV. La somme y de cette série est
I'unique élément de mzkﬁg /Og vérifiant [y, T™] = f(T™) quel que soit m € Z, et par continuité
et linéarité, c’est aussi 'unique élément de mzkﬁg/ﬁg vérifiant [y, 2] = f(x) quel que soit = € D.

Ceci permet de conclure.
Si D est un (¢, T)-module, et si z € D, on note ¢(z) la forme linéaire y — {x, y} sur D.

Proposition I1.2.3. — Si D € T . (resp. D € ®T*(Og), resp. D € ®I°(&)), alors v induit

tors

un isomorphisme de D sur DV (resp. sur D*, resp. sur D*).

Démonstration. — Si D est de torsion, on déduit du lemme I1.2.2 et du théoréme de structure des
modules sur les anneaux principaux, que z +— ¢/(z) = t(o_1(z)) est un isomorphisme de D sur
DV. Tl en est donc de méme de ¢. Le cas D € ®I'°*(0) s’en déduit en utilisant le fait que D et D*
sont respectivement les modules de Tate des limites inductive des Dy, et DY, ou Dy = D/ pFD.
Enfin, le cas D € ®I'**(&) s’en déduit en tensorisant par L, cela permet de conclure.

Remarque II.2.4. — En utilisant le fait que le dual de Tate de D est D, cela permet d’échanger
les roles de D et D dans la prop. I1.2.3, et donc d’obtenir des isomorphismes naturels ¢ : D = DV,
siDe OISt et:D=D* siDec®0g) ousi D€ dTHE).

tors>

4. Orthogonalité et treillis
Dans ce n°, D est un objet de ®IT'¢

tors*

Définition I1.2.5. — Si M est un treillis de D, on note M+ le sous-Or,-module de D constitué
des x € D tels que {x,y} = 0 quel que soit y € M.

Lemme I1.2.6. — Si M est un treillis de D, alors M- est un treillis de D. De plus, (M*)+ =
M.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @ ,(0s/ mlzl) fi. Comme M est un treillis de
D, il existe a > b € Z tels que

el \T°0F  fic M c el T 0} - f.

Soit 77, une uniformisante de L, et soit f € D T'homomorphisme envoyant f; sur Wzki% et f;
sur 0 si j # 4. On a alors D = @?:1(ﬁg/7ri" Og)f). Maintenant, réso(:vyl‘fTTT) = 0 quel que soit

y € OF |7k si et seulement si x € € /7% ; on en déduit les inclusions
el Tof  fY c Mt cal T 0k f.

Finalement, comme {z,ay} = {o_1(a)z,y},sia € ﬁj, cela implique que M est un ﬁ;—module,
et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus.

Enfin, égalité (M) = M suit de ce que M est fermé dans D et { , } est une dualité parfaite
d’aprés la prop. I1.2.3. Ceci permet de conclure.

Lemme I1.2.7. — Si M est un treillis de D, alors v : D — DV induit un isomorphisme de M=+
sur Hom(D/M,L/0y).
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Démonstration. — Par définition de M, la restriction de ¢ & M se factorise en une application
injective 137 : M+ — Hom(D/M,L/Or). Maintenant, M étant un treillis de D, et D étant
de torsion, M est ouvert dans D et D/M est un &r-module discret. Donc Hom(D/M,L/0r)
s’identifie naturellement au sous-ensemble des = € DV tels que {z,y} = 0 quel que soit y € M.
La surjectivité de ¢ permet de conclure & celle de ¢y

Lemme I1.2.8. — Si I est un ensemble fini, et si M;, i € I sont des treillis de D, alors il existe
un treillis M' de D, contenant les M;, i € I, tel que D/M; = D/M’' & M'/M; quel que soiti € I.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @?:1(ﬁg/m§j)fj. Il existe alors b; € Z tel que
M; C @?ZlTb" ﬁ’:ﬁf - fj» et on peut prendre M’ = @?ZlTbﬁ/}' - fj, ot b = sup;c; b;.

Proposition 11.2.9. — Si My C My sont des treillis de D, alors
I8, (Mi-/My) =gz, (Ma/My).

Démonstration. — Choisissons un treillis M’ de D contenant M; et Ms, tel que D/My = D/M'&
M'/M, et D/My = D/M' @& M'/Ms. En utilisant le lemme I1.2.7, on voit que l'on est ramené a

prouver que
lgﬁL (I’IOHI(]\fI/Z\fl7 L/ﬁL)/Hom(M//MQ, L/ﬁL)) = lgﬁL (MQ/Ml),
ce qui suit de ce que tous les modules en présence sont de longueur finie sur 7, et donc

lgg, (M'/My)Y /(M [M3)") = 1gg, (M’ /M) — g, (M'/Ma)
=lgg, (M'/My)/(M'/Ms)) = g4, (Ma/My).

I1.3. Les foncteurs D — D! et D — D"

Ce chapitre est consacré a la définition et 1’étude des sous-modules D1, DT+, D™ DB et
D* d'un (p,T)-module étale D. Sauf mention explicite du contraire, les (¢, T')-modules consi-
dérés sont étales sur Og, et les résultats valables pour D € ®I'*'(0) s’étendent a PT(&) en
tensorisant par L.

1. Les modules D" et D**. — Dans tout ce §, on fixe un (¢,I')-module D étale sur Og. On
note :

e DT I'ensemble des = € D tels que la suite (¢"())nen soit bornée dans D,

e DT l’ensemble des z € D tels que ¢"(z) — 0,

Proposition I1.3.1. — Si D est de torsion, alors DT et D™ sont des treillis de D.

Démonstration. — 11 est immeédiat que DT et DT sont des sous-0;-modules de D. Le fait que

ce soient des treillis est une conséquence du (ii) du lemme I1.3.2 ci-dessous.

Lemme I1.8.2. — Soient eq,...,eq € D tels que D = (ﬁg/mlzl)el Q- D (@go/m]zd)ed, et soit

k le mazimum des k;, pour 1 < i < d.
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(i) 1l existe des entiers relatifs ng = ny, et des matrices A = (a;j)1<ij<d €t B = (bij)i<ij<ds
a coefficients dans TOL /mk | éléments de GLy(Og/m%), telles que Uon ait

d d
P(T) =Y aiT™; et TMei=» bijp(T™e;), sil<i<d
j=1 j=1
(i) Si No (resp. N1) est le Of -module de D engendré par les T™e; (resp. les T™e;), pour
1 <i<d, alors

¢(No) CTNy C DT Cc DY C Ny C OF - p(IVy).

Démonstration. — e1,...,eq et @(e1),...,p(eq) sont des familles génératrices de D sur Og.
Comme D est tué par m¥ il existe des matrices A’ = (a;j)lgi,jgd et B' = (b;j)lgi,jgd, éléments
de GL4(Og/mk), telles que l'on ait

d d
ple) = Zafi,jej et e = Zb;,jso(ej)» sil<i<d.
j=1 j=1

On a (p(T)/T)P" = T®=DP" dans OF /mh ; il existe donc n € N tel que (o(T)/T)"" A" et
(go(T)/T)”pkB’ soient & coefficients dans Tﬁ(}'/mf, et on peut prendre ng = np*, ng = —np”,
A= (p(T)/T)""" A" et B = (p(T)/T)""" B'.

Maintenant, les inclusions ¢(Ny) C TNy et Ni C ﬁ’;f - (V1) suivent de la construction de Ny
et N1. On déduit de la premiére, par une récurrence immédiate, que 'on a ¢ (Ny) C ¢"™(T') Ny,
et comme ¢"(T) — 0, cela montre que No C DT (et donc, a fortiori, TNy C D*). Enfin, si
n € N, il existe b; j, € OF tels que T™e; = 2?21 bijme" (T e;), si 1 < i < d. On en déduit
que si x = Zle xiT™e; € DV, et si p"(z) = Z?zl xinT™e;, alors " (z;) = 2?21 b jnjn, €t
donc que la suite ¢"(x;) est bornée dans Og /mlzi. Ceci implique que x; € ﬁ; / m’;f, et donc que

x € N7. On en déduit 'inclusion DT C Np qui termine la démonstration du lemme.

Remarque I1.3.3. — Si D n’est pas de torsion, DT et D™ sont en général nuls. Il peut quand
méme arriver que DV soit assez gros pour engendrer D, auquel cas on dit que D est de hauteur

finie.

2. L’opérateur . — Soit D un (p,T')-module étale sur Og. Comme les (1 + T')*, pour 0 < i <
p—1, forment une base de Og sur ¢(0g¢), on peut écrire tout élément = de D, de maniére unique,

sous la forme
p—1

v = (1+T)p(xs),
i=0
ce qui nous permet de définir un opérateur ¢ : D — D par la formule ¥(x) = z¢ ; ¢’est un inverse
a gauche de ¢ (i.e. ¥(¢(x)) = ) qui va jouer un role primordial dans la suite.
L’action de I" n’est pas utilisée dans la définition de 1 et cette définition est donc valable pour

tout p-module étale non nécessairement muni d’une action additionnelle de I'. Dans le cas d’'un
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(¢, I')-module, 1) commute & 'action de I' : en effet, si a € Z, on a

p—1 p—1 p—1
0a (D (1L+T)p(x:) = > (1+T)"p(0u(®i)) = p(0alz0)) + Y (1 + TV ip((1+T)%oa(xs)),
=0 =0 =1

ou j; € {1,...,p— 1} et b; € Z,, sont définis par ai = j; + pb; ; on a donc Y(o4(x)) = o4(z0) =
Ua(w(x))'

3. 1 comme adjoint de o. — Ce qui suit est a la base de la définition |?] de la dualité locale de
Tate en termes de (i, I')-modules.

Lemme I1.3.4. — Soient D, D1, Dy des (p,I')-module étales sur Og.
(i) Six € Og et siy € D, alors Y(p(x)y) = xp(y) et Y(zp(y)) = Y(z)y.
(i) Siz € Dy et siy € Da, alors Y(p(z) @y) =z @Y (y).
(iii) Siz € D ety € D, alors Y({p(z),y)) = (z,%(y)).

Démonstration. — La démonstration étant la méme dans les trois cas, nous nous contenterons
de traiter le (ii). Siy = > 07, Lo(y) (1 + T)E, alors o(x) @y = > Yo(z @ yi)(1+T) et done

Y(p(r)®@y) =@ Yo =@ P(y)-

Corollaire I1.3.5. — Sixz € D ety e D, alors

{z,0(W)} = {¥(@),y} et {p(@),y} = {z,9(y)}.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du (ii) de la prop. 1.4.2 et du (iii) du
lemme I1.3.4.

4. Les modules D et Df. — On dit qu’un sous-ensemble M de D est ¢-saturé s’il est stable
par ¢ et si p(x) € M implique z € M. 1l est immédiat, sur la définition, que DT et D sont
p-saturés.

Proposition I1.3.6. — Soient D € ®T . et M un treillis de D.
(i) Si M est stable par @, alors M C D™,

(ii) Si M est @-saturé, alors M D DT,

Démonstration. — Si M est stable par ¢ et © € M, on a ¢"(x) € M pour tout M, et donc la
suite (¢™(z))nen est bornée. On en déduit le (i).

D+ est, comme tout treillis, de type fini sur &} ; on peut donc en choisir une famille généra-
trice finie (e;);e7. Maintenant, M étant ouvert, il résulte de la définition de D+ que ¢"(¢;) € M,
pour n assez grand ; on en déduit l'existence de n tel que (D) C M, et M étant supposé

saturé, cela implique que D™ C M. Ceci permet de conclure.

Lemme I1.3.7. — Soient D € ®T'¢t

tors

et M un treillis de D.
(i) Les conditions « M est stable par ¢ » et « M+ est stable par 1 » sont équivalentes; les
conditions « M~ est stable par ¢ » et « M est stable par 1 » sont équivalentes.
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(ii) Les conditions « M est @-saturé » et « 1 induit une surjection de M~ sur lui-méme »
sont équivalentes ; les conditions « M~ est p-saturé » et « 1 induit une surjection de M sur

lui-méme » sont équivalentes.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence formelle de ce que ¢ est I'adjoint de ).
Le (i) suit de ce que les conditions z € ¢ (M*)* et p(z) € (M+)+ = M sont équivalentes.

e On définit D et D! comme les orthogonaux respectifs de Dt et D+,

Proposition I1.3.8. — (i) D" et D* sont stables par ¢ qui agit surjectivement.
(ii) D! est le plus petit treillis de D stable par 1.
(iii) Dt est le plus grand treillis de D sur lequel v agit surjectivement.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme 11.3.7 puisque Dt et DT sont
p-saturés.

Maintenant, si M est stable par 1, alors M’ est stable par ¢ et donc est inclus dans Dt
d’aprés la prop. 11.3.6 ; son orthogonal, qui n’est autre que M, contient donc D¥, ce qui démontre
le (ii).

Enfin, si ¢ : M — M est surjectif, alors M+ est p-saturé d’aprés le lemme 11.3.7 et donc
contient DTt d’aprés la prop. 11.3.6 ; son orthogonal, qui n’est autre que M, est donc contenu
dans D, ce qui démontre le (ii).

Proposition I1.3.9. — On o DTt c Dt c D' c Dt

Démonstration. — La seule inclusion non triviale est DT C DF. Soit donc z € DT. Alors T'p(z) €
D+t et donc ¢"(Tp(z)) € D* 4 p*D pour n assez grand (dépendant de k). On en déduit que
y = Y"1 (p"(Tp(z))) appartient aussi & D + p* D, et comme y = )(Tp(z)) = (T)z = —z, on
a z € D!+ pFD. Ceci étant vrai pour tout k € N, on a z € D, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.3.10. — Si M est un treillis, alors Y"(M) C D* et ¢"™(M) D Db, pour tout n
assez grand.

Démonstration. — On a @"(DtT) ¢ M=t et donc (M) C (D)L = D¥ pour tout n assez
grand, d’oit la premiére inclusion. Pour démontrer la seconde, on peut, quitte & diminuer M,
supposer que M = ¢"(T)D". On a alors (M) C M, et donc (M) D M, ce qui fait que la
suite des wk(M ) est une suite croissante de treillis de D inclus dans D" (puisque M l'est et que
DY est stable par v). Le suite est donc stationnaire et la limite est un treillis de D stable par 1),
et qui, de ce fait, contient D (prop. I11.3.8). On en déduit I'inclusion 4™ (M) D D¥, pour tout n

assez grand, ce qui permet de conclure.

et

tors, alors

Proposition 11.3.11. — Si f : D — Dy est un morphisme surjectif d’éléments de ®T
f induit des surjections de D? sur Dg et de D¥ sur Dg.

Démonstration. — Soit D1 = Ker f, et soit M I'image de Dt dans D ; c¢’est un treillis de D; car

DT étant un ﬁg—module de type fini, il en est de méme de son image par la surjection naturelle
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D — Dy. Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes horizontales sont surjectives par
définition de DY, et les deux colonnes verticales de droite sont exactes par dualité de Pontryagin.

0 0
Dy —— MY
0 Db D (DT)Y ——=0
|
0 D} Dy (D) —=0
0 0

Comme D; — MV est surjective par dualité de Pontryagin, il résulte du lemme du serpent que

Db — Dg I’est aussi. Le raisonnement étant identique pour D! — Dg, cela permet de conclure.

Si D € ®TY(0), on définit D? et D comme les limites projectives respectives des (D/p¥D)"
et (D/p*D)E.

Remarque I1.3.12. — (i) 1l résulte de la prop. 11.3.11 que la réduction modulo p* induit des
surjections de D% sur (D/p*D)! et de D* sur (D/p*D)*.

(ii) Il résulte de la prop. I1.3.10 que, si M est un treillis de D, et si k € N, alors ¢"(M) C
DY 4+ p*D et Y™ (M) + pFD > D", pour tout n assez grand.

5. Le module D™

Soit D™ = Npene™(D). Le (ii) de la prop. 11.3.13 ci-dessous montre que D" est petit. Par
exemple, k' = kp et O3 = 0.

Proposition I1.3.13. — (i) D™ est inclus dans D" et DT = D™ & D+,
(11) dika Dnr/mL < dlmkg D/mL

Démonstration. — Si x € D™, on peut écrire x sous la forme ¢"(x,). On a alors x,, = " (z), et
donc z,, € D¥, pour tout n assez grand. Comme D*#/D% est de longueur finie sur &7, et donc est
un ensemble fini, il existe a < b tels que z, — z, € DT. Il s’ensuit que ¢°(z,) — p%(z,) € DY, et
donc que la suite (¢"(x4))nen ne prend qu’'un nombre fini de valeurs modulo D7 ; elle est donc
bornée, ce qui implique z, € DT et donc que x, qui est égal a ¢©*(z,), appartient & D*. D’ou
I'inclusion D™ C D+.

Maintenant, si z € D™ N D' on peut écrire z sous la forme x = ¢"(z,,), avec z,, € D™, pour
tout n € N. Comme lintersection des ¢™(D*) est réduite a 0, on en déduit que DN DT+ = 0.

Enfin, ¢ : DT /D™t — D% /D** est injective et donc aussi surjective puisque DT /DT est

fini. Il en résulte que si z € DT, il existe, pour tout n € N, z,, € DT tel que z — ¢"(x,) € DTT.
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Soit alors y une valeur d’adhérence de la suite des ¢"(z,). Par construction, y —x € D1+,
et ¢*(DT) étant fermé (car compact), on a y € p*(DT), pour tout a € N. On en déduit
lappartenance de y & D™, ce qui termine la démonstration du (i).

Passons a celle du (ii). Le &r-module D™ est de rang fini puisque D™ est un ensemble fini
comme quotient DV /DTT de deux treillis. Soit e1,...,e, € D™ tels que D™ = ;’Zl(ﬁL/mlzi)ei.
Il s’agit de prouver que eq,...,eq sont libres sur O au sens qu’il n’existe pas de relation de la
forme 2:21 N;e; = 0 ou un des A; est non nul modulo mlzi.

Supposons le contraire, et choisissons une telle relation de longueur minimale. Quitte & per-
muter les e; et & multiplier par une unité de &g, on peut supposer que A; est un élément non
nul de 07, /mlzl. Maintenant, D" est stable par ¢, et comme il est fini, il existe n € N tel que
@™ soit I'identité de D™. On a alors y ;_; ¢"™(\;)e; = 0, et donc D7 ,(¢"(A) — Ai)e; = 0. Par
minimalité de la relation initiale, cela implique que ¢™(\;) — A; = 0, pour tout i, et donc que

A € Oy, pour tout i. Dol une contradiction qui permet de conclure.

Remarque I1.3.14. — D!/DF est le dual de de DT /D*+ = D™ et donc est petit.

I1.4. Les P(Q,)-modules DX Q,, D*X Q, et D"X Q,

1. Définition. — Si D est un (p,T')-module étale sur O, alors D et ses sous-modules D? et D?
sont naturellement des (P(Zy),)-modules, 'action de 1 étant celle définie au § 2, et (8 ’f) €
P(Z,) agissant par (¢%) -2 = (1+T)04(2). On peut donc considérer le P(Q,)-module DX Q,
et ses sous-P(Qp)-modules DIK Q, et D' X Q,. Les formules de la prop. 1.6.1 peuvent se tr
aduire en termes de (i, T')-modules : si z = (2(™),,cz € DX Q,, alors

(1)) -z)(n) = 2% i k € Z, en particulier, ((pgl (1)) : z)(o) =20 = w(z(o));
((a9)-2)"™ = 6,(z™) siacz;

((§%) ‘z)(n) = (141" M sibeQ,etn>—uv,b).
Les modules D! et D¥ étant compacts, il en est de méme de Dﬁ@Qp et D" XQ, qui, rappelons-

le, sont munis de la topologie induite par la topologie produit.

Si D est un (p, I')-module étale sur &, on définit des sous-P(Q,)-modules (DXQ,),, (D'XQ,)s
et (D' Qp)y de DX Q,, D' K Qp et DI'X Q, respectivement, par

(DRQ,)s = L®g, (DoRQ,), (D'RQy) = Loy, (DiRQ,)  rmet  (DRQ,), = Lo, (DHRQ,),

ou Dy est n'importe quel réseau de D stable par ¢ et I'. On munit ces espaces de la topologie
de la limite inductive, ce qui fait de (D*X Q,), et (DK Q,); des L-espaces vectoriels complets

pour une topologie localement convexe et localement compacte.

Ezxemple I1.4.1. — L’isomorphisme 0" =~ P0(Zyp, 01,) de 'exemple ?? nous fournit un isomor-
phisme de &1-modules compacts ﬁ}@QP = P0(Qp, 01), ot Zp(Qyp, O1,) est muni de la topologie
de la convergence faible.

En tensorisant par L, on en déduit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topologiques
("X Qp)r = Z0(Qp), ott Zp(Qp) est muni de la topologie de la convergence faible. (Rappelons
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[?] que Zp(Q,) désigne I'ensemble des distributions sur Q,, qui sont globalement d’ordre 0, et que
I'on a 2p(Qp) = L ®e, Z0(Zyp, O1); ’est le dual des fonctions continues sur Q, tendant vers 0 a
I'infini). L’espace &% X Q) est, quant a lui, 'espace des mesures sur Q,, (i.e. le dual des fonctions

continues & support compact).

Remarque II.4.2. — (i) D est aussi muni d’une structure de (P(Z,), ¢, v)-module ; on dispose
donc, pour tout ouvert compact U de Qp, d'un sous-&r-module D XU de D X Q, et d'un
projecteur Resy : DX Q, — DX U, et d’'un sous-P(Q))-module (DX Q). de DX Q,,.

(ii) Du point de vue de la correspondance de Langlands locale p-adique, le module le plus
important est D X Q,, mais le foncteur D — D' K Q, jouit de propriétés moins agréables que
le foncteur D — D! X Q, (cf. th. ??). Comme D! X Qp/Du X Q, est petit (cor. ?7), on peut
utiliser les bonnes propriétés du foncteur D — Df X Q, pour étudier le module D' Q,.

(iti) On déduit de la propriété (iii) de D que si z = (2(™),en € DK Q, est bornée (pour
la topologie faible), alors 2(") ¢ D! pour tout n € N. Il en résulte que Df X Q, peut aussi étre
décrit comme ’ensemble des suites z = (Z(n))neN de DX Q,, bornées dans D pour la topologie
faible.

(iv) Le module D¥=! g’identifie naturellement & un sous-&z-module de D X Q,,. Ce module

joue un roéle trés important en théorie d’Iwasawa.

Lemme I1.4.3. — Soit M C Dﬂ@Qp un sous-Or,-module fermé, stable par P(Qy), et, sik € Z,
soit M*) Uensemble des x € D tels qu’il existe z = (z(”))nez e M, avec 2% = 2. Alors

(1) M®) = MO quel que soit k € Z ;

(ii) MO est un sous—ﬁ;—module de D! stable par v, qui agit surjectivement, et par T.

(iti) M = MO K Q,,.

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que Vinclusion M ¢ M(©) X Q,. Reste
Pinclusion M) ®Q, ¢ M a vérifier. Soit 2 = (2(),cz € MO K Q,. Si k € N, il existe
up = (u,gn))nez € M tel que u,(f) = 2 car M®) = MO Par définition de la topologie sur
D' Q,, la suite uy, tend vers z dans DIX Q, quand £ tend vers 400, et M étant supposé fermé,

cela implique z € M, ce qui permet de conclure.

Remarque II.4.4. — Si M est un sous-0r-module compact de DX Q,, stable par P(Q,), alors
MO = Resz, M est un sous—ﬁ;—module compact de D sur lequel ¥ agit surjectivement ; on a
donc M c D¥ et M c D! Q,.

2. Dualité
Size (DRQy).etyc (DXRQ,),, il existe n € N tel que

r= (7)1 DRZ=D o yu= (%) yeDEZ,=D.

Comme zp+1 = @(z) et Yynt1 = ©(yn), il résulte de la prop. I1.2.1 que la quantité {z,,y,} ne
dépend pas du choix de n. Ceci nous fournit un accouplement sur (DXQ,). x (DX Q). & valeurs
dans L/O, (resp. Op, resp. L), si D € ®T  (resp. D € ®I'°Y(O), resp. D € ®I'°*(&£)). On note

tors
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{, }q, cet accouplement. Sa restriction a DxD= (DR Z,) x (DR Z,) est Paccouplement
{, } défini précédemment.

Proposition I1.4.5. — (i) Si U,V sont des ouverts compacts disjoints de Q,, et si x € DXRU
ety e DRV, alors {z,y}q, = 0.

(i) Sig € P(Qp), alors {g-z,g- y}Qp = {a:,y}Qp.

Démonstration. — Quitte & remplacer x et y par (pg [1)) -x et (pg (1)) -1/, ce qui, par construction,
ne change pas la valeur de {z, y}Qp, on peut supposer que U et V sont inclus dans Z,. On peut
de plus partitionner U et V' de maniére a se ramener au cas U = a + p"Z,, V = b+ p"Z,, et

a—b¢p"Z,. Alors

dr
1+7T

Comme b —a ¢ p"Zy,, on a " (" (z)) = Resynz, (2) = 0, et donc ¢"(z) = 0. Par définition, on
a {x,y} = résp(z), et comme résy(z) = résp(¢"(z)) d’aprés le (ii) de la prop. 1.4.2, on obtient

(0 1)zeDM(-a+p"Zy) et z=((7' )2y) € Os7 W ((b—a)+p"Zp).

{z,y} =0, ce qui démontre le (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que {g-z,9-y}q, = {,y}q,, pour g de la forme
(§%), avec b € Qp, (”; (1)) avec k € Z , ou (§9), avec a € Z%. Sin € N, soient x,, = (pon DRE:
et y, = (p 0) y, de telle sorte que {z, y}Qp = {xn, yn}, pour tout n assez grand.

eSig=(§}),oma (7 0)g=(57")(% 7). On en déduit que

{9-2.9-y}q, = {(L+ 1) zp, (1 + 1) yn},

si n est assez grand. Cette derniére quantité est égale & {xy,,y,} d’aprés la prop. 11.2.1; on a
donc bien {g-x,9-y}q, = {z,¥}q,-
. k .

eSig= (po (1]), alors {g-2, 9-y}Q, = {Zn+k> Yntk}, si n est assez grand, et donc {g-z,9-y}q, =
{.’E, y}Qp

esig=(g9),ona ( )g = g( ), et donc {g- 2,9 y}tq, = {0a(®n),0a(yn)}, si n est
assez grand. Cette derniére quantité est égale & {x,,, yn} d’aprés la prop. I11.2.1; on a donc bien
{9-2,9-y}q, = {7,y}q,

Ceci permet de conclure.

Si D est un (¢,T')-module étale sur O, soit D = O ®g, D. Cest un (¢, I')-module sur
ﬁ(g Comme ¢ est leeCtlf sur @go et D est étale sur Og, 'action de ¢ est bijective sur D. Un
(¢, I')-module sur ﬁg ayant cette propriété est dit étale. Comme d’habitude, un (@, I')-module
sur & est étale s'il posséde un &g—ré%&u stable par ¢ et I' qui est étale.

L’action de ¢ sur D étant bijective, cela permet de munir D d’une action de P(Qp) en posant :

(Peel) 2= [+ 1))k (0a(2), sia€Zy beQyetke

Comme D est aussi égal a -KQp ®Aq, D, il résulte de [?, prop. 8.5] que l'on a le résultat

suivant :
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Lemme I1.4.6. — Si I C Q, est un systéme de représentants de Qp,/Z,, tout élément z de D
peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme

z= Z[(l + 1) 2, otz €D tend vers 0 quand i — oo dans Qp.
el
Fixons un systéme I C Q, de représentants de Q,/Z,, ce qui permet de décomposer tout
¢lément de D sous la forme ci-dessus. Si n € N, on note I, 'intersection de I et p~"Z,, et donc

I est la réunion croissante des I,,.

Lemme I1.4.7. — Si z = Y, (1 + 1)z € D, alors (D ier, (1 + T)P" " (2i))nen est un
élément de D X Qp, et l'application de D dans DX Q, ainsi définie ne dépend pas du choix de
I et est P(Qp)-€équivariante.

Démonstration. — Si J est un autre systéme de représentants, et si ¢ € I, il existe j(i) € J,
unique, tel que ¢ — j(i) € Zy; de plus j(i) € Jp sii € I,, et i — j(i) est une bijection de I,,
sur Jp,, pour tout n € N. On note j — i(j) la bijection réciproque. Soit z = >, ,[(1 + T)j]zg
I’écriture de z utilisant le systéme de représentants J. Comme

DA +T) ]z =) [(A+ IO +T) Dz,

icl iel
I'unicité de I'écriture montre que 25 = (1 + T)i(j)_jzi(j), et donc que [(1 + T)"]z; ne dépgnd que
de z et de la classe de i modulo Z,, pas du choix de I. On en déduit que >, ; [(1+ T)P" " ()
ne dépend pas du choix de I.

Maintenant, on a

(14 T)P" " (2), sip'tliepZ, (le siic€l,),

n+1; 1
YA+ TP " (z) =
' 0, sipntli€ 22 (e, sii € It — L),

ier [A+T)P" 0™ (%)) nex & DK Q. L'injectivité de appli-

cation ainsi définie suit de ce qu'un élément z du noyau doit vérifier z; = 0, pour tout i, d’apres

On en déduit 'appartenance de (>

I'unicité de I'écriture, et donc est nul. Enfin, pour démontrer la P(Q))-équivariance, il suffit de
revenir aux formules, et de remarquer que :

e {ai, i € I} est un systéme de représentants de p~"Z, /%y, si a € Zy (équivariance de (8 (1))),

e {a+1i, i € I} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z,, si b € Q, et si n est assez
grand (équivariance de (%)),

o {pi, i € In41 — I1} U {0} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z, (équivariance de
(51)):

Le lemme I1.4.7 permet d’identifier D aun sous-P(Qp)-module de DX Q,, ce que nous ferons
sans plus de commentaires. On remarquera que, si z = >, ;[(1 +T)"]z; € D, alors :

e Resiyz,2z = [(1+T) "z, sii€l, et Resy-ng z = c; [(1+7T)]z,sineN,

e z est la limite des Res,-nz z dans D.
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Proposition I1.4.8. — Si z € DX Q,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ze D;
(ii) ((1) ll’) -z — 0 dans DX Q, quand b — oo dans Q, ;
(iii) Resz, ((§ %) -2) — 0 dans D quand b — oo dans Q.

Démonstration. — L’implication (ii)=-(iii) suit de la continuité de Resz,. Maintenant, si (iii) est
vérifice, alors Resjyz,((3%) - 2), qui est égal & [(1 4 T)]'Resz, ((§ °7%) - 2), tend vers 0 quand
b — oo, pour tout ¢ € I. En sommant sur ¢ € I,,, on en déduit que Respfnzp((}) 11’) -z) — 0 et,
ceci étant vrai pour tout n, que (1 b) -z — 0 dans DX Q,. Ceci démontre que les propriétés (ii)
et (iii) sont équivalentes.

Maintenant, si z =Y ;c;[(1+T)"z € D, etsibe Qp, on a

Resz, ((§8) - 2) = [(1+T)" 0z,

ou i(x) est l'unique élément de I vérifiant « — i(z) € Z,. Comme z; — 0 quand i — oo, et
comme i(—b) — oo quand b — oo, on en déduit que Resz, ((§ %) - 2) — 0 dans D, ce qui prouve
l’implication (i)=(iii). Enfin, si Resz,(({ %) -2) — 0 dans D quand b — oo, alors z est la somme,
dans D, de la série Yol +T) ]Reszp(((l) 7") - 2), ce qui démontre Pimplication (iii)=(i), et

permet de conclure.
Corollaire I1.4.9. — D est le sous-module (DX Qp)pe de DR Q,.

Démonstration. — C’est une simple traduction de I’équivalence entre les (i) et (ii) de la propo-
sition.

On note Dt (resp. D) I'ensemble des z € D tels que la suite (¢™(2))nen soit bornée
(resp. tende vers 0) dans D.

Lemme I1.4.10. — (i) Si z € D*, alors Resg,x € D",
(i) DN (D'R Q,) = D*.
(iii) Dt est dense dans D* K Qp.

Démonstration. — Si x € ]_~)+, alors z, = Res,-ng x € Dt + pkﬁ, si n est assez grand. On en
déduit que I'image y,, modulo p* de " (z,,) appartient a (D/p¥D)T, et donc que I'image modulo
pF de Resz,z, qui n’est autre que ¢" (y, ), appartient & (D/p*D)? puisque (D/pF D)t c (D/p*D)?
et que (D/p"D)! est stable par ¢. Ceci étant vrai pour tout k, cela démontre le (i).
Maintenant, on a Dt C Eﬂ(DhﬁQp) d’apres le (i) et la stabilité de Dt par (pg ?) L’inclusion
inverse suit de ce que D X Q, est compact et stable par (pn 0), ce qui prouve que la suite des

01
" (z) = (p(: %)z, pour n € N, est bornée si z € Dn (D' Qp). Ceci démontre le (ii).

Enfin, I'adhérence de DT dans D! X Q, est un sous- P(Qp) module fermé de D! X Q,. Par
ailleurs, le sous-anneau O - ﬁ de ﬁ(@ est dense dans ﬁ; (appliquer le lemme 11.4.6 & O¢). On
en déduit que Or ® ot D7 est dense dans D qui est dense dans D X Q. Le lemme 11.4.3 et le
fait que D? est le plus petit treillis de D stable par 1) montrent que cette adhérence contient

D' Q,, ce qui permet de conclure.
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Comme la topologie de D! K Q, est induite par celle de D X Q,, on déduit du (ii) du
lemme 11.4.10 et du cor. 11.4.9 le résultat suivant.

Proposition I1.4.11. — D7 est le sous-module (Dh M Qp)pe de D'X Q,.

ITII. Appendice
IT1.1. Vecteurs de Witt

1. Généralités sur les p-anneaux

Définition II1.1.1. — Si A est un anneau et I est un idéal de A, on dit que A est séparé
et complet pour la topologie I-adique si lapplication naturelle de A dans lim (A/I™A) est un
isomorphisme. La topologie I-adique sur A est alors celle qui fait de l’isomor%sme précédent un
isomorphisme d’anneaux topologiques, @(A/I"A) étant muni de la topologie produit, chacun

des AJ/I™A étant muni de la topologie discréte.

Lemme II1.1.2. — (i) Si K est un corps complet pour une valuation v, et si m € K vérifie
v(m) >0, alors Ok est séparé et complet pour la topologie w-adique.
(i) Si A est un anneau, sim € A, si S est un et S est un systéme de représentants de A/mA

dans A, et si A est séparé et complet pour la topologie m-adique, alors tout élément de A peut

—+00

e SnT"" avec s, € 5.

s’écrire de maniére unique sous la forme

Démonstration. — (i) On note ¢ : O — lim (O /7" O ) Vapplication qui, & z € O, associe la
suite des images de x modulo 7™. On a al(?rs

e ,(x) =0« v(x) = nvu(r) quel que soit n € N < v(x) = 400 < x = 0, ce qui montre que ¢
est injective.

e Si (Tp)neN € @(ﬁK/W”ﬁK) et si &, € Ok est un relévement quelconque de x,,, alors
V(Zptk — Tn) = nou(m) quels que soient n, k € N. Ceci montre que la suite &, est de Cauchy, et
sa limite x vefifie v(z — &) > nv(m) quel que soit n € N. On en déduit que ¢(x) = (Zy)neN, ce
qui prouve la surjectivité de ¢.

o «v(z —y) =nv(n)» & «x =1y dans Ok /7" Ok, quel que soit i < n », ce qui montre que
la topologie induite par v sur Ok correspond a la topologie produit sur @ (Ok /7" Ok), chaque

Ok /7" Ok étant muni de la topologie discréte.

(ii) Soit s : A — S l'application qui & x associe l'unique élément s(x) de S vérifiant z — s(z) €

mA. Si x € A, on définit par récurrence une suite (z,)nen d’éléments de A en posant xg = x et,

sin>1, x, = L(zp_1—s(zn-1)). Onaalors x = > ; s(z;)n + 7" 2,11 quel que soit n € N,
et donc z = :i% s(xy)7™ ce qui prouve l'existence d’une écriture sous la forme mentionnée plus
haut. D’autre part, si Z:ﬁ% Spm" = :;:B sp,m", alors réduisant modulo 7, on obtient sg = sj,

et une récurrence immeédiate nous montre que s, = s, quel que soit n € N d’ou l'unicité de

I’écriture.
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Définition II1.1.3. — Un anneau R de caractéristique p est parfait si [’élévation a la puissance
p est un isomorphisme. (Si R est un corps on retombe sur la définition usuelle.) Si R est un
anneau parfait de caractéristique p, un idéal n de R est parfait s’il est stable par extraction de

racines p-iéme, ce qui équivaut G ce que R/n soit parfait.

Définition II1.1.4. — Soient A un anneau et R un anneau de caractéristique p. On dit que A
est un p-anneau d’anneau résiduel R s’il existe m € A tel que A soit séparé et complet pour la
topologie m-adique et R = A/mA. Comme R est de caractéristique p, on a en particulier p € TA.
Un p-anneau est dit strict st m = p et p n’est pas nilpotent dans A, et parfait s’il est strict et R
est parfait.

Exemple I11.1.5. — (i) Z, est un p-anneau parfait, car F,, est un corps parfait.
(ii) Si J est un ensemble quelconque, soit Wy = Zp[Xfioo, jelJl = UmeNZp[Xfim, jeJ.
On note /WJ le séparé complété de W pour la topologie p-adique (i.e WJ = lim Wy /p"Wy), ce

qui fait de W 7 un p-anneau strict d’anneau résiduel Wy = F,[X f —007 j € J] qui est parfait (on

s’est clairement débrouillé pour).

Remarque II1.1.6. — Soit R un anneau parfait de caractéristique p. Le morphisme naturel de
Wg dans R qui & X, € Wy associe x est surjectif, ce qui permet de voir tout anneau parfait
comme un quotient d’un anneau du type W; par un idéal parfait. Ceci permet de ramener
beaucoup de questions concernant les anneaux parfaits de caractéristique p au cas des anneaux
du type W .

Proposition II1.1.7. — Si A est un p-anneau d’anneau résiduel R et si x € A, les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) x est inversible dans A ;

(ii) l'image T de x modulo 7 est inversible dans R.

Démonstration. — Si y est un inverse de x dans A, alors 7 est un inverse de T dans R. Récipro-
quement, si 7 est un inverse de T dans R, et si y est n'importe quel relévement de 7 dans A, alors

z=1—a2y € TA et x admet comme inverse y(> 5 z").

Corollaire II1.1.8. — Si A est un p-anneau strict dont l'anneau résiduel est un corps, alors

B = A[%] est un corps.

Démonstration. — Si x € B — {0}, il existe un unique entier n € Z tel que p"z € A —pA et la

proposition précédente montre que p"x est inversible dans A, ce qui permet de conclure.

2. Représentants de Teichmiiller. — Si A est un anneau, on note R(A) Pensemble des suites
z = ("), en d’éléements de A telles que Pon ait (z("t1))? = 2™ quel que soit n € N. Dans

tout ce qui suit, A est un p-anneau.

Lemme III.1.9. — Si x,y sont deux éléments de A vérifiant x —y € wA, alors xP" — yP" €
7" A quel que soit n € N.
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Démonstration. — La formule du bindme montre que si a € A et v € =«"A, alors
(a+u)P —aP € 7L A; on en déduit par récurrence sur n, le fait que si a € A et u € 7A, alors
(a+u)P" —aP" € "1 A, ce qui, appliqué & a = = et u = y — x, permet de conclure.

Corollaire II1.1.10. — Si z = (z"),en € R(R) et ™ est un relevement de ™, alors la

suite de terme général (2"t converge dans A vers une limite 1[11(:) (z) qui ne dépend que de

x et Ya(z) = (wff)(:r))neN € R(A). De plus, on a Ya(xy) = pa(x)a(y).

Démonstration. — Par construction, (Ztm+Dyp — z(4m) ¢ 74 et donce (zrtmH+D)) ™ _
(z(tmp™ e gmHl A ce qui montre que la suite de terme général (£ T™)P™ converge dans
A. Le fait que la limite ne dépende pas du choix des #(™ suit du fait que si on a deux choix,
on en fabrique un troisiéme en panachant et que les trois limites sont égales. On démontre que
(wl(fﬂ)(m))p = wl(f) (x) par passage a la limite, ce qui prouve que 4(x) = (wl(f) ())nen € R(A).
Finalement, la multiplicativité de 4 suit de ce que I'on peut prendre i(")g(”) comme relévement
de (zy)™ dans A.

0)

Remarque II1.1.11. — Si R est parfait, 'application qui & z = (x(”))neN associe (9 est une

bijection de R(R) sur R et l'application qui & x € R associe [z] = Qﬁff) (x), (o z est considéré
comme un élément de R(R)) est multiplicative (i.e. [zy] = [z][y] si z,y € R) et 'image de [z]

dans R = A/mA est x.
Définition II1.1.12. — L’élément [x] de A est le représentant de Teichmiiller de x dans A.

Exercice 1. — (i) Montrer que, si A est de caractéristique p, alors [z + y| = [z] + [y] quels que
soient z,y € R.
(ii) Montrer que, si F' est un corps local de caractéristique p, et si kr est parfait, alors F' =

kr((T)).

3. L’anneau des vecteurs de Witt d’un anneau parfait de caractéristique p. — On a vu que 'on

95 plw;, ot les w; sont des

pouvait écrire tout élément de Z, de maniére unique sous la forme )
représentants de Teichmiiller d’éléments de F,, (i.e. des racines de 'équation X? — X = 0). On
peut se demander s’il est possible de décrire les lois d’addition et multiplication en utilisant cette

écriture. C’est le cas et cela va nous mener a introduire les vecteurs de Witt.

Théoréme II1.1.13. — Si R est un anneau parfait de caractéristique p, il existe un p-anneau
strict W(R) (anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R), unique a isomorphisme unique
pres, dont 'anneau résiduel est R.

De plus, W (R) vérifie la propriété universelle suivante. Si A est un p-anneau d’anneau résiduel
R, si0: R — R un morphisme d’anneauz, et si 6:R— A est une application multiplicative
relevant 0, il eviste un unique morphisme d’anneau 6 : W(R) — A tel que si x € R, alors

0([z]) = O(x).

Proposition I11.1.14. — Si A est un p-anneau parfait d’anneau résiduel R, alors tout élément

+oo 4

de A s’écrit de maniére unique sous la forme Y ;"% p'[z;], ot les z; sont des éléments de R.
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Démonstration. — C’est vrai pour tout systéme de représentants de R dans A (lemme II1.1.2).

Lemme II1.1.15. — Soit J un ensemble d’indices. Si A est un p-anneau d’anneau résiduel R,
si 0 : Wj — R un morphisme d’anneauz, et si 6:Wj; — A est une application multiplicative

relevant 0, il existe un unique morphisme d’anneau 6 : /WJ — A tel que si x € Wy, alors
0([z]) = 0(x).
+oo 1

Démonstration. — L'unicité est claire : on doit avoir 8(3 "5 p'lz;]) = Y% p'0(x;). Montrons
Pexistence. Soit f : W; — A le morphisme d’anneaux défini par f(X]p_m) = O(ij m) sijeJ
et m € N. On prolonge f par continuité en un morphisme f LW 7 — A et pour conclure, il suffit
de prouver que si z € W, alors f([z]) = 6(x). Le morphisme f : W — R induit par f coincide
par construction avec @ sur X;’ S j € Jet m € N et comme ces éléments engendrent W j,
on en déduit I'égalité de f et 6. Ceci implique en particulier que si z € W et n € N, alors
F([2P7"]) = 0(2*"") € wA et donc, d’aprés le lemme I11.1.9, que f([z]) — 0(z) € 71 A quel que
soit n € N, et permet de conclure.

Soit NIIN la réunion disjointe de deux copies de N. Pour alléger un peu les notations, notons
X; et Y; au lieu de X1, et Xy, les variables de Wnpin Un élément P(X,Y) de WNnN peut
s’écrire de maniére unique sous la forme

n=Ses(] X”)(H v)

la somme portant sur les couples (r,s) de familles d’éléments de Z[;] n’ayant qu’un nombre fini
de termes non nuls et les a, s étant des éléments de F), presque tous nuls.
Soient (S;(X,Y))ien et (Pi(X,Y))ien les suites d’éléments de WinpN définie par

+o0 +o0 ~+oo ~+00 +0o0 +oo
S+ Y P = DSy et (S p) (Do P W) = PR Y)]
=0 =0 =0 =0 =0 =0

Les polynomes S; et P; sont des polynémes universels permettant de décrire les lois d’addition
et multiplication dans un p-anneau parfait si on écrit les éléments sous la forme Z 5 pli], ot

les x; sont des éléments de ’anneau résiduel. De maniére précise, on a la proposition suivante.

Proposition II1.1.16. — Si A est un p-anneau parfait d’anneau résiduel R, et si x = (2;)ieN
est une suite d’éléments de R, on note X(z) I'élément 3,5 p'[x;] de A.
Six = (z;)ien ety = (Vi)ien sont deux suites d’éléments de R, alors

+00 too
S(x) +S(y) = Y _p[Siz,y)] et T(@)S(y) =D 0[P, y)]
i=1 i=1

Démonstration. — Soit § : WNiN — R le morphisme défini par 0(X;) = x; et 0(Y;) = v; si
i € N. Soit § : Wnun — A lapplication multiplicative définie par 0(z) = [(z)]. D’apres le
lemme II1.1.15, il existe une unique morphisme 6 : /WJ — A tel que l'on ait 0([z]) = [0(2)] quel
que soit z € WNiN. Soient alors X = (X;); et Y = (Y)ies les deux suites naturelles d’éléments
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de WnnN. On a par construction X(z) = 0(X(X)) et X(y) = 6(2(Y)), ce qui nous donne les

formules

B(z) + B(y) =0(X(X)) +0(5(Y)) = 0(5(X) +2(Y))
+oo +oo +oo
=03 PSiY)) = Y RS, Y))) = Y plSiCa )],
=0 1=0 =0

ce qui donne le résultat pour la somme ; le produit se traitant exactement de la méme maniére,
cela permet de conclure.

Remarque II1.1.17. — (i) La proposition II1.1.14 décrit un anneau parfait d’anneau résiduel
R de maniére ensembliste, en fonction de R, et la prop. II1.1.16 montre qu’il existe au plus une
structure de p-anneau strict sur cet ensemble, qui fasse de R I'anneau résiduel. On en déduit
I'unicité de W(R).

(ii) Du fait de la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition et de la continuité
de l'addition, pour étre capable de multiplier, additionner ou soustraire deux éléments de la
forme ¥ (z) et X(y), il suffit d’avoir une formule pour [X] — [Y].

(iii) Comme X(0) = 0, on a X(z) + X(y) = 0, si z = 0 et y = 0; cela implique que les S;,
i € N, n’ont pas de terme constant. De méme, ¥ (z)X(y) = 0 si = 0 ou y = 0, cela implique
que les P; n’ont pas de termes de degré 0 en les X; ou en les Y.

Exercice 2. — Montrer que, si i € N, alors S; (resp. P;) est un polynéme homogeéne de degré 1
(resp. de degré 2) en X,...,X;, Yo,...,Y;.

Lemme II1.1.18. — Soit A un p-anneau strict d’anneau résiduel R parfait et n un idéal parfait
de R distinct de R, Uensemble W (n) = {35 p'[x;] | 21 € n quel que soit i € N} est un idéal
fermé de A et A/W (n) est un p-anneau parfait d’anneav résiduel R/n.

Démonstration. — On déduit de la prop II1.1.16 que W (n) est un sous-groupe additif de A, et
qu’il est stable par multiplication par un élément de A car vx(P;) = vy (P;) > 0 (rem. II1.1.17).
Par ailleurs, W (n) est fermé par construction, et ’anneau résiduel de A/W (n) est A/W (n)+pA =
R/n, ce qui termine la démonstration.

Revenons a la démonstration du théoréme II1.1.13. L’unicité a déja été démontrée au (i) de la
rem. [11.1.17. Si R est parfait de caractéristique p, on peut I’écrire (de maniére non unique) comme
un quotient d’'un W par un idéal parfait n. Le lemme précédent montre que W (R) = W, /W (n)
est un p-anneau parfait d’anneau résiduel R.

Il reste & prouver que W (R) satisfait la propriété universelle demandée, mais cela se déduit
du lemme II1.1.15 en composant tout avec la projection de Wy sur R et en remarquant que le
morphisme de W 7 dans A que l'on obtient se factorise a travers W (R).

Exemple I11.1.19. — (i) W(F,) = Z,.
(i) Plus généralement, si K est un corps local de caractéristique 0 dont le corps résiduel kg

est parfait de caractéristique p, et dont p est une uniformisante, alors K = W (k K)[%]
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Démonstration. — 'anneau des entiers de K est un p-anneau parfait d’anneau résiduel kg, donc
isomorphe a W (kg).

Ezercice 3. — On définit par récurrence sur n, une suite (Up,)nen d’éléments de Z[%][X, Y], en
posant

Un(X,Y) = p{@(XP" ry? o <nz_:1piUi(X, Y)P"”)).
=0

(i) Calculer Uy et Uy et vérifier que Uy, Uy € Z[X,Y].

(ii) On se place dans 'anneau Sxy = Z[XP™ ™, YP ] et on écrit X + Y sous la forme

— o0

X+Y =) pVi(X,Y)], avecV; € Fp[X? " Y? 7],

(a) Montrer que XP" +YP" = > I% p'[Vi(X,Y)?"]. B

(b) On suppose que, quel que soit i < n — 1, U; € Z[X,Y] et que I'image U; de U; dans
F,[X,Y] vérifie U; = V. Montrer que

1
anU X,y Z Zp P"l mod p"t.
=0

En déduire que U, € Z[X,Y] et que U, = VP
(iii) Montrer que Vj, est un polynéme en XP " et YP ", puis que S, et P, donnant 'addition

et la multiplication des vecteurs de Witt, sont des polynoémes en les X ;D] _n, Yjp] _n, avec j < n

Proposition II1.1.20. — Si R et R’ sont deux anneaux parfaits de caractéristique p, l’applica-
tion naturelle de Hom(W (R), W(R')) dans Hom(R, R') est une bijection.

En particulier, le morphisme de Frobenius © — P sur R se reléve en un automorphisme ¢ (de
Frobenius) de W(R).

Démonstration. — Si @ est un morphisme de R dans R’, on pose 6(x) = [f(x)] et 6 est une
application multiplicative de R dans W (R') relevant 6 ; on en déduit, utilisant la seconde partie
du théoréme, la surjectivité de 'application naturelle de Hom(W (R), W (R')) dans Hom(R, R).

Si @ est un morphisme de W(R) dans W (R'), on a §([z]) = lim,, 0 = 0([zP "])?" = [0(z)]
d’aprés le corollaire I11.1.10 (et la remarque I11.1.11), puisque #([zP "]) est un relévement dans
W(R') de O(2P™") = (6(x))P" ", et linjectivité suit de ce que W(R) étant un p-anneau strict,
la connaissance de 6([x]) pour tout x € R est équivalente & la connaissance de 6 d’aprés la

proposition III1.1.14.

FEzxercice 4. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p.
(i) Montrer que ¢ — 1 : W (k) — W (k) est surjectif. Quel est son noyau ?
(ii) Montrer que, si u € W(k)*, alors il existe z € W (k)™ tel que o) o,

xT
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