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Cher Serre,~

-VoiCi cette fois ci quelques resultats sur. les points d ordre fi

.:nl des groupes formels.; et quelques 1ndlcations sur les appllcatlons

Dans toute cette lettre p est un nombre premier, K un corpsflo.

.ca1~-de car, Q . d anneau des entiers- A ;. de corps reszduel k (supu
.pose parfalt) de car, p . Je suppose que P est une unlformlsante de

f,A ..Je note K une’ cléture algebrlque de , et k- la clﬁture algew'

briqué'dé k correspondante. Je designe par v la valuatlon de' K

:nérmaliséé.par v(p) .

'.Je'me ﬁonne-un entier ‘b Z1.,.et je pose.. q .= ph; Jé note'jQé;¢i

l'unique exten51on non ramifide de 9, de degré h contgp&eldaps fK,i

5& 1l'anneau de ses entiers. et ‘Eq le corps résiduel,.

Pour décrire commodément mon groupe de Galois - je vais avoir besoin
de décrire

- Certains groupes d'automorphismes des 2 —modules lib:es de rang un,

i

GrBce 3 Frobenius, le groupe Z/hZ s'identifie canoniquemént‘a _
Gél(gq{gé) et opere ainsi sur ng . Soit M 1l'anneau des endoﬁorph?sg
mQS'de';?q , considéré comme  Z_-module. I1 s'identifie 3 1'anneau non
commutatif ;gch/hg] , i.e. tout &lément de M s'derit d'une maniére

et d'une seule sous la forme

' Lii {avec les Li' dans Z_ ) ,
ie Z/hz q

et on a h.i:l(h)i =5l he.zq,ic 2/h% .

Je wvais ma@ntenant @éfinir une famille de sous-groupes de. G =



V un
ﬁ;nerateur & de V j ai un ismomorphlsme de
meorphisme de :fo' G' Aut ’V)

“Tﬁg:Je note H'= sonfimage dans G'

?tes de }Z&, alors H'

B

"phisme de H H' en depend). J'ai donc une fagon canonique d‘aséo

_ c1er a un tel H un sous—groupe H' de

Je crois que mainteaant Je peux decrlre mon groupe de Galoisa;fﬂ**ﬁ

2 Le groupe de Galois des points d'ordre finl ' Qirtle'”dlrecte" |
Soit F(X Y) une loi de groupe formel a un. parametre, de hauteur fl
‘Jnle h . definie sur A ‘ Soit v le module de Tate Le groupe ' |
'-Gal(K/K) 0pere Sur V ‘et je note' H! :son image dans Aut (V)
'[.peux aussi con51derer H" comme le groupe de Galo;s de 1’extension IL‘

’_K  engendreapar 1es noints d’ordre flni de F‘ Blen sﬁr,_si f' n est

"fpas un’ Lubln-Tate je n a1 pas de structure canonlque de j é-modu1e sur



t*?ftd autres Et j a1 le resultat suivant

H,E?z/hz {ffffwﬁf““

- %3 L‘extension maximale non ramiflee de K ‘contenue dans',f

ﬁﬂcorps obtenu en adjolqnant a- K 1es racines (qnl)—lémes de l'unlte.,g

S'l;particulier son quupe de Ga101s s'identifie a un sous»qroupet J fde‘

| tj 2) Il existe une appllcation j (unlgue} ﬁ Z/hZ.—9N¥U!+waf,_verif1an

"'granq un sur V (g_; n est unique que dans 1e cas d‘un Lubln.Tate

Hrtt?d‘inertie etant H' )-Q.J

'ttles conditlons (i) et (11} et une structure de,_Zq-module 11bre de

23138 que le qrouDe de Galois oY .801t le rou e (H J.jz le:froujét

3‘; Le éfoupé de Galoiérdes points d'ordre fin1 grpartie: recipggggg" 5
Comme Je te 1'ai dlt dans ma precedente lettre, l anneau' K[KX]] de
—=ser1es formelles -1 coeffic1ents dans -K a une structure de module sur
 1 anneau non commutatlf Affﬂ] (sauf que dans la dlte lettre A ré
1pelait_ W ). Je te rappelle comment F opere | | . _- _._i‘_ ;. e
| F(ETL xt ) 5:015 }Xp (ou - est 1e Frobenlus absolu).t . |
Soxt -f(X) le 1ogar1thme de l7 Je te dlral dans une prochaine 1et
tre pourquoi il ex1ste un polynﬁme de la forme | R
h+l h

~ B o= p + aan+ .o k. ah h T+ ahF

(a’veé,'lés af' dans A, v(a ) = 0 gt v(a%' l pour 1<’}<h—-l )
et un seul tel que P ({(x)) soit une série formelle a coefflcients
dans A (en fait une série formelle 3 coeff dans. l'ideal maximal)

-Ceci étant, avec des notations ev1dentes, et sauf erreur, j! ai

Théoréme : On a inf P(i) = inf  v(a,) .
' ‘ ifo 1zj¢hel  F

En tout cas, c'est & peu pras évident que le premier est » au secon
Et dans le cas de hauteur 2 , j‘en suis absolument certain : ¢a me don

ne VY(0) =1, V(1) = v(ai) (le polyn8me %ﬁ estgde'larforme



s rpﬂf_-endomorphismes de ]T ~gur~ 1'anneau des enelers?dfune exten81on finie

'”‘[f,K assez grosse) -est farme des' a entlers dans 1°extension maximale

'”fnon ramlflee de K qu1 veriflent aP ‘=, Pg a-. Soit I 1e SOUSmgroup

Z/hZ engendre par lesil" es_des entiers j tels que

. i }o
-?J:’é |

'{ﬁpslors A" esL l“anneau des entiers de Q 3: Le falt que H'n ésthﬁvé

,,_q
- ‘.'1dans' Aut ,(V) revient alors a dlre que

I { i c z/hz y(:.) ,g +v° f

'ﬂchose que Je crois sav01r demontrer directement Ceci donne a penser q;

'fméme pour: h £ 2 ; on doit pouv01r reller simplement les r(i) 'xff*

"fv(a )

4 ;fia'famifiéAtieno
VI_I_ h e 2 . R Scarte Lubin-Tate pour causa de triviallte, et je
suppose donc que rTl) iJT;if” esz flni |

Je vals enoncer un resultat puis te dire ce. qu 11 faut en penser

“Theoreme" 2. La suite des nombres supe;ieurs de ramlflcation de l ex~

_tension'est -

P _ ‘ : ' B e
; '0151/(§#1)’ L L+ o/ (B+1) #2 4ee ,m, n o4 p/(P+l) oo
¢$;n ? (voir le dessin: qul est preferable a un long discours pour expllquer a
i ‘quéls sous—groupes ¢a correspond),
Ce qu_ll‘faut en penSer i
Vf,ﬁfabord j'ai bien derit ce que je voulais écrire (le premier qui n'é
pas entier est bien 1/(p+1) , et, pour les autres, clest bien rp/(pfl)
qu'il faut rajouter), h |
Ensuite, si r = 1 , je ne sais pas le démontrer (et jeln'ai pae'de
sentiment, comme tu dirais ! ),
Enfin, pour r # 1 , je n'en donnerais pas ma t8te & couper : ffai

confiance car mon calcul est vraiment complet, Mais autrefdis jtétais

aonvéincu-qu'on a n+ 1/(p+l) Llieu de n 4+ p/(p+l) . Mals si on

réfléchit au sens dans lequel il est le plus facile de. se tromper, je






‘“Qgcrois vraiment, qu 'a condition de ragouter ;t;#gi'}fooepeut,lsisse#;37

'fo{tomber les QUleiemEts“dans monﬁtheoreme.;"

”iﬂf une, equation de la forme

Fﬁ};ﬁrGGUCtion modulo p est Aun polyn@me du tr01s1eme degre donﬁ

o '-.""f"-f’Les"I‘ c-:ciur*bés’ - élii;%tfiqgies’;

Je suppose malntenant p £ 2 et Je considere une courbe elliptique;

'“efE definie sur A . ge peux toujours supposer que E est donnee'Lar

Yé R(x)

“”oﬁ VR(k) est un: polyn&me du troisieme degre, a. coeff dans A., dont

les rac1n
L :danS'f§ sont 51mples.:o:}_*~-‘e~v‘~r" .~- S

- Si.Jé ChOiSiS une coordonnee- X la.coﬁposante oonﬁexe de E(P)
_Cfune 101 de groupe formel T‘ arametre, de hauteur h 1 ou- 2

-_je note encore J%X) 1e 1ogar1thme de F

-_5Pourctout entier"s-;5 je pose
3 '?5 coefficients de xp _l. dans (R(x})(p 1)/2

_S-.

( H comme Hasse tu ne confondras pas les coeff 'Hse_avec les groupa
-P du ne. 3 que j aurals du appeler autrement ! }.,-‘ |
'ﬁExemgle- sz_ R(x) = 43? gzx - g3 B on a

%

()0, ((B5=1)/2)emen ((p-1)/2)!

‘ 9293‘
m!nﬂ((p —l)/2)~m—n)!

:mejhefpssl)/Z
(c est pas beau, mais c'est on- ne peut plus exp11c1te).

‘Le point c'est que 1'on peut choisir 1la coordonnee X pour que

i =:S' o xp .
o \”?0 ' . o -
Il est alors facile de calculer h et de dire comment oaloulerﬁle
polyn&me Pr défnit au'nn 3 §si cé& K, je note <7 son image'pa:;

;Frohenlus)ﬂ_

Premier cas : h =1 . Ceci se produit si et seulement si la réduction

modulo p de H {(gqui est, bien sfr, 1l'invariant de Hasse) n'ess pas

1

nulle, Alors P = P+ aiF', ol @l est une unité de A .

‘1Tousrles‘ H, sont alors des unités de ‘A et on a



':“ﬁﬂee qui fait que la connalssance de ;_n et H 1;;

1 el (mod p ) P°ur t°Ut .-?~;!?f.*5=“'”'

determlne al ,ﬁgdﬁy

. iéif -‘=‘"m1im H /H i;f;gf;-‘f
-Deuxieme cas h= 2 Donc V(H ) b ...: Alors p'_ : p 4 a‘lF + azF? |

2;
H * alH at payH, 5

,”On v01t d abord que. cec1 impliqUe_ :’w_

v(a ),_ o ). Je d01s av01r'f

dans A,; :g(ai)‘;;; 

1
.féfé: (mod p ) . pour- n ? l

V(H ) ..n '( 2n+l) n+1

'EL puis cela permet de calculer _ai; et ay - On PGUt ecrire.!“'

_ v2 e 'f" -52' R o . ' s

o s Bfaa s ié 202 (moa
: ._:ﬁ‘ HT @t T

: 21’1-2H2 n' H2 n—-l

n-l"l )

wzl H2n+l " Bonone2 o nallo
8 = P . S . (med p )
X o Ha;cz -HVZV'Hw*’°'“ R
' 2n _f ‘2n-1-2n+l '

Maintenant 51 tu veux sav01r quand 1e groupe de Galais se remplit
il faut calculer ce que j'ai appele V(l) dans le n° 3 ou encore 7ff=
'Tv(a L '

- Soit n- un entier fixé et soit B 1e numerateur de 1a fraction gu

n+l

donne ay modulo p dans la formule cimdessus. On vomt tout de suit

que. B = p2 C , avec C entier sur A et que

- 8i v(C)<& n . vi{C) + 1 .-

si v(C) Zn , ©Znek .

Exemple : p =5 et R(x) = 4x3 g% = g, .

On voit tout de suite que h = 2 si et seulement si g, Eso»(mod'SJ‘et
qu'on a alors bonne réduction modulo 5 sgi et seulement si g4 est u-
ne unité, Le calcul des Hn est relativement simple car les termes des
grosses puissances dg g9, sont divisibles par_dergrosses‘puissances de
5 . J'ai calculé le numérateur de la fraction indiquée pour n = 2 (je
ne pense pas m'8tre trompé, il Y a des moyens de,contré;e ! ) s

N
b 30



” fhﬁﬁveriflant g (mod 5 ).‘_ o

_fffparentheses est de_zf”f:?l::ﬂi:;
‘le?al pose 92 = 5g ).:_;5i;_f,*'*

7 Par exemp;e, “ﬁf;fl si e; seulement si g et g3 sont des unltes
24 W o e o R

En outre, on ve;;fle que si g et g3:'sont dans zb;, ou. 51T

alors_f  0 (mod 25) c est conforme a ce que 1'on salt par ailleurs

.  dans les deux cas on a affaire a un Lubln-Tate

':i Et bien Je he te “dois“ plus qu une lettre sur 1es groupes férmels 

:  ;E11e devrait se falre attendre un peu plus : j a1 pas mal de boulot
4ff(1nnombrables reunions; un seminaire qu1 Va m' obliger a regarder d’as-
  sez pres Brauer et les representations modulaires,...) J'ai un peu en

: vie de rejeter un oeil sur ces calculs sur 1es courbes elllpthues (pa
«;exemple, 11 ne devrait pas étre trés: dlfflCile de’ montrer que; 51 4h'=
i? et . E est deflnie sur _Ep “la sulte des' P nH et celle des N
: _nH2n+1 convergant Cela entraineralt lié o et 2:; »1 =3 Lubin—w
jTate 1 ). Et je ne dis pas que Je vals attendre 1e 20 mars pour falreV

du Skl, d'autant plus que 1e temps semble s y preter I

J'espele que 1a digestion de ces deux 1ettres ne te sera pas trOp B
.penlble. A part quelques problemes justement d‘ordre digestif 1e
.sentiment filial (resp.rmaternel resp. paternel) d'Isabelle {resP.
-Laurence, resp.. . m01) semhle se developper normalement

wenl 4 % an
On attaad.de tes nouvelles (Valud Isere ?2 ). Ml

\

' Am;tles

To L Bl

_ . _ 1
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