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Je pense‘étre es mesure oerdosner une reoonse complete (Je
;n a1 pas tout verlfle) au probleme que tu m avais pose en JUlllet
:-dernier sur la possibllite de decrire en termes de module ﬁe Dleu—_
N donne 4 flltration les 1nvar1ants (ou‘bovarlants ) par Galois d‘une
}0perat10n tensorielle sur le module de Tate d'un groupe p—div151ble
'(a ce01 pres que mes constructions etant contravariantes, ce qu on

va obtenir sera 1e' Homz [Ga101§( l o 1e Hom Z (X

. ZbLGalois]
. Cette reponse est un sous oroduit d‘une conJecture plus generale‘

avec morceaux de demonstratiOns (qu1 sufflsent pour ton probleme)
qui dit qu '3l yé antlﬁequivalence entre une categorle assez vaste |
de "representations p-adxques",et une certaine categorie de "module
flltres“:' | |

Ce que j‘affitme dans la:soiteMest 'en princ1pe démontré (mais
tout n'a pas ete sufflsamment soigneusement verifle‘;fsi les:démons-
trations sont souvent tres technlques les idées sont’ simples et
tout ne devralt pas se casser la gueule)

Pour simpllfiet, et palce que o! est le seul cas que J a1 vraiment
regarde je suppose e = 1 et N3 £ 2 Il n' est pas douteux que ce-
1a se qeneralise B éxd-pf ,et ayssi 3 _e. ot p quelconques a';f

condition de‘remplaoer 1esf Za-modules par des vectorlels sur QP"

Notations : Soit k  un coppstpaffeit'de car, ps#-Q,Z-.£Soit A=

W(k) , K = Frac(A) ; ﬁ”-uﬁeggiotuteealgéﬁrique_de K';Jg = Gal(K/K)
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C ‘le-complété‘de 'ﬁ » Ao les entiers. de € e Ko l’ldeal max1ma1
de AC . Soit A[b] 1ltanneau (non commutatif si k #lF ) habituel
(dans cette histoire, il nky.a plus de V ce qui fera pldsir'aux;

amateurs de cristaux),

pes P

& 1, = lLes #éspltats. ( fp ﬂL J
Je note EEA 1a catégorie des "repréSentatibns- p-adiéuéé pa§  
‘héc._de,dimeﬁsion finie" , i.,e, la ‘catégorie des z%—modules separe=
et complets pour la topologie p—adlque sur leSquels %;-opere 116 
néairement et continfiment, et —EA la sous—categorie plelne formee
des objets dont le ,z -module sous~ Jacent est llbre de rang fini L

(c'est celle qui m'lnteresse vraiment, rassureﬁ -toi). o

Je note MF la catégorie dont les objets sont les suites u@f

B

W) N =N, DNlD ....DN DNilD_

oi N est un ALE]—module EY gauche, llbre de rang f1n1 sur A et
les N; forment une suite decxoissante de sous-Aandules,fles‘-

& /Nl 1
Les fléches, bien sflr, sont les applications A(F]-linéaires compa

étant sans torsion et 'Ni = O pour i'_aSSez'grand.

tibles avec la filtration,
C'est une catégorie additive qui a des sommes directes, mais auss

des produits tensoriels : si 4' = (N' = Né > NiTD che ) et

N = Ny D NS L), alors = WG -

(N = NO‘D Nl-:7 ces ' ) Aavec

= N'@, N' (l'action de F est définie par F(a@b) = Fa@Fb ),

N
Ni. = _Z— iQAN“,, , pour tout i

i'4iv=
On peut alors construire un foncteur contravariant additif Ny
£ _ ‘ N .
de Rp, dans ME, et un foncteur contravariant addltif*rzA de
ME, dans Rp, (je vais les décrire au § 2) qui sont "adjoints a

gauche" , i,e. si T est un objet de BEE et si 4#( ést un objet



de ME, , les déux'groupes Hom

WJJ(T T (d\()) ‘et HomMF (vVN (T))

s'identifient canoniquement et fonctoriellement en T et Wf (mé-

me si EA(N) n'est pas de rang fini sur .Zp );

Ces deux foncteurs ont plein de bonnes propriétés,

Proposition 1. Seit T wun objet de Egi et soit

W (N = N, @ N D e B N (T) .

i) Il ex1ste une appllcatlon A-llneaire ingective de ﬁd/Nl

dans HORZYUJ](T A) :

ii) Eour tout 12z 1, il existe une appllcatlon A—llneaire in-

jectiye de N, /Ni 1 dans Hom,, f J(T,_C(K )) (ou X est: le ca-—

racteére fondamental).

-

Corollaire. - On a rgAN < rg, T

Ceci grfice a Tate 1

Définition : Je dis qu'un objet T de Rp. - est admissible si
rg,N = rgy T , et je note 392 la sous-catégorie pleine de  §9§‘
formée des modules admissibles.

Compte-tenu de Tate, si T est admissible cela impliqué’que T

(r,c(x!)) = 0 . si

est du type Hodge-Tate avec, en outre, Horr:z qu

i £0 . Il n'y a aucune raison pour gue cette condltion soit suffi-

sante (toutefois, si T est un objet de R £ et si i , supposé
Rp, PP

70 , est le plus grand entier tel que n, = Hom, (T,C(Z%)) # 0,
i i zzpf(_g 1 :

je sais que rg,N, = ng ).

La catégorie 332 est certainement "assez grbsse“ :

Proposition 2.

i) Le module de Tate d'un groupe p-divisible sur A est admis-

sible

~e

ii) si T' et T" sont admissibles, T'@T" l'est et
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~

-EA(TFEBT") _s'identifie'a (T')()N (T“) (c est ev1dent 1 ):

e

iii) si T et .T* sont adm1551b1es T'égz T 1llest et

BT'GT) S’iﬂeﬁtifie.‘ A(T')@DN ()

iv) si O0O—T'—>T —T"— 0 -est une suite exacte d'ob jets

de ﬁgg Cet si T esteedmissible; LT et T"' le.sont ’

A

v) la restriction de N, 3 ggz est exacte.

Conjecture, -~ La restriction de N, 3 Bgi est pleinement fiddle

et la restriction de T, & son image essentielle est un guasi-in-

verse,

Remarque, Il est vraisemblable que 1'image essentielle en qﬁestieh

est fofde des W = (N =N, = N, D ... } qui ont 1la pr0p$i§té:eui—

vante : a1 NV - faen | Fac p'N ¢, alors N, < qiEl E=a

N, /PN, i;(N(i)+pN)/PN .

Proposition 3. - La restriction de N a mgg ; sous—cateqorle

A

pleine de 522 dont 1es obJets sont  les modules de. Tate des groupe=

p-divisibles sur A ,est. pleinement fidéle et la restrlctlon de TA

4 son image essentielle (que: je sais decrlre expllcltement)~est un

guasi-inverse,

La démonstration de cette dernigre proposition consiste, bien
sir, & comparer ces foncteurs avec mes constructions pour les grou-
pes p-divisibles : il y a un petit canular technique : si je note
(L,M) = gﬂA(G) le couple formé du module de Dieudonné M et du
sous-machin L associés au groupe p-divisible G dans ma construc
tion, je note w1 1e A[F,v]-module déduit de M par 1'extensic
des scalaires q-“l {ou ¢ est le Frobenius absolu) : si j'i&eﬁtifie

m-1) 3y u

V  définit une application A[%,Vj—linéaire de M dans . M(fl) et

(1)

de maniére évidente, le EZpiﬁ,V]—module sous-jacent a ,

je note encore L 1l'image de 1L .dans par cette appllcatior
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Alors,_EA(Tp(G)) = (N=N_=N > oes ) avec N = m! (en ou-

1l
bliant l'actionde Vv ), N, =L , N, =0 pour i> 2 .

-

...]_))

Remargue., - Le couple (L,M( est ce gue donne la construction,

via les cristaux, a la Grothendieck-Messing).

I1 n'y a pas de difficulté i montrer que le guasi-inverse constr

dans mon "astérisque" s'identifie A la restriction de T, A la ca-

A
tégorie qu'il faut.

Cofoliairé. - Soit T un obJet de EpA' et;ééitvze un_groupe

(T, T (G)) s'identifig cano-

-ptd1v1sib1e sur .A”a Alors_ Hoqﬂ qu

niguement et fonctoriellemeént en T et G, a

HomEEA(EA(Tp(G)),ﬁA(T))r.

En effet Tp(G) s'identifie 2 T ANa (T (G)) Ad'aprés la proposi-
tion précédente, et cela résulte alors de 1‘adjonction.

Cela entrafne en particulier les résultats que tu me demandais
(3 la variance pres, ce qui n'est pas génant grice a la dualité),
Par exemple, si Gl'GZ"°"Gn sont des groupes p-divisibles sur
A, si T = Tp(Gr) . M= M("l)(GI) » L. = sous-machin habituel ,
alors

i) le groupe Hom tuv(@G ,@ ) s'identifie 3 celui des
A€ @M tels que FJ\ oA 9

ii) le groupe Hom. iqj(@aGr'z QX)) s'identifie au sous-groupe
de C)M formé des d qui vérifient

Fd = po
ﬁ&L est dans 1'image de fEE:MlQQ...@9Mr_l@9Lr@9Mr+l@9.M?N

§ 2, - Construction des foncteurs.,

Elle se fait grfce a la construction d'un monstre dualisant qui

est formé de bivecteurs de Witt d'un style un peu particulier (ce



n'est d'ailleurs que le week-end dernier que je me suis rendu comg

que le monstre pouvait se représenter 3 1'aide de bivecteurs 2 Ca
{et _plus facile & décrire
e démontrer 1a

le rend beaucoup plus maniabl et ca m'z parmis
proposition 3 qui donne.é,ld théorie sa consistanCE).‘Je vais te 1
décrire sans chercher & t'expliquer d'ol il sort,

Soit, pour tout entier n z 1, R = AC/pAC et soit R = i&y I

l'application de =R dans R~ étant 1'Slévation & 1a puissance

n+l
p-iéme, On voit aussj que tout élément de R peut s'écrire_sous

la forme x = (X(n))nt—z , avec les x(n)cw R. Vérifiant ‘(x(n-i-l)")P
x(n) ; pour tout n ., La multiplication se fait composante par com-

posante et l‘addition est définie par
m
z(n) _ lim (x(n+m)+y(n+m))p

n
XY = 2z = (z( )) » 1 avec
: ne i
M—fee

En outre R est un anneau parfait de car, P , valué complet {dans
la suite, je note v 1a valuation de C normalisde par v(p) = 1
et je note encore v 13 valuation de R aéfinie par v({x) =
v(x(o)))o

J'ai introduit dans mon "astérisque" (chap.v, 81), 1es bivecteurs
de Witt BW(R) & coefficients dans R g

Je te rappelle que BWY(R) (les bivecteurs “unipotents") est une
limite inductive defvecteurs de Witt W(R) indxée par les entiers
naturels, 1'application de transition est le décalage, et gu'un
élément de BWY(R) s'derit

a = (.o.,a_n,...,éo,.,.,am,..o) = (a )nez , ol les a & R et

n

sont presque tous nuls,

Les bivecteurs BwY(R) “forment, de méniéréﬁnaturelle, un

A[f;V]-module et aussi un Aﬁﬂ]—module. On peut munir Bwu(R) d'une

-

topologie telle que tout cels soit continu et le séparé complétd
pour cette topologie est BW(R) et hérite des structures de
A[?,V]mmodule et Aﬂajmmodule. Un élément de BW(R). s'dcrit sous

)

la forme g = ( avec les a, € R et vérifignt

2n nez



@y)_iiregiste E» 0 et:gn'entigr né _g;tgue- v(ah)‘asf ; pour
n <.no .

Du point de vue qui nous intéresse BW(R) a toutes. les bonnes
propriétés sauf une 3 celle d'8tre un anneau (et il en a une qui
est trop bonne : il y a ‘une action de V ),

‘Mais BWY(R) est, lui, un anneau : du fait gue R est réduit,

8WY(R) s'identifie & 2 & WR) .
2 (&P

L'idée va consister & prendre un sous-—anneau convenable de
u N . X :
BW (R} , & le munir d'une topologie non moins convenable, et a le
compléter,

Soit Bwu'a(R) le sous—-ensemble de BWu(R) formé des a =

. Lot C =a+l
(an)nez qui vérifient v(a_n):7 P n/(p-1) , pour n3» O (les
a_, en question sont presque tous nuls puisque l'on est dans
BW (R) ).
On démontre sans difficulté que c'est un sous-A[F]—mbdule

de BWW(R) (mais non stable par V ), un sous—AYﬂ?—module, et
aussi un sous-anneau, On munit Bwu'a(R) de la topologie la plus
b8te, i.e, la topologie du produit direct, avec la topologie défi-
nie par la valuation sur chague composante, Il se trouve (ce n'lest
pas évident) qgue tout est continu pour cette topologie, y compris

a

la multiplication. Je note BW?(R) = BW® 1le séparé complété : c'esi

donc un anneau, un A(F]-module et un Afgl-module ; en tant qu'en-

semble,
a -n+l
BWT = { (an)neZl a ¢ R et v(amn):> p n/{p-1) si n> O f
(noteg que 1la valuation des a a le droit de tendre vers O

lorsque n4 +% , ce qui n'est pas du tout le cas dans les bivecteur
habituels).
Enfin, je définis une application o, BW® —> A, en posant

- _ n_{n) oo .
Oe((an)nez) = %;; P a, (la convergence pour n = -o° ne fait



- 8 -

pas probléme : si m» 0, v(p ma(—m))

(O)) N

~mp v (2 m+pmv(a_m)

> ~m4-pm/(p—l) = m/(p-1) — +oco. On démontre gue Oo est AY%]—li

néaire continue, surjective,

Pour tout 13z O, je note alors BW? la puissance i-éme de

1'idéal noyau de Qo . J'ai donc en particulier une suite exacte

de Ahﬂ -modules

o
O

0 —) BW® —» BWS
1 o

et je sais définir, pour tout entier i> 1 , une application e

—)
> AC' &)

gui induit une suite exacte de Aﬁaﬂ—modules

a a
0 — Bwi+l — BWJ 5 _C(R}) — 0 .,

Enfin, on a, avec des notations évidentes, Qi(x)Qj(y) = Oi+j(xy)

a a
& BW ol
si X BW, N Yy < BW, .

C'est clair maintenant ce que vont &tre mes foncteurs

§

-~ g8i T est un Z &3]-module : §A(T) = (N = NOID Ni > ... ), ave

-

N = E—IomlZ Y”J'I(T BW )

iujl

- 8i W= {N = N o N D ... ) est un module filtré,

N, = Fom {T, Bw )

TA(WQ = { ue Hom [PJ(N BW?) lcx(Ni)cifBW? , pbour tout i f .

Si tu crois 3 l'existence de BW® , avec les propriétés que j'ai

»~ - I. A,
indiquées ci-dessus, et si tu connais les résultats dg . Asterisque,
chap.V, § 1 , les résultats annoncés dans le § 1 sont alors & peu

prés complétement triviaux,

+

J'envoie une copie de cette lettre aux deux Raynaud et a Berthe-
lot qui devraient 8tre intéressés, On pourra peut-&tre reparler de
tout cela au moment de Bourbaki (je n'aurais sans doute guére avancé
d'ici 1a, mais j'aimerais bien que tu m'expliques comment ce genre
de choses te permet de décrire l'enveloppe algébrique de l'image de

Galois). Nous n'avons pas encore de projet précis, mais cela s'ori-
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ente vers un séjour court avec Isabelle et sans les jumelles
(lesquelles, ainsi d'ailleurs que la dite Isabelle, ne font que
des conneries, au grand déseépoir-de Laurence qui a plus que marre

de. 1'emmerdante, de l1'emmerdeuse et de l'emmerderesse).

Bren &bt
Qo et

P.5.Je n'ai pas de nouvelles du manuscrit d'Astérisque qui est parti a
Pafis, il v a environ une guinzaine de jours. dfy ai déjé\décbuﬁert
un lapsus dont la correction ne demanderait gu'un peu de snow-pake
s'il est encore temps : dans 1'énoncé de la proposition 1.5 du

chapitre Vv , il faut lire " tels Qué x, € Res;,(§) " et non

o xrgo )

tels 'g-ue c Res;;,(g) LI

En outre, les rédsultats que je viens de te ‘raconter m*auraient:
permis, si j'avais encore le manuscrit sous la main, d'améliorer le:
remarques qui sont a la fin du § 1 du chapitre V :
- dans la remarque 1 du n°l.8 , j'aurais aimé remplacer " On de~

vrait pouvoir montrer" par "on peut montrer® , & condition de rem-

placer aussi " de dimension < n_+n, " (resp. " de dimension < ny ")
o ) o

par " de dimension 2 2> n, " (resp. " de dimensiong> n, " ) 3
i=o * i=l

~ dans la remarque 2 du méme n°l,8, j'aurais pu alors supprimer
les conditionnels ; autrement dit remplacer " Des considérations sui
les dimensions .., obtiendrait ainsi un procédé " par

" Le résultat précédent et des considérations sur les dimensions
impliquent alors que ce sont des jisomorphismes, On obtient ainsi
un procédé " .,

Mais il sera sans doute trop tard 1| De toutes fagons, il y a tel-
lement d'autres choses que j'aurais aimé changer, bien sfir | Cela
pourra au moins te servir a améliorer ton exemplaire quand tu le

recevras !






