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‘cher Fontaine,

A titre d!t entrainement je vais essayer de t expliquer'comment
”,:on classifie les representations poids Q' et 1. qui sont
irréductibles. . o TR i
.Le grebleme s'enonce aiasi' on. part d'un corps k- de caract 0 :
(qui est Q dans le cas qui nous. interesse, mais 11 vaut- mieux ”
-reﬁ @ feductif coﬂnexe:

1‘cﬁblier paur le moment), on eonsidere un
le sur ‘k , muni ¢ i

-a) d'une u_EE 1rréductib1e (sur k) ‘f el - GLV " ou
est. un k-espace vectoriel'

% b) d‘un hom.' Gm/c - G/C , oi C est une extension de k
(disons alg.cipse b

On fait les hypotheses suivantes,?

i) (resp.-i')) Le noyau de p est trivial (resp. flni)

ii) Le- groupe G/ est - engendre par les conjugués w(h) de h :
pour o parcourant Aut(C/k) e
iii) Les poids de G dans la representation peh soht tbdsf?
egaux a 0 et 1, les deux possibilites se presentant effective-

ment , -

Il pourrait paraitre plus naturel de faire l'hypothése i), autre
ment dit de supposer que P est fidéle. Mais il est souvent plu:
commode de raisonner 3 isogénie prés, et c'est alors l'hypotheése
i') qui se présente.

~ Je commence par. le cas Suivant moins trivial qu’ on ne pourrait
croire i‘

a est commutatif

Le groupe G est donc un tore. Soit k'/k une extension galoi«_
sienne finie, contenue dans C,- sur laquelle G  se deploie, ‘et
soit T : = Gal(k' /k). On sait que G est determine par  son groupef



":fdes caraftéres .n;a-" N e

L ' x(G) =Homk,(g G) | .
_ ;_muni de 1'action naturelle de r‘ deSSus. On aura egalement besoin

idu groupe des cocaracteres (comme disent Berel et Tits) o

E . Y(_G) dual de X(G) = Homk,(G ). s
“Ces F-modules sont Z-libres de rang dim.G 11 est commode
_V.dlutiliser leurs tensorises par Q _ u,.- o
. Xg=QeXx , yo=qevs - dual de XQ

Sur k' la representatiom ;fi, ‘8e: decompose en representationa
de’ degre 1, conjuguees entre elles, et. de multiplicite - chacune
:de ces representations peut étre Yue comme un: element de. X On en
_conclut que: la donnee de _F-" est équivalente A celle d'unel“
‘orbite der F dans X3 soit W un element de cette orbite._ B
7 D'autre part tout homomorphisme Gmlc - G/C est rationnel o
sur k' donc definit un element de Y. Oon - en conclut que’ h ap-,:
1part1ent a Y. On a donc obténu un coagle (&hia)e X x ¥ (cu W
n'est defini qu a r"—conjugaison pres), avec les proprietes 53 K
i) l._gg_' 'Km (y€7 ) engendrent le Z-module X (ou le Q-
espace vectoriel XQ? si 1l'on veut simplement exprimer ma condi~
tion 1'));

ii) les  ?~,§_ h (yel) engendrent_le Q-esggce vectorie Q .

iii) les produits scalsires (yw, h)> - sont ézaux a 0O et 1,
les deux cas se présentant effectivement. o

‘Ces propriétés traduisent les hypotheses i), ii), iii) ‘du début.
' (Remarque %,cette traduction met en évidence le fait que la _
situation est invariante r dualite de Lan'1ands-Shimura-Ta.i"ama
i.e, par permutation de X et Y, et de (4 et h - dq moins si
l'on utilise la condition i'). Je n'ai aucune interprétation

" conceptuelle ".de ce fait,)

Je vais essayer de rendre les choses un peu plus concretes.
Ne faisons pas pour 1'instant l'hypothése iii) Definissons une
fonction w1 [~ = 2 par w(y) = Jyw ;h> , Je dis que la
connaissance de cette fonction determine a isomorphisme ‘pres
le systéme (X,Y,W,h). (La condition iii) signifie alors ‘simplemen;

que w a pour image {0 1} i. e, ‘correspond A une ggrtition
de [~ en deux ensembles W, =w ‘(0) et W, = w 1(1) )



Le fait que‘ w determine (X Y,m h) n est pas difficile. Par
fexemple, 11 resulte de i) que X est forme des combinaisons ',
'lineaires ﬁff ‘n; 'F“,f’ avec ng €. Z, et ALl faut donc dlre a quelh
,condition une . telle gomme ‘est O.: Or elle esr Oy d'apres ii),,,¢
';si et. aeulement si son’ preduit scalaire avec tous 1es % 1h est
ﬂkaMnmiﬂ&ﬂt:f o |
E Z n%,(yw 5 h>= » i.e.__zn <Eyw, h>—-
ou encere '

ZZ: n w(gx) 0 pour tout 3 ET”

_En particuller, la dimansion de G est egale aa gg_g de la matrice
;(w(gp)y 5 ¢r- Le fixateur r‘ de w est llensemble des y. tel
que ° w(oy) &= w(ﬁ) pour tout 561’ autrement dit c'est l'ensemble
~des Y qui fixent W, pour 1'action N translation & droite ", Lors
que Im'w {0 1}, est donc le plus grand sous-groupe de

tel que W f‘ =W, . Le egre de P est l'indice de T, dans r
le COXDpS desrendomorﬂ ismes‘de la representation P. est isomorph

'au corps X fixe Egg oy Quant au fixateur de h (moins inte-”
,ressant !) clest évidemment le sous-greupe Ff de I farme des
elements qui fixent W A gauche, lorsque Im w {0 1}, e e:t

1e plus grand sous-groupe tel que TQ.W = W .

(the qu'on peut donner des exeﬁples, méme avec Im wo= {0 1},
ol Y n'est gg engendre par 1es conjugues de h. J'ai fabrique
de tels exemples dans le cadre Shimura-Taniyama ~ cf.laTus. Ribet
a4 Repnes - et ces exemples fonctionnent egalement iei, )

Autre interpretation : si Tk' désigne le tore attache au corps
k! , on peut voir la matrice (w(ﬁx)) ‘comme definissant un homo~
mo:phisme Tk' - Tk' , homomorphisme qui se factorise d'ailleurs
. norme inj

T - T, - T, = T
kt kh. k k? ’

oli k, est le sous-corps fixé par Ty + Les corps ky et k,,
sont " les plus petits possibles " pour une telle factorisation
(a conjugaison prés), Notre groupe G est 1'image de T
dans ‘Tkk, . Au fond, tout ceci aurait dﬁ (devrait ?) atr expliqué
dans la partie W abélienne " de mon laius 3 Rennes cea

(J'oubliais encore un autre point de vue ! celui des “bimbdules“,
lorsque Im w = {0,1} . J'ai la flemme de préciser,)



: serieules

Ici encore, je choisis une extension galoisienne finie k'/k

:uﬂsur laquelle G- se dépleie. Je pese aT’ Gal(k'/k) Sur % Ao

i

"fje choisis un tore‘maximal de”loﬁ" T ainsi qu un sous-grouge i
 de Borel ‘B conteﬁant T, . A ces données sont associes B

O & ‘un systeme de racines reductif muni d'une base } ,;"

ii) une action de Ay ol sar ce systeme.: o '
 P1us preclsement '7 R T | - o -

i) Le systeme de racines reductif de G relativement & (T B)
se” cempose de deax Z-modules 11bres X'= X(T), Y = Y(T) duaux
l'un de l'autre, munis de sous-ensembles 8

| 'Bc:Rc:x ¥ BCRc:Y |

evec une bijection %« > ' de R sur R appliquant B sur B

L'ensemble R est le szsteme de racines de G (ou de sa partie

semi-simple, c'est pareil), et B en est sa base canonique (associ

au choix du sous-groupe de Borel B); les éléments de R " sont.
les coracines (on éerit souvent H a la place de < s Burtout

:quand ‘on interprete les choses en termes d'algebres de Lie) On a
4x‘3uv> = 2 pour tout e GR., et 1a symetrie 8. associee é o

transforme un elément x de. X ‘en x -‘<x,o<><x._. Le groupe W

engendre par . les s ,  est le grauge de Wez il opére sur X et Y
Pour tout ceci, voir par exemple SGA 3, exp.XXI XX11 (LN 153) les

autres textes standard ne parlent que du cas semi-81mp1e.
ii) Le systéme ci-~dessus est " canonique " 3 un - autre choix’
(T,B) -conduit a un systeme canoniquement isomorphe. Ce genre

de choses est bien explique (dans 1le cas semi-simple) dans Bourbaki
LIE VIII 110, Cette canonicité entraine que . ogere sur X et

en respectant la dualite entre ces espaces, ainsi que les sous~
ensembles B,R, B ,RY . L'action de [ normalise  W. Je noterai
W le sous-groupe de Aut(X) engendré par W et I ; clest
un quotient d'un certain produit semi-direct de . | par W,
Voir la-dessus Bourbaki LIE VII1,227, exerc.8, ainsi que Tits,
J.Crelle 247 (4974),p.196-220.



”7fL Inversement, si (x ;;.) est un tel s?steme, il existe un ffﬁi

unique Gx gaasi-degloxe (i 2. ayant un Borel defini sur k) qui
lui correspond Notre G .8e’ deduit de ce Gx_ standard par torsiot
Lpar un element de‘ H‘(k Ad ) e oﬁ Ad G est 1e groupe adjoint

de X (qui est lui, semi-simple) Lorsque k==Qp qui est 1e'7
"fcas qui nous interesse iei, on peut expliciter cet H1 3 sauf '

errenr de ma part il est isomorphe au H2 du centre de Ad Gx ’

";1eque1 est un groupe fini que l'on peut expliciter au moyen du

:theoreme de dualité de Tate (LCG],II-22 th, 2) Je ne. me servirai

”ﬁ-5pas de ce resultat ;7

Encore quelques natations Y

Q Q -3 X Q Q 0 Y (comme dans 1e cas’ commutatif]
' ‘Xff= ensemble des ax‘ X tels que ((A ee > } 0 pour :
tout o€ B (" poida dominants "y '
Y++ defini de fagon analogue.,

L'interét de X provient de ce que tout element de X est
transforme par W d'un element de x' et d’un seul

Revenons maintenant é nos p et h Si 1'on etend les: scalaires
k' la restriction de P _a T se decompose en - somme directe
de representations de degre 1, donnees par des : ids, i.e. par
des éléments de X. L'ensemble de ces poids est stable par. W
et 7 , i.e. par Wr—. ‘81 1'on choisit 1l'une des composantes ir-
réductibles de P sar k' , cette composante est déterminée par
un poids maximal . qui appartient a X+f, i.e. qui est domi. -

nant. Sur E','Ia'représentation P se décompose alors en

4 (EEB v R

yé T/, |

ol Vg désigne la représentation irréductible de poids dominant
yu ., et g parcourt les classes a gauche de I~ modulo le fixa-
teur [, de [ . Quant & l'entier d, clest l'indice de Schur
de © . Le corpe des endomorphismes de p est un corps gauche
de degré a2 sur son centre, lequel est isomorphe au corps Kk,

fixé par [, - En particulier, le nombre des composantes deux

4 deux non isomorphes de ¢ est égal 3

Card M = (M2} =[x :k].



L'ensemble des 2 de Vw - (compte non tenu des multiplicites}

‘ -i;i“est le.R-saturé de Wu» (LIE VIII 125), autrement dit le plus

'ﬁﬁpetit seus-ensemblefae ]Xf qui eontienne Ww f# et soit tel que,tar
’)\E A et wé€. R 5 tous les TN --t:u_ 5 avec t e:nti.er compri
 entre 0. et 41% e( > s sont contenus dans SWAY () Il en,resulte

'ﬁff[que l'ensemble des poids def,f? est le R-sature de _W ca_gg. (En

d w. ._ :

&) c

';l;fait en verra plus tard que ce’ sature se reduit a W}o>, du fait
que (O est ™M mﬂnuscule”; N'anticipons pas;...) e R
] L'hypothese i') (noyau de e fini) 8e traduit ‘par 3 .
5 ) Le Q-esgace vecteriel XQ est engendre pgr la W ;-orbite

—..

Et de méme, la condition i) (fidelite de ffé -)‘eegt;e@uitfﬁepgf

(Cela:se}deduit du Lemme suivant* pour qu'un homomorphisme de G
'fdans un groupe algebrique seit injectif (reSp. a. noyau fini), 11
1faut et 11 suffit que 88" restrictien é T le soit Reference ?)

Passons maintenant 4 h : G /c:-* G/c;.,Si 1ton se place sur C,
on sait que tout homomorphisme de G, dans G- est conjugue (par ‘
un. autom. interieur de G/C ) a un element et un seul de y+
Je' me permettrai de designer encore cet element par h (peut-étre
_faudrait«il noter - h le h initial ?); cet h-1la est ration-
nel sur k', La condition ii) entraine : 4 o '

i1) YQ est engendre ggr ‘la wr.-orbite de h.,

(En effet, sinon, il y aurait un sous-groupe propre et normal
de @G, défini sur k, qui contiendrait h, donc aussi 'hc' puisque
celui-ci s'en déduit par conjugaison.)

Remarque - Il semblerait que ii) ne refléte qu'imparfaitement
l'hypothese faite sur hc. En fait, il n'en est rien t pars d'un- h

verifiant 1a condition ii), et conjugue-le par un point generigge
du groupe G rationnel sur C. (ce qui est possible si. deg.tr C.
.est infini ce qui est justement . le cas pour 'le 'C de. Tate =

e verifie 1); le ‘hg ainsi obtenu a alors la Qroggieté forte ii)
de,debut, c'estfélair. Bien sdr, 3! ignore si les V-C de 1a,theorie
de Tate sont d'un tel type, mais c¢a ne m'étonnerait pas,

e R-seture est l'intersection de l'enveloppe convexe de W
(dans R ® X) avec l'ensemble des AeX tels que 2 - ep-‘
partienne au sous-groupe de X engendré par R (LIE V111;229, §7,
exerc.1).



g_ 556 _"g 1, les iy :
Le fait que <0'oa h) soit egal a 0 ou 4 resulte de ce.
. que crc,o est ‘un poids de P Si. ‘tous les (csoo ‘h> etaient:

‘_'H:_egaux a 0 11 résulterait de i) et ii) q'ae SXo= 0y i..._r_."" '

s 1,

G est reduit a tm point Si. tous les <crod, h> etaient egaux a
‘_*-711 résulterait de’ i) et i) que W= gw pour tout e W
-_1'et X serait isomorphe é. Z ‘avec: ‘action trivi;ale de- W a.utrement

"dit G’ serait isomorphe a G . 0Ona ecarté ces cas. triviaux I

(11 n'est pas tout a fait evident & priori que iii) tradgise
1 hypothese ii:’i.) du debut car e pourrait avoir d'autres
peids que les g . En fait, on verra plus loin qu'il n'en
est rien. )

Voici tme consequence de iii) 1

iv) ona

<> ,x'> = 0, 1 ou -4 :__';_'L-Q\e’w:,;@,fcee R
-<D<,I-I> =-_0-,,1_<_ag-,--.1' - si HeWhueR.

On va d'abord prouver que le Eroduit L gw > Loty H> ~est -_-éga'l
a 0,1 ou ~1. Pour cela, on remarque que, .d'apres iii.) ﬂapﬁli_Qﬁé
a N et a s (9\)= - A,>« , on'a

LD, H>= 0 ou 1 |

A, HY - <9\,u ><xy H> = 0. ou 1.
Par d:.fference, cela fait la formule que je voulais,

Cette formule etabli..e fixons - ?\ et « 4 et choisissons . HeW*
de telle sorte que <k, HY # 0} c'est possible dtaprés ii). Si
IN,x'> est # 0, les deux entiers (A,«'> et x, HY ont
pour produit o ils sont donc tous deux égaux a 1 ou- -1, on
a donc demontre que <). otv> = 0, 1 ou «1, Le méme argument
(ou la " dualité de Langlands " ) montre que (x, H> = 0,1 ax=1
- Note que la propriété iv) entraine deja que J_.'ensemble des
goidis-'de' @ 'es"t' égal A W,_w En effet, il suffit de voir que
W]._w est " R-saturé " y ce qui est clair ! Il s'ensuit que __g_
les poids de vV, ent multiglicite 1 (puisque c'est vrai pour
le poids.dominant ) tous _les poids de P ont_goqr mu_]_.tigl -



e.ftéi.' 'i"ind'ié'ﬁé!de -'Sch!gr : 'd, , et _l'on a deg(;a) d card (w w)

Pour exploiter iv), il est commode de decomgoSer XQ et YQ
'.: Poar cela notons (R )161 les composantes simples du systeme

) ,f}_;de racines R, et posons Ei = B ﬁ Ri (les Bi.{i sont les compo-

,'_‘_:_‘santes connexes du’ "”ra :he_f.:de ‘G_oxeterl; de Wy Not:ons Xi ‘[_‘_31e__-Q-___

"-ﬁ'_"_espace vectoriel de XQ engendre par R, § définissons de- nflénie Yi

~comme. engendre par - Ri . Definissons _ZXC‘_ comme l'orthogonal dans
‘o de la somme directe des Yl 1 itou pour Y " On a’ des decompositio
: ._j en sommo directe o e

xq X, e @ X et Yy = Y ) ® Yi v
= ié I . ié I
qui. refletent la decomposition de G (sur kvYy comme produit
a ilogénie pres, de son centre par des groupes simples 'Gi
V_Si Ne XQ 'je noterai 'Ac et (9\1):.'~ c1 Fes composantes dans

la decomposition ci«-dessus, tnémes notations pour H € YQ . On a:

O B> =<, 5O+ Zl<’>\i,H 2

la propriete (iv) montre que, si N\é€ Wres on a {% °¢> = 0,1,~
.pour tout o § Ri 5 D'apres LI1E VIII.427- 129, cela entraine (si %
est dominant i.e. 81 A  est de la forme Y& 5 avec Y€1)
que "\, est, soit O, soit un poids minuscule dy systéme de
racines (Xi,R ). Le méme. argument montre que, si H= x'h Hi
est soit O, soit un copoids minuscule (i.e. un poids mlnuscule
du systéme dual), Tu trouveras dans Bourbaki, loc.cit., prop.8
une description trés concréte des poids minuscules, ainsi. que
leur détermination pour les systémes simples Aszz’Cz’Ds’Es’E7
(i1 n'y en a pas pour Gys Fy EB) De cette description resulte
ceci

S1 NeTw (resp. H€Ih), selk I, (resp.1 ) l'ensemble
d_eg 161 tels que Ly # 0 (resp. H £ 0). D'apres i) et 11),

ona [,I, = I, I '?' I (note que I’" opére de fagon naturelle
sur  I). Si 1el, , la prop.8 de Bourbaki, LIE VIII,128, Mmontre
qu'il existe un unique Kk (1,0) € tel que wi - soit le 99__ '
fondamental t::r ‘relatif 3 o = cﬁ(‘b 2) , i.e, tel que

1 oe = o (L
<ﬁ'j_':t><v> = { > i

0 81 > # o (i,)) et ¢ B,



_‘]De plus, 19 CGeffiCient de 1:°“(i 1) dans la Plus grande racine'f
']d“ systeme Ri est" egal a 1 Dualement, si ié.ﬁi, 11 existej;;
‘un unique (_l,(i JH) € By tel que :

_ | si' = = (i H)
<oy Hy> = { & -
Lo siis # (l.(i H) et ,Mg B;
le cbéffieienﬁ de @(i H) dans la- plus grande racine de . Ri
est 1, '

Voila l'exploitation de iv) terminde, au moins provisoirement.
.J'ai besoin d'un renseignement supplementaire, lui aussi conse--f
fquence de . iii) Pour 1'exprimer, Je. rappelle d'abord que tout
-systeme de racines R ‘muni d'une base B possede une " invelu-
~tion canonique '!- ," a saveir £ == w s Ol w est l‘uni.que
'element du groupe de Weyl qui transforme B en - B Cette :i.nvolu-
tion- laisse stable les  B;3 je la. noterai XA “a S:l. 2 ) est
le plus haut poids d'une representation irreductible, - 3' tén
‘est le plus bas poids (Bourbaki, LIE VIII 127) Ceci etant :_t‘*

V) oiegt MeéTw et H @ T"h. : s seule :
._v‘l) I,MIy =9 , augyel cas <w51 H> ('lc s Hy > ‘

de W€ W -
vz) I>ﬂIH es gedgit a un seul element {i}, et L'on a

(*)' <9\1,Hi> + <fki’ 1>z 1 ?
ob - | est le transformé de " i bar l'involution fondamentale
déerite ci-d ssus. ' | o o

Ecartons le cas vi) qui est trivial. On a

N, BY = (N, B +Z<31,Hi>
<WQ‘3 H>g <c’ H> Z<,}‘i’ Hj):
dlon /
{2y BY = (wd, HY =Z(<&1,Hi>+<}i,ﬂi>).-



T b e

r_,lé 'ids f

Vu iii), le membre de gauche est 0 1 ‘ou. ~1 D'autre part, si

i € I%ﬂ (que nous avons suppose non vide) <’Ai,Hi> et <’Ai, i>
sont des nombres rationnels > 0 (Voici 1'interpretation deﬁf L
%i’ §i> 3. c 'est 1e coefficient de la racine @(i H) dans

D _ _ndamental A_ o{(i ) Que ce coefficient solt > 0
peut, soit se prouVer a Eriorl, soit simplement se ver% ier~sur _
les tables de ‘Bourbaki LIE VI Planches 13 IX:) De. plus,'Ia.gg~v'
somme (9\1,H ) +-<}1,H > est un éntier  'ce1a résulte de ce. que

:'li 4-'A' =, 31 - W (?i) est un’ ggids radiciel du systeme R

l.e. est une combinaison lineaire a coefficients dans z des
elements de Bi . Ainsi la contribution de tout ié sz\ I

& la somme 3 (<?&1,Hi> + <)1,Hi> ) est > Comme 1e membre
de - gauche est 0,1 ou =1, ce n'est possible que si le membre_en
question est 1, il y a un seul i dans I M IH‘, et la formule
(%) est vraie. Do vl ,
 'Disons qu un poids (fondamental) minuscule SN et un copoids
(fondamental) minuscule H d'an systeme de racines irreductible
(muni d'une base) forment un - cougle Eermis (ou w couple minuscule“
-ou " couple de niveau 4 " 7 Aucune de ces terminologies ne me )

platt ...)' si 1la propriete

™ Oy EY
est satisfaite.
Liéte‘deS”cbuﬁles-permis
'.Les:néfétidné‘sbntjcélles de Bourbaki, Je note i les poids
fondamentaux du systéme considere, et Hi ceux dn systeme dual.,
Iype A, 1 Les poids minuscules sont Tysaees Ty _(i.e. tous les
poids fondamentaux sont minuscules), de méme, les copoids minuscule
sont les H; , 1 <i < e, L‘involution canonique échange i et
£+1 -~ i, Les couples germis sont les H ) tels que 1'un
des indices i,j soit égal 3 1 ou z Autrement ait

(—[31’1-]")" H )g ( j’H1) ] (ﬁ HL)

Les produits scalaires corre8pondants sont respectivement

(BH=3)/ (44).5 3/ (244) 5 (241-3)/(234) 5 3/ (21).
1la representation irreductible correspondant a wy est /\3 r , ol
r est la représentation standard de SL£+1 .

[}



1 €31{5;fj  ; ﬁ.='”"

‘3iIzg_ Bz :'il y a un. seul poids minuscale, le poids i?d' (corres-
'fpondant la representation Spinorielle de 802£+1 ,_si j'osa '

" tdire), de méme, il y: a un seul copoids minuscule H1 . Le ceuple

I (stHil

; )lﬂest Permis. L'involution oanonique est 1'identite. Le_;_.

: 5szge c est le dual du precedent. Il y a un couple permisjr'-

et an seul Cwa, z) La representation correspondant a. wy est
igla representation standard de 3923 . Le produit scalaire<ﬁsa,Hz>
__Test égal a 1/2..'~*- 'f"‘£ i R T
'fIZB_ DL (3 2,4) ily. e trois poids minuscules (aﬁ;ﬁk 1;ZET)
f;corre3pondant a la representation standard et aux deux representa-
E;tions semi-spinorielles de . 302& - si j'ose dire (bis),. De. méme,
ily-a trois copoids minuscules H H1,H£ 4 et H& ‘o Les couples
‘permis sont . '
&= 4 el (73— 353) (‘E.)", )s (T%QH1) ('ﬁfgng,)g (-5 ’H1) (ZI 9H3) 3

LEPS e (Wv p)s (T3LH), (@ g 5, (5,1 -

3Le produit scalaire d'nn tel couple est -1/2. L'involution caneniqa
‘est l'identité si £ est pair, si L est impair, elle fixe A

et permute. Bt et' & | '
Les‘aut_es types. nlont pas de cou:ler ermis'V;\WQE;ai
.;xn; E6 41 j‘a deux poids minuscules (}31,23 ) echangel par_
l'involution canonique, et deux copoids minuscules CHyoo et H6

On a’ <w1,H1> +oh H, D <‘LT,',H1> og,He> = 4/3 + 2/3 = 2, ce
qui montre que ‘(w1,H1) n'est pas permis; le méme. argument s'appli
que aux ‘autres couples. :
_22* E7 t il y a un poids minuscule Wy et un copoids minuscule H]
On a {tr7,H7> +<m7,H7> = <~m—7,H7)+< ,H77 = 3/2 + 3/2 = 3 , ce.
qui montre que (wy,H;) mn'est pas permis. |

Iypes G2,F4,E8 t 11 n'y a pas de poids (ni de copoids) minuscule ,

Telle est la classification des " couples permis "7; Comme. tu voi
ce n'est pas bien compliqué - et ca se trouve dans la littérature

(T.A.8pringer, Jordan Algebras and Algebraic Grogps, Ergebn.75,

§41 - j'ai suivi A peu de choses prés sa méthode).



Une consequence de cette classification est

SR
g Preuvons d'abord : 2 It W
-_..g.]vii) ggggg iex 11 existe r?,.a et He rh tels
Caue Iy My = {11 . e e .
' En effet, comme-{g' [‘IQ), il axiste XET“ tel que i€ XIQ”,
:autrement dit i€ I% avec :j L De méme, 11 existe Hé \h

tel que e IH'. on a alors. i € 1 ) IH dvolt IAJ’WIH -~.{1}
‘puisque I,MN I, a au plus. 4 plement d'aprcs v). _

:Ceeci fait ~on applique v2) le couple (A,H) est un’ couple :
permis pour ‘le systeme de racines_' i Ce dernier est donc bien'
de type classique.

Un rabiot § , _ B _
vi') Ag gg comggsant irredgctible de fR ﬁ‘cét'dé't?gg‘ Daw”
trialitaire.

(Je dis qu'un composant R; de R est " dé type D4 triali-
taire " s1 le stabilisateur de R; dans I a pour_image
dans Aut(R;) un groupe d'ordre 3 ou 6.)

Eﬁ*effet,‘Sﬁpposcns Ry trialitaire, et choisissons A et H
comme dans vii) ci-dessus. Si ¥ appartient. an stabllisateﬁr;dé--

on a (KH)i ¥ Hy , et il en rédsulte que les trois copoids
minuscules de R; sont des " Hi " , donc forment avec A . un

couple permis, Mais ce nf' est pas possible : la liste des couples
permis de la page précédente montre que, pour tout =\ minuscule
de D4 s 11 existe un H minuscule (2 savoir celui de- méme indice)
tel que (%,H) ne soit pas permis.

11 faut considérer vi') comme un complement & vi). En effet,
un D, trialitaire ne mérite pas d'étre considéré comme “classique“-
il ne s'obtient pas au moyen d'algébres a involation, par exemple._]

Les résultats ci-dessus sont ceux que jlavais vraiment en vue.
Toutefois, je m'apercois (uh peu tard ..,) que j'aurais eu intérét
a4 les formuler pour une représentation P semi-simple guelcongue
(a2 noyau fini - mais pas necesnairement irréductible) & poids O
et. 1. I1 n'y a pratiquement rien a changer aux définitions et cons-



;,5_tructions ci-dessus; onra encore X Xq, Y YQ R Ri s h, etc.'T'
ﬁfLa difference essentielle est que, au lieu d'avoir un. poids dﬁmin{
"?nent w -et ses transformes par > gn a un ensemble fini S
‘fd poids. deminants, stable par‘*ﬁ’ . On.a i e Rl 1-e2‘
(1) Pour. tout 161, il existe » eQ_ et He rh tels

g_____ ©; # 0. et Hi # 0. - | ST :

) Si Ldi # o et Hi # 0 e Lg_gggglg (wi,Hi) _ un couple

i.g_gg_g gg;ticglier @y gg Hi sont minu3cules_ _g _3i‘ est L
:de t e classi ue, non trialitaire.l‘}¢]¢*=01.J‘-' . -~‘-‘ri;“f_gf
{3) ‘Si 0 €S1 et HETH , Lllensemble des ijj_g 1-, tgi_'s‘_ij{g‘ e
g # 0 et Hi #0 _aﬁauﬁ lus%unféléﬁéftk?f“ e ];*v"f
Tout ceci peut, soit se déduire du cas irreductlble, soit se
démontrer directement (ce gque je ferai sans doute dans la rédaction
definitive) | o
Note aussi une démonstration directe du falt que les - Hi sont,"

aoit 0, soit minuscules ? on ebserve que la représentation adjoint

‘de‘ G n'a que des poids 0 1 -1 par rappert 3 un conjugue H -
de -h (car elle est contenue: dans P 8(5 ),.en_e donc

<tx ’ H} € {0,1,-1:‘(’ : pouri tout ¢ €R,

ce qui mentre que les composantes Hi de H sont, soit O, seit
_minuscules, cf. Bourbaki, LIE. VIII 127, prop 6.

- Volei une application curieuse de ce qui precede 4]
viii) Soit 8 1'a15ebre de lie de G sur k' Soit o€ R . gg

soit X un élément du sous-esggce g“ ,gg 3 corresgondant a
la. racine o % Alors l'endomor isme Xy de V defin rox
est de cerre nul.,. '

Cela resulte de 1a prop.7 de Bourbaki LIE VIII. 128

 En termes de groupes, on peut reformuler ce resultat ainsi H
notons q& T SL2 - G 1'homomorphisme attache a une racine oc
(et a un épinglage de G). En composant p et Q. s on obtient
une representation linéaire de SL2 dans l'espace V. la traduc-
tion " globale™ de viii) est :

viii') La regresentation po (PN est somme directe de.reggésen-
tations de degre ‘1 ou 2, '



X T

: (On'peu ‘p:eciser si e é Ri : les repr..de degre 4 interv1en.
*;nent dans, aJpartie fixee par Gi , et celles de degré 2 interu’,
"viennent dans l'autre ) | ' T

en} Autre consequence !,;sfﬂf

_ On se ramene aﬁ cas'ou ce. quotient est sim le, 1 e. correspond B

f;a una composant irreductible Ri de ‘R. 8i- l'on designe par Xi

 L(resp. Y ) le réseau associe 2 ce quotient le’ fait que le ‘groupe
: soit simplsment<eonnexe equivaut 3 dire que’ Y, est le reseau

Q(Ri) dea éapoids radiciels, i.e. celui engendre par Ri .;Or,

en tenant compte de ce que le groupe est un: quotient de .Gy on voit
que Yi contient ‘tous les Hi > pour Iiél‘h. Hhis c'est impossibl

"car 1'un au. moins des Hi, oSt minuscule, et l'on sait qu un

'(co)poids minuscule n'est pas combinaison Z-linéaire des (ce)raci-

nes, cf. Bourbaki L1E VIIL. 128, derniere assertion de 1a prop.s
En particulier, agcun guetiegt de G ne peut étre isomorgge

a S szn s etc (méme sur un corps plus grand ‘que k)

(J'avais dtabord essayé de prouver un résultat un peu. plus fort
_que- ix), a savoir que . 1e centre de G est connege. Je ne. sais
apercu que c'était faux ; le groupe associé i une: repr.semi-
spinorielle de Dy , & impair, fournit un contre-exemple.)

11 me faut maintenant discuter de la guestion suivante : ai- je
bien traduit les conditions de départ ? Autrement dit, comment peut
on construire les groupes G qui intewiennent, avec leurs h,
leurs (o et tout le fourbhi ? Je vails essayer de répondre:

On va se donner :
8) une extension galoisienne finie k*/k, de groupe de Galois [
b) un systéme de racines R, de base B, sur lequel [ opére
(en laissant stable B - cela revient 2 dire que l'on se domne
un gfagge de Dynkin, avec action de i dessus)., On fait 1'hypo-
thése que‘leS'com osants_de ce s stéme sont tous ¢1ass1 ues, et
gg'ancnn d'eux n'esf un Da‘frialitaire. |




4 A

Il existe des groupes semi-simples sur k cerrespondant a.

' la donnée b) On peut - les prendre smmplement ‘connexes, Soit G
fl'un d'eum. (the que G est- determine é torsion pres par un ,

r!cocycle dans Ad(E o) Le groupe G __sera la ccmposante semi-simple

'-fgde notre groupe G._f}ﬁ,

Au pomnt ou jten suis, je dlSpose des (compbsahts ifréducti#
"bles de R), des Bi , des X, et ‘des Yi . Je vais maintenant me
;donner, pour chaque- i€ I, tu:elément hy de Y, ‘tel que ? '

c1) hi est soit 0, soit minuscule B
| c2) pour tout 16 I 5 il existe eﬁeei’
de ,Yl soit minuscule' 1 - : R

c3) pour tout . ie 1, 1'ensemble des 'Y h 1 du type .cz) est
" compatible " au sens suivant s 11 existe un 901ds minuscule B
equi forme un couple permis avec chacun : des "x-1hxi"f}? : 2

L I resulte des tables des ‘poAO-14 que, pour les types. A&,Bz
et €y tout ensemble de copoids minuscules est compatible au
sens cindessus. Dans le cas "Dy s un tel ensemble est cempatible

'11 a au plus deux elements. Dans le cas DL,‘:.2>5 ‘les ensembles

compatibles sont ceux & 1 élément, et le. couple (Hz 4 z) _7

el .své#,_e 1 elemenﬂ "‘“Hx‘i'-

Un tel choix est" possible. Voici comment on peut faire 1 on
choisil d'abord un systéme de représentants ‘1, des orbitee
de [ dans I.Si 1i¢ I, , et si ri~ désigne le fixateur‘
de 1 dans ™ , on choisit un ensemble H, de copoids minusculea
de. i qu1 so;t a la fois stable par r; , et compatible ;-c'est
possible,: si R est de type A,B ou C, on prend pour H ‘tous
les copoids minuscu1e3° si - Ri est de type D4 s L'un des ‘sommets
terminaux de son diagramme de Dynkin est fixé par i,vu b),, et
1'on prend les copoids minuscules correspondant aux deux autres
sommets; si R; est de type Dy, 22 5, on prend pour_fgi 1'en-
semble %Hx 4»Hg to Si maintenant i est un élément quelconque
de I, on écrit i sous la forme Y j, avec y €T , j€ Ly,
et l'on définit Hy comme 7Y Hj . Ceci étant, on choisit pour
hy uwn é1ément quelconque de H; 3 les conditions c1), c2) et c3)
sont évidemment satisfaites,

(Moralité : j'aurais da parler plus tét de la notion de gompa-
tibilité.)

les h, définissent, aprés extension des scalaires, un homomor-

i
phisme hg t Gy = Ad G, (note que Ad G, = Ad G).



Je me donne maintenant un T”-ensemble finiz"""S')_ et une

) ,_‘application Ny R (cai) de Q- dans :Xg-_ﬁ ®é1 Xj_ 9‘ oommutant

R

'_a" AR et telle ‘que’ )
d )- pour tout i 6 I ‘et tout wéSl ',
un p@ids minuscule de R ' R
2) pour tout 161 , il exiate A ﬁf?. tel que. coi #: 0 3
d3) si iEI h’ €, €Sy .sont tels que 6y 7’50 et 3' h

Ji #-
.le couple (wi,“g hb’i) est permis,
d4) pour tout 5 € Lo et tout m AQ. 1'ensemble des iéItels

Quo. wi#O et Y~ iy i#o a au plus un- élement._

'y =
(En fait 11 suffit de vérifier d3) et d4) pour )'— 1 1 le cas

rgeneral en resulte, .'v_'u l'action de 1 .)

Hn tel ensemble exi.ste. Exefnple H si' 1€1 ,"‘soiwt‘ Zli' I'Bnlembll

‘des poids minuscules de R; qui sont compatibles avec tous les

=
¥ By

j pon ‘nuls; cet ensemble est non vide d‘apres c3), on prend
pour Q_ la réunion des Zy . -

Jusqu'a présent, je ne me suis occupé que de la partie. sorﬁiﬁ-s‘img
du groupe G chercheé (d'ou les indices " s "), Il me faut mainte-
nant fabriquer une-. Egrt:.e commuta.t:.ve qui la complete. On va voir
que ¢ est possible (mais pas de fagon unique) Pour cela, on se .
donne une fonction e Sl e Q ayant: les proprietes su:.vantes

e,‘)_ e{(w) =0 ou 41 s8'il n'existe aucun 1 €1 avec &3_ # 0
et hy # 03

ez) e(co) = 4 -<¢éi, i> si 1 est tel que ui#o et hi # 0.

(Note qu'il y a en _général plus‘ieurs fonctions e possibles,
a oaﬁsé de la condition e_1.) -

On va maintenant fabriquer ¢

deux 'Q-'es_'paces vectoriels X, et Y_ , de dimension finie, en
dualité, sur lesquels [~ opére (de fagon compatible avec la
dualité) ; .
~une | -application &L o, de $1 dans X,

un élément h, de Y, 3
et cela de telle sorte que l'on ait les propriétés suivantes :



:"-":“f ) X est engendre par les wc; e T
: _"':-_‘.ff Y Y est engendre par I h §i8
-_.'-f3) <““’c i B >—‘ e(w) pour tout g usﬂ_

""'Ges conditions determinﬂt (Xc,Yc,hc, (@ )) 4 isom

‘_ "'-'Cela se veit ‘comme: & la page 3 de cette. (1ongue) lettre. On remrqt
_‘,_"fd'abord que, d'a.pres f ) tout element X de X s'ecrlt '

'x' = Z x(w)w ., avec\ x(w) Q
e | 2

'?;D'ap':‘és | 2), une telle combinaison lineaire est nulle si et seule-
_fment si elle est orthegonale a tous les K h aut:rement: di.t: si

Z x(&)(x = 0 ' pour tout Y‘r ,
(f)z x(w) e(‘h/&\) = 0 pour tout 3 3 i" EE
on peut alcrs definir X comme l'ensemble des - Z: x(m)w dg'ic
la relation «( £).. On prend pour Y -le. dual de ‘X . L! application

D, - X, est ‘évidente. L‘element h ‘de '_Y-c est defini comme la
-forme 1ineaire PiE x(w)w HZ x(w)e(w) S

~Ceci étant, on peut (enfin) définir le systeme de racines " ::e-j
ductif ¥ que l'on veut. On pose

Xq = X, 0 @ x, YT Y e Dy, (h,(h)),

et on envoie () dans XQ comme on pense t W > (CJ ,(o.) ))

Comme l'application f(i - X. n'est pas necessairement injective,
'j"appe-l-ie £) son image., Les éldments de S) sont des goids
dominants du systéme de racines ainsi défini, Soit W = W(R.) le
groupe de Weyl de R. Le point essentiel des constructions précé-
dentes est :

g) Pour tout wé€{)l et tout wéW , on a <ww,h') =0 ou 1.

Remarque d'abord que w¢ = O +Z L7 i s ol LY désigne

la i-iéme composante de w. On en tire ¢
{wwsh) = (o ,h.> + 2 gy, hy>
= e(a) + z<wiwi,hi> .

Suppose d'abord qu'il n'y ait aucun i €1 tel que 0y #0 et
h; # 0. La somme des (Wi, , h;) est alors nulle. Comme e(w) est
égal & O ou 1 d'aprés e,l), cela donne le résultat voulu.,



aigelei sl

Suppose maintenant qu'il existe ié 1 tel que (Dii%féffeéffﬂe

"h # 0.._Cet i est unique, et l'on a‘"‘ I

<ww,h>-‘ (w) +‘ <wco h‘> A e
':iﬁ" 1 <@i ,h.> + <Wi i’ hy > 'apres e2) et f3)

-eOfiles" wi i sont les poids de la representation minuscule .
du. groupe Gi de poids dominant 1; le plus haut de ces poids
-:est mi s 1e plus ‘bas. est -l (ou W pewo' est 1'involution'~:
.canonique habituelle) Comme hi est un copoids dominant, on en
' cenclut ‘que . <Wi o] £> ai *rtient 41! intervalle 4“1’*‘>’2 <ai,1
';Cet intervalle ‘est” de longueur 1: cela: resulte de d3) ‘De plus,
eles differences entre ‘les divers <wiu& hi> (pour Wy variable)
jsont des entiers car hi est un copoids. On en conclut (ceci
:pourrait étre enance en lemme sur les couples permis) que o L
(wiwi s i> est égal, soit a (wi, i>’ soit 3 = bdi,h ) <wi,h> - 1
Dans. le premier cas, on a {ww ,h> = 1, et dans le second on &
{wu,h> = 0 cqfd.

Ouf! La situation radicielle du ‘début est maintenant reconstituee
Bien sur, or prend pour reseaL X le sousngroupe de XQ- engendre
par () , et on définit Y comme son . Z-dual. On prend un’ groupe _
correspondant (il est défini 3 torsion interleure preés, eomme je:
l'ai déjé signale) Des résultats généraux connus (voir. par. exemple
Tits) entrainent qu'il admet une représentation 1inea1re fidele '
dont les poids. (multiplicites non comprises) sont les elements
de W.{l. (leurs poids dominants sont les éléments de L. ) 81
(et;seulemenf sl ...) [T  opére transitivement sur -fl-, on peut
cholsgir la,feprésentation ci-dessus knirreductible. Bref,‘on a.
gagneé,

On peut maintenant se mettre 3 faire des exercices variés. Par
exemple : comment calcule-t-on la dimension de la representation P
(supposée ke-irréductible) 7 Si d est l'indice de Schur, on ,
remarque que, sur k' , © se décompose en d fois la somme de
représeﬁtations‘irréductibles V, 1indexées par w ¢S (sur lequel
i~ opére transitivement je 1'ai dit). Et la dimension de v,



f;ikaSt slmPlem,nt e;' _ A lag) est le degre de la represen-
:Tfﬁtation irreductible correspondant au'poids eg. (si w i = 0 , on-
A d(w )!—1, “on peut donc ‘se borner a; regarder les i tels )
i «Jque 0 i # 0) Finalement, on obtient 1 T
deg(f) = d]!ﬂ5;ﬁ] d(w )
e _ LR e ‘ .
:(Je rappelle 1es degrés des representations minuscules

‘,,<»+1)z/2 Vien (”*‘) yeres 231

{A&F 1
QBL::Q 2% (spinorielle !)
?Qcéeﬁgézl, (standard ') -'. ; PR
Dy 120 (standard) ot g%t ;201 (semiés'p-inpfiél'i:esi")ff-'f)' e

Voici un petit corollaire amusant :@ :
8i deg(p) est impair, tous les composants irreductibles de R
sont de type &, Clest clair sar la formule ci-dessus.

On peut aussi faire la 1iste des representations minuscules f_e
ordonnees ggr degge croissan + On trouve !

Aegnd 2 3 A
j/“ a4
3 : A — ”“\‘{” e

A3=D3 et B,=GC, Bt

O 00~ o\nn'¢{
e - -l -y - - ... a9 “ L)

40
1 14
n 42

0..

B4 5 Bg 4 C55 Dg

14> Cgs Dg

(Toutes ces représentations sont des représentations " standard:

a4 l'exception de celle de B3 en degré 8, qui est une représentaw
tion spinorielle, et de celle de A, en degré 10 qui est la
puissance extérieure deuxiéme de la représentation standard.)



.::‘:..__‘-de Lien'a " ey #0l pour tout i et d'ailleurs Sty ;

Rabiot ~-Le cas irreductible, avec \Il\-z 1 (1e commutant de la _
;jrepresentaticn a pour centre k ) Si' © designe l'uniqug element
' 'UK o ;**
‘pour tout | €T : toutes les composantes de ¢ sont des poids
‘minuscules. Cela entraine quiyne seule des composantes hi de  h
est # O. Comme " rh engendre Y on en déduit que . ogere trar
sitivement sur l'ensemble I, lLa composante semi- simple de G

s obtient donc, par restriction des scalaires relatiueménﬁxa uner‘

:?extension finie k1 de ky i1 partir d'un k1-groupe simple G1 |

.' _1de type classique (et pas D4 trialitalre) Ia represent&tion fﬁ

" est Im'-“ horme " (produit tensoriel de’ conjuguees) d'une repre-_i

rsentatlon minuscule de f” Quant 3 la composante centrale de G
c'est simplement G ) cela se voit soit directement, solt en

utilisant la. description de X, Y domnée ciwdessus, compte tenu

de ce que L, - est fixé par r* . Bref, on a la situation bien f
'en.main .

Salut et fraternite

J-0 Sesa

PS - Une question qui me semble intéressante : quelle est la
traduction en termes de mes X, Y, etc de ton " groupe multi-
plicatif qui donne les poids " ? C'est un élément de Yq - Lequel
J'espere que nous pourrons en discuter un de ces jours.

CJP) 6 o V\M’"/tf’{”‘ skio ’f;;



