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Cher Serre,

Voici les résultats promis sur les schémas en groupes de type

('pr.p') ‘.

I. - Généfaliﬁés sur les (A'/A)-groupes.

La notion de "bonne réduction potentielle” pour les schémas
en groupes finis et plats semble devoir 8tre utile dans des cir-
constances,variéés et'éeut &8tre définie dans un cadre trésrééﬁé4
ral, Mais, pour éviter de m'enliser dans les sorites, je vais me
restreindre a 1a situation-suivahte t

K est un corps local de car. O , 3 corps résiduel parfait k
de car. p £. 0 , K est une cl8ture algébrique de K , G =
Gal(EVK)-, G' = sous-groupe ocuvert de G , K' = KO , J =
G/G' = Gal{K'/K) , G, » Gé et 'J, sont les sous-groupes d'inex
tiede G , G' et J, A = entiers de K, A' = entier de K!'
k' = corps régiduel de K' ,

J'appelle (A'/A)-groupe (abrévation pour (A'/A)-schéma en
groupes fini et plat de rang une puissance de p ) la donnée Q'ur
A'-schéma en groupes ‘QA, , fini et plat, de rang une puissance ¢
P , muni d'une action semi-lindaire de J (si tu préféres, on a
une action de J sur l'algdbre affine de Un+ .+ compatible avec
la structure d¢ A-algébre, avec le coproduit et la counité, et
vérifiant

glax) = ga.gx , s8i ge J, acld' , Xe& O(Uas) )
De m@me, j'emploierai l'expression " K-groupe" comme abrévatio

pour p-groupe abélien fini sur leguel G opére 1inéairemeh€&



Si U est un’ K-groupe, je note UK 1e K—schema en - groupes:
fini et plat defini par -0 (K) = U et je pose U = UKxK‘

Je dirai que- U acquiert bonne reduction sur K' 'si‘_gkj'raﬁef

met un prolongement finl et plat sur A' .

=A'
qui acquiert bonne réduction sur K"- ona U= A,(K)_a

A'tcut (A'/A)-groupe U,, , on peut associer un- K-groupe U:

HOm alg(o(UA') K) , 1ltaction de G étant définie par
(gul(x) = g(u(g™ %))
(en nétant g l'image de g ¢ G 'daﬁs J ).

Qn_awégalement_un foncteur dans l'autre sens ; si U -estiun_
K—groupe qui acguiert bdnng;réduction sur K!' ,}Qn:pgﬁti&ﬁ#@Ciéf,
a2 U le "modéle de Raynaud" Upe de UK' i
appelle son prolongement minimal, Par unicité dudit modéle, jﬁ 7.

, L.e. cg-qﬁexhaiﬁaud
opére -semi-lindairement sur . Uy, .
Que;ques remarques trivialeéigour.en terminer avec ces générg-
lités s ey N
1. - Si 1'indice de ramification absolu¥de K' est < p-1 (ave
le grain de sel habituel, cela reste vrai s'il est égal a p-1 7},
il résulte de Raynaud que le prolongement fini'et.platnde v,
lorsqu'il existe, est unique, ce qui nous donne alors une équiva-
lence entre la catégorie des K-~groupes ayant bonne réduction suj

K' et celle des (A'/A)-groupes.

2. - 8i K" est une extension finie de K' contenue dans K , «
si U est un K-groupe qui acquiert bonne réduction sur K' , a.
lors il acquiert évidemment aussi bonne réduction sur K" , La r¢
ciproque est fausse en général, mais vraie si K"/K' est non ra.
mifiée : si U,, = SpecB et si J' = Gal(K"/K') , alor? Uy =
SpecBJ} (cela résulte immédiatement de ce que A“ﬁh,BJ = B ).

&) v Compfis, Winades o el & Ao R#L?N’W’-ﬁ{



= p-1 , ce gui precéde et Raynaud montrent que tout

Kl
'K—groupe U ,qui est semi—simple en. tant que -G —module, acquiert

3., - 81

bonne,reduction sur K' . | L} L
De méme, si egi < Pl 4 i1 est facile de- caractériser les
ngroupeé%;emi-simples en tant. que G —modules, qui acquierent bc

ne reduction sur K' : si 7%1 2 G —a E h est un caractere fonda—

mental de niveau h , sa restriction & G' est la. puissance.
K.—ieme d'un caractere fondamental de niveau h . On voit donc
gue , pour que U aﬂga&eab bonne réduction sur K' , il faut et
il suffit que, pour tout -h et tout i # O tels que le caracte:

XL; ;ntérvient,dans U .avec une multiplicite non nulle ; si 1‘or
pose - 'eK,i E_ioirilp+ geei-ih ~ph &) (mod (p -l) ) . avec

o £ ij

(Par exemple, pour p = 5

) 81 ep, = 2 ou 3, Xi  a bonne fé-
duction pour tout 1 ; en revanche ‘X§ , avec O « 1< 24 ;:‘“?“'H
i #0,6,12,18 , a bonne réduction, si et seulement si,

- lorsque ex = 2 ; { =1,3,5,13,15 ou 17 ,

- lorsque e, =3 , i l;2,4,5,8,9,10,13,14,16,17,20,21;22~)._7

4, - Contrairement 3 ce qui se passe pour les variétés abéliennes
ou les groupes pwdivisibles, dans la notion de K—groupe ayant
bonne réduction sur K' , il est essentiel que K' soit fixe E
pour un U donné, i1 y a toujours un K' sur lequel il acgquie:
bonne réduction, mais les exemples précédents montrent que;-mﬁme
lorsque le corps résiduel est algébriguement clos, i} n'y en a p:
un qui est plus beau gue les autres.(du moins de faé%ﬁrgzidenté:x
¢¥ non trlviale n awﬁ-ivu)

5. - S1i U est un (A'/A)-groupe, par réduction, J opére

Al

k'-semi-linéairement sur la fibre spéciale U,

tous les objets qui lui sont fonct@riellement associés, tels que

(ainsi que sur

module de Dieudonné, espace tangent, différéntiellés invarﬁgntgs,



iI.

9
S

etc...). Clest. particulierement interessant 1orsque K'/K est tt

talement ramifiée (i e. 1orsque K = k' ) puisque 1'on dispose 1
alors d'un homomorphisme de J- dans le groupe des automorphisme*

de 1a fibre 8peciale.

- Venons-en maintenant a la situation qui nous interesse g:le"'

cas p£2 ,K= Qp‘, K' = 1'unique extension de degre (p—l)/2

cohténﬁe dans Qp(Rfi) .

Il;ést'facile de”aécrire les (A'/A)-groupes 'UA.

que l'action de Go sur U est semi-simple : (I 3) nous donne

qui sont b

la liste des U posSibles ¢+ pour chacun ﬁ'eux, on regardg le. 

K'-groupe défini par restriction ; par hypothése, ii'aaﬁet uﬁ;:

prolongement fini et plat, et, comme celui-ci est unique, ctast

Upr 1t le papier de Raynaud au bull, de la:S.M.F; hous'fdurnitldés

équations explicites pour U et l'action de J -s'éerit Eoﬁte

Al
seule,

On peut alors regarder comment est fichue la fibre spédialg,
HF , munie de l'action de J 3 on peut aussi décrire le module

p
de Dieudonne M= Hom(U CW) de EF ", qui est un vectoriel su:

F '
FP de mame-dimquuéf/muni d'une actign de F et V (linéaires
avec FV = VF = O ) et d'une action de J , également linéairé-
et gui commute avec F et V

ﬁé point est que, si dimU= 1 ou 2 , la connaissance de gF_
rmuni de l'action de J {(ou, ce qui revient au méme, de M °
muni de l'action de F , V et J ) détermine liaction de G, s
U 7 i1 détermine méme l'action de G sur U , sauf si dimU= 2
et U est un Go-module gimple,

Il reste le cas dimU=2 et agtion de G <non semi-simple;

mails & que tu saks a représentation asgdci

a ta formel kérdit ce cas




1. Le cas ob GimU=1 . . el
Sbiﬁ'ﬁ[-eGA;%aE; lle caractere cyclotomique (on a donc, pour.
tou£ g e—G', ge,— £ (g) .pour ‘tout. . e—@—q& et aussi si_IT,i
est ‘une uniformisante de K' tello&ue r‘P l)/zc Qp" 7. ‘i o
gﬁ = fk(gilﬂ' en notant La] le representant de Teichmﬁller de
a € \Fp_ dans zp ). Pour tout a & ll'-‘p 2 notons 7a : G ﬁin : 1e
caractére non ramifié tel que 7 (Frob) a (si &P ; = [a]
a donc gi [aa(g)]d\ pour tout g €G ),

On trouve alors (il n'y a rien & faire, il,n‘y‘a‘qn‘é écrifoj

Proposition. - Soit U un K-groupe de dimension 1 sur ?p :Eﬁt

soit fa K , avec a p;Fp , 0 i p-1 , le caractere de la rep

sentation qu'il définit., Alors U. a_ bonne reduction sur K' 5;3

1) si i ‘est Eaif, QA.‘_est etalg,sﬂﬂF\ =IF [x]/(x -ax)
avec gx =;1fi(§)X',“EOUr toutf-g-éﬁﬁ~ r Mu-_'identifie,aufsoua

Fp-espace‘vectoriel de O(U. ) engendré par x avec méme action
. 2 e
de J et Fx = ax , Vx = O ,

ii) 8i i est impair, Ups est de type mult; (i.e. son dual

est 5&3&%&9) O(UF ) = F [kj/x , avec gx =/t (§)x I égug'-

P o=
tout g < J + M sg'identifie au sous—Fp-esQace vectoriel de

o(Ug ) engendré par x avec méme action de J et Fx = O ,
P -1 '
Vx = a x

(j'ai noté § un reldvement quelconque, dans G de gg J. ).
Tu remarqueras que le cas dimU= 1 est en fait stupide Qé
se déduit par extension des scalaires d'un groupe défini sur A =
zp et on tord par le caractére 1; ou 1;'1 ¢ l'exposant étant

cheisi pair pour que ce soit un caractére de J ,

2. Le cas ol dimU = 2 et U a une droite stable par G, .

Le cas (1) nous montre qu'il v a trois possibilités pour

Us = U_ xF_ 3
=F —F
p p P



'f;— ou bien c! est Z/pZ)cZ/pZ

b ou bien c est '-f"'r X "Ap

*ﬁf-'ou bien c! est Wé:czggl'

'~~Dans les deux premiers cas, 1'action de Gb_ Sur dettJf'se fait

:fvia une puissance paire de 'K (somme de deux nombres pairs dans
;:1e premier cas, impairs dans le second). l | : S _‘. 
Dans le troisieme cas, on voit que le groupe des points de la
__composantﬁheutre de . UA ;.a valeurs dans-'ﬁi, est stable par HG
donc U. 1ui-méme n'est pas 1rreductible et l‘etude de son semi-

'simplifie se ramene au cas (l)

Remargue.'—Contrairement a ce que j avais annonée un. peu vite'en
bas de 1a page 4., la donnee de U (tel quer U— = W-:cgégg
muni d'une action de J ne me permet pas da dire si 1 action
de G sur U est ou ‘non semi-simple. Quelque soit l'action -

de J , je peux donner un exemple de chacun des deux types

3. Le cas ou dimtJ— 2 ot U est un G —module simple

Je ne m' interesse qu'a 1°' action de l'inertie et je vais m'au—-
toriser a tordre implicitement par des caractéres non ramifies.?
L3 encore, 11 suffit de tout écrire (je note xé H G — Fx > ‘un

p
,caggcterg~£9ndamental de niveau 2 ):

Proposition, - Soit U un K~groupe, qui est un F —vectoriel dc

dimension 2 . On suppose que l'action de Go sur U se fgit

- D ) !
A travers les caractédres X; et k% » Bvec i et 1i' des en-

tiers non divisibles par p+l (donc i m pi! mod(pgul) ). Soient

5. 3',r,r' les entiérs'définis par

Hilu(p=-l)/2 = J+’pJ_'+r(pZ—l) .
1'.(p-1)/2 = §' +pi+r'(p3-1) ,

avec 0 g 1,3°< p-1 .

Pour gue U ait bonne réduction sur K', il faut et il suffit

que j 4 (p-1)/2 et j' < (p~1)/2 . S'il en est ainsi, on a

oy = A'CX,X[]/(XP—HJ'X';X'p—njx) , 2vec, pour tout g € J ,

Up+)

#



-" ??'gx ;,_-zr(ﬁ)x ; gX'ﬁ;3xf (Q)X' E M est un Ep—vectoriel de |

-dimension 2 sur lequel l'action de F et celle de V ;sont

'toutes deux nilpotentes et 1'action de J se fait a travers 1es

_ caracteres ?(_ et k—Zr | R

_jRemargue : Plus précisement jlai M
9(x) =K72T(@)x , glx') =X gy,

= P ix@F Jx' , avec

e ; x! si j' z-o-;. TS si- j =
Fx. —% o et  Fx! =i " L o
B o ,sinon 1 ' o 0. sinon';r;};a _
| x' si § = (p-1)/2, U yx sl g (p— _.)/z .
VX =4 et T Vx! =Z .

0 sinon . ‘0 sinon .___‘
;'Proposition. - Soit UA - un (A'/A)—groupe, tel que M _e_t_a_______
,wp-vectoriel da dimensiOn 2, avec action de F et V‘ ELJl;;t
_tente et action de J & travers les caracteres x"zsf'ggikf}j}

-avec 8 et s'. des entiers verifiants ”Ofé's '3 s < (p~1)/2

-

Alors 1‘action de Go Sur U se fait a travers les caracteres*

%2 et % _; avec i = 1+ 2s'+42s8p et it = p4-25+-2$ p .‘  fj

Demonstration. - Comme F et V sont nilpotents, 11, l et II 2*

impliquent qu'il n'y a pas de droite de ‘U  stable par G, .iQﬁ;
est donc dans la situation de la proposition précéﬁente,uavé¢;déé
entiers i,i',j,3',r,r' convenables, 8i r et r! ;sont‘défihis
modulo (p-1)/2 , r(p?—l) et r'(pz-l) sont défiﬂié modﬁlbf;.
(pz-l)(p—l)/2 ., tout comme i(p-~l)/2 et ri'(p-l)/zlﬂ(pui$§ﬁ§ f;f
et i' ne sont définis que modulo pz-l). On peut donc choisi; 
i et i' pourque r =s , r!' = s' .,
De i.(p-1)/2 = ‘j+pj'+s(p2—l) , on tire

1.(p-1)/2 = J+ 3'+ (25" +2s(p+1)).(p-1)/2 , et (p-1)/2 divise
donc j+j' . Comme O < j,i'g (p-1)/2 et comme
(= ' =0 ou (p-l)/2) entraine que p+l divise i , on a
J+3i' = (p=-1)/2 , D'out i = l-+2j'-+25(p+1)..



De méme. i'*— 1+-2j+-23 (p+l)

L (p-l) - 2j % 23'(9...1)
P‘ 21'4-25 (p+l) a% ', _-. j~, g Ny

':; cOmme i’ = (mod (p wl))

oﬁ a
p 2j’¥ 25 (p+l)

p+ 2pj‘ + 2s(p+l)
ou encore, en divisant par

(noa "('é‘z-:‘:él_ ))(cm ' )_;{‘

_s‘_ Eﬁ j'-+s (mod (p-l)/2 )

(mod (p—l)/Z )

(p-1)/2 et 0%
~sauf. peut etre si

”_Ou. v =

‘8'-8 .
fqr_;oiglj'ﬁé slwg < (pﬁl)/2 B Donc
s , od l’on peut avoir j"y (p—l)/2
j:ﬂans ce dernier cas, 11 suffit d‘échanger. i et

N pour se ramener & j' = 8'-s ,

14+2(s'=8) + 28(p+l) = 1+_2_s_=.'+'-”2s'§"' et
P-2(8'-5) + 25' (p+l)

| j’

‘.dOﬂC j = 0

i'A,dong i et .3
Finalémént;
i 'l=

= p+2s+2s'p .
TIX. Applications

Dans la situation gui t'interesse, comme on connatt detU 'if
suffit d'informations trés partielles sur le module galoisien M

pour connaitre U ., Si tu n'aimes pas le module de Dieudonne, ‘tu
peux t'en passer pagbé que

- le noyau de V dans

M s'identifie canoniquement 3

Hom(gF +G_) et aussi & l'espace tangent du dual de QF H

r 7 o P

~ le quotient M/FM s'identifie canoniquement 3 l'espace cotan-
gent de i} , et aussi a4 l'espace vectoriel des formes différen-
tielles invariantes sur U, (l'action de V étant alors 11 opé-

o p

ration de Cartier).

'De l'examen des différentes possiblités

, tu peux déduire alors
deg;tasiqéh0pc§éfyétiés;fPar exemple

Seit k un entier pair £ p

et solt U
de type:

Opr um (A'/A)-mwa.e.
(p,p) . On: .suppose que G ogére sur detU
a) Go

par X7
x-1 p(k-1)
opére sur U par x et 'X des que 1'une des




Iv.

' conditions suivantes est realisee N

si) HF-' est connexe et il existe un element“non nul de l'es
ce tangentpéui ‘ast invariant par J H ‘ o _ . ——
11) —F~ est connexe et il existe un . elément non nul de It es
pace tanqegt sur lequel J opere comme Xk—  ;f : =
iii) QF est connexe et . J -opere sur 1l'espace tangent a tfa
vers les caractdres. 'X et.’k ., avec O 2-5_5‘5 <L (p«l)/z
ol 8 et s' appartiennent & une certaine 1iste.qui est telle
que larseule fagqn_d'avoir, l4+28 428" = k-L ‘est 8 =.0 ; 2é@f§.
k-2 (e.g. 2s,2s' ¢ {,o,k-z,p+1_k} , en excluant unengp_deu£f§a%

leurs de Xk pour chaque p ).

b) S'il existe a e—mp tel gue 1'une des deux.condifions3éuivai

tes est réa;isée
i) il.éxiéte une forme différentielle invariante non nullerﬂf
de pr ' Eélle'quéw Vo = aw et guw= “Xp+l*k(§}w" pour " tout ge
ii) il existe un élément non nufﬁae 1l'espace tangent du dual
de Ur qui est tel que FY = af et qui est invariant par J ,
Alors k-1
= £

?
-s1 aZo, u o~ | ® ) ’
B 1a
-5 a=0, llactionde G, sur U ge fait par 5™ et

k-1
(Kg( )

Question : Lorsque aP est premier & p est-ce que Deligne sait
que l'action de l'inertie est semi~-simple ? Si oui, comment le

sait-i1 ?

-~ L'ingrédient essentiel de toute cette hist@ire est donc le papi
de Raynaud et je ne me suis finalement pas servi de ma classifi-
cation des schémas en groupes finis et plats sur A' , Celle-ci .
en revanche devrait &tre utile si on veut aller plus loin et re-

garder les groupes p-didsibles associés aux’?é@ﬁbes modulaires,



- g0 e

Par exemple, dans. la situation qui nous interesse,:et lorsque

ap‘ 0 (mod P ) le groupe ;QA.“

visible connexe de dim, 2 et hauteur 4 (en fait bien sﬁr, Mu ﬁ1

se plonge dans un groupe p~diw

Q;-qroupe pudivisible qpi acquiert bonne reduction sur K' “)7 o
lui-ci n'est pas unique, mais il y en a un qui est plus beau que

les. autres.

~

Bien a toi,

Qe & et



