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8L seulement un souﬂ-grnupa d'ordre p. Blen. sar, K (p) es

| an pourrais na?vument a'y attendre),

)  med fles poinrs de d vipi
enne J,(p) ae la eourbe m@dulaira (p)

' d’@ T&te esx, muni.g de faggn nagugei le d'tm Soaa-gxoap@*i"' .
‘maia Pﬁﬁ d'um point é'erﬂre pe L

- Je not& X (p) la courbe qui elassi‘ie Ies (E, C), o& C'Tfﬂ

un’ ruvétemant de X (p) (de degre (P*1)/2,, et non P"1 quméf

Je note .J (p) ot J (p) les jacobiennes cor"eanondanteaif_

 E£ je. nnte'TJ / (p) 1@ nuyau {ou 1la: comp.connexe du noyau) -
de g (p) ST 5 (p). Clest mur?out Bur A que 1’on txava*lwugj

lezaa ce sent lea gaints d'ordre ’ini da a qui nous imteras;f

.'€~2~ mw

11 ya o ?au? “une ser“e d’epe"ateuzs sur Xi(p,, (p}
at A qui vnnt juuwm un -péle essential d&ns ia uu*te. Ila _
vérifient da Jolies formulas que je ne re garantis ‘pas. entieof?

'f] rememt (vu !ea “sagnea" poss;u}ee) Voici cea operateura :




 ;&es poinzs gixes. gj T
- Opéragew T& (& premier, & # p) B T
R | ¢ ssecie a (E ch) les &+1 aystémes (E/Cr QJMJ

| C’@Stfﬁrasque l'aperateur T 11 assbcie (F,C,x') les :
f(E/ci,C,uj comme cindesans, on Ci (i = i,o..,p) designa 1&8

P soua-groupes d'ardze P de ‘E ; g;gcgs du groupa c Jlui-
méme, B ”

Caa operateurs sont gg;gga sgg

Q. s ,c b

”X1(pfj(1.e. sur les formes invariantas aur 31(p)), et qu‘an :
-identlfie ces formes & des formas modulnires de poids 2, on
trouve las operatqurs : h&bituellement notes de cette .j{
mnniére.- ' SN

QREEEESEE&

Soit ‘'z une racine primitive p-éme de 1. Si (E c 4 5) ast
comma d‘hﬂbitude, la courbe E/C se. trouve mund d'un sous-;Vﬁ
graupe d'ordre p (& savolr E, /C) qui (par dualite de Wbil)
est. canoniquement 2/pZ. Gréace. é z, Jje peux identifier ce .
‘sous-gronpa é ‘ ﬂp « D'olt un automorphisme W, de x,(ﬁ)\ |
qui est g_g;g;g 2, 0n a .

+4

,Entggrt;¢ulier, W= W, 8i et gseulement sl z'= 1z

'] z



Bien sﬂr, les. W ne sont définis'que aur le corps
 p1us grand sausacorpa reel de Q(Fb)' De plua, ils e.cc
_hpas aux Rﬂ,Tp,ﬂ maia ont avec _eux des relatiens qui aant
:”esaenriellee pour la snite; ‘ | ~,--. ,,

Nﬁtons H (paur ﬁecke) l'algehre d'eoemateurs {sur ;Q}' [
"Hee par Ias Rd* T&’ U 3 e est une algebze commuta;tve
(je 1a eonsidere comme une. aousualgébre da l'algebra des_end
_morphismna de J,(p). pour fixer les idées « cela revienf aussi
a la considerer comne - algébre de classes da correspondances e
(sur la eaurba x,(p)). Si T est une correspondance, je note

¥ (?) - (i) L'&lgébge g,,eatstail_i. 

(hr) sur A, ona U = p.u -t sur J (p}. eutea w ~(qu
ese alors indépemdant de z, et qu*on note W), e

'g@ p&s rédigé une démonstration détaillee de ce_ th., mai
je me*ﬁugs essentiellement convaincu qu'll etait vraiﬁz.. 11
- . ;;t dans 1es papiers de Shimura que!que part (encare
faudraw-u savoir les déchiffrer). B P
Poar 1a auite, la formule U = p sera. particulierement
importante.; ' : o
(Note une fagon peu fatigante de vérifier les formulea du’ th,
ciudessus.; on remArque que deux endom, de A (par exemple) soni
ég&ux a‘ils opérent de la méme facon sur les formea ‘de tére _fl
espéce, .2, sur les formes modulaires de poids 2; on,applique'
alors 1&3 formules atandard, ct. par ezemple thése de W.Li, y

(Reférence pour les Wé t Mazur-Tate, Invent, 22 (1973),
.41~&9 .y Qul ont regardé 1a cas p=13, ~ Dans ce.cas, A =

J (p) ast: de dim,23ona H = Q(Ve3) = Qg ) et l'algibre .

engendrée par H et W, est MQ(Q); dtol le fait que . A est

1aogene(sar une exeension de Q) au produit dtune courbe ellip-

tique par ellewméma* toutefois A est simple sur Q. Clest

un exemgie qui m'a beaucoup servi 3 comprendre la aituation.)



_a.&w %mn"lo 't (avec & # p . bien gﬁ:) |
La situation ge reduit parfaitement bien 3 c‘est lisse et
tout, Om cbtient donc une var. abelienme J‘(p), resP. J (P)s
,resp. Ar sur Ie corgs Fg ; on peue parler de son endomnrphiemu
de Frobmi_m Fafz et de son Versahiabung v 'y . 0:: a, o

.‘rheoréme‘ (Eiﬁhlera-snimura) - ‘1& = RzFx. * Vx. .

(Je‘x%ﬁﬁaile que E&V‘g = 5 , ot auasi qne (F )' = ‘lz - ce
_qui mﬂiﬂ& red@nne d'au!.em la fomle donnant ('1‘3)'.) .)
Fst a

?f Eﬁta aussi 1a formula W F& » equivalente &

zsentat S-a ;gges (ou p-adiques)

Qecup@nsemus des representatiam de 3.9algebze ﬁ‘o Cet:t:e
lgébr ";.dere aur des tas da ehasas : e

(it){'h&m!agi& (é coaf. dana Q) de Ty (p) i =
(1!.3.) hnmologi.e Zeadique (.o, module de ‘rat.:e) de J, (P). .
La t:héorie tz-a.nscendante mont:te que 1a mprw (:L) est 3@,

‘est: cesmu. .'-_l;quanﬂ on connatt les val.propres das opémtetma ‘
de ‘Heeka -¥ Note que tom:es les formes sont ici des "newforms“
du fsit: qu'on aat en poids 2 et que le niveau P est un SR
nambm promier.) Les fourbis généraux sur lee courbes montrent
que 19:3 repr, (ii) et (:!.:!.1) sont equi.valentes entre elles et
aonﬁ equivalentes & (i) + t:rans;msée de (1), 'eat-a«dire a

{J'ai aublie de faire une remarque sur H , qui est parfais
utile : ﬁ est engendrée par les T, w ce n'est pas
la pei.na d'y met:t:re les Ry et Us i1 @at néma engendre par
les T& aﬁ 2. parcourt n'importa quel ensemble de denaite A,

La: fagma dont. on HEHNEWEX constrult les repr. &-»adi.quea 7
est m&!.ntenam claire : disons .qu'on veut construire la Tepr.
-&-ad&qw associee 4 un facteur K de pagggg,m Qz 8 H . 35_
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SR
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 ‘1’on nata'ﬂ" 1e projaefaur de Q& ® ﬂ sur K, on prend_"a'
g.lefmodule de Tate v, 1e mﬂrceau decaupé par - TF 0'@5&
" Kwespace veetoxiel de dimenaion 2, oﬁ opére . G&;ois. 13 est
3peut»étve plus ‘conmode de. prendre 1as uhusea un.peu. autremsnt,
1.&;‘&'étendre les sealaires (3 une extension. finie asaex 3rﬂﬁd¢
2, de Qg y st de considerer un gaﬁctége &t ﬁ - Jl _
;praad‘Aiars le sousosapace propre de 41 ® V& correspoadant
5 clest uh 51 geespace veetartel de. dimenslom 24 _"_T”
éLﬂ ﬂueation " a ""paur un catactere t'intrigue paut-atra 1
c'est qg? je veux rappeler qua 1'1mage pRE a de’ Tq=§§ aat_
.‘f" qgéma'valeur prapre de . Hecke* et 1’image de Ry par &
est le E(d) ﬁrﬂditioﬂnel 8. etant v comme un homomorﬁhér‘
da, {+1} dans .) - L o -
Rotonsugv& - ‘le sous-espace propre en qaaation, Gn a une
&eglgn gﬁturelle de’ Galcis sur V g a- qui est non ramifiee Gﬁ
dehors de p et de 2. Je vais montrer {tcuc g8 est dans “‘
‘Shimura‘i.v) qua ‘ctest 1a rap*. de degré 2 quelje veux, éﬁ"*'
-cela pres'ﬁue je me suis mel debrouille srerenat
' '%"n Soit q 5 '

_ Fﬁ (opéranﬁ sur v& ) est' gm_gga
: 881 E(q)“*q P e B

(J'ﬁi”%ﬂte al llimage de Tq per le carsctize &, Dang:iji
Iea no##tinﬁe standard, on & a; = aq (congugaxaon csmplaxe)

,n,\,(q) = = €(q); autrement dit, mon vs a if! corraapond
i ia.ferma modulaire conjuguée de celie que Je voulais. an_;;5
.B'ﬁﬂ fWﬁq) - B

Je vnia d'abord prouver la formule relative au déterminant.;x
Je nate (x,y) la forme bilindaire de Weil sur V& X V& 3
elle eat alternee, non degeneree, invariante par W et les Rd

(Tx, y) = (x,T'v) pour toute. correspondance T, On pour
rait araire que c! est elle qui fait marbher le fourbi ? Pas du
tout. 11 faut utilisar
fo,y) = (x W y) - (z £ixé),

on verifie en effet, rar des calculs faclles (que j'ai la
flsmma de fecapter) que B ear alternée, non dégénéréde
sur chaque vy 8 * et que 1l%mn &

B(? 3, qy) = E(Q)"-q 3(3: Y) (x,y ¢ Vg’a) .



_Cela prauva bien que le determinant: de ?q sur V& a -
e@e . | R E
Resta a calculer 1a trace. Or, si q> é GL2 ' et a:l on
déf‘lnit son “adjoim: L tp* par CP = det:((P) (P' son
a Trﬂp) - Q + (p% +. comme ‘on le voit en ae ramenanf aucas
oﬁ (,9 ea!: di.agonal (0(;) » ‘auquel cas o= ¢ .g). En appu..- |
& F = @ o on vcit que soh adjoint est B

‘P s,m c;ﬁ. zr;" = ey, , aton

"rr(F ) F + e, = e(q) T, = ‘é(q) a, =al ;
q q | SE N
ent égal é, aq sur V‘& ,a ‘ot que . R”‘ Tooe

,-9 "3 q .' B

V &a , qn m'a paa de mal é &ttr:aper des représentatiom mm} z. s
:ei l'oné an a em:l.a. . : O

' je me se;i; "phma sur f‘ (p), &vec P pmmiem Ga marche f_'::fg.
t:out: aukai bien avec t",(N), aﬁ N est un entier qualconque.j

A p&rgi.:: da maintemnt, on prend L= p, svrpriae ! On 86
'donﬁe ‘comme cinéessue un camtére p-adi,que atl - R,
de. lfalgébra de Hecke, et on en déduit une repréaentati.on
galéisi.éxme de degré 2
U fpya b GALQ/Q) - GLyA))
com ctndeasus. On s'intéresse & 1'action de L'ine Tgdérée
en p st:r 1a réduction (mod p) de cette representation (on
s&it que ga 4 un sens ...). On suppose son caractére £ distit
de‘l ;Pui.sque U, U' - appartlennent & H, on peut parler de
leurs imges a, et a;) dans JdL_ , Ce sont des entiers
algébriques, et leur prodult apa;) est égal a p. Not;aha v
la valustion peadique de ﬂ? , normalisée par v(p) = 1.

leaamcm:
Gas]’.mv(a)eo et v(a’)ﬂ‘l :

Cﬁas 7; - v(a }) 0 et v(a') > 0.

(}:1 y e; auasi. le cas I' ol v(a ) =4 et v{a") = 0, mals
i1 aa ramene aug cas I en canjuguant, i.e. en appliqu&nt We
Du pein!: de vue galoisien, c'est une “torsion” 3 la Tate facile
a expli.clter.)



& Pl o . -v_£§,57§ﬁ?  -;;1-}-

(J’aumis peut:-étre d& fa.i.re remarquar que, zi. ‘a est un, ‘
esractére, ‘on peut’ parler de son transposé  a‘' ‘qui en ‘o8t
un autye} les "_a“- com-espondant:a sont. inverses 1'4n de -
‘_'il'am:::o, _et: 1&:5 eapaees Vz , et \F& a' aonz Appliqnes l’un
_sug l'autra pﬂr w . Braf tous cea fourbis viennant: d”‘_-ffa'g njj’{_
.r‘;mturelm | M) ‘ L = S :-
Reg rdqns }.e caract:ém t-:: {zlpz‘)*/{__i} | .f_l* ‘. Je peux"

-1'éex:§.re ceme une pm.saance pa‘!.re c\:h du caractere de ’reichi
miller gy (rapresantant mult:ipli.catif _L*mtler h est.

defini.”‘ m&_, (p-i). Je. prendra!. son rapreaem:am: em:re 1 at: 'j-;;c
(en plu;&l: ent:re 2. et p-3 puiaqua Je supposa E #, 1'). _Je_i
;posez:ai h' = p-‘fl. -h ; c'est l'i.zwariant: de & " i‘%&i mm:',

: ﬁnkegque, en reante, je ne m'interesse pas au cae I« c'est:

au nas fl que j'en ai, pour ‘mon cher " 59 ¥ X
Note uusai que, dans le cas 11, les ga;agg de v(ap)

et v(a'} n'intervlament pas t 11 suffit qu'elles solent > 0

C'em: mi.raculeux - et c'est fort heureux car en ptatique q:e ne

Y

set&it ﬁna dréle a ca&c:uler {méme pour l'axemple 1ié a 59)
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~a.6._ aractergstigge P la eoggbe d‘ggnga
Cette courbe juuera un rale essentiel dans Aa fin du o, ainsi
que dans le §b, Autant la definir rout de suite 1 _—

On fait exactment comme en caract. 0, 1.3. on charche a pﬂramews
trer les triplets (E,C “) oﬁ, E est une courbe elliptique, et
un 1somorphisﬂe da .P sur un souswgroupe (i.e. sous«schema en:
.groupes ...) C ‘de LF. Bien gar, 1'existence d'un tel C equivaut

A dire. que E- est ordinaire {de. hauteur 1), auquel cas C _est
.unique. Cala c’explique que la. parametrisation des . (E, G d) Be
_fasse Ppar une eaurbe affine: Y, qui est un revétement de 1a droite_
projeative P1 (correspandant a j, s 1'0n oseagire), avec. action
des R, . hahituels. En fait, Y ‘est un revétement de P pxive '
~de 1‘1nfini et des points supevsinguliers. 11 est plus commode

de compactifier Y .en un gevétement (ramifie) X de P1 . 11 y a
sur X un pcint é l'infini naturel oo . corraspondant a 1a courbe
de’ Tate et a sen F eviden t; on peut donc parler de developpements
_en series de puissaacea de gq, comme dans le cas usuel Cette courbe
X a été’ etudiee par Igusa, qui a mantre qu'slle est aussi ramifiee
que. possible aux pointa sapersinguliers. '

Oon peut donner une eggagiog d'un modéle bir&tionnel de X (au Y)
qul sera- bien commode pour la suite. Considére un triplet (E C «)
comme ' ci-dessus. On peut lul associer canoniqnement une ;ggg_ _
de ggemingg ggece @ sur C par la condition que cette forme
induise sur. o (via o ) la forme canonique que- je me retiens
peine de noter dﬁ/t. Cette forme est invariante par 1'0perateur de
Cartier, Et 1nversement, toute forme invarisante e 'obtient ainsi,

Je peux donc parler des covariants €, et cg (ou ce qui revient
au mdme Q et R, avec les. notations de Ramanujan) de E relative-
ment & 6 . S A(Q,R) deaigne le polyndme de poids p-1._utillse
par SweDyer (calui qui donne Ep 4 0 fonction de Q = Eé et de

= Eg), le fait que ® soit imvacriante par Cartier se traduit
par l'équation.

(%) o ‘A‘(Q;R) = 1.

I1 eet a peu pres clair que cette équation définit une courbe
affine qui n est autre que la courbe Y de tout a l'heure 3
laquelle on a ajcute les pointes (qui correspondent 3 R = §3

* Jd g_ o awdh yu -fuu-& &Qra;w.ljﬁcq.tm Fyy ;lta) e}d i!?’é?};m.i/w.jfo



- 9- e

e 52 i;_avec?flz(p“‘)lz =. 1 3 la pointe standard q = 0 est_
-fle ‘point (Q,R) =(4,4),

. Quant aux Rd , ile operent ainsi s w est: 1a forme qiffeu
u.rentielle attachee a (E c,«), celle correspondant a S

Ra.{E,G ﬁ) = (B,Cyds)

est d,oo (eauf arrenr .,.). Qﬁ en conclut que les. covariants ;(Q,R)
lattaches (E,c dd) sont d Q et d "R Autremant dit,- Rﬁ epere
',sur 1a cnurbe X (ou X} par o | :

(Q,R) yﬂ—a- (d Q d *R) (avec, d F ).f

Cela met bien en evidence le revétement d'crdre (p~1)/2 donne
'par cette actien. Note aussl que. 1%équation (%) est bien invari-]
;ante par les Rﬁ du fait que A est de poids p=t en Q,R.

- emgleg $1.p= 13, ona E,, = a3 + zsoqz)lsea qui est

congru mod: 138 6Q3 + 8R2_; la.courbe dtiguss est donc 1a cubique
d'equatian i :
603 + 882 = 1.
¢t est une courbe de genre 1, avec un groupe d’automorghismes

_d'ordre 6, comme i1 se dait (puisque 6 = (p-1)/2)

Flus generalemant, Igusa a domné une formyle pour le genre gy
de la courbs X‘ Je m'en servirai plus tard. G'est H

'1_;3( = 2= (p-1)(p=11)/26 = Bps

ot k, est le nombre des j supersinguliers en caract.p, a savolr
(p=1)/12, {p+7)/12, {p+5)/12 . ou (P+13)/12 suivant que p est
congru & -1, 3, 7 on 14 (mod 12). Par exemple, 1orsque p  est
congru 2 41 (mod 42), ce qui est le cas pour p = 59, on trouve
= (p-3)(p“14)/é8 .
On a sur X- -des correspondances analogues aux Ty, (2 # p),
qui se definissent de. la méme fagon, L'apalogue de U est un peu
'moins evident. Si on reflechit un peu, on voit que ¢a ne peut 8tre
que la correspcndance v % 1 celle qui associe 3 un point x
p fois le point x‘lp* autrement dit, on @ VF = p, Quant a llana~
logue de UY ca ne peut &tre que F, mais ntanticipons pas ...

a.?.'Le mo&élgﬂde'Eelignemgﬁgggggg
J'em arriVe - moment redoutable = A des choses que je ne
comprends qu'a moitié (une trés petite moitié ...), ‘mais dont Delig

m'asaure qu elles sont dans Deligne-Rapoport {entre les pages 23¢
257) Je veux bien 1e croire oae



. Soit Q.* Z [é] l'annaau abtenu en adjeignant A zp une
i j;raclne primitive puieme de I*unite z. J‘identifle le groupe
:';_{de ‘Galois. dﬁicorps cyclotomique a r‘ = (z/pz} ala. maniare |
'"wihabitmell* {z;e>zd). Je. nnte_ 0 le sous-aaneau de 0 fixe gaﬁ;*
par le sou -groupe {+4§ de ff -; son’ indice de ramificatinn '

'1;est o2 T | g "5
o Deligna-Rapcport corstruiseﬂt un sehem& 1 (p) sur Q' (er'"

" fméme auxﬁ 0 Ty ma*s paur 1@ mom&nt Je. prefe*e me placer sur 0)

) ! id'un certain nombre'de proprieﬁes 1 & o T;
| i) Sea*fibres“sant des courbes  8a fibre generique eat X (p), |
‘lfsa fier:s eqiale (auwdessus du corps F } ‘28t une ceurbe reduire,
—ﬁrmee de d ux courbaa 1lsses X et X’ se coupant transversale-
-f:ment la- cnurbe. X ‘ast 1la eourba d‘igusa de a;6. : S

| 11) X (F)f"ﬂat ‘un schéma regu‘ier, eP prcjectii sur Qe
iii) Les éarréspondances Rgs Ty et u se prolongent a- 31(9)
et appliquent chacune des courbes X et X dans elle-méme, Par
'contre les w;;.echangent X et X (dersorte-qge"X? ;gét{igoa
morphe a” X).,V. '
‘DR . definissent ‘ (p) p&r un preblime de module astuciewx
(utilisant 1& structare a la Onrt-rate des schemas en - groupes R
d‘ordre p ga. devrait te pl&ire}. Intui\.iva'nent, je voi.a ga
- comme ga cansiﬁere un triplet (E,C,&) sur le corps des frac*
tons de - g {em sur une extension), et suprose que E ate benne
reductien. Alors C e prolonge en un schéms en greupes. Il se
peut que . ce schema soit Pb . Dans ce ces (favorable), on-a une
section de X1(p) qui aboutit en un point ordinaire de la- courbe
‘d'lgusa x, é snvoir la reduction (mod p) de (E Cgﬂ) . 11 se
i peut &ussi’ qua le schem& C soit isomorphe a Z/pZ, L.e. soit
SP;Q _etale._En appltquﬁnt une . symetrle w 'é (E,C x) on se ramene
au 1er CRS' eeia signifie que la section de X (p, coﬂsiﬂeree__
aboutit «n un point ordinaira de X', Les cas ecartes correapondent
aux redunrions en les -pointes, ou &ux reducuions suparsingulieres.
Cette’ fegon rudimentaixe de procéder me permet en tout cas de
voir que les . Rd, Ty et U induisent sur la courbe d'Igusa X
les operaﬁeurs ‘qu'on penege (pour U, on trouve l'opérateur V),
Gontiﬁqpnsélg;liste,des brillantes propridtés de xﬂ(p)‘f




S lasipg
V“- 3ﬂ #f o W

1v) Las pﬁints d'intersectian de X et X' sont 1es poin_
supersinguliers. Ils snnt fixea par. les R& eﬁ permutes entre_r

- eux (si j‘ose—dire) paf les T& (da fagon dont 1185 sont permutes

':est aonnee par-las matricea de Brandt relativement au corpa de,.
aﬁquatermicn '

amifié en {p,w} - on peumait deduim de 12 le

'_th.d‘Eichler'reliant les formes de poids 2 sur r‘(p) aux

o]

X ;AYIE

3/

series é ;af 4 variables* eomme ce theoreme a été vastement

-generalise par JucquetwLanglands, je préfére ne pas inaister). |
fLL'operateur W, agit sur les pointa[ainguliers comme Frabenius'!_

e 'points qui snnt rationnels sur FP ¥ et permute ceun o
) _ﬂmatiaﬁnels syr F o @ans. l‘étre sur’ i T

Le schema Xﬁ(p) ~est lisse sur 0O en dehcre des points d'inter-
section. de X et X'. En ces’ points 14, 11 n'esat pas 1isse,

mais 11 st regulier, et D-R donmnent une équstion locale’ (QQG

chose conme xy"r 2 oft 7w est une uniformisante de gkw a moins
que ce’ ne aaiz de g » je ne sais pas).

v) Le sahema Zd(p) est “c&nnnique“ g 1e groupe d'inertie

opére {semi-lineairement) desaus. D'oll une action (F, wlineaire,
cette fois) sur 88 - fibre Speciale X u X', Cette action est la

suivante 2 1'identite sur X, et llaction par les Rd sur X'

'(je vois ga sur 1& deseriptioa 1ntuitive de la p+10). En parti-

culier, le sous-groune -{+13; de '[‘ ppete triviaiemepp_sur_
la fibre speciale. | a
- On est maintenant armé pour passer aux jacobiennes. 1a variete
1(p) admet une reduction semi-stable sur O (et méme sur Q ),
admet pﬁur composante cormexe de la fibre speciale la jacabétnne
gener&lisee de la courbe reductible X U X', Cette composante
ccnnexe/se presente donc comme une extensicn
jx-»ckﬁ..aﬂ-.,gxa’no,

ol _J (reSpg 3') est la jacobienne de X (resp. X'), st kF
est le nonbre-des pointe suparsinguliers.
En fait, cﬁtta sulte exacte correspond a la suite exacte (sur
la fibre generique)
O - J (p) - 31(9, “w A = O,
provanant de 1a projection de X,(p) sur X (p). [ C'est comme g



que j’aurai“'dﬁ definir A au. debut comme un . qnotieat,   =
;paa comme un sous¢truc. J*avais ouoiie que lea j&eob*ennes‘sent

fonctorielles ﬁans les deux directiens 3 ‘comme’ variéte d’Albanese
;et cemme‘variete ée Picard l Ic*, je prends ‘le. point de vue Piu .

;1 résulte de ceci que A (qui est la variete abelienne qui
m'intéresse‘ie'plus) a’ bogge redggtiog sag Q. avec pour fibre
,speciale le Eggdgit di;gg 3 % J¥, Bt l'action du groupe d’inerti
I sur catté reduction est 1! idegtite LIS et faction :
 ;§§ Rd 5H£ v, - L W e

Quant 1’effet de ;ﬂ: sur la. £ibre speciale‘ Jox J' de A

j'ai deja dit qua c'était v \Varschiebung) sur le morceau Jn.‘L;
}El en resntte (en utilisant iea identites enrre By ,ZWé- gtz_}),f
,que c’est' g.g;gbggigs F osur J'. i | ,;
f ' 1‘3” Qué l'on a maintenant teus les renseignements R
'necessairas pour que les fourbis de ta lettre (completés au cas ;f
(q,q)) s'appliqueﬁt; ces fourbis doivent demon or :
Eﬁsm_n ‘a_eci acheve la partie &, -

(Il ya pas mal de points sur. lesquels je ne me sens pas A
1taise : a) 1& techniqu@ D-R b) les canveﬂtionl de covarianee ou
contravarianﬁe c) 1les enmnuis du genre * j = O ou 1728 0 provenant
| de ce’ qua X (p) n'est pas un vrai schéme de modules‘ Il faut
“done que trfﬁrennes toutes les affirmations ci-dessus avec’ ‘pas. mal
de grains de sel voo ou avec des pincettes, auivant l'image que
tu préferes )

. 995t k‘ un entier pair, teI que 2 k~< p=1. Soit Sk le
‘Fpaespace veatoriel des formes raraboliques de poids‘ y & coef,
‘dane Fp, sur SLz(Z). T élément de Sk peut s'éerire de fagon
unique saus la forme

| FCQ,R)
oii F est un palynome isobare de de poids k en Q,R {(Q étant
de poids 4 et R de poids &, bien sdr), avec F(41,4)=0 puis~
que je desira que f soit parabolique. Tme telle forme a un



 ?deve1oppement-em série de puissanees de q

: _ i'* 11 zaut d?&borﬂ vertfier qua  f f1~ £ dqlq ast '

'une différenahelie ratiomnelle sur X, i.e, peut s'axprimar auw

‘moyen de Q, R st de leure différentielles. Or, on & (cf. par j{??

‘e::empm m:m e:xpasé Bourbaki de 1972 p.&w.-es) | | e
Q= Gq.éq/q = %(BQ - R)dq/q N avec B =E_ .,

dR = e&;&qlq = %(BR - z}éqfq
d'oﬁ eﬁ elim&naﬂt B .

3an - EQdR = (Q 7 dq;q 4 ce qul permet de recrire W, wous
la farme vis*blement rationnelle H o

e = FEQ,R)(3RAQ= 2QIRI(QP = RD): ..
Il faut vaiﬁ ansuite que cette expression définit une differentiei;
de 1e£e esQegg sur le. courbe ¥ (moddle iisse et projectif de 1a ’
courbe affine A(Q,R)m ‘i). 11 est clair. que oo_f est holomorp"xe
aux points arﬁinairea ainsi qu'aux pointes, ‘11 faut volr ce qui
Be passe aux points supersinguliars. Or, en un tel point, on '
vérifie par un calcul lncal que F(Q,R) a un pdle d'ordre au
plus k/Z, alors que dq/q 8 un zéro d'ordre (p=1)/2. Vu
l'inegalite k £ p=1, on est sauvé, (Ici encore, il faut faire

un peun attentton aux points ofi Q=0 ou R = O« Je laisse tomber
ce genre d'ennuis.) |
- Four prouver (11) s je ne me fatigue pas ¢ 1'application f}achf
est injeetive (car ies valeurs de k que l'on prend sont deux &
deux non. ccngruentes mod (p~1)), et un petit calecul montre que 1aa
deux espaces conshderea ort méme dimansion. Cqfd,
.Exgmgla.J$1 pj# 13, 1a seule valeur de k pour laqueile 3, # 0
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bt cacsckin & Toichwilke !

'  €& ﬂlle a pa&r différenti&lle de premiere es?ace 1a. differentieiQ
_,1e cé = (Q~%wR )éq/q 3 BRdQ --2RdR (qui se’ trouve d'&illeurs '
‘@tre egale a ZdQ/R compte ‘tenu de la relation 6Q 4-88?*= 1)

'°. 12, et S 27 a pour base Q -»Rz.. Gm en conclut qaa '  .
‘igusa est de genre 1 (ee qu'on smmit, ef.‘p.gl, :

emare g - Je suis un peu étonné de n'avolr jamais vu.ce resultat
81 aimple,d' g;la littérature. Peut-é re est-il dissimule dans les
nombreuses pages que Katz a écr:l.tea sur le sujet ?

"lctc '&1ite - On a vu (P.g) que Q. et R sont de poiﬂs é.?gtﬁ

'1f6 du t:mint da vue de l'action (a droi.te) des _ Rd

- Qlry = d %9 et mIRg=a% . ¢ d‘ﬁfpé)*) .
le donnant _ “’f montre alors que mf est: de Peids h“k“ﬁ

&h&f - u(d)h ",

-avec 1es ﬂctaxions de 1a rége 7; aatrement aic, o F est une fammc

_._-rmdz.la:l.ra d& x:ype ( 2,65 ) o sur 1a. courbe d*lgusa,

Nnta aussi. que £ Fe;ﬁlf _commute aux ﬂgeggteura de Henke TQ g

‘avee (&,p}ﬂrﬁg_cal& se voit sur le deveéoppement en aerie de

puissaﬁces gﬁmbine avec le. fait que

zﬁ‘"“ ™ .eoah(&)  (mod p). L

Quant a lfnperateur Tp, i1 se transform@ evidemment en 1'operau
teur U indudt per la “Versehiabung" vV {11y a id un haaard .
malheureux?”:les fmgdulaires™ appelient V un autre opera eur;
‘tache de t_ féérouver 1),

b 2. o * . ,‘(p) et syr X
' Je reviaﬂs en caract*o’ plus preeisement je me place sur

l'anneau 0. Je mfinteresse aux formes differentielles de Qere
espéce sur X*(g), autrement dit aux formes mo: glg;;gs de poids 2
Si T est une ccrrespondance sur X1(p), je fais opérer T
a droite (i.a¢ par fonetorialite) sur les formes disferentielles
j'ecris & IT Ly COTME ciwdassus.

Sur le scheﬂa x1(p) il y & un falsceau naturel ~Il qui proe
longe le fa&"eau des formes différentielles sur la fibre gene-
"ique. ﬁ'j Twlfaisceau "dualisant relavif" (j‘espere que je n@

‘dis pas de ‘bétise i). Je noterai ) 1ténsémble de ses sectionsw

Clest. uﬁ Qa éaeau dens l'espace vectoriel des formes de 13re :
espece auﬁ X,(p) a coefficients daps w”"'ﬂ&pﬁ des fzaetiens ép(?f

de. Q. &i TT;weat une uniformisante de O, le quotient .Qjﬂfl
s'identifia ﬁux "formes de 1ére espéce' sur la courbe (singulipra)

T
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x u X'. Gamma 1ea deux morcaaw: sant u.sses, et que 1'4bntarsectia:

'Zn X ﬂ X' 'ﬁst tr&nsversale {si Jtose dire), ‘une tﬁlle for‘me .
.'.-de 1Pre espeaxe n‘est gutre. qu un . gggl ©, m'), oti at: AR

sont des forri,les_ diffeues sur X et x*_ ayant: la&_._.p:op);;_g;.
-suivanras : Lo » . CREE _

R ]gon_-t_: holomo:phék iezi-vdehb;:'_a. du 1-13:3- supe{és'iﬁgua‘-'f
lier ZI; i _ s
' a') en tout"‘pc:l.nt de zZ, 0 et A '_ cmt ay plus un pﬁle simple
‘et Leuw residus en ce point sont opposes. e ‘

(Dans *’Gr.&lg.et c.de Ci."_ j'appetle ¢a les differ:mtielles '.":'.;':[
| é liﬁres, au sens de Rosenlicht, volr par exemple p.76., )

‘Bie B0r cet iaomrphisme ‘entre £ /miL 'et l‘ensemble des .
'eauples (co &*) de ce type commute a tout ce qu'on veut, et én
particulier am& operataurs R .°Jé ne m‘interesse ici qu'aux
‘formes ayant un camctere S = mh non t:ri.vial (i.e. 2 <h <p-3).
(Flles carrespondent aux formes inveriantes sur 1a variété - o
'abelienne A atilisee plus haut-,) Notons ﬂ. l'espace de cea )
formea. Gn a alors 1 . -

Theoreme - ) 8 ication cl-dess: ndyit un ;sgﬂtormisme g g

Cel.a resulte de ce qui. precede compte tenu des faics suivants

i) une. forme de 12re espice sur X , # O, ne peut pes étre in-
variant:e par les Ry (cer elle proviendrait d'une forme sur ' la
dmite gmjecttva, qui est. de genre O - ca résulte aussi du th.
de le 9313), .

ii) une foma ® sur X . relle que w | Ry =E(a)
avec £ # 4 ne ‘peut pas avoir de pale[aux: = (ca provient des
ce que les d fixent les points de = ),

(Variante utiliaar le fait que A a bomne réduction sur O,
et que sa rec!uc:.i.on est J »x J%,)

[Ce qui. se p&sse pour la partie fixe par les Ry est blem connu,
et ne 'n‘int:‘aresse pas iei..]



Gn eensldere une forme différentieue Z a q %ﬂ sur '-“X;‘;.(;;)',
a coefficient dans Q (z) On chamhe a que? 1e condit:ion elle ‘
‘_'appartimt au réseau ¥ 7 Soit Z b qn* 1a developpemnt de wl w
,ou i3 @Bt u.ne rﬂ.cine primiti.va p»eme de . :

Il est‘: ciaﬁ,r qua c'est neceaea*re. Pomr vr.;ir que ¢ est' sufflsant,
‘on ramarque qq@_ l'emse'nbie des point's du schem z,‘(p) olt- m '
.f"n'est pas une sectiﬂn" (L.e. "a un . péla"" ) du faisceau inversibla
-4 ‘ *senm Or l'hypothese faite sur &s B ent:ra!.ne que
195 poi,nta _,oo et w w de X et de XY *agpartienrmt pas
a. ca diviseur. cﬁ'mne 1e di.viseur en’ q:..em.ion eat concam:ré sur la
fibre speciale, 5.1 ne peut étre que b, ' : '

R emargg;e ;aur 1es formes sur X (p) , i.e. invariantes par las
Rd e 1a fait gue CO so:l.t a cueffig:ients dans Q entxaine 1a
-méme - propr"ete paur W |w (cf. mon exposé A Anvers,p.228 th 11)
Il n'en est: pas de méme pour les formes de 2, .

b.3. 201 ,,-: g Lngg g;_; e ble b.t et b.2 p=t
'Revenons aux notations de b, ‘i, et posons § = D 2 -Sk (formes
K= =

paraboliqwa mod p sur SLZ(Z), de poids < pm‘t)‘

On a vu au n b4 que l'on peut identifier S a 1'espace 5
dee formes de tdre espéce sur X, Comme . Al = 2 e.Q.'
cels canduit & ec:rire &

[@ &g, ~ ses ]

W
encﬁnvanant que S'= 2y = slw .

Clest cet immorphism qui fait 1le pont entre formes modulaires
sur SLQ(Z) et formes de poids 2 sur [;{p), Ses propxiéﬂes

fcncf:orieiles amu: agréables : définissons ;_i_z comme la z-a.lgebre
d‘erdomorphi&'ﬁas de A engendré par les Ty s ies Rd , 1 et LA
(cf.8a). alars £, est de fagon natureile un Hy ~ module a
droite, at: 1%31 a:

e



_ '1'z§§5?}{fff i

- -17 .

 . T&aﬁd,u at U' 5 - | A

teur T, (on U, cele revient au méme puise

Tout cagi_éﬁ_iesaentleilemant clair. La seule chose un pau
surpren&ﬁte ﬁgc 1& derniére aseertinn : 1’operataur H' est G

Uf donﬁé aun ,i g 1’opera?eur egsl a r {Frobenius} ur J
et V. (Verschiebung) sur J', Son aetion sur les farm@s diffé—,_
_rentielles de - “J est done. O, - oo : Tl
" Nota aussi qu*il n’y a ‘pas lies d'énoncer un (11*3 relatif

‘ '~as,if: qne 8t =g W, 4 et les 1dentit'éa du § a,z ‘

' Lle but de ca §;est maintenant atteint : on sait. passer d'un i
systéme de vg}eurs ‘propres du c8té S & un. eystime du cdté Qqh;f}
Pins precisenehﬁ,‘euppoee que tu partes' d'un systeme de. valeuxs
'  das T& et de "Tp (dans une extensiom ﬂau 2#)
6 1 5, (24 {pui). “"ﬁ
Le th. Qreceﬁamt te dik que ce aystnme "se trnuve = quelque part
dane Afnﬁ?_w, paur le carectire £ = w - ( LA B kuZ), avec
les wémesﬂva éurs propras, et avec al =0 » Avec les notatians

nent) e:"qui'est hien agréable. En combinant ¢a avec le th.de
ia p. 7, an abtient le resultat que tu avais devine .
THEORE.E FIM&L -‘f tact] tis mc '




'~‘etant ‘a8

) oasishy

jfggmg;ggg ?Dans le vas (i), il ne. doit pas etre trop difﬂitilej;jv
" de. prouvev que Tlon peut’ choisiz la repr. galoisienne mod p .
correapondanﬁ a la forme £ -de telle sorte’ que ‘Xk 7 solt -y
~ domné par ‘une droite, et le c&ractere 1 per le gggtiegt par
1cette 6:01:9, 1& valeur propre de Frobenius sur. ee quotient _fof
On-ne pent pas. e‘attendre ‘en general a ce qu'il vy
ait eompléte'raductibilité de 1'inertie. Volei ce que je peux: dtre
2 ee sujet (je suppose la repr. ‘globale i:reductible, pour’ aim— l
plifier) R o R

_gggggg,éu*ii existe une forme narebolique £y de poids k' -
tel que i _"'ki = §4~1 telle ‘que . Gﬂf’ = 9‘*1"Rf pour N‘z,k
(ce qui zav eﬁt é dlre que les valeurs _propree a & des &
pour 5 # rgqnt s ai = 5‘ k a, , ou encore que la rept. mod p
attachee a 5f! ‘est 1semorphe a celle de f gQg per- &4 -
Alors la repr. ﬁe 1’inertie daﬂs cas deux repr. @8t eemi—s{mpler;
-e'est c;air si an admet ce que. j’ai dit plus haut, car les deu#
caracter ;Fjauent des rﬁles symétriques dans les deux representa-
tions, éoﬁc chaeun d'eux peut &tre aussi blen en sous«truc qu'en
quatient, si j*ose d;re.‘ i S

Four de patitas valeure de k et surtout de p, on peut testez
l'existence ou la non—existence de la forme “compaonon“ (Elh
existe raxement en pratique: . Le cas de k = (p+1)/2 , oll k==k' B
est fort interesannt' on en reparters peutnétrn, car i1 serait .
possible de faire faire (par HiCohen ?7) des calculs sur machine;)

dggjgg_ggng la repr.de 1'inertie en caract. p est sami-simple-
g8l et sgglemgg; s f posséde une forme compagnon £ au sens
ci-dessus.-tca me paratt raisonnable, mais Je n'ai pas beaucoup
d'exemples a me mettre sous la dent ...)

b. 4. jection 2 A&EA -~ 8§

1a meehoda que j'ai suivie rlus haut est "pdométrique" : j'ai
wtiiisé de fagon essentiells 1e modéle de Deligne~Rapoport et la
courbe dllgusa. 11 est rassurant d'avoir un argument analytique
(sl j'ose dira) qui redonne essentielliement 1liisomorphisme




Voie" cet argmmnt (qui. gener&l*se celui de men expose d’&mers,
‘“paur lss ;.omes de poldﬂ 2 sur ] l"(p,u, cf._ ..228 imd?)

O"a gg_g; »Q- par les prcpriétéa de ‘l.a nmp, de 1& p.i&
'_.;c‘eat l*ensemh}_e des ﬁoms ‘de iire espice O sur X,t(p)';.:.'_ ygnt
: ' g, 8 h s Bvec 2 <’ h <p-3 qu:!. Bont ?:elles qua
) - " wfw srmt dans 0. . T
'1 s‘agiﬁ ae pmmver :

ﬂ;,.‘d__.'-‘*?- 209 (dq/q) Mﬁ -Q s }__Eﬁusam

(Cela ;ﬂ‘me@ 1& pxmjacciom _ 9— /rrﬁ - s en combt.uant: avec";'_"_r_.:_lvi

ﬁdﬂ ute “QA’F % s5x s s, mﬂi es..-visiblment
.'ii_n.ie‘ﬁtfi s dopt’ surjact:if wur des misons de daﬂmensiem,) R

aerie d'Ei.sanstein o0

’1# %L(“ "'ha (2> h) * 21 dZ (Ihm’i -h(d) q '
i - n o

'____1.que. de son terme constant est «1 (analogue
”@n Staudt). En l.a multd pli,ant par L‘i.nverse de

] . = o G’h 5
oi Gh mst " }:'autm“ série d'Eisenstein de poids h et de
h 2_(2: het h )
caractére " (i.e. a (n/d) q ), et ol c© est une
constam:e (otl figure une somme de Gauss) avec

v{c) %-1-4-& p AVEC € > O

(¢ >0 pmvient de la valuation de la somme de Gauss).

En passam. a. Eh(cd"h), il en résulte que son transformé

par Wz ean div‘.stble par ph/2 LA s 81 j'ose dire .,



consi ere aiors Z& fcrme F Ehﬂb“h).( 7E"a q“). C'ese;_

*?fforma de Poidﬂ k = th sur F‘(P)s ﬁe carac tera t. = 1,

fboit Tr(F =088 farme de paids kK osur. SLz(Z) gui est 1a

ﬁ:"Qgtwaca de Fq;fcf.sénvers, p.?23). Ja dis que f répond aux conw-f

 fﬂdiL1ons, 1.5‘ qu&usen"évelcppement en carect.,. p aat ZT & q
'xfﬂn efﬁeu,' ?agré_,leﬁlemm@ 7 d'Anvers, on. a o

QRIZIg«lw )'U -

f'%f; pour. aue F IW , aoit diviaible p&r

1 + h/Z . cela mantre qua ]e- '

‘ éaract. P . comma F f (modfp3,

(J!ai 1& f%@mma de *e&&gar le calcul ¥ um peu embétant " de c,
tu me cqmpxen:r&s . s 8

| 8% 1‘@% aﬂoptait ce point de vue terre a. terre, on aurait bew;”
soin de- n@ttemant moins derchoses sur 1a eourbe d'lgusa. En="7“
;fait, la meiileura snlutien serait de me*txe ;es deux methodas
dans 1e;pgpiag. - o

*éat tout, Gu moins pour le moment. 11 faudrait peur-

1) rédiMerfl applica;ion & 59 1 ¢a va tout seul’ grﬂce é 1a 'f",
borne d?gﬂ&yﬁkag \~;I’
1) etenﬁre ‘tout le fourbi aux formes modulaires avec un ntvaau
N (premier a, p). Je erois que, dans ce cas, on ne coupara pas a
monter jusqu'a g 1u1—méme (et pas seulement & 0F); i1 faudrait
que tu vaies ce que tu peux faire,

%aiut et fraterﬁité. Amitiéds 3 tes Ffennsa

TS
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Adresse’ jusqm“é Bourbaki ¢ Math.Inst. , 41C Wegelerstx., D 5300,
BONN, Allemagne. |




