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Cher Serre,

Je vais tenter de t'expliquer -comment les renseignements co
tenus dans ta lettre du 27 mai dernier permettent de determine
a isomorphisme prés; 1le semi-simplifie (et méme un peu mieux)
de @peh ’r LA) (ol1, comme dans ta lettre,. A -estale quotien

_ P
de JI(P) par J,(p) ), en tant que Q LGal(Qp/Q lf—module.
Cela devrait s‘appliquer_aussi¢5 des situations beaucoup plus
générales (morceaux de J,(N) ), car s*il est-important quetla
variété abﬁiienne,cdﬁsidérée gﬁt beaucoup d'endcmorphiSmes et
acquiert bonne réduction sur une extension finie de Q . l in
dice de ramification de cette extension n'intervient:pas (sauf
pour exploiter le résultat, par - exemple pour donner l‘action d

1'inertie moderee, auquel cas je suirtrés mal a 1'aise si e;q

I. - Le module de Dieudonné de A .

(Comme le module de Dieudonné est contravariant, je ﬂai8”?aiJ
opérer & droite (avec des “ | * ) tout ce qui opdre 3 gauche su
A 1 comme tout est commutatif, cela n'a pas grande 1mportancg;
mais cela m'ébitera de m'embrouiller dans les signes, avec les
représentations contragrédientes), |

| La variété abélienne A ‘acquiert boﬁnefrédﬁbtibn-éﬁr7léﬁj*
corps Qp(z) = Qp(fff) , ce qui. permet de parler de la fibre o
spéciale ﬁ%p (sur le corps résiduelltFp de @ (z). ) de son.
groupe p-divisiblie | , Par fonctorialité ..., ;p = Qpe%?g
(oli, comme dans ta lettre, H est la sng;algébre de



" fGa1(@ (z)/m ) oPérent sur T

' .Q@End(A) engendree, sur Q :,.par les opérateurs de Hecke
E
Soit alors D= @ @z Hom(FF ,cw) le module de Dieudonne'

B P ST
_f peu importe ce qu est JQW;HE' .

 'a 1sogenie pres“ de'“v

:un vectoriel sur - @ de dimension deux fois 1a dimension de

muni at une action. de F oy droite“ (c est celle qui prcvien_j

de l‘endomorphisme de Frobenius sur 'f" ) et, toujoqprs par_?

fonctorialité,d'une action,'egalement a droite, de EP .et dg

Gal(Q (z)/@ ) . Comme tout commute, < est, finalement un moduL
a droite sur 1ltanneau commutatif H_ [} Gal(@ {z)/Q }] et la

connaissance de ce module, i isomorphisme pres, determine 'E;{
miani de l'action de ﬂp et de celle de Gal(@ (z)/ﬁ*) é isg

génie pres,

Theoreme 1.m— Le module de Dieudonne D est. isomorphe a_fﬁpgg

avec. action evidente de gp gg

(*X:,)i-")IF - (xIUi"'-:t_'-I u)- .,
(x, )Jd = ({x,x ’R

(j'ai identifié Gal(@p(z)/ﬂp) et Fp de 1a-mgniéré habiguéiﬁ

Démonstration : Le fait que la fibre spéciale de A soit ié@ﬁf

géne & JxJ' nous fournit une décomposition de D én a§ﬁmefj
directe D = D @D,, . Chauge morceau est un sous-gi_puiﬁ.odule_gt
ce que tu dis page 12 montre que, pour démontrer le th, , il sy
fit de vérifier que chaque morceau est libre de rang 1 . Pour
des raisons de dimension, cela revient & dire que gb opéré fi
Gdlement sur J (ou sur J' si tu préféres), Un argﬁmént.di:e
devrait permettre de le montrer,.m#is je ne le vois pas. En-vbj
un autre qui utilise un lemme que se trouve plus bas, mais tu
vérifieras qu'il n'y a pas de cercle vicieux

Soit E un Facteur simple de 1'a1gébrer §p yas H —>SE

=P



la projection can._‘,- /\ = a(U) /\’ f- a(U') (on a donc
PO P ), e’ : Gal((D (z)/@ )-—-—‘>E STy fléche db—-) a(Rd)

Soit V. le morceau de Q @z Tp(A) . corres_pondant a E (c es

B P

donc un - E Gal(@ /ﬁ ) -module, de dim. 2 sm E ) et DE 1-'

module de Dieudonne corresmmdant Il est clair que, c:omme vec

s:_lj;r_.. E " DEL ExXE. et que, pour 1‘action de F et Gal ,i] y
a, a priori. trois possibilites suivant que la fibre sPeciale
du groupe p—-divlsible correspondant est contenue dans 3 ,dan
J' , ou a cheval sur les deux 3 =
a) (k3 )F = (Ax, Mx') et (,x')|F = (x,x') ,
b} (x,x')IF = (>x,)x') et (x,x* )ld = (é(&)x,e(d)x Yoe
c) (x,x')|[F = (Nx,Ax') et (x,x H d= (x,e(d)x')
et il faut montrer que a et hQ sont impossibles.

Soit v la valuation de E normalisee par v(p) = 1 5 Plu
bas dans cette lettre, va se trouvér un lémmegcq)ui dira que "le

2_ .
module de Dieud_onne de N v_  est l\ 5 et que

E'E
- sl on est dans le cas a), on a nécessairemant v(i') =
0,12 ou 1 et le caractére de la restriction & l'inertie de
la représentation caractéristique est 1, %%2 (ot ?C est |
caractére cyclotomique) ,

- 81 on est dans le cas b), on a nécessairement v(d) =

0, 1/2 ou 1 et le car, de la rep., cer, est & 'sz ou
2 2

Xe 1

- s<, on est dans le cas c) , comme on a A\' = p , le caract:
de la rep. de Gal(-;@p ./Qp) cor, est Xg .
Si tu sais que le car. est 43 , comme £#£ 1, on voit bier

gque l'on est dans le cas c¢ .

QQ) .PM)/V‘-«HW 3.a)



Reﬁargue En particulier, 1e th. ci—dessus et 1es résultats d
ma 1ettre du- 26 mai dernier demontre 1e th de 1a page 7 de ta
lettre (11 n' y a donc pas de probleme de pont“'entre nos deux
lettres) Il n ysa qu'& regarder quels sont 1es sous—quotients
da-é E - cecqui améne 2 distinguer les cas I I‘ et II de

lettre !

II._a'Certéins gféﬁpes pudivisibles sur Q

Je me propose de montrer que la connaissance de D a iso—
morphisme prés, autrement dit de la fibre speciale de r‘ muni:
de l'action de gp . et de celle de Gal(Q (z}/n‘) & isogenb

N &©2%0dn /i ‘
prés, determine "la fibre ﬂ.illﬁfﬁ" (sur Q ) A isomorphisme .

prés, Clest l'existence d'un trés gros anneau d'endomqrphismes‘
plus 1'action du "petit groupe de.Galois“ qui rigidiffieﬂtlia;
sitvation. |

Cela marche dans un cadre plus général, susceptible d'8tre

utiléﬁét'dans lequel je vais me placer maintenant 3

1, - Géhéralités‘sﬁr les modules'galeisiéns pot. admissibles.
Je choisis une cl8tgure algébrique ﬁé‘ de Qp , Jje pose
G = Gal(ﬁ /Q ) . Soit E un corps, de dim. finie sur Q, , pas
néc, comm,,. et soit V un espace vectoriel & gauche de dim.
finie n sur E , sur lequel G opére linéairement et conti-
nfiment, Je suppose V potentiellement admissible au sens de
mon papier 3 Rennes (n°7,3) et je note XK' une extension finie
galoisienne de Qp (pour moi K = Qp 1) 'contenue dans Ep su
laguelle V devient admissible. Je pose G' = Gal(ﬁg'/K‘) et
je note Ké le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de
Witt A& coeff, dans le corps résiduel k' de K' (dans la situ-
ation qui nous intéresse, K' = Qp(QjI ) pour un r convenabl

et k' = Fp R Ké = Qp + Je me fatigue pour rien et je vais con-
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tinuer un peu !). |

A cette. situation est aSSOcie, par .mon papier de Rennes, ur
"module pot filtré", Je vais plut&t prendre le dual de celni c
Rennes (afin d‘avoir le “vrai'medule de Dieudonne de 1a fihre
8pecia1e 1orsque la restriction de v =1 K'J prmvient d'un gr
pes p-divisible sur l'anneau des entiers “A! de K' ). c'est
donc un K'-espace vectoriel(% droite si on veut), muni d une
action de F et d'une action semi-linéaire de G/G' " plus
d'une - filtratian ‘de D', = D@%” Kt par des . sous-K'-espaces v
toriels stables par l'action de G/G’ (prolongee par semi—li~
néarité), La structure. de E-vectoriel a gauche sur V induit
une strucﬁure de E—vectoriel droite sur D qui est compati
ble avec tout, ~Autrement dit,

)
- em a un module a dx‘gite sur—wl'anneau (E% K')Ee“ G/G'_Y

(régles ‘de commutation dans 1le dit- anneau, avec des not. evidel
tes et U7 = Frobenius absolu sur K' ., de& G/G' : |

Fd = dF , ‘F. (xﬂy) = (x@q—{y)).F “da (x@y) = (XQG(Y)) a

@J&une filtration de Dy, = Dq(, K'Y par des sous-modules E
K!' ' i-7Z

droite sur 1'anneaun (E%K )5G/G_? décreis.ﬁante, exhaustive

et séparée, bien sfr.

Proposition, ~ Si n = dimEV ’ D est un (E@Q Ké)-module

libre de rang n et les Dé,

P
sont des sous-(E@Q K?)wmodules
libres de Dpy e
Tout simpplement parce que ¢ permute les idempotents primitif

de E&, K) et G/G' opdre transitivement sur les idempotents
P
primitifs de E% K' .,
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'2:-;'Cia§sificatidﬁ;dés'objets de éiﬁ;:;;,f

,_BahSLtOQtenlafsuite je garde Jes hypotheses et 1es notatio

du ne precédent .et our ‘ne pas me. fatiguer, je suppose en ou
p -

E commutatif et K'/@ totalement ramifieeq(J‘ai;dqnc:uKéw; 

Jéfnote"v ‘la valuation de E. normalisée par  9(9) $]i~? 
Pour toute unité w de E , je note 7u : G :>E levééfaﬁ}
tére de la representation non ramifiee definie par‘ |

7u(Frob) = u .'Enfin, je note 2:~lercaracterewcyclétbﬁiqgé;f

PrOposition. - Les classes d'isomorphiSmes des V ;de'diﬁéhéié

1l sur E ,qui deviennent admissibles sur K' cOrreSpohdentfﬁ

1é:étii_vément aux couples ANE) .-formes.,éll'un elémént r\C E v

riffant v(\) €Z et d'un homomorphisme = : G/G'—> E* .

81 wv(A) =1, le caractere de la representation associée a

un tel couple est g] x '_ on a D E, avec -xIF =,kx '

x[g.= £(g)x et 1la filtrat;on sur D, égt cargctérisée_§§£ 

gerK, =0 si j £ 4.

‘Démonstration : partant de V , on voit que le D associé est

dimension 1 sur E , donc que Dp: est un (E@®K')-module 1lih:
de rang 1 et la prop. 1 montre qu'il existe un-entier i tél‘
que gerK, =0 s8i j £ 41 . La condition d'admissibilité faibl
montre alors que le F-iso-cristal D doit 8tre isocline de
pente 1 et la prop. résulte i peu prés immédiatement de ce

gu'on trouve dans mon papier a Rennes,

3. - Clasgification des objets de dimension 2 : a) les "fibres

spéciales®,
La connaissance de V & isomorphisme prés est équivalente
& celle de D avec toutes ses structures, Je vais appeler "fi-

bre spéciale" tout ce qui concerne la structure de E-vectoriel
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muni d'une action de F et de G/G' et "relévement" tout ce
gui concerne la filtration de DK' .

Je me place dans la situation suivante : V est un E-vec-
toriel de rang 2 , qui, en tant que G'-module, est de la for
Qp% Tp(r) . avec (T groupe p~divisible défini sur les enti
de KP' + Jje suppose aussi que le caractdre de la représentatio

2
de /\EV est ¢ OX , aveg : G/G' — E*¥ un caractére donn

€0
et'que‘l'la fibre spéciale est scindée® , i.e, que D, comme
_:E[F,G(G_‘? -module & droite /est somme directe de deux sous-modul
propres (qui sont donc touz deux nécessairement des E-vectori
de dim, 1 ).

Proposition, - Sous les hypothéses gui précédent, il existe un

guadruplet (X,X',&,¢') , avec A ) entiers de E vérifiant

N'=p, £,€' ¢t G/G'—> E¥ des caractéres vérigiant ce ' =&

tels gue iD v+ EQE , avec (x,y),F = (Ax,A';ﬂ}?, et

(x,¥) lg = (Ua)x, ' (g)y) , pour tout g ¢ G/G* R

Démonstration : Cela résulte, 1'intégralité de A et X mise

3 part, de la proposition 2 , si tu sais (cf. Rennes) que
_D(zg\EV) = I%E D . L'intégralité résulte de ce que 1'hypothése
que V provient d'un p«div‘iéible implique que les pentes du
F-iso-cristal D sont comprises entre O et 1 or, ce sont

les valuations de A et \' ,

3. - Classif. des objets de dim. 2 : b) les reldvements.

On va chercher gquels sont les @ﬁ@sses d'isomorphisme de fil-

trations possibles a priori sur DK" correspondant a2 un D

associé, comme ci-dessus, & un guadruplet (‘k, N,e, € Yz la

prop. 2 nous dit que les Dg{, doivent &tre des sous-'_fE@K')-—mo
dules libres, stables par l'action de G/G' , de Dy s
va aussi écrire les conditions d'admissibilité faible, au sens

et on
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-d.é‘R-ennes- elles disent que D . '_._-.z DQ roque D:%' = 0 4 qne

: ‘K.
a1

'DK, ‘est 1ibre de rang l (et interdisent certaines positions

pour DK, ), On est conduit & distinguer deux cas 3

Progosition. Gardons les ‘hyp. et les not gui Qreceden On a

,donc Dy, = (EQK')@(E@K') - Notons v l'imaqe, _dans

H (G/G',(E@K')!) gg £ ]-'s,' ‘?Alors
Premier cas : v(/\) =0 , v(A') =1, 11 x (si _1‘ose dire)

deux relevements(a isomorghisme grés)

- le. grem:her corresgcmd a Dri), = (O,E@®K!*) et donne |

e 0
vV % (T | o '
0 ’Ke')

- le deuxidme, w}&_& V=0, sezzs.-ama@_é_
quu} = (BE®K').(x,1) o x est un .el_.e.m_.______ent de (E@K."‘ tel

que gx.‘/x:: (e,“l_a')(g) + pour tout g'e G, et donne

_ ("@'7

(la_représentation n'est pas ,sem-i-'s'i-mglle,' et la classe d'isom,

ne dépend "pa's' du choix de x ).

Deuxi‘eliie cas : v(A) > 0 ,{A)> O, i":ﬁﬁ-gééﬁl“rel‘evement

gui n! extste d'ailleurs que 8i ./ = 0 . Si x est comme ci-des

sus, il correspond encore 3 D() (E®@K'),(x,1)
[}

(Bien sQr, il v a un cas I' qui se ramdne 3 T en échangeant %
et )" )t

Remarques. - La condition J} = O n'est ‘pas sér«ﬁaﬂse 7 quitte E
augmenter un peu K' , elle est toujpyirs satisfaite.

~ Dans le cas I , le D donné correspond toujour?é un V {que

j'ai & peu prés décrit dans mon énoncé). Dans le cas II, mes

con jectures générales impliquent que D corrgspond bien 3 un

) e et (e **}mHm(o/&@“@bfﬁjaf [z Ent]X).
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V. et que (il faudrait que Je regarde de plus pres 1e cas o
>~= PR ) 1'enveloppe algebrique de l'image de‘ G est GL (E)
si a.lg, est d'ordre premiar a p (ce qui equivaut dans ce
a d'ordre divisible par p—l ‘ou d'ordre < p-1 ), ce n' est pa
une cenjecture, c ‘est un- theoreme et Je peux tout decrire “ex—
plicitement“ y cempris retrouver ce qu' on sait deja sur 1 iner
moderee. Le cas géneral est sans doute abordable, module des
calculs horribles.'

La demonstration de cette proposition n'est pas difficile

du tout. Je la remets a une . prochatne lettre. avec des cammen-
vl Lo combuni
taires pour rendre Lg:gi!!g!gztnuzaﬁ-i-mus plus convaincant-

Il faut maintenant que je m' occupe des corvées & régler avant

mon depart 1

Bien i toij

Gl Gl—
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Cher Serre,
Voici les compléménts promis 3 ma lettre du 25 juin dernier.
Tout d'abord, quleques “précisions" sur l'énoncé de la prop, de

la page 8 :

i) Dans le premier cas, ce que j'ai ddcrit est seulement 1'action

de l'inertie sur V , L'énoncé correct est

Xiq,h o
v L & Ix ("premier relédvement", i.e. le cas scindé) ,
o 81 :
X'y i |
v % ( 7> {"deuxiéme relf, i.e, cas non scindé),

ii) Dans le deuxidme cas (cas II), le_reldvement n'existe que si on

a ¥=0 et (A,g) £ (M,g) S!ﬁéciproquementh si ces conditions

sont satisfaites et si l'ordre de ¢ _;a' est premier 3 p (et con-

jecturalement sans cette restriction), le reldvement existe effecti-

vemant ,
—_—

4. - Démonstration de la proposition de la p.8 (ainsi modifide).

‘A.chaque fois que j'ai un espace vectoriel .M 8ur un corps L
et une extension L' de L , j'identifierai M a2 un sous-L-espace
vectoriel de L'Q%JM en posant po= lﬁﬁu =

Je pose d = (1,0) , 4' = (0,1) ., J'ai done' D = EA@Ed' et
alF =xd , 4'|F = N'da' ., J'ai aussi Dyv = (EoK')ag (EoK')a' .
Comme V provient d'un groupe p~divisible [T sur A , anngau des
entiers de K' , j'ai Dg, = D, et Dﬁ, = 0 ; la prop. du n°II.l
me dit qué Di, est un sous-(£®K’')-module libre de. Dy s : les pen-

tes du F-iso-~cristal sous-jacent sont V(A) et v{(A') ; elles ne

@) L emd ¥ O eok Hp saluuli X E."(i(%"t?/fcfﬁﬂ/bﬁ’p/uw'e’l S pe.
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sont pas toutes nulles, donc I n'est pas étale et DIJ<', A0 s elle

ne sont pas toutes égales al, donc ™ n'est pas de type multipli-

1

K* est bien libre de rang 1 ,

catif et D # DK' . Finalement, DJ'

Ki
a) Le cas v(A) =0, v{M) =1,
Le quotient DK,/(E@_K‘ )4 est le module de Dieudonné d'un groupe
p—divisiblé de type multiplicatif et la projection de DIJé,_ sur ce
quotient doit &tre ce gquotient tout entier. On en déduit que
DI]i' = (E@K'}(d'+xd) , pour un x ¢ EQK' convenable,
Il est facile de voir que, réciprogquement, le choix 4'un
x ¢ EQK' définit effectivement un groupe p-divisible [ sur A

& isogénie prés, muni d'un plongement de E dans ngﬁ End(l) .
P

Pour avoir un objet comme on veut, il faut en’'outre (et il suffit)
que DIJi, soit stable par Galois, Si g & Gal(K‘/_QP) = G/G' , on a
g(d'+xd) = ¢ (g)ad'+gx.2(g)d = £'(g)(d' + (gx/ "15 "{(g)).d) et cette
condition éguivaut 3 gx = (E-l;,')(g).x , pour tout g & G/G' ,

-S5i x =0, c'est bien le cas : on a alors le premier reldve-
ment p il est clair que l'extension étale-multiplicatif est scindée
et la prop., résulte de la prop. du n°2 .,

lg' ,xm;éO.Mais

- Sinon, x £ 0 , et, si m est l'ordre de &
x™ £ (E@K')G/G' = E 7 comme il n'est pas nul, c'est un élément de
E* et il est bien inversible dans E@K' , donc x e (E@K')’t "
Si maintenant, on a deux relévements distincts correspondant & x
et x' tous deux non nuls, on voit que x/x' = f‘e johe , L'applica~
tion E-linéaire de D dans lui-m8me définie par

s R pa , @'—=>a
induit un isomorphisme du felévement correspondant & x' sur celui

qui correspond & Xx ., On a alors un relédvement non gcindé, unigue a

isomorphisme prés, et la fin de 1a prop,., dans ce cas, est immédiate.
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b) Le cas v(A)70 et v(A)> 0.

Je commence par un lemme :

Lemme : Soit u un élément de E®K' , On suppose gque, pou’f tout

g &G/G' , 1l existe ¢ ¢ E®K' tel que gu = cu ., Alors, g1 u £ O

u est inversible,

Démonstration du lemme : Soit E@K' = E;XxEy;X...xE. la décompo-

sition de E@K' en produit de corps. Soit u = (ul,uz,...,ur) .
Si u n'est pas inversible, l'une des composantes, par ex, v, est
nulle, Si u ¥ 0, l'une des composantes, par ex,: u, , est £ 0.,
Comme G/G' permute les idempotents primitifs, il existe g G/G!
tel que qgu = (vl,vz,...) , avec v, # 0 ., Et on a alors gqu # cu ,
quel que soit ¢ = (cy,65,...) ® E®K’ .

Démontrons maintenant la prop.:-Soit yd+y"d' un générateur du

(EQK')-module libre Dt]i' . Je prétend gue x;[ at ;r sont tous les

deux # O ., En effet si, par exemple, y' = O , j'ai DI%:' = (E@K')a
et la condition d'admissibilité faible n'est pas satisfaite (sur le

quotient de D par la premiére composante, j'ai Fi1t = o et je

devrais donc avoir un module de perite, O alors qu'il est de pente
v (A ).

Ecrivons maintenant que Dgé. est stable par Galois : pour tout
g €G/G' , j'ai g(yd+y'd') = gy.s(g).d+ gy'.c'{g).d' et il doit
donc exister f' & E®K' tel que gy.glqg) =uy et gy'.e'(g) =py’
Pour m entier assez grand, j'ai donc gy" = mem et gy'm =;Amy'm
D'aprés le lemme , v" et -y:m j donc aussi y et y'; sont inversi-

bles et j'ai DIJi' = (E®K').{(d'+xd) , en posant x = y/y' . On ter-

mine alors comme pour le relévement non scindé du cas I .

Mais il reste & se préoccuper de savoir si le reldvement corres-
pondant & l'objet ainsi fabriqué existe bien.

Tout d'abord, a-t'on admissibilité faible ? Si x ¢ E (ce qui é-

quivaut & £ #£ g' ), c'est immédiat (comme DJ-'K. n‘est pas défini sur



& 4
1040

‘E , 11 est "suffisamment de travers" par rapport 4 ltaction de F )
Si &= ¢' en revanche, j'ai Di, = K'Qyq Dl avec I)l = E(d4d'+xd)
J'al (d'+xd)[F = MNd'+lxd . S A= N ,‘ Dl est stable par F ¢
qui est interdit. Si M £ N , c'est o,k. .

Si [K':Qp_lép—l , J'ai donc un objet qui a toutes les propriété
voulues, y compris 1'admissibilité faible, et mes fourbis généraux
me disent qu'il correspond bien & une représentation V qui a les
propriétés que je veux. Si maintenant 1'ordre de éfla' est pre-
mier 3 p , il divise p-1 et je m'en tire encore car 'je suis dan
une situation gui se déduitj par extension des scalailres et torsion.
par un caract‘ere\)d'une situation avec e < p-1 ,

Si maintenant l'ordre de ¢ L&' est divisible par p , mes con-
jectures générales disent que le relévement existe effectivement. D
ce cas par{:iculier , on devrait pouvoir le démontrer en se fatigant

un peu, mais ¢a n'en vaut pas la peine puisqgue,dans la situation qu:

nous intéresse,on sait d'avance que la représentation existe,

III. -~ L'enveloppe algébrique de 1'image de Galoig.

Soit G! le sous-groupe d'inertie de Gal(fﬁb/K‘) . Je note I
1'enveloppe algébrique de 1l'image de G"D . C'est donc un sous-groupt

algébrique connexe de Aut{V) A GLy /g -

Proposition. - i) Dans le premier cas, I est un "demi-Cartan“ (resg

0 : x x -
un "demi-Borel®) , i.e. I ’.L_(O l) (resp. ‘3:(0 l) ) suivant que le

relévement est scindé ou non,

- 1i1) dans le deuxiéme cas

a) s1 X' £ ), ou si ¢7ler  est dlorare > 2,I=g6L, ;
1

b) 81 XM = &) et si ¢ ¢' est d'ordre 1 ou 2 , I est un sous

groupe de Cartan de _(_3_L_2 s on a alors

zE(x) si M= M (qui éﬁ&‘& x£E, x ¢ E ),

E(ux) si A = - (_qui implique xzc- E )

Lie(I) %

(ot x est comme dans la prop., de la p.8 et ou u est une racine




10)39

primitive 2(p-1)-idme de 1l'unité, si p # 2 (resp. u =\-3, si

p=2)).

Démonstrgtion : Le premier cas est essentiellement trivial., Je me

place dans le second. Supposes que je sache que I est réductif,
Alors comme je connais AZV' , Je sais que I?f §E2 ét j'ai donc
trois pc8sibilités

— ou bien I est le centre de GL, et End(Vv) &_MZ(E) ,

- ou bien I est un Cartan et End(V)<%i Lie(I) ,

- ou bien I = GL, et End(V)% E

(ici End(v) = EndE[Géj(v) ). Pour démontrer la prOpositioﬁ, je suis
donc ramené

-d'une part & montrer que I est réductif,

- d'autre part A calculer End(Vv) .

a) Montrons que I est réductif,

Le groupe G/Gé opére sur l'ensemble des droites de V stables par
G, . 81 I n'est pas réductif, cet ensemble a un élément et un
seul et il existe donc une droite de V stable par G . Mais c'est
impossible (au niveau Dieudonné, il lui correspondrait un quotient
de D ayant toutes les bonnes propriétés ; comme Dﬁ, "est libre de
rang 1 , son image dans le quotient en question serait libre de
‘rang O ou 1 ; le dit quotient correspondrait donc & un morceau
non trivial de T qui serait soit étale, soit de type multiplicatif
ce qui est impossible puisque les pentes sont comprises strict. entr
0 et l),
b) Calcul de End(V) .

Je m'intéresse & V Seulement en tant que _EZGéijodule. Son pen
dant du c8té Dieudonné est ce gue l'on obtient & partir de D en
étendant les scalaires de @ | a P, complété de Qgr , et en ou-

p
bliant l'action de Galois. C'est donc le (PGEE2 E)-module libre
P
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Dpe P@Q D, de base d et 4' , muni
P

-~ d'une part de l'action de F déduite par extension des scalaire
(en prolongeant par semi-~linéarité par rapport au Frobenius absolu
sur P ),

d'autre part, si je pose P'=K'% P , de la filtration de
P

Dpy = P'@, Dp (% P&, Dy ) déduite de Dy: par extension des
scalaires (on a donc pDi:',, = P®Qp Dé, ).

Alors EndE[Gél(v) s'identifie & l'anneau (opposé) a End(DP) ,
lui-n@me formé des applications (P®E)~linéaires de D, dans lui-

méme qui commutent & l'action de F et qui, aprés extension des

scalaires, respecte la filtration.,
Lemme, ~ i) Si viA) £ v(N') , on a End(DP)’= E .

i . ‘ ‘ 1
ii) si w(A) = v(A) , pour inlwyi.@?-@E , Je pose '('chi@yi)

-1 : -
Z&I’ _(xi)®yi' (ot ¢ = Frobenius absolu). Soit u un &lément in-

versible de PG E tel que v/ = X'/A (un tel élément existe grfc

2y fait que A'/A est une unité). Alors End(D,) s'identifie au

~

sous-anneau des matrices (2,2} ; a coefficients dans P@®E , de la

forme 1
a bu "
( . avec a,a',b,b'& E ,
a'u b! '
vérifiant

a'ux2+ (b’—a\)x—bu-f1 =0 ,

Dém, du lemme. - i) Le F-iso-cristal (P@E)d (resp., (P@E)d' )

est isocline de pente v(}«) (resp. wv{M') ). 81 A Dp—> Dp
est (P®E)-lindaire et commute 3 F , v(A) £ v()\') implique que
Md) ¢ (POE)A , A(d') ¢ (P®E)A' . Il existe donc a , b' ¢ PBE

tels que d) = ad , A(d*) = b'd . Si l'on dcrit que o, commute 3
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F , on trouve que a” = a , % = B! , ce qui équivaut & a,b'e E
Si 1l'on écrit que 1'application déduite par ext, des scalaires res-
pecte la filtration, on trouve a = b' et on a bien End(DP) = E .
le cas ii)., - Soit & & End(DPj) . Clest d'abord une application

dans lui-méme. Elle est donc définie par la,
1l

(P® E)-lindaire de Dy

donnée de A(d) = ad+ a'ud’ , et ol{d') = bu" @+ b'a" .

avec a,a'u,bu'l,b' ¢ P®E .

On écrit que (A commute % F . Si 1'on ne se trompe pas (il fau
faire attention, par exemple, que (ad)fF = d](aF) = az(d{F) ), on
trouve que cela équivaut & a% = a, a'zr = a', ... , ce qui revient
4 a,a',b,b'e E .

On écrit ensuite que ¢. respecte la filtration, i.a. que
A(A'+xd) appartient au sous-(P'®E)-module engendré par d'+xd et

on trouve la derniére relation.

Suite de la dém, de la prop.. - Le cas w(A) £ v(\') est maintenan

clair, Aussi, je suppose gué w(A) =:v(A') = 1/2 (remarques que, si

»= =X, je peux choisir u comme dans -l'énon.cé de la prop.).

En appliquant 7 aux coefficients du polyndme du
second deqgré dont x est racine, on voit que l'on doit aussi avoir
a'uzx?'-&- (b'-a)x -~ b u? < o .
En retranchant cette équation & la premidre, on trouve que
.a’(u--uz)x2 - b (u"l-u"z) = 0 , ou encore, en remplacant
u? par ul/) et en faisant le calcul
a'x? = ---b_(}\/)'-')t.lm2 .
Si, pour tout ¢ End(D,) , on a a' = O, on doit avoir b = O
et l'équation initiale se réduit & (b'-a)x = O , donc b' = a et
End(DP) = E .

Sinon, il existe & ¢ End(D,) avec a' £ 0 , et on doit avoir
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x? = sba'"L /AN
Le membre de gauche est un élément non nul de K'% E , celui é
droite doit &tre non nul, donc b £ O et c'est alors un &lément de

P®Q E ., Donc x2 et u2 sont tous deux dans l'intersection de
P

K'@E ‘et P@E qui est E .,

En particulier, {'ai u? = u2< , donc (M/N2 - ¥ 21 et
on a bien A' = A |, De plus x° ¢ E ? comme gx = (&'ls')(g)x ’
. - +G/G!

pour tout g ¢G/G' , et comme E = (E@K') .+ on a bien

(c7tery? 21 .

Réciproquement,

-si A =A' , on peut choisir u = 1 et on voit que

O .
Za (.1 zJ & End(D,) . Comme 32 L 2 . TEnd(DP) D B{(Z) & B(x)

(puisque x % E ,cf, énoncé p,l), d'on End(D;) % E(x) , pour des
raisons de dimensi@ns. 2 2

0 u'x
-81 A= =AM, on voit que 7' -.-_-( ) ¢ End(DP) , et on

1l 0
concluen de la méme maniére,

Rexﬁﬁgug. - Si 1l'on revient au cas ol V est le morceau de
QP@/ZP TP(Jl(p)) correspondant au facteur simple E de 1'algébre de
Hecke, on est dans la situation ol & = 1 et

¢! = (car. fond, de niveau 1)k":L (avec 2 £k & p-1 ).
Tu vois donc que, si l'on est dans le cas II, ona I & GL, , sauf
si et seulement si A= 2N et k = (p+l)/2 . J'espére que cela
ne contredit pas ce que tu sais |

+

Merci pour le papier de Wiles que j'al trouvé en arrivant 3 St
Gildas et que je n'ai pas encore regardé,
Merci aussi pour le preprint de Lubin qui m'a rappelé de vieux s&

venirs, Sa conjecture p., 8 est un cas particulier de la conj. sui-

vante qui résulte de mes conj. générales
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Conjecture, - Soit A 1l'anneau des ent. d'tn corps local K de

car. O , & corps résiduel parfait de car, p £ O . Soit V -uR vec-
toriel de dimension finie sur Qp sur lequel Galois opére (lin. et
cont,) et qui est dans la &-catégorie engendrée par les modules de
Tate des groupes p-divisibles, Pour tout i & Z , soit

n, = di"kﬂo%p[(;alz(v'cmi)) . Pour que V provienned# lui-m@me
d'un groupe p-divisible, il faut et il suffit que n, =0 si
i£o0,1,

Le fait que la cond. soit nécessaire est du & Tate, J'al dit, au

moins implic“-._l._tement} dans mon papier & Rennes que -b rai si

e =1 (cor.5.2,4) ou si np =0 oul (cor.,l du n®5,2,5), Je sais

maintenant que je peux remplacer e = 1 par e & p-1 , mais si

j'ai 3 la fois e > p-1 et €n1>2 : je ne éais la démontrer que

dans des cas particuliers, ==-- St S N o Ut

Gie > bon
U N, Pk

8L, (i b i o dirprietl o j’; ) ol
Jo ol Cobhs ot mo e g Sosrd Lo Grpa dopus 1o
fir oL L, O ppain e Mecllioppen
S O e A

53,.42.49F.

fods hare ‘LQM'\VLQM" (;_ﬂz_)._____.‘_.—-—ﬁ-———‘
POVEN 1 IS vz L idhad iy A Tt S6F30 - Souimb—
J

{ Seinn erase draane G 2ol doﬂaww7mg4§4wﬁ du (e
6"’@0{4‘0& ﬁﬁ\wf@),

s) lyvﬁ(f 1%(2‘% mchm'?uﬂ . Cua

lwmm} w()awc fu Le, 'fmwé@“w\h L L

T > N oo rraWle ranl w2

éL} B Dmﬂ.hw\-\sz loune d/w(?ocw(z_ S W ) : Offq(})@{n%
Q‘JI‘W; (,’L:M.ui?:ﬁfh ( ‘53 Ven Y\/-quwm‘n O'Uh} r’uhu’t‘ﬂ N’ ” \S | r i

fo v, nives de Sou Lo & el bu PO cr, Lo uf’(rmMé R A

%M! o Ko uidee Lo,
AMALer LE?“ Cuane

cﬁ‘ﬁ'% oAu mu‘w/rwlf

Sk e
d 5 snrinte b S mabh - (oren adoe ?

o 7
gl popanc]

o

[ R I /@L P\.G-









