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FONCTIONS L p-ADIQUES

par P. COLMEZ

Introduction

On a à présent une bonne compréhension (conjecturale) du comportement aux entiers

des fonctions L complexes des motifs (conjectures de Deligne-Beilinson et de Bloch-Kato

[15, 6, 46, 21] ; on pourra consulter le rapport Bourbaki de Fontaine [19] à ce sujet) et on

aimerait bien obtenir le même genre de résultats pour leurs avatars p-adiques. Le premier

problème auquel on est confronté est qu’on ne dispose pas (pour le moment) de définition

p-adique de la fonction L p-adique d’un motif ; la fonction L complexe est “définie” par

un produit eulérien qui converge dans un demi-plan alors que ce même produit eulérien

diverge p-adiquement. De toute façon, même sur les complexes la définition en termes de

produit eulérien ne donne à peu près aucun résultat intéressant et pour démontrer quoi

que ce soit sur une fonction L complexe, il faut commencer par en trouver une autre

définition ; de fait la seule méthode dont on dispose à l’heure actuelle est de commencer

par relier la fonction L complexe à la théorie des formes automorphes.

Comme on ne sait pas définir p-adiquement les fonctions L p-adiques, on essaie de

les construire par interpolation des valeurs aux entiers des fonctions L complexes. Par

exemple, si p ≥ 3, la fonction zêta p-adique (fonction zêta de Kubota-Leopoldt) a p − 1

branches ζp,i pour i ∈ Z/(p−1)Z et chacune de ces branches est construite en interpolant

une partie des valeurs de la fonction zêta de Riemann aux entiers ; de manière précise,

ζp,i(n) =





(1− p−n)ζ(n) si i est impair et n ≤ 0 est congru à i modulo p− 1,
Γ(n)

(2iπ)n (1− pn−1)ζ(n) si i est pair et n ≥ 1 est congru à i modulo p− 1.

Comme i+ (p− 1)N et i− (p− 1)N sont denses dans Zp, cela détermine ζp,i de manière

unique, le miracle étant qu’il existe une fonction raisonnable prenant ces valeurs.

Dans l’exemple de la fonction zêta de Kubota-Leopoldt, les valeurs que l’on interpole

sont, d’après Euler, des nombres algébriques (et même rationnels) ; on est dans le cas

favorable où l’on dispose de beaucoup de valeurs critiques au sens de Deligne [15]. La

plupart des fonctions L p-adiques que l’on sait construire présupposent un lien avec la
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théorie des formes automorphes et l’existence de suffisamment de valeurs critiques [11] ;

c’est le cas en particulier de celles construites par Manin [32] et Vishik [53], Amice et

Vélu [3], Deligne et Ribet, Katz, Hida, Panchishkin. . . et nous renvoyons à [23, 24] pour

ce point de vue que nous ne développerons pas, faute de place.

Dans cet exposé, nous allons décrire le point de vue de Perrin-Riou [41] qui est assez

conjectural, mais fournit une image satisfaisante de ce que l’on peut espérer dans le cas de

bonne réduction. En particulier, nous allons présenter une machine introduite par Perrin-

Riou dans [40] qui permet de construire la fonction L p-adique d’un motif ayant bonne

réduction en p à partir d’un “système compatible d’éléments spéciaux”. Dans le cas de la

fonction zêta de Kubota-Leopoldt, les éléments spéciaux sont les unités cyclotomiques et

on retombe, en utilisant la machine de Perrin-Riou, sur la construction de la fonction zêta

de Kubota-Leopoldt via les séries de Coleman [13], construction qui avait été inspirée par

la construction par Coates et Wiles [12] de la fonction L p-adique d’une courbe elliptique

à multiplication complexe à partir du système des unités elliptiques. Pour le moment,

l’existence d’un “système compatible d’éléments spéciaux” relève, dans le cas général, de

l’utopie mais, si on regarde les formules fournies par la machine de Perrin-Riou en ayant

en tête le fait que les éléments spéciaux donnent, via une application “régulateur”, les

valeurs de la fonction L complexe, on obtient une conjecture sur les valeurs aux entiers de

la fonction L p-adique que l’on peut voir soit comme l’analogue p-adique de la conjecture

de Deligne-Beilinson, soit comme une définition (conjecturale) de la fonction L p-adique

d’un motif par interpolation à partir des valeurs de sa fonction L complexe.

D’autre part, la machine de Perrin-Riou permet d’associer, sous des hypothèses beau-

coup plus raisonnables que ci-dessus, une fonction L d’Iwasawa à un motif ayant bonne

réduction en p. Cette fonction n’est bien définie qu’à multiplication près par une unité dans

l’algèbre d’Iwasawa et on conjecture qu’elle ne diffère de la fonction L p-adique que par

une unité dans l’algèbre d’Iwasawa (conjecture principale). Dans le cas du motif trivial,

on retombe sur la conjecture d’Iwasawa reliant la fonction zêta de Kubota-Leopoldt aux

groupes de classes d’idéaux des corps cyclotomiques, conjecture démontrée par Mazur et

Wiles [34] et plus récemment par Rubin [44] en utilisant la méthode des systèmes d’Euler

de Kolyvagin [31]. La conjecture principale peut aussi être énoncée en termes d’éléments

spéciaux sans introduire de fonction L p-adique ; c’est le point de vue développé par Kato

[28]. Comme la fonction L d’Iwasawa n’est bien définie qu’à une unité près dans l’algèbre

d’Iwasawa, ses valeurs aux entiers ne sont bien définies qu’à multiplication près par une

unité p-adique et le résultat principal de Perrin-Riou [41, chap. III] est que cette fonction

L d’Iwasawa vérifie (l’analogue de) la conjecture de Bloch-Kato à une unité près, ce qui

constitue le résultat général le plus encourageant en direction de la conjecture de Bloch-

Kato. Signalons pour finir que la méthode des systèmes d’Euler [43, 29, 45] permet, dans

le cas où la fonction L p-adique est obtenue à partir d’un système d’éléments spéciaux, de

prouver une relation de divisibilité entre la fonction L d’Iwasawa et la fonction L p-adique.
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1. EXEMPLES DE FONCTIONS L p-ADIQUES

1.1. Intégration sur Zp

1.1.1. Quelques espaces fonctionnels. Soient Qp une clôture algébrique de Qp et Cp le

complété de Qp pour la norme p-adique. Soit C 0 l’espace des fonctions continues de Zp

dans Cp. On fait de C 0 un espace de Banach p-adique en le munissant de la norme ‖ ‖C 0

définie par ‖f‖C 0 = supx∈Zp
|f(x)|.

Si h ∈ N, soit LAh l’espace des fonctions de Zp dans Cp analytiques sur a+ phZp quel

que soit a ∈ Zp. Si f ∈ LAh, alors, quel que soit x0 ∈ Zp, on peut développer f sous la

forme f(x) =
∑+∞

k=0 ak(x0)
(
x−x0

ph

)k
, où ak(x0) est une suite d’éléments de Cp tendant vers

0 quand k tend vers +∞. Si f ∈ LAh et x0 ∈ Zp, on pose ‖f‖h = supk∈N,x0∈Zp
(|ak(x0)|)

ce qui fait de LAh un espace de Banach p-adique. On note LA l’espace des fonctions

localement analytiques sur Zp à valeurs dans Cp ; c’est la réunion des LAh car Zp est

compact.

On dit qu’une fonction sur Zp est de classe C∞u si, pour tout k ∈ N, la fonction f [k]

définie sur Zp × (Zp − {0})k par la formule

f [k](x, y1, . . . , yk) =
1

y1 . . . yk

( ∑

I⊂{1,...,k}
(−1)k−|I|f

(
x+

∑
i∈I

yi

))

se prolonge en une fonction continue sur Zk+1
p .

Si f est une fonction de Zp dans Cp, soit an(f) le n-ième coefficient de Mahler de f ;

c’est l’élément de Cp donné par la formule an(f) =
∑n

i=0(−1)n−i
(
n
i

)
f(i).

Théorème 1.1 (Mahler). — f est continue sur Zp si et seulement si an(f) tend vers 0

quand n tend vers +∞. De plus, la série
∑+∞

n=0 an(f)
(
x
n

)
tend uniformément vers f sur

Zp et ‖f‖C 0 = supn∈N |an(f)|.
Le théorème de Mahler nous donne donc une caractérisation des fonctions continues

en termes de ses coefficients de Mahler. Le théorème suivant [1, 4] nous donne une ca-

ractérisation analogue des fonctions localement analytiques ou de classe C∞u .

Théorème 1.2. — (i) f ∈ LAh si et seulement si vp(an(f)) − vp([
n
ph ]!) tend vers +∞

quand n tend vers +∞. De plus, ‖f‖LAh
= p

− infn vp(an(f))−vp([ n

ph ]!)
.

(ii) f ∈ LA si et seulement si lim inf 1
n
vp(an(f)) > 0.

(iii) f ∈ C∞u si et seulement si la suite de terme général (1 + n)k|an(f)| tend vers 0

quand n tend vers +∞ quel que soit k ∈ N.

1.1.2. Distributions continues. Si A est un espace de Banach p-adique, on appelle distri-

bution continue sur Zp à valeurs dans A toute application linéaire de LA dans A dont

la restriction à LAh est continue pour tout h ∈ N. Les distributions continues sur Zp

à valeurs dans Cp forment une algèbre commutative et associative pour le produit de

convolution.
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On appelle mesure sur Zp à valeurs dans A toute application linéaire continue de C 0

dans A. Les mesures sur Zp à valeurs dans Cp forment une sous-algèbre des distributions

continues.

A une distribution continue, on associe deux séries formelles

Aµ(T ) =
+∞∑
n=0

bn(µ)T n avec bn(µ) =

∫

Zp

(
x

n

)
µ(x) et Lµ(t) =

+∞∑
n=0

tn

n!

∫

Zp

xnµ(x)

appelées respectivement transformée d’Amice [2] et transformée de Laplace de µ. On a

Lµ(t) = Aµ(e
t − 1) et

Aµ(z) =

∫

Zp

(1 + z)xµ(x) si |z| < 1 et Lµ(z) =

∫

Zp

ezxµ(x) si |z| < p−
1

p−1 .

Comme les fonctions de la forme εx, où ε décrit l’ensemble des racines de l’unité d’ordre

une puissance de p, forment une base des fonctions localement constantes sur Zp, la

transformée d’Amice permet de calculer les intégrales du type
∫
Zp
xkf(x)µ, où f est

une fonction localement constante et k ∈ N (mais pas pour k < 0). En particulier, on a

1Z∗
p
(x) = 1− 1

p

∑
εp=1 ε

x, ce qui permet de calculer la transformée d’Amice de la restriction

à Z∗
p d’une distribution µ en termes de celle de µ. On obtient

AResZ∗
p
(µ)(T ) = Aµ(T )− 1

p

∑
εp=1

Aµ(ε(1 + T )− 1).

Théorème 1.3. — (i) L’application qui à une distribution continue µ associe sa trans-

formée d’Amice est un isomorphisme de l’espace des distributions continues sur Zp à

valeurs dans A sur celui des série entières à coefficients dans A de rayon de convergence

supérieur ou égal à 1.

(ii) Sa restriction aux mesures est un isomorphisme de l’espace des mesures sur Zp à

valeurs dans A sur celui des séries entières à coefficients bornés.

Définition 1.4. — (i) Si r est un réel positif ou nul, une distribution continue sur Zp

est dite d’ordre r si la suite de terme général (1 + n)−r|bn(µ)| est bornée.

(ii) Une distribution continue µ est dite tempérée si et seulement si il existe r ∈ R+

tel que µ soit d’ordre r.

Remarque 1.5. — (i) Il résulte du (ii) du théorème précédent qu’une distribution d’ordre

0 n’est rien d’autre qu’une mesure.

(ii) Il résulte du (iii) du théorème 1.2 que l’espace des distributions tempérées est le

dual de celui des fonctions de classe C∞u .

(iii) Les distributions tempérées sur Zp à valeurs dans Cp forment une sous-algèbre des

distributions continues.

Le théorème 1.3 permet de caractériser les distributions tempérées en termes de leurs

transformées d’Amice ce qui permet de construire une distribution tempérée à partir d’une
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série entière de rayon de convergence 1 vérifiant des conditions de croissance. La connais-

sance de la transformée d’Amice d’une distribution est équivalente à la connaissance des∫
Zp
xiµ(x) pour i ∈ N. Le théorème suivant [3, 2, 53, 33, 40] permet de construire une

distribution tempérée en ne connaissant que les intégrales du type
∫
a+pnZp

xiµ(x) pour

a ∈ Zp, n ∈ N et 0 ≤ i ≤ N . Cette construction est très importante pour les applications

arithmétiques.

Théorème 1.6. — (i) Soit r ∈ R+. Une distribution continue est d’ordre r si et seule-

ment si, quel que soit j ∈ N, la suite de terme général pn(j−r) supa∈Zp
‖ ∫

a+pnZp
(x−a
pn )jµ‖

est bornée dans R.

(ii) Réciproquement, soit N ∈ N∪{+∞} strictement supérieur à r et soit µ une applica-

tion linéaire sur les fonctions localement polynomiales de degré inférieur ou égal à N telle

que, quel que soit j ∈ [0, N ], la suite de terme général pn(j−r) supa∈Zp
‖ ∫

a+pnZp
(x−a
pn )jµ‖

est bornée dans R. Alors il existe une unique distribution d’ordre r cöıncidant avec µ sur

les fonctions localement polynomiales de degré inférieur ou égal à N .

Remarque 1.7. — Pour r = 0, le théorème ci-dessus se traduit par le fait qu’une me-

sure est déterminée par sa valeur sur les fonctions localement constantes, ce qui est une

conséquence de la densité de celles-ci dans les fonctions continues.

1.2. Intégration sur Gal(Q(µp∞)/Q)

On fixe un plongement de Q dans C et Cp et on note Frob∞ la conjugaison complexe. Si

n ∈ N, soit εn = exp 2iπ
pn ∈ Q ⊂ C. Soit Q∞ = ∪n∈NQ(εn) l’extension abélienne maximale

de Q non ramifiée en dehors de p et soient Γ = Gal(Q∞/Q) et Γn = Gal(Q∞/Q(εn)) si

n ≥ 1. Le caractère cyclotomique χcycl induit un isomorphisme de Γ sur Z∗
p , ce qui permet

de parler de distribution continue ou tempérée ou encore de mesure sur Γ.

On pose q = 4 (resp. q = p) si p = 2 (resp. si p 6= 2) et on note ∆ le groupe des racines

de l’unité contenues dans Q∗
p . Si x ∈ Z∗

p , on note ω(x) l’unique élément de ∆ vérifiant

x−ω(x) ∈ qZp et on pose 〈x〉 = ω(x)−1x ∈ 1+qZp. Les applications x→ ω(x) et x→ 〈x〉
sont des caractères localement analytiques sur Z∗

p à valeurs dans Z∗
p .

On sait depuis la thèse de Tate qu’il vaut mieux considérer une fonction L complexe

comme une fonction sur les caractères continus du groupe des idèles plutôt que comme

fonction d’une variable complexe. De même, une fonction L p-adique est une fonction

définie sur les caractères continus ψ : Γ → C∗
p . Un tel caractère est automatiquement

localement analytique et ceux de la forme η〈χcycl〉s, avec s ∈ Zp et η d’ordre fini, seront

particulièrement intéressants pour la suite de l’exposé (en particulier dans le cas s ∈ Z).

De manière idéale, on aimerait bien pouvoir écrire une fonction L p-adique sous la forme

L(ψ) =
∫
Γ
ψ µ, où µ est une distribution tempérée sur Γ car une fonction définie de cette

manière a de bonnes propriétés (elle est par exemple analytique en ψ). Le problème est

que les fonctions L p-adiques peuvent avoir des pôles en certains caractères, ce qui nous

amène à introduire les notions de pseudo-mesures et pseudo-distributions tempérées.
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Les distributions tempérées (resp. les mesures) sur Γ forment une algèbre D(Γ) (resp.

D0(Γ)) pour la convolution et si ψ est un caractère de Γ, on a
∫

Γ
ψ µ?µ′ =

∫
Γ
ψ µ·∫

Γ
ψ µ′, ce

qui permet de définir
∫
Γ
ψ µ pour n’importe quel élément µ de l’anneau total des fractions

de D(Γ).

On appelle pseudo-mesure sur Γ un élément du localisé de D0(Γ) en la partie multipli-

cative engendrée par les images réciproques par χcycl des mesures µ sur Z∗
p de la forme∫

Z∗
p
fµ = f(u) − ukη(u)f(1), où k décrit Z, η décrit les caractères d’ordre fini de Z∗

p et

u décrit 1 + pZp. Si µ est une pseudo-mesure sur Γ, la fonction ψ → ∫
Γ
ψ n’a des pôles

qu’en un nombre fini de caractères de Γ de la forme ηχkcycl, où η est d’ordre fini et k ∈ Z.

L’idée de passer à l’anneau des fractions a été introduite par Serre [50] qui utilise le mot

pseudo-mesure dans un sens un peu différent du nôtre.

Si h ∈ Z, soit `h l’image réciproque par χcycl de la distribution ˜̀
h sur Z∗

p définie par∫
Z∗

p
f ˜̀

h = f ′(1) + hf(1). On appelle pseudo-distribution tempérée sur Γ un élément du

localisé de D(Γ) en la partie multiplicative engendrée par les `h. Un petit calcul nous

donne
∫
Γ
η〈χcycl〉s`h = s+h si η est un caractère d’ordre fini de Γ et s ∈ Zp ; on en déduit

le fait que si µ est une pseudo-distribution tempérée, alors
∫
Γ
η〈χcycl〉s µ = F (s)

P (s)
, où F est

une fonction analytique sur Zp et P est un polynôme dont toutes les racines sont dans Z.

L’anneau des pseudo-distributions tempérées sera noté D̃(Γ).

Le groupe Γ étant le produit direct du groupe fini ∆ par un groupe isomorphe à Zp,

l’algèbre D̃(Γ) se décompose en un produit d’algèbres correspondant aux caractères du

groupe ∆. Nous aurons en particulier besoin des idempotents

e+ =
1

2
(δ1 + δFrob∞) et e− =

1

2
(δ1 − δFrob∞)

qui permettent de décomposer toute pseudo-mesure µ sous la forme µ = µ+ + µ−, avec

µ+ = e+µ et µ− = e−µ.

1.3. Fonctions L p-adiques attachées aux caractères de Dirichlet

On verra indifféremment un caractère de Dirichlet de conducteur d comme un caractère

de (Z/dZ)∗ ou comme un caractère de GQ se factorisant à travers Gal(Q(µd)/Q). Si

χ1 et χ2 sont deux tels caractères, on note χ1 ⊗ χ2 le caractère de Dirichlet primitif

attaché à leur produit (c’est juste leur produit si on utilise la seconde interprétation).

Si χ est un caractère de Dirichlet de conducteur d, soit G(χ) =
∑

x∈(Z/dZ)∗ χ(x)e
2iπx

d la

somme de Gauss associée à χ. Soit finalement L(χ, s) =
∑+∞

n=1
χ(n)
ns la fonction L complexe

attachée à χ. Cette fonction admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe,

holomorphe en dehors d’un pôle simple en s = 1 si χ est le caractère trivial et on sait que

L(χ, k) est un nombre algébrique si k ≤ 0 et que (2iπ)−kL(χ, k) est un nombre algébrique

si χ(Frob∞)(−1)k = 1 et k > 0. Finalement, en s = 1, on a la formule suivante :

(1) si d 6= 1, alors L(χ, 1) = − 1

G(χ−1)

∑

x mod d

χ−1(x) log(1− e
2iπx

d ).
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On peut interpoler p-adiquement les valeurs de la fonction L attachée à χ pour construire

sa fonction L p-adique. De manière précise, on a le résultat suivant.

Théorème 1.8. — Soit χ un caractère de Dirichlet de conducteur d premier à p. Il existe

une unique pseudo-mesure µχ sur Γ qui est une mesure si χ 6= 1, telle que l’on ait

∫

Γ

χkcycl µχ =





(1− χ(p)p−k)L(χ, k) si k ≤ 0 et χ(Frob∞)(−1)k = −1,
Γ(k)

(2iπ)k (1− χ−1(p)pk−1)L(χ, k) si k ≥ 1 et χ(Frob∞)(−1)k = 1.

De plus la fonction L p-adique ψ → Lp(χ⊗ψ) =
∫
Γ
ψ µχ vérifie les propriétés suivantes :

(i) elle est analytique sauf si χ est le caractère trivial auquel cas elle n’est analytique

qu’en dehors des caractères 1 et χcycl en lesquels elle a des pôles simples de résidus res-

pectifs −1
2
(1− 1

p
) et 1− 1

p
,

(ii) elle vérifie l’équation fonctionnelle

Lp(χ⊗ ψ) = 2−χ⊗ψ(Frob∞)G(χ)ψ(σd)Lp(χ
−1 ⊗ ψ−1χcycl),

où σd est l’élément de Γ tel que χcycl(σd) = d,

(iii) si m ≥ 1 et si η est un caractère d’ordre fini de Γ trivial modulo Γm mais pas

modulo Γm−1, alors

Lp(χ⊗ ηχkcycl) =




L(η, k) si k ≤ 0 et η ⊗ χ(Frob∞)(−1)k = −1,
Γ(k)

(2iπ)k
pmk

G(η)
L(η, k) si k ≥ 1 et η ⊗ χ(Frob∞)(−1)k = 1.

Remarque 1.9. — (i) L’existence de pôles simples en 1 et χcycl se traduit par les formules

lims→0 sLp(〈χcycl〉s) = −1
2
(1− 1

p
) et lims→0 sLp(χcycl〈χcycl〉s) = 1− 1

p
.

(ii) Si i ∈ Z/(p−1)Z est impair (resp. i = 1 si p = 2), soit ζp,i la fonction définie sur Zp

par la formule ζp,i(s) = Lp(ω
i〈χcycl〉s). Il résulte du théorème précédent que cette fonction

est analytique sur Zp (resp. méromorphe sur Zp, holomorphe en dehors de s = 1 où elle a

un pôle simple de résidu 1− 1
p
) si i 6= 1 (resp. i = 1) et que l’on a ζp,i(−n) = (1−pn)ζ(−n)

si n ∈ N vérifie −n ≡ i modulo p− 1. La fonction ζp,i est la i-ème branche de la fonction

zêta de Kubota-Leopoldt.

(iii) L’équation fonctionnelle de la fonction L p-adique nous fournit la formule

L(η, k) =
1

2

Γ(1− k)

(2iπ)1−k
pm(1−k)

G(η−1)
L(η−1, 1− k),

si k ≥ 0 et η(Frob∞)(−1)k = −1. Cette formule est équivalente à l’équation fonctionnelle

de la fonction L complexe aux entiers.

(iv) On voit que pour obtenir une propriété de continuité p-adique, on a été forcé de

modifier un peu les valeurs des fonctions L. En particulier, on a dû rajouter ou non selon

les cas, un “facteur à l’infini” Γ(k)
(2iπ)k , un facteur d’Euler en p et des constantes locales

(sommes de Gauss). Le facteur d’Euler en p est soit celui du point que l’on considère soit



851-08

celui du point qui lui correspond via l’équation fonctionnelle ; il trouvera une explication

conceptuelle au chapitre suivant.

(v) Il est assez remarquable que la fonction L p-adique continue à être reliée à la fonction

L complexe même aux caractères dont on ne s’est pas servi pour construire la fonction

L p-adique (cf. (iii) du théorème ci-dessus). Le résultat suivant que l’on pourra comparer

avec la formule (1) est une illustration du même phénomène en un point où l’on n’a plus

de résultat d’algébricité.

Proposition 1.10 (Leopoldt). — Si χ(Frob∞) = 1, alors

Lp(χ⊗ χcycl) =
−1

G(χ−1)
(1− χ(p)

p
)

∑

x mod d

χ−1(x) logp(e
2iπx

d − 1).

Plus généralement, si m ≥ 1 et η est un caractère de Γ trivial modulo Γm mais pas Γm−1

et tel que χ⊗ η(Frob∞) = 1, alors

Lp(χ⊗ ηχcycl)) =
−1

G((χ⊗ ψ)−1)

∑

x mod dpm

(χ⊗ ψ)−1(x) logp(e
2iπx
dpm − 1).

Il y a un nombre considérable de manières de démontrer ces résultats. Considérons

le cas du caractère trivial (le cas général se traite exactement de la même manière)

et notons µK−L = µ+
K−L + µ−K−L la pseudo-mesure correspondante. La manière la plus

efficace pour construire µ−K−L, compte tenu de la caractérisation des mesures par leur

transformée d’Amice consiste à montrer que si a ∈ Zp, alors il existe une mesure sur Zp

dont la transformée de Laplace est 1
et−1

− a
eat−1

. Cette mesure µa vérifie alors les formules∫
Zp
xnµa = (−1)n(1− a1+n)ζ(−n) si n ≤ 0 comme on le voit à partir de la représentation

intégrale (1 − a1−s)ζ(s) = 1
Γ(s)

∫ +∞
0

(
1

et−1
− a

eat−1

)
ts dt

t
. Pour obtenir une mesure sur Γ

à partir de µa, on commence par restreindre µa à Z∗
p (un petit calcul montre que cela

fait sortir le facteur d’Euler en p) puis on se débarasse de la dépendance en a (et du

facteur parasite 1 − a1+n) en divisant par δa − δ1 et on obtient une pseudo-distribution

que l’on tire sur Γ grâce à χ−1
cycl et qui n’est autre que µ−K−L. Pour construire µ+

K−L, on

utilise les entiers positifs en partant de la formule −∑
k∈Z

1
t−2iπk

= 1
2
coth t

2
, d’où l’on tire

(1− a−2n) Γ(2n)
(2iπ)2n ζ(2n) = 1

2

(
d
dt

)2n−1
(

1
2
coth t

2
− 1

2a
coth t

2a

)
|t=0

.

La construction la plus pertinente pour cet exposé est celle de Coleman [13] qui repose

sur les “séries de Coleman” dont la construction est rappelée dans la proposition suivante.

Proposition 1.11. — Si u = (un)n∈N est un élément de la limite projective lim
←−

O∗
Qp(εn)

des O∗
Qp(εn) relativement aux applications normes, il existe une unique série Colu(T )

élément de (Zp[[T ]])∗ telle que l’on ait Colu(εn − 1) = un quel que soit n ≥ 1.

Pour retrouver la fonction zêta de Kubota-Leopoldt à partir de ce résultat, commençons

par remarquer que les unités cyclotomiques fournissent des éléments de lim
←−

O∗
Q(εn) et donc
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de lim
←−

O∗
Qp(εn). De manière précise, si γ ∈ Γ, la collection uγ = (uγ,n)n∈N, où uγ,n = γ(εn)−1

εn−1

si n ≥ 1, est un élément de lim
←−

O∗
Q(εn) et si a = χcycl(γ), alors Coluγ (T ) = (1+T )a−1

T
.

D’autre part, si u ∈ lim
←−

O∗
Qp(εn), Il existe une unique distribution tempérée λu sur

Zp dont la transformée d’Amice est log(Colu(T )) et une comparaison des transformées

d’Amice montre que si µa est la mesure définie ci-dessus, alors µa = xλuγ , ce qui nous

fournit d’une part une construction de la fonction zêta de Kubota-Leopoldt et d’autre

part une manière de calculer
∫
Zp
f(x)x−1 µa si f est une fonction localement constante ;

on en tire la proposition 1.10.

1.4. Fonctions L p-adiques attachées aux formes modulaires

Soit f(z) =
∑+∞

n=1 ane
2iπnz une forme modulaire de poids 2k pour SL2(Z). On suppose

que f est propre pour les opérateurs de Hecke et a1 = 1. Le sous-corps de C engendré par

les an est un corps de nombres totalement réel que nous noterons Q[f ].

Si χ est un caractère de Dirichlet de conducteur m, on pose

L(f ⊗ χ, s) =
+∞∑
n=1

χ(n)an
ns

=
∏

`

1

1− a`(χ(`)`−s) + `2k−1(χ(`)`−s)2
.

La fonction L(f ⊗χ, s) a un prolongement analytique à C tout entier et vérifie l’équation

fonctionnelle

ms Γ(s)

(2π)s
L(f, χ, s)

G(χ)
= (−1)kχ(−1)m2k−sΓ(2k − s)

(2π)2k−s
L(f, χ−1, 2k − s)

G(χ−1)
.

On peut fabriquer [32, 3, 53] une fonction L p-adique à partir des nombres

Λ(f ⊗ χ, j) = mj Γ(j)

(−2iπ)j
L(f ⊗ χ, j),

pour j ∈ {1, . . . , 2k− 1} et χ variant parmi les caractères de Dirichlet de conducteur une

puissance de p. Le principal ingrédient de la construction est le théorème suivant.

Théorème 1.12 (Manin). — Soit f une forme modulaire cuspidale de poids 2k pour

SL2(Z) propre sous l’action des opérateurs de Hecke. Il existe alors Ω−f ∈ R et Ω+
f ∈ iR

tels que l’on ait

Λ(f ⊗ χ, j)

G(χ)
∈





Ω−f Q[f, χ] si j ∈ {1, . . . , 2k − 1} et χ(−1)(−1)j−1 = 1,

Ω+
f Q[f, χ] si j ∈ {1, . . . , 2k − 1} et χ(−1)(−1)j−1 = −1

.

La démonstration de ce théorème s’appuie sur l’étude des intégrales (appelées symboles

modulaires) du type
∫ i∞
r

f(z)P (z)dz, où r ∈ Q et P est un polynôme de degré inférieur ou

égal à 2k−2 à coefficients entiers. On montre que, si a ∈ Q∗ et b ∈ Q, alors
∫ i∞

0
f(az+b)zj

a une partie réelle appartenant à Ω−f Q et une partie imaginaire appartenant à Ω+
f Q.
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Convention 1. — si a ∈ Z − {0} et b ∈ Z, on note
∫ i∞
0

f(az + b)zj l’élément de Cp

défini en faisant la somme de la partie réelle de
∫ i∞

0
f(az + b)zj divisée par Ω−f et de sa

partie imaginaire divisée par Ω+
f .

Théorème 1.13. — Soit f une forme modulaire de poids 2k pour SL2(Z) propre pour

les opérateurs de Hecke et normalisée. Soient ap la valeur propre de Tp, α une racine du

polynôme X2−apX+p2k−1 = 0 et β = p2k−1

α
l’autre racine. Si vp(α) < 2k−1, il existe une

unique distribution µ̃f,α d’ordre vp(α) telle que si n ∈ N, a ∈ Zp et i ∈ {0, . . . , 2k − 2},
alors ∫

a+pnZp

xiµ̃f,α(x) =
1

(pα)n

∫ i∞

0

(
f
(z − a

pn
)− p2k−1

α
f
(z − a

pn−1

))
zidz.

Remarque 1.14. — La distribution µ̃f,α est vraiment d’ordre vp(α) ; en particulier, si

vp(α) 6= 0, ce n’est pas une mesure. Dans le cas où vp(α) = 2k − 1, on n’a pas assez

de valeurs pour garantir l’unicité d’une distribution tempérée d’ordre vp(α) vérifiant les

formules de la proposition, ce qui rend le résultat inutilisable tel quel. D’autre part, ap
étant un entier, il y a deux cas possibles. Soit vp(ap) = 0 (cas ordinaire) et une des racines

de X2 − apX + p2k−1 est de valuation 0 tandis que l’autre est de valuation 2k − 1, soit

vp(ap) > 0 (cas supersingulier) et les deux racines de X2 − apX + p2k−1 sont de valuation

strictement comprise entre 0 et 2k − 1.

On note µf,α la distribution tempérée sur Γ image réciproque de la restriction de µ̃f,α à

Z∗
p et on définit la fonction L p-adique de f (associée à α) par la formule Lp(f ⊗ ψ, α) =∫
Γ
ψ(x)µf,α(x).

Proposition 1.15. — La fonction L p-adique est reliée à la fonction L complexe par les

formules suivantes

(i) Si i ∈ {0, . . . , 2k − 2},
Lp(f ⊗ χicycl, α) = (1− βp−(i+1))(1− βp−(2k−i−1))Λ(f, i+ 1).

(ii) Si m ≥ 1 et η est un caractère d’ordre fini de Γ trivial modulo Γm mais pas modulo

Γm−1 et si i ∈ {0, . . . , 2k − 2}, alors

Lp(f ⊗ ηχicycl, α) =
1

αm
Λ(f, η−1, i+ 1)

G(η−1)
.

(iii) De plus, la fonction L p-adique attachée à f vérifie l’équation fonctionnelle

Lp(f ⊗ ψ, α) = −ψ(−1)Lp(f ⊗ χ2k−2
cycl ψ

−1, α)

Remarque 1.16. — i) Le facteur d’Euler en p de L(f, s) est

1

1− app−s + p2k−1p−2s
=

( 1

1− αp−s

)( 1

1− βp−s

)
.

On voit donc que le facteur d’Euler que l’on doit rajouter pour rendre les choses p-

adiquement interpolables est le produit d’un morceau du facteur d’Euler en i+ 1 et d’un
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morceau de celui en 2k − i − 1 qui est le point correspondant à i + 1 via l’équation

fonctionnelle.

(ii) La théorie effleurée ci-dessus s’étend aux formes de niveau quelconque ([33] par

exemple) et l’équation fonctionnelle est alors un peu plus compliquée.

2. LA FONCTION L p-ADIQUE D’UN MOTIF

2.1. Déterminants et discriminants

Rappelons que si K est un corps, on peut associer à un K-espace vectoriel V de dimen-

sion finie d(V ) son déterminant detK V qui est une K-droite (i.e. un K-espace vectoriel

de dimension 1).

Si ω est une famille de d(V ) vecteurs de V , on note [ω] son déterminant ; c’est un élément

de detK V . LesK-droites forment un groupe sous le produit tensoriel dont l’élément neutre

est K et l’inverse d’une droite D est la droite duale D∗. Si ω est une base d’un K-espace

vectoriel de dimension finie V et ω∗ est la base de V ∗ duale de ω, alors [ω][ω∗] = 1. Si

0 → V1 → V → V2 → 0 est une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimensions finies,

alors detK V s’identifie canoniquement (au signe près) à (detK V1) ⊗ (detK V2) (si ω, ω1

et ω2 sont respectivement des bases sur K de V , V1 et V2 et ω̂2 un relèvement de ω2 dans

V , le déterminant de la famille (ω1, ω̂2) dans la base ω ne dépend pas du choix de ω̂2).

Soit A un anneau principal contenu dans K. Si T est un A-module de type fini et de

torsion, notons |T | le produit des diviseurs élémentaires de T ; c’est un élément de A bien

défini à multiplication près par une unité de A. Si A = Z, alors |T | est le cardinal de T .

Si T est un A-module de type fini et V = K ⊗ A, alors detA T est un sous-A-module de

detK V dont on note [T ] un générateur. Si T est de torsion, alors V = 0, detK V = K et

[T ] = |T |−1. Dans le cas général, si ω est une famille d’éléments de T formant une base de

V , alors [T ] ∼ |T/ω|−1[ω] (de manière générale, on note de la même manière une famille

d’éléments d’un A-module et le sous-A-module qu’elle engendre).

Si 0 → V1 → V2 → · · · → Vn → 0 est une suite exacte de K-espaces vectoriels,

⊗n
i=1(detK Vi)

(−1)i
s’identifie canoniquement (au signe près) à K et si Ti est un A-module

de type fini tel que l’on ait K ⊗ Ti = Vi pour 1 ≤ i ≤ n, la quantité
∏n

i=1[Ti]
(−1)i ∈ K∗

est un élément de K bien défini à multiplication près par une unité de A. Il faut quand

même faire attention au fait que les flèches qui interviennent dans la suite exacte ont une

grande influence sur le résultat, ce qui n’apparâıt pas sur la notation. Si n = 2, la quantité

[T1][T2]
−1 sera parfois notée [T2 : T1] et appelée l’indice généralisé de T1 dans T2 (si A = Z

et l’application de V1 dans V2 est induite par une application injective de T1 dans T2, on

retombe bien sur l’indice de (l’image de) T1 dans T2).

Un accouplement parfait 〈 , 〉 entre deux K-espaces vectoriels V1 et V2 de (même)

dimension finie induit un isomorphisme de (detK V1)⊗ (detK V2) sur K. Si T1 et T2 sont

deux A-modules de type fini tels que l’on ait Vi = K⊗Ti pour i = 1, 2, on pose 〈T1, T2〉 =
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[T1]⊗ [T2] ; c’est un élément de K bien défini à multiplication près par une unité de A et

si ωi est une famille d’éléments de Ti formant une base de Vi, alors 〈T1, T2〉 est aussi le

discriminant de 〈 , 〉 dans les bases ω1 et ω2 multiplié par |T1/ω1|−1|T2/ω2|−1.

Finalement, si T est un A-module, on note T∨ = Hom(T,Fr(A)/A) le dual de Pontrya-

gin de T et T ∗ = Hom(T,A).

2.2. Motifs

Si K est un corps, un motif (resp. un motif pur) défini sur K est un morceau de la

cohomologie d’une variété algébrique (resp. variété projective lisse) définie sur K. Nous

ne nous intéresserons qu’au cas où K est un corps de nombres et même, pour l’énoncé des

conjectures, qu’au cas où K = Q, le cas d’un corps de nombres quelconque pouvant s’y

ramener par restriction des scalaires. On associe à un motif défini sur Q deux Q-espaces

vectoriels MB et MdR de même dimension d(M) appelés respectivement réalisation de

Betti et réalisation de de Rham de M et l’entier d(M) est appelé “dimension de M”. Ces

deux espaces vectoriels sont munis de structures supplémentaires et d’isomorphismes de

comparaison dont les propriétés sont rappelées ci-dessous (il faut faire attention au fait

que certaines des propriétés énoncées ci-dessous ne sont en fait que partiellement connues).

(Mot 1) MdR est muni d’une filtration décroissante par des sous-Q-espaces vectoriels

(M i
dR)i∈Z et on appelle espace tangent à M le Q-espace vectoriel tM = MdR/M

0
dR.

(Mot 2)MB est muni d’une action de GR = Gal(C/R) et a donc une décomposition sous

la forme MB = M+
B ⊕M−

B , où M+
B (resp. M−

B ) est le sous-espace propre de la conjugaison

complexe associée à la valeur propre 1 (resp. −1). On note d+(M) et d−(M) les dimensions

respectives de M+
B et M−

B .

(Mot 3) On dispose d’un isomorphisme “de périodes complexes” ιM,∞ : (C⊗MB)GR →
R⊗MdR qui, composé avec l’injection de R⊗M+

B dans (C⊗MB)GR et la surjection de

R⊗MdR sur R⊗ tM , nous fournit une application αM : R⊗M+
B → R⊗ tM et une suite

exacte dite “suite exacte tautologique”

0 → kerαM → R⊗M+
B → R⊗ tM → cokerαM → 0.

(Mot 4) Si p est un nombre premier, MB,p = Qp ⊗MB est muni d’une action de GQ

dont la restriction à GR est celle que l’on avait sur MB. Les MB,p forment un système

compatible de représentations, c’est-à-dire que si ` est un nombre premier, si I` désigne

le sous-groupe d’inertie de GQ`
et Frob` ∈ GQ`

est un élément de Frobenius, alors le

déterminant de 1−XFrob−1
` agissant sur (MB,p)

I` est un polynôme à coefficients dans Q

indépendant de p 6= ` ; nous le noterons E`(M,X).

(Mot 5) Le motif M a une fonction L définie par le produit eulérien L(M, s) =∏
`E`(M, `−s)−1 qui converge pour Re(s) À 0.

On conjecture que L(M, s) a un prolongement méromorphe à tout le plan complexe

et les conjectures de Deligne, Beilinson, Scholl, Bloch et Kato, Fontaine et Perrin-Riou
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rappelées ci-dessous prédisent le comportement de L(M, s) en s = 0. Nous avons choisi une

présentation proche de celle de Fontaine et Perrin-Riou [21, 19] ; une référence agréable

pour l’historique de la conjecture de Beilinson est [37].

Si n ∈ Z, on note M(n) le tordu n fois (à la Tate) de M . En tant que Q-espace

vectoriel, on a M(n)dR = MdR, mais la filtration de Hodge est décalée : M(n)idR = Mn+i
dR

si i ∈ Z. On a aussi M(n)B = MB en tant que Q-espace vectoriel mais l’action de la

conjugaison complexe est multipliée par (−1)n et ιM(n),∞ = (2iπ)nιM,∞ ; en particulier

M(n)+
B = M

(−1)n

B . Finalement, l’action de GQ sur M(n)B,p est obtenue en multipliant

celle sur MB,p par χncycl et la fonction L de M(n) est reliée à celle de M par la formule

L(M(n), s) = L(M, s+ n).

Soit M∗ le dual de M . Les fonctions L de M et M∗(1) sont conjecturalement reliées

par une équation fonctionnelle du type L(M, s) = ∗L(M∗(1),−s), où ∗ est un quotient de

produit de fonctions Γ et d’exponentielles que l’on peut décrire explicitement en faisant

intervenir la filtration de Hodge et certaines “constantes locales” généralisant les sommes

de Gauss.

On note H0(M) le plus grand sous-motif de M somme directe de copies du motif

trivial Q(0) et H1(M) le groupe des extensions1 de Q(0) par M . Si x ∈ H1(M), soit

0 → M → Mx → Q(0) → 0 l’extension correspondante. Il lui correspond, pour chaque

nombre premier p, une extension 0 → MB,p → (Mx)B,p → Qp → 0 de représentations

p-adiques. Si e ∈ (Mx)B,p est un relèvement de 1 ∈ Qp, le cocycle σ → (σ − 1)e sur GQ

est à valeurs dans MB,p et la classe de ce cocycle dans H1(GQ,MB,p) ne dépend pas des

choix que l’on a faits ; elle sera notée xB,p. Si ` est un nombre premier, on dit que x a

bonne réduction en ` si, pour tout p 6= `, la restriction de xB,p au sous-groupe d’inertie I`
de GQ`

⊂ GQ est triviale. Si S est un ensemble fini de nombres premiers, on note H1
f,S le

sous-groupe de H1(M) des extensions de Q(0) par M ayant bonne réduction en dehors

de S et on note H1
f (M) le sous-groupe de H1(M) correspondant à S = ∅.

Si x ∈ H1(M), soit edR ∈ (Mx)
0
dR relevant 1 ∈ Q(0)0

dR = Q et eB ∈ (Mx)
+
B relevant

1 ∈ Q(0)+
B = Q. L’élément edR − ιMx,∞(eB) de R⊗ (Mx)dR appartient à R⊗MdR et son

image xdR,∞ dans cokerαM ne dépend d’aucun des choix que l’on a fait ; on a donc défini

de cette manière une application vM : R⊗H1(M) → cokerαM .

Maintenant, dans la dualitéMdR×M∗(1)dR → Q(1)dR = Q, les espacesM0
dR etM∗(1)0

dR

sont orthogonaux, le dual de tM s’identifie à M∗(1)0
dR, celui de tM∗(1) à M0

dR et, après

tensorisation par R, le dual de cokerαM∗(1) s’identifie à kerαM . On en déduit donc par

dualité une application naturelle u∗
M∗(1) : kerαM → R⊗H1(M)∗.

1Nous avons choisi d’utiliser le point de vue des extensions de motifs plutôt que de donner une définition
précise en termes de K-théorie, de groupes de Chow supérieurs ou de cohomologie motivique car la
plupart des flèches dont nous aurons besoin ont une description plus agréable. Le prix à payer est qu’il
est impossible de démontrer quoi que ce soit : par exemple, on ne sait pas démontrer qu’une extension
de motifs de Q(0) par Q(1) est de type Kummer alors que l’énoncé correspondant en K-théorie est un
théorème (facile).
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Finalement, on définit via la théorie des biextensions, un accouplement “hauteur”

H1
f (M) × H1

f (M
∗(1)) → R et on conjecture que cet accouplement donne naissance à

la suite exacte dite “suite exacte fondamentale de M”

0 → H0(M)R → kerαM → H1
f (M

∗(1))∗
R → H1

f (M)R → cokerαM → H0(M∗(1))∗
R → 0.

Soient ωtg une base de tM , ω+
B une base de M+

B , ωf,M une base de H1
f (M), ωf,M∗(1) une

base de H1
f (M

∗(1)), ω0
M une base de H0(M) et ω0

M∗(1) une base de H0(M∗(1)). Le nombre

[ω+
B ][cokerαM ]

[ωtg][kerαM ]
· [kerαM ][ωf,M ][ωf,M∗(1)]

[ω0
M ][ω0

M∗(1)][cokerαM ]

ne dépend ni du choix des bases de kerαM et cokerαM ni, à multiplication près par un

élément de Q∗, du choix des bases ωtg, ω
+
B , ωf,M , ωf,M∗(1), ω

0
M et ω0

M∗(1) ; il sera noté

Ω∞(M).

Conjecture 2.1 (Deligne-Beilinson). — L(M, s) a, en s = 0, un zéro d’ordre r∞(M) =

dimQH
1
f (M

∗(1)) − dimQH
0(M∗(1)) et L∗(M, 0) = lims→0 s

−r∞(M)L(M, s) est égal, à

multiplication près par un élément de Q∗, à Ω∞(M).

2.3. Les anneaux de Fontaine

Tate a montré [52] qu’il n’existait pas dans Cp d’analogue p-adique de 2iπ et donc

par conséquent que les périodes p-adiques des variétés algébriques ne pouvaient pas vivre

dans Cp. Ceci a conduit Fontaine [16, 17] à construire des anneaux Bcris ⊂ BdR un peu

compliqués mais fort utiles.

BdR est un corps contenant les périodes de toutes les variétés algébriques. C’est le corps

des fractions d’un anneau B+
dR obtenu en complétant Qp pour une topologie plus fine que

la topologie p-adique faisant intervenir “les dérivées successives des éléments de Qp vus

comme fonctions algébriques de p”. Ceci fait de B+
dR un anneau topologique muni d’une

action continue de GQp . Il contient en particulier Qp et un analogue p-adique de 2iπ que

nous noterons t dans la suite et sur lequel g ∈ GQp agit par g(t) = χcycl(g)t. D’autre

part, B+
dR est un anneau de valuation discrète complet dont l’idéal maximal est engendré

par t et le corps résiduel est Cp (ce qui explique que l’on ne voit pas t dans Cp). On

munit BdR = B+
dR[1

t
] de la filtration définie par Bi

dR = tiB+
dR si i ∈ Z. Finalement, on a

B
GQp

dR = Qp.

Bcris est un sous-anneau de BdR stable par GQp qui contient les périodes des variétés

algébriques ayant bonne réduction modulo p. C’est un anneau topologique muni d’une

action d’un morphisme de Frobenius ϕ commutant à l’action de GQp . L’intersection de

Bcris avec Qp est l’extension maximale non ramifiée Qnr
p de Qp et t est un élément de Bcris

sur lequel ϕ agit par multiplication par p. D’autre part, les anneaux Bcris et BdR sont
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reliés par les suites exactes fondamentales

0 → Qp → Bϕ=1
cris → BdR/B

+
dR → 0,(2)

0 → Qp → Bcris → Bcris ⊕BdR/B
+
dR → 0,(3)

où, dans la seconde suite exacte, l’application de Bcris dans Bcris ⊕BdR/B
+
dR est celle qui

à x associe ((1− ϕ)x, x).

2.4. Représentations p-adiques attachées aux motifs

2.4.1. La hiérarchie des représentations p-adiques. Si V est une représentation p-adique

de GQp , on pose DdR(V ) = (BdR ⊗ V )GQp et Dcris(V ) = (Bcris ⊗ V )GQp . Ceci fait de

DdR(V ) un Qp-espace vectoriel que l’on munit de la filtration décroissante définie par

Di
dR(V ) = (Bi

dR ⊗ V )GQp et Dcris(V ) ⊂ DdR(V ) est de plus muni d’une action de ϕ.

On a dimQp Dcris(V ) ≤ dimQp DdR(V ) ≤ dimQp V et on dit que V est cristalline si

dimQp Dcris(V ) = dimQp V et de de Rham si dimQp DdR(V ) = dimQp V .

(Mot 6) Si M est un motif, la représentation MB,p est de de Rham et on dispose d’un

isomorphisme “périodes p-adiques” ιM,p : DdR(MB,p) →MdR,p = Qp⊗MdR de Qp-espaces

vectoriels filtrés. De plus, le déterminant de 1 − Xϕ agissant sur Dcris(MB,p) est égal à

Ep(M,X) ; en particulier, si M a bonne réduction en p, alors MB,p est cristalline.

Réciproquement, on conjecture [20, 27] que BdR est juste assez fin pour faire le tri

entre ce qui provient de la géométrie et ce qui n’en provient pas, ce qui se traduit par les

conjectures 2.2 et 2.3 ci-dessous.

Conjecture 2.2 (Fontaine-Mazur). — Si V est une représentation p-adique irréductible

de GQ qui est non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places et dont la restriction à

un groupe de décomposition en p est de de Rham, alors V est la représentation p-adique

associée à un motif pur.

2.4.2. Extensions de motifs et de représentations p-adiques. Bloch et Kato ont intro-

duit [9] des sous-groupes H1
e (Qp, V ) ⊂ H1

f (Qp, V ) ⊂ H1
g (Qp, V ) de H1(Qp, V ). Ce sont

les noyaux respectifs des applications naturelles de H1(Qp, V ) dans H1(Qp,B
ϕ=1
cris ⊗ V ),

H1(Qp,Bcris⊗V ) et H1(Qp,BdR⊗V ). La signification de ces sous-groupes est la suivante.

Si x ∈ H1(Qp, V ), l’extension Vx de Qp par V qui lui est associée est cristalline (resp. de

de Rham) si et seulement si V est cristalline (resp. de de Rham) et x ∈ H1
f (Qp, V ) (resp.

x ∈ H1
g (Qp, V )). Rappelons d’autre part que le cup-produit fournit un accouplement

parfait

H1(Qp, V )×H1(Qp, V
∗(1)) −→ H2(Qp,Qp(1)) ∼= Qp

qui permet en particulier de voir H1(Qp, V
∗(1)) comme le dual de H1(Qp, V ) et que,

dans cette dualité, les orthogonaux respectifs de H1
e (Qp, V ), H1

f (Qp, V ) et H1
g (Qp, V )

sont H1
g (Qp, V

∗(1)), H1
f (Qp, V

∗(1)) et H1
e (Qp, V

∗(1)).
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(Mot 7) Si x ∈ H1(M) a bonne réduction en p, alors xB,p ∈ H1
f (Qp,MB,p).

Si ` 6= p et V est une représentation p-adique de GQ`
, notons H1

f (Q`, V ) le sous-groupe

des éléments de H1(Q`, V ) dont la restriction au sous-groupe d’inertie I` est triviale.

Soit S un ensemble fini de nombres premiers et soit GQ,S le groupe de Galois de l’exten-

sion maximale de Q non ramifiée en dehors de l’infini et de S. Si V est une représentation

p-adique de GQ,S et i ∈ N, notons H i(V ) le groupe H i(GQ,S, V ). Notons H1
g (V ) le sous-

groupe des éléments x de H1(V ) dont la restriction à GQp appartient à H1
g (Qp, V ). Si Σ

est un sous-ensemble de S, notons H1
f,Σ(V ) le sous-groupe des éléments x de H1

g (V ) dont

la restriction à GQ`
appartient à H1

f (Q`, V ) si ` /∈ Σ et H1
f (V ) le groupe correspondant à

Σ = ∅.
La conjecture suivante [27] est l’analogue pour les extensions de motifs de la conjecture

de Fontaine-Mazur.

Conjecture 2.3 (Jannsen). — Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant

p. Si M est un motif ayant bonne réduction en dehors de S, les applications naturelles

de Qp ⊗H1
f (M) et Qp ⊗H1

f,S(M) dans H1
f (MB,p) et H1

f,S(MB,p) respectivement sont des

isomorphismes.

Si M est le motif associé au H1 d’une variété abélienne X, la conjecture ci-dessus est

plus ou moins équivalente à la finitude de la p-partie du groupe de Chafarevitch-Tate de

X. Finalement, on a la conjecture de Tate

Conjecture 2.4 (Tate). — Si M est un motif ayant bonne réduction en dehors de S,

l’application naturelle de Qp ⊗H0(M) dans H0(MB,p) est un isomorphisme.

2.5. La conjecture de Bloch-Kato

2.5.1. Le groupe de Chafarevitch-Tate. Soient V une représentation p-adique de GQ,S et

T un réseau de V stable par GQ,S. On définit les groupes H1
f (T ), H1

f,S(T ) et H1
f (Q`, T )

comme les images inverses respectives de H1
f (V ), H1

f,S(V ) et H1
f (Q`, V ) dans H1(T ) et

H1(Q`, T ). Si ` est une place finie, on définit H1
f (Q`, V/T ) comme l’image de H1

f (Q`, V )

dans H1(Q`, V/T ) et H1
f (V/T ) comme l’ensemble des éléments de H1(V/T ) dont l’image

dans H1(Q`, V/T ) appartient à H1
f (Q`, V/T ) pour tout nombre premier ` et est nulle

si ` = ∞. Finalement, on définit le groupe X(T ) comme le quotient de H1
f (V/T ) par

H1
f (V ) ; c’est un groupe fini (dans le cas d’une variété abélienne X, c’est le quotient de la

p-partie du groupe de Chafarevitch-Tate usuel de X par sa partie divisible).

2.5.2. Nombres de Tamagawa. Soient V une représentation p-adique de GQ`
et T un réseau

de V stable par GQ`
.

Si ` = ∞, on pose Tam0
`(T ) = |H1(R, T )| et si ` est un nombre premier distinct de

p, on définit Tam0
`(T ) comme le cardinal du sous-groupe de torsion de H1(I`, T )GQ` . En

particulier, on a Tam0
`(T ) = 1 si V n’est pas ramifiée en `.
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Si ` = p, on dispose, en considérant la suite exacte de cohomologie obtenue en tensori-

sant la suite exacte fondamentale (3) par V , de la suite exacte

0 → H0(Qp, V ) → Dcris(V ) → Dcris(V )⊕ tV → H1
f (Qp, V ) → 0,

ce qui nous permet, si ωtg est une base de tV et D est un réseau de Dcris(V ), de poser

Tam0
p,ωtg

(T ) = [H0(Qp,T )][D⊕ωtg]

[D][H1
f (Qp,T )]

et cette quantité ne dépend pas du choix de D (mais elle

fait intervenir le déterminant de 1− ϕ sur D/Dϕ=1).

Finalement, on pose

Tam0
ωtg

(T ) = Tam0
p,ωtg

(T )
∏

` 6=p
Tam0

`(T ).

2.5.3. Énoncé de la conjecture. On reprend les notations de la conjecture de Deligne-

Beilinson et on suppose que M a bonne réduction en dehors de S. Modulo la conjecture

de Tate et celle de Jannsen, les Zp-modules engendrés par ωf,V , ωf,V ∗(1), ω
0
V et ω0

V ∗(1) sont

des réseaux de H1
f (MB,p), H

1
f (M

∗(1)B,p), H
0(MB,p) et H0(M∗(1)B,p) respectivement. Soit

T un réseau de MB tel que Tp = Zp ⊗ T soit un sous-réseau de MB,p stable par GQ,S et

prenons pour ω+
B une base de T+.

Conjecture 2.5 (Bloch-Kato). — Si x ∼p y signifie que x et y ont même valuation

p-adique, alors

L∗(M, 0)

Ω∞(M)
· [H1

f (Tp) : ωf,V ][H1
f (T

∗
p (1)) : ωf,V ∗(1)]

[H0(Tp) : ω0
V ][H0(T ∗

p (1)) : ω0
V ∗(1)]

∼p Tam0
ωtg

(Tp)|X(T ∗
p (1))|.

2.6. L’exponentielle de Bloch-Kato et sa duale

Si V est une représentation de de Rham de GQp , tensorisant la suite exacte fondamentale

(2) avec V et prenant la suite exacte de cohomologie associée, on obtient la suite exacte

0 → V GQp → Dϕ=1
cris (V ) → tV → H1

e (Qp, V ) → 0,

où l’on a posé tV = DdR(V )/D0
dR(V ). On appelle exponentielle de Bloch-Kato l’application

expV de connexion tV → H1
e (Qp, V ) que l’on verra aussi souvent comme une application

de DdR(V ) dans H1(Qp, V ). Si k À 0, alors D0
dR(V (k)) = 0 et expV (k) est un isomorphisme

de DdR(V (k)) sur H1(Qp, V (k)).

Si V est une représentation de GQp , l’accouplement 〈 , 〉dR obtenu en composant les

applications

DdR(V )×DdR(V ∗(1)) → DdR(V ⊗ V ∗(1)) → DdR(Qp(1)) = t−1Qp
∼= Qp

est non dégénéré, ce qui fait que DdR(V ∗(1)) s’identifie naturellement au dual de DdR(V ) et

D0
dR(V ) s’identifie au dual de tV ∗(1). Ceci permet de voir l’application exp∗

V ∗(1) transposée

de l’application expV ∗(1) : tV ∗(1) → H1(Qp, V
∗(1)) comme une application de H1(Qp, V )

dans D0
dR(V ). Si k À 0, l’application exp∗

V ∗(1+k) est un isomorphisme de H1(Qp, V (−k))
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sur DdR(V (−k)). Cette définition de l’application exponentielle duale n’est pas très com-

mode pour les calculs (il faut dualiser deux fois), mais on a la proposition suivante [28].

Proposition 2.6 (Kato). — Si V est une représentation de de Rham, l’application qui

à x ∈ DdR(V ) associe le cocycle τ → x logp χcycl(τ) ∈ DdR(V ) ⊂ BdR ⊗ V induit un

isomorphisme de DdR(V ) sur H1(Qp,BdR⊗V ) et l’application exp∗
V ∗(1) est la composée de

l’inverse de cet isomorphisme avec l’application naturelle H1(Qp, V ) → H1(Qp,BdR⊗V ).

2.7. Hauteurs p-adiques

La construction de l’accouplement “hauteur p-adique” décrit ci-dessous est tirée de

[36, 39] et [41, Chap. III] ; c’est une adaptation de la construction de l’accouplement

complexe via la théorie des biextensions [46, 47].

Si ` 6= p et x ∈ Q∗
` , alors |x|` ∈ Q∗ et logp |x|` est un élément bien défini de Qp.

D’autre part, d’après la théorie de Kummer, si K est un corps de caractéristique 0, alors

H1(K,Zp(1)) est le complété p-adique de K∗, ce qui permet de prolonger par continuité

l’application x → − logp |x|` en une application Qp-linéaire inv` : H1(Q`,Qp(1)) → Qp.

On prolonge de même l’application logp : Q∗
p → Qp en une application Qp-linéaire invp :

H1(Qp,Qp(1)) → Qp. Comme logp p = 0 par définition, la formule du produit pour les

nombres rationnels montre que si y ∈ H1(Qp(1)), alors
∑

invv(y) = 0.

Soit V une représentation p-adique de GQ,S dont la restriction à GQp est de de Rham.

On suppose de plus que Dcris(V )ϕ=1 = Dcris(V )ϕ=p−1
= 0, ce qui implique en particulier

que les applications expV : tV → H1
f (Qp, V ) et expV ∗(1) : tV ∗(1) → H1

f (Qp, V
∗(1)) sont des

isomorphismes. Leurs inverses respectifs seront notés logV et logV ∗(1).

Soit x ∈ H1
f (V

∗(1)). Il lui correspond une extension Vx de V par Qp(1) et comme

nous avons supposé Dcris(V )ϕ=p−1
= 0, la suite exacte 0 → DdR(V ∗(1)) → DdR(V ∗

x (1)) →
Qp → 0 admet un unique scindage σ∗

x tel que σ∗
x(Qp) = Dcris(V

∗
x (1))ϕ=1. Par dualité,

cela nous fournit une application σx : DdR(V ) → DdR(Vx) scindant la suite exacte 0 →
DdR(Qp(1)) → DdR(Vx) → DdR(V ) → 0. Cette application permet, modulo le choix d’un

scindage sHdg : tV → DdR(V ) de la filtration de Hodge de définir une section sQp,x de

l’application (surjective) de H1
f (Qp, Vx) sur H1

f (Qp, V ) en composant les flèches passant

par le bas du diagramme ci-dessous

H1
f (Qp, V )

sQp,x
//

logV

²²

H1
f (Qp, Vx)

tV
sHdg // DdR(V )

σx // DdR(Vx)

expVx

OO

Soit maintenant y ∈ H1
f (V ). Choisissons sQ,x(y) ∈ H1(Vx) relevant y. Par construc-

tion, l’image de sQ,x(y)− sQp,x(y) dans H1(Qp, V ) est nulle et donc sQ,x(y)− sQp,x(y) ∈
H1(Qp,Qp(1)). Si ` 6= p, choisissons un relèvement sQ`,x(y) dans H1

f (Q`, Vx), ce qui fait

que l’on a aussi sQ,x(y) − sQ`,x(y) ∈ H1(Q`,Qp(1)). Comme on ne peut changer sQ,x(y)
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que par un élément de H1(Qp(1)), la somme
∑

` inv`(sQ,x(y)−sQ`,x(y)) ne dépend que de

x et y (et du choix de sHdg) et l’application “hauteur p-adique” 〈 , 〉ht : H1
f (V

∗(1))×H1
f (V )

ainsi définie est bilinéaire. On étend 〈 , 〉ht en un accouplement

〈 , 〉ht :
(
H1
f (V

∗(1))⊕ t∗V
)× (

H1
f (V )⊕DdR(V )

) → Qp

grâce à la formule

〈(x, ω), (y, v)〉ht = 〈x, y〉ht + 〈ω, v − logV (y)〉dR + 〈logV ∗(1)(x), v − sHdg(v)〉dR,

où v désigne l’image de v ∈ DdR(V ) dans tV et 〈 , 〉dR provient de la dualité entre

DdR(V ∗(1)) et DdR(V ).

Si s : tV → DdR(V ) est un autre scindage de la filtration de Hodge, il existe une

application Qp-linéaire u : tV → D0
dR(V ) telle que l’on ait s = sHdg + u. Par dualité, on

obtient une application u∗ de D0
dR(V )∗ = tV ∗(1) dans tV et on montre que l’accouplement

〈 , 〉u obtenu à partir de s est relié à 〈 , 〉ht par la formule

(4) 〈(x, ω), (y, v)〉u = 〈(x, ω + u∗(logV ∗(1)(x)), (y, v)〉ht.

2.8. Conjecture de Beilinson p-adique

Soit M un motif de dimension d défini sur Q et ayant bonne réduction en p. La fonction

L p-adique de M va être “définie” par interpolation p-adique des valeurs L∗(M,n)
Ω∞(M(n))

pour

n ∈ Z (ne pas oublier que l’on a L∗(M,n) = L∗(M(n), 0)). On pose d+ = d+(M) et

d− = d−(M).

Si x ∈ MdR,p, on notera t−nx son image dans M(n)dR,p par l’isomorphisme canonique.

Cette notation est compatible avec les isomorphismes

M(n)dR,p
∼= DdR(M(n)B,p) = t−nDdR(MB,p) ∼= t−nMdR,p

et reflète le fait que l’action de ϕ sur M(n)dR,p = Dcris(M(n)B,p) se déduit de celle sur

MdR,p en la multipliant par p−n.

On n’a pas besoin de toutes les valeurs de n pour assurer l’unicité de la fonction L p-

adique, aussi nous supposerons que ni 1 ni p−1 ne sont valeurs propres de ϕ sur M(n)dR,p.

En particulier cela implique que H0(Qp,M(n)B,p) = H0(Qp,M
∗(1 − n)B,p) = 0 et donc

que H0(M(n)) = H0(M∗(1− n)) = 0.

Reprenons les bases ωtg,n de tM(n), ωf,M(n) deH1
f (M(n)), et ωf,M∗(1−n) deH1

f (M
∗(1−n))

qui nous ont servi à définir Ω∞(M(n)). Si v = (v1, . . . , vd) est une famille d’éléments de

MdR,p, soient v+ = (v1, . . . , vd+) et v− = (vd++1, . . . , vd). On définit alors la période p-

adique de M(n) par la formule

Ωp(M(n), v) =
〈
ωf,M∗(1−n) ⊕ ωtg, ωf,M(n) ⊕ v(−1)n〉

ht
,

la formule (4) montrant que ce déterminant est indépendant du choix du scindage de la fil-

tration de Hodge ayant permis de définir 〈 , 〉ht. Remarquons d’autre part que Ωp(M(n), v)

ne dépend, si n est pair (resp. impair), que de l’image de v dans ∧d+(M(n))DdR(V ) par
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l’application qui, à la famille (v1, . . . , vd), associe le produit extérieur de ses d+(M(n))

premiers (resp. derniers) vecteurs et qu’elle n’en dépend que de manière linéaire.

Soit ωB = (ω+
B , ω

−
B), où ω+

B est une base de M+
B et ω−B est une base de M−

B . Si n ∈ N,

prenons ω
(−1)n

B pour base deM(n)+
B pour faire le calcul de Ω∞(M(n)). Finalement, si n ≤ 0

(resp. n ≥ 1), posons Γ∗(n) = lims→0 sΓ(n+ s) = (−1)n

n!
(resp. Γ∗(n) = Γ(n) = (n− 1)!).

Conjecture 2.7 (Perrin-Riou). — Si v est une famille de d éléments de MdR,p, il existe

une (unique) pseudo-distribution tempérée µM,v sur Γ telle que, si Lp(M ⊗ χncycl, v, s) =∫
Γ
χncycl〈χcycl〉sµM,v et si ni 1 ni p−1 ne sont valeurs propres de ϕ sur M(n)dR,p, alors la

fonction Lp(M ⊗ χncycl, v, s) a, en s = 0, un zéro d’ordre au moins égal à

rp(M(n)) =





dimQH
1
f (M

∗(1− n)) si n ≥ 1

dimQH
1
f (M

∗(1− n))− d+(M(n)) si n ≤ 0

et si on pose L∗
p(M ⊗ χncycl, v) = lims→0 s

−rp(M(n))Lp(M ⊗ χncycl, v, s), alors

L∗
p(M ⊗ χncycl, v) =

L∗(M,n)Ep(M, p−n)
Ω∞(M(n))

Ωp

(
M(n),

1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(Γ∗(n)

(−t)n v
))
.

Remarque 2.8. — (i) Sous cette forme, la conjecture semble totalement hors d’atteinte

mais si on sait par ailleurs construire la fonction L p-adique de M , elle fournit un analogue

p-adique de la conjecture de Beilinson.

(ii) La fonction L p-adique attachée à M (i.e. la fonction ψ → Lp(M⊗ψ, v) =
∫
Γ
ψ µM,v)

n’est bien définie, si elle existe, qu’à multiplication près par un élément de Q∗ ×Q∗ (un

facteur pour les caractères pairs et un autre pour les caractères impairs). D’autre part,

elle dépend de manière linéaire de ([v+], [v−]) et v = (v+, v−) doit être considéré comme

un paramètre supplémentaire jouant le rôle de (M+
B ,M

−
B ).

(iii) On peut donner (cf. [41]) une formule pour Lp(M ⊗ ηχncycl, v) pour tout caractère

d’ordre fini η et pour tout entier n tel que ni 1 ni p−1 ne soit valeur propre de ϕ sur

M(n)dR,p.

(iv) L’opérateur 1−p−1ϕ−1

1−ϕ doit être interprété comme un facteur d’Euler en p que l’on

doit rajouter pour rendre le terme de droite continu p-adiquement. En particulier, si v est

vecteur propre de ϕ, la formule d’interpolation se simplifie et on voit apparâıtre un facteur

d’Euler au sens usuel du terme. Plus exactement, comme on a déjà enlevé le facteur d’Euler

au-dessus de p en multipliant par Ep(M, p−n), le terme (1 − ϕ)−1 réintroduit une partie

du facteur d’Euler de M(n) alors que le terme (1− p−1ϕ−1) enlève une partie du facteur

d’Euler de M∗(1 − n). Le cas de la fonction zêta de Riemann est assez éclairant pour

comprendre l’effet de 1−p−1ϕ−1

1−ϕ . Elle correspond au motif trivial Q(0) et on a tQ(n) = Q

si n ≥ 1 et tQ(n) = 0 si n ≤ 0. On prend 1 comme base de Q(0)dR ⊂ Q(0)dR,p et

(1, 0) pour ωB. D’autre part, on a d+(Q(n)) = 1 si n est pair et d+(Q(n)) = 0 si n

est impair. Finalement, si n ≥ 1 est pair ou si n ≤ 0 est impair, on a H0(Q(n)) =

H0(Q(1 − n)) = H1(Q(n)) = H1(Q(1 − n)) = 0, ce qui fait que si n ≤ 0 est impair,
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tous les espaces vectoriels intervenant dans les définitions de Ω∞(Q(n)) et Ωp(Q(n), 1)

sont nuls et ces périodes valent donc 1 toutes les deux et la valeur que l’on doit interpoler

est ζ(n)Ep(Q(0), p−n) = ζ(n)(1 − p−n). Dans le cas n ≥ 1 pair, la période Ω∞(Q(n))

correspond à l’isomorphisme Q(n)+
B ⊗R → tQ(n)⊗R et vaut (2iπ)n. D’un autre côté, on

a 1−p−1ϕ−1

1−ϕ
Γ∗(n)
(−t)n = Γ(n)1−pn−1

1−p−n (−t)−n, ce qui fait que la valeur que l’on interpole doit être,

d’après la conjecture

ζ(n)Ep(Q(0), p−n)
(2iπ)n

· Γ(n)(1− pn−1)

1− p−n
=

Γ(n)

(2iπ)n
ζ(n)(1− pn−1),

ce qui correspond à ce que l’on peut trouver dans le théorème 1.8. De même, le facteur

d’Euler prédit par la conjecture dans le cas d’une forme modulaire cöıncide avec celui de

la proposition 1.15.

(v) Les fonctions Lp(M(n)⊗ ψ, v) et Lp(M ⊗ χncyclψ, v) sont reliées de manière simple

mais ne cöıncident pas. C’est dû au fait que le facteur Γ que l’on a introduit pour faire

l’interpolation p-adique n’est pas le bon. En particulier, il dépend uniquement de la dimen-

sion de M+
B et pas de la filtration de Hodge sur MdR. C’est une des raisons pour lesquelles

on est forcé d’introduire des pseudo-distributions ; si n est suffisamment négatif, µM(n),v

est une vraie distribution. Le chapitre II de [41] est consacré à la manière de remédier

à ce problème. Remarquons tout de même que la formule donnant l’ordre du zéro de la

fonction L p-adique est consistante avec celle donnant l’ordre de la fonction L complexe,

compte tenu des pôles de la fonction Γ. Insistons aussi sur le fait que même avec les bons

facteurs Γ, la distribution que l’on obtient n’est pas une mesure sauf dans des cas très

particuliers.

(vi) On trouvera dans la section 2.11 une conjecture encore plus optimiste qui explique

les normalisations (facteurs Γ et opérateur 1−p−1ϕ−1

1−ϕ ) et dans le chapitre consacré aux

fonctions L d’Iwasawa la construction d’une fonction analytique p-adique ayant le même

comportement (à une unité près) que celui conjecturé pour la fonction L p-adique attachée

à M .

(vii) Si 1 ou p−1 est valeur propre de ϕ sur M(n)dR,p, des zéros triviaux n’ayant pas

toujours d’analogue complexe apparaissent (cf. [33] par exemple). Il y a eu récemment

un certain nombre de résultats frappants concernant ces zéros triviaux, mais nous n’en

dirons rien ; ils mériteraient un exposé séparé.

2.9. Modules d’Iwasawa

Soit Λ = Zp[[Γ]] l’algèbre des mesures sur Γ à valeurs dans Zp. On l’appelle “algèbre

d’Iwasawa” et on a D0(Γ) = Qp ⊗ Λ. Si γ ∈ Γ, notons δγ la masse de Dirac en γ.

Si X est un Λ-module de torsion et de type fini, il existe µ1, . . . , µr ∈ Λ et un morphisme

de Λ-modules de X dans Λµ1⊕· · ·⊕Λµr dont le noyau et le conoyau sont finis. Le produit

(de convolution) µ1 · · ·µr qui ne dépend, à multiplication près par une unité de Λ, que de

X sera noté µX et appelé “la mesure caractéristique de X”.
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Les idempotents e+ et e− introduits dans le paragraphe 1.2 permettent de décomposer

Λ sous la forme Λ+ × Λ−, où l’on a posé Λ+ = e+Λ et Λ− = e−Λ. De manière plus

générale, on peut décomposer tout Λ-module X comme produit d’un Λ+-module X+ et

d’un Λ−-module X−.

Si A est un Zp-module topologique complet (pas nécessairement de type fini ; en parti-

culier les Qp-espaces vectoriels sont admis) muni d’une action continue de GQ,S, on munit

l’espace Λ ⊗ A des mesures sur Γ à valeurs dans A de l’action diagonale de GQ,S : si

g ∈ GQ,S, a ∈ A et µ ∈ Λ, on a g(µ ⊗ a) = (δgµ) ⊗ g(a), où g désigne l’image de g

dans Γ. Si i ∈ N, on note alors H i
Iw(A) le module H i(GQ,S,Λ ⊗ A). Remarquons que, Γ

étant commutatif, l’action de GQ,S respecte la structure de Λ-module (i.e. g(λx) = λg(x)

si g ∈ GQ,S, λ ∈ Λ et x ∈ Λ ⊗ A) et donc que les H i
Iw(A) ont une structure naturelle

de Λ-module. On peut donner, grâce au lemme de Shapiro, une autre description de ces

modules (cf. proposition 2.9).

On vérifie facilement que l’application qui à µ associe χkcyclµ induit un isomorphisme

GQ,S-équivariant de Λ⊗A sur Λ⊗A(k). D’autre part, si µ ∈ H i
Iw(A) et µg1,...,gi

est un i-

cocycle continu sur GQ,S représentant µ, alors
∫
Γn
χkcyclµg1,...,gi

est un i-cocycle sur GQ(εn),S

à valeurs dans A(k) dont la classe
∫

Γn
χkcyclµ dans H i(GQ(εn),S, A(k)) ne dépend que de µ

et pas du choix du cocycle le représentant.

Proposition 2.9. — Si T est un Zp-module de type fini muni d’une action continue de

GQ,S et i ∈ N, alors l’application qui à µ ∈ H i
Iw(T ) associe (. . . ,

∫
Γn
χkcyclµ, . . . ) induit un

isomorphisme de H i
Iw(T ) sur la limite projective des H i(GQ(εn),S, T (k)) relativement aux

applications de corestriction.

Cette description est plus classique. Remarquons en particulier que l’on a, pour tout

k ∈ Z, une application µ → ∫
Γ
χkcycl µ de H i

Iw(T ) dans H i(T (k)), ce qui permet de voir

H i
Iw(T ) comme une interpolation p-adique des modules H i(T (k)). Le groupe H2

Iw(Zp(1))−

se décrit classiquement comme la partie − de la limite projective des p-sylow des groupes

de classes d’idéaux des corps Q(εn) et la théorie de Kummer nous fournit une application

de lim
←−

Q(εn)
∗ dans H1

Iw(Zp(1)) et si on note µcycl l’image du système des unités cycloto-

miques (i.e. l’élément (εn− 1)n≥1 de lim
←−

Q(εn)
∗), l’élément

∫
Γ
χk−1

cycl µcycl de H1(Zp(k)) est,

si k ≥ 1, “l’élément cyclotomique en K-théorie” introduit par Soulé [51].

2.10. L’exponentielle de Perrin-Riou

Soit ` ∈ S. Soit HQ`
⊂ GQ`

le noyau du caractère cyclotomique de telle sorte que

ΓQ`
= GQ`

/HQ`
est le groupe de Galois Gal(Q`(µp∞)/Q`) et est un sous-groupe de Γ. Si

A est un Zp-module topologique complet muni d’une action continue de GQ`
et si i ∈ N,

on note H i
Iw(Q`, A) le Λ-module H i(Q`,Λ⊗ A).

Proposition 2.10. — Soient V une représentation p-adique de GQ`
et T un réseau de

V stable par GQ`
.
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(i) les modules H i
Iw(Q`, T ) sont nuls si i /∈ {1, 2}.

(ii) H2
Iw(Qp, T ) est, à un groupe fini près, isomorphe à IndΓ

ΓQ`
T (−1)HQ` en tant que

Λ-module ; en particulier il est de torsion.

(iii) H1
Iw(Q`, T ) est de torsion si ` 6= p et de rang dimQp V sur Λ si ` = p. De plus le

sous-module de torsion H1
Iw(Q`, T )tors de H1

Iw(Q`, T ) est isomorphe à IndΓ
ΓQ`

THQ` .

La proposition ci-dessus dont on peut trouver la démonstration dans [39, 40] montre

que, pour ` 6= p, les modules H i
Iw(Q`, T ) sont relativement simples. Pour analyser plus en

détail le module H1
Iw(Qp, T ), Perrin-Riou a introduit [40] une application exponentielle in-

terpolant les applications exponentielles de Bloch-Kato pour les différents twists de V par

les puissances du caractère cyclotomique. C’est dans la construction de cette application

que l’opérateur 1−p−1ϕ−1

1−ϕ apparâıt.

Théorème 2.11. — Si V est une représentation cristalline de GQp, alors il existe une

(unique) application

ExpV : Dcris(V ) −→ D̃(Γ)⊗Λ H
1
Iw(Qp, V )

telle que si k est un entier assez grand et v ∈ Dcris(V ), alors
∫

ΓK

χ(x)kExpV (v) = expV (k)

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

( Γ(k)

(−t)k v
))
.

Le théorème suivant qui est l’une des formes équivalentes [42] de la loi de réciprocité

conjecturée par Perrin-Riou (conjecture Réc(V ) de [40]) montre que ExpV interpole aussi

les inverses des exponentielles duales exp∗
V ∗(1−k) pour k ¿ 0.

Rappelons que si k ≤ 0, on a posé Γ∗(k) = lims→0 sΓ(k + s) = (−1)k

k!

Théorème 2.12. — (i) Si k ¿ 0, alors
∫

Γ

χkcyclExpV (v) =
(
exp∗

V ∗(1−k)
)−1

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(Γ∗(k)
(−t)k v

))
.

(ii) Si de plus, Dcris(V )ϕ=1 = Dcris(V )ϕ=p−1
= 0, alors

lim
s→0

s

∫

Γ

〈χcycl〉sExpV (v) = expV

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ
v
)

et si 1−p−1ϕ−1

1−ϕ v ∈ D0
cris(V ), alors

∫
Γ
〈χcycl〉sExpV (v) est analytique au voisinage de s = 0

et on a
1− p−1ϕ−1

1− ϕ
v = expV ∗(1)

(∫

Γ

ExpV (v)
)
.

Ce théorème admet [40] comme corollaire le résultat suivant qui montre que si on

étend ExpV par linéarité à D̃(Γ) ⊗ Dcris(V ), alors ExpV devient un isomorphisme de

D̃(Γ)⊗Dcris(V ) sur D̃(Γ)⊗H1
Iw(Qp, V ). Son inverse sera noté LogV .
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Proposition 2.13. — Si x1, . . . , xd est une base sur D0(Γ) = Qp ⊗ Λ de H1
Iw(Qp, V )

modulo torsion et si v1, . . . , vd est une base de Dcris(V ) sur Qp, le déterminant de ExpV
dans ces bases est donné, à multiplication près par une unité de D0(Γ), par la formule

µH2
Iw(Qp,T )µH1

Iw(Qp,T )tors

[ExpV (v1), . . .ExpV (vd)]

[x1, . . . , xd]
=

∏
i>0

`
dimDi

cris(V )
i

∏
i≤0

`
−d+dimDi

cris(V )
i .

Si V = Qp(1) et u ∈ lim
←−

O∗
Qp(εn), on note δ(u) son image dans H1

Iw(Qp(1)) donnée par la

théorie de Kummer et LogQp(1)(δ(u)) est une distribution sur Γ à valeurs dans t−1Qp qui

est celle obtenue en multipliant par t−1 la distribution sur Γ obtenue en tirant par χ−1
cycl

la restriction à Z∗
p de la distribution λu fournie par Coleman, ce qui montre que LogV est

une vaste généralisation des séries de Coleman.

La démonstration initiale du théorème 2.11 se trouve dans [40]. Cette démonstration

est décortiquée dans [14], où il est montré que l’exponentielle de Perrin-Riou s’exprime

naturellement comme la composée de l’exponentielle de Bloch-Kato et d’une transformée

de Fourier. Deux autres constructions se trouvent dans [5, 30]. Celle de Benois [5] repose

sur la théorie des (ϕ,Γ)-modules introduite par Fontaine [18] pour classifier toutes les

représentations p-adiques de GQp et celle de Kato, Kurihara et Tsuji [30] utilise la coho-

mologie syntomique et est assez semblable dans l’esprit à celle de Benois. D’autre part,

[5, 14] et [30] contiennent aussi une démonstration de la loi de réciprocité de Perrin-Riou

(sous une forme plus ou moins reconnaissable). En particulier, celle de [14] repose sur une

construction directe de l’application LogV qui s’étend d’ailleurs au cas des représentations

de de Rham mais ne fournit pas de distribution tempérée dans ce cas (du moins pas de

manière visible), ce qui rend problématique son utilisation pour la construction de fonc-

tions L p-adiques. Elle utilise la proposition 2.6 alors que celles de [5] et [30] incluent

la démonstration de cette proposition. Signalons aussi que l’application duale Exp∗
V de

ExpV se généralise [10] à toutes les représentations p-adiques de GQp grâce à la théorie des

(ϕ,Γ)-modules et qu’une manière d’exprimer la loi de réciprocité de Perrin-Riou est de

dire que LogV et Exp∗
V cöıncident (à normalisation près). D’autre part, le (ii) du théorème

2.12 peut se réécrire sous la forme suivante.

Proposition 2.14. — Si Dcris(V )ϕ=1 = Dcris(V )ϕ=p−1
= 0, alors

1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Γ

LogV (µ)
)

= exp∗
V ∗(1)

(∫

Γ

µ
)
.

Si de plus,
∫

Γ
µ ∈ H1

f (Qp, V ), alors

expV

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(
lim
s→0

s−1

∫

Γ

〈χcycl〉sLogV (µ)
))

=

∫

Γ

µ.

Finalement, on a le résultat suivant [41, Chap. III] qui permet de calculer une partie

de l’accouplement “hauteur p-adique” via les applications ExpV et LogV .
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Proposition 2.15. — Si x ∈ H1
f (V

∗(1)) et µ ∈ H1
Iw(V ) vérifie

∫
Γ
µ ∈ H1

f (V ), alors

〈
x,

∫

Γ

µ
〉

ht
=

〈
sHdg(logV ∗(1)(y)),

1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(
lim
s→0

s−1

∫

Γ

〈χcycl〉sLogV (µ)
)〉

dR
,

où sHdg : tV ∗(1) → Dcris(V
∗(1)) est le scindage de la filtration de Hodge de Dcris(V

∗(1))

dual de celui de Dcris(V ) utilisé pour la définition de 〈 , 〉ht.

2.11. Éléments spéciaux

Soient M un motif défini sur Q et k ∈ Z. On dit qu’un élément µ ∈ H1
Iw(MB,p) est

M(k)-motivique si
∫

Γn
χkcycl µ appartient au sous-Q-espace vectoriel H1(Q(εn),M(k)) de

H1(GQ(εn),S,MB,p(k)) quel que soit n ∈ N. Un élément µ ∈ H1
Iw(MB,p) est dit motivique

s’il existe k ∈ Z tel que µ soit M(k)-motivique et fortement motivique s’il existe k0 ∈ Z

tel que µ soit M(k)-motivique quel que soit k ≥ k0. Le seul exemple d’élément fortement

motivique dont on dispose à l’heure actuelle est celui des unités cyclotomiques qui, quand

on les tord, donnent les éléments de Beilinson [7] (la démonstration consiste à comparer

les éléments de Soulé et ceux de Beilinson et ne semble pas être de tout repos [8, 26, 25]).

D’autre part, si f est une forme modulaire (pour un sous-groupe de congruence de SL2(Z)),

Kato a construit2 un élément motivique µKato de H1
Iw(M(f)B,p), où M(f) est le motif

associé à f . Il faut quand même bien voir que ces deux exemples sont un peu particuliers

car on est en rang 1 (i.e d−(M) = 1).

Conjecture 2.16. — Soit M un motif défini sur Q vérifiant d− 6= 0. Il existe une base

ωdR une base de MdR (sur Q) et une famille µ = (µ1, . . . , µd−) d’éléments motiviques de

H1
Iw(MB,p) tels que l’on ait

Lp(M, v, s) =
(∏
i>0

(s+ i)dimM i
dR

∏
i≤0

(s+ i)dimM i
dR−d

)[∫
Γ
〈χcycl〉sLogMB,p

(µ)⊕ v+
]

[ωdR]

quelle que soit la famille v = (v1, . . . , vd) de MdR,p.

On peut supprimer les termes parasites dans le membre de droite en introduisant des

facteurs Γ convenables dans la définition de la fonction L p-adique. Cette conjecture est

particulièrement optimiste et les seuls résultats que l’on ait à son sujet concernent d’une

part, le motif Q(1) pour lequel on retombe sur la construction de Coleman de la fonction

zêta de Kubota-Leopoldt et d’autre part, le motif d’une forme modulaire pour lequel Kato

a vérifié que l’on retombe bien sur la fonction L p-adique de la forme modulaire à partir de

µKato. Remarquons qu’une telle construction de la fonction L p-adique d’un motif fournit,

via la proposition 2.14, des renseignements extrêmement précis sur les valeurs aux entiers

de la fonction L p-adique.

2La construction de Kato et les résultats qui en découlent n’ont malheureusement pas encore été publiés
(voir toutefois [48]) ce qui est dommage car ils constituent, avec les travaux de Wiles sur la conjecture
de Taniyama-Weil, le plus bel ensemble de résultats de la dernière décennie en théorie des nombres.
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3. FONCTIONS L D’IWASAWA

3.1. La conjecture de Leopoldt faible

Rappelons que la conjecture de Leopoldt pour un corps de nombres F est équivalente à

la nullité de H2(GF,S,Qp/Zp) (c’est une des nombreuses reformulations de la conjecture

de Leopoldt). La conjecture ci-dessous qui apparâıt dans les travaux de Schneider [49] et

Greenberg [22] en est une généralisation affaiblie et est connue sous le nom de conjecture

de Leopoldt faible (pour la représentation V ).

Conjecture 3.1. — Si V est une représentation p-adique de GQ,S et T un réseau de V

stable par GQ,S, alors il existe k ∈ Z tel que H2(V (k)/T (k)) = 0.

La conjecture de Leopoldt faible est une conséquence de la plupart des conjectures

raisonnables du sujet et on a un certain nombre de critères numériques permettant de la

vérifier sur des cas particuliers. Par exemple, elle découle de la formule donnant l’ordre du

zéro de la fonction L complexe dans la conjecture 2.1 et de la conjecture 2.3 ; on a donc

intérêt à ce qu’elle soit vraie sinon le bel édifice présenté dans les sections précédentes

s’écroule inexorablement. Elle sera absolument fondamentale dans la suite. Elle admet en

particulier comme conséquence le résultat suivant [41, Chap. I].

Proposition 3.2. — Si V vérifie la conjecture de Leopoldt faible, alors

(i) H2
Iw,S(V ) est de torsion,

(ii) H1
Iw,S(V )+ est de rang d− sur Λ+ et H1

Iw(T )− est de rang d+ sur Λ−.

3.2. La fonction L d’Iwasawa d’une représentation p-adique

Dans tout le reste du texte, on suppose que V et V ∗(1) vérifient la conjecture de

Leopoldt faible et donc, en particulier, que H1
Iw(T )+ est de rang d− sur Λ+ et H1

Iw(T )−

est de rang d+ sur Λ−. Soit x = (x1, . . . , xd) une famille d’éléments de H1
Iw(Q, T ) vérifiant

les trois conditions suivantes

(i) x1, . . . , xd− ∈ H1
Iw(T )+

(ii) xd−+1, . . . , xd ∈ H1
Iw(T )−

(iii) H(x) = H1
Iw(T )/(Λx1 + · · ·+ Λxd) est un Λ-module de torsion.

Si v = (v1, . . . , vd) est une famille de d vecteurs de Dcris(V ), on définit la famille yv =

(yv,1, . . . , yv,d) d’éléments de D̃(Γ)⊗H1
Iw(Qp, T ) par la formule

yv,i =




xi + e−(ExpV (vd++i)) si 1 ≤ i ≤ d−

xi + e+(ExpV (vi−d−)) si d− + 1 ≤ i ≤ d
.

Comme tensoriser par D̃(Γ) tue le sous-Λ-module de torsion de H1
Iw(Qp, T ), on peut

trouver une famille z = (z1, . . . , zd) d’éléments de H1
Iw(Qp, T ) formant une base de D̃(Γ)⊗
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H1
Iw(Qp, T ) sur D̃(Γ) et le Λ-module H(z) = H1

Iw(Qp, T )/(Λz1 + · · ·Λzd) est alors de

torsion. L’élément

µ1
T,v =

[yv]

[z]

µH(x)

µH(z)

de D̃(Γ) ne dépend pas des choix des xi ou des zi. Soient finalement

µ2
T = µH2

Iw(T )

∏

`∈S
(µH2

Iw(Q`,T ))
−1 et µT,v = µ1

T,vµ
2
T ∈ D̃(Γ).

On définit alors la fonction L d’Iwasawa attachée à V par les formules

LIw(T ⊗ ψ, v) =

∫

Γ

ψ µT,v et LIw(T, v, s) =

∫

Γ

〈χcycl〉sµT,v.

Cette fonction L d’Iwasawa n’est bien définie qu’à multiplication près par une unité dans

l’algèbre d’Iwasawa et dépend (un peu) de T et (beaucoup) de v.

3.3. La conjecture de Bloch-Kato à une unité près

On suppose dorénavant pour simplifier p ≥ 3. Si M est un motif ayant bonne réduction

en p, on dispose conjecturalement de deux fonctions-L p-adiques, à savoir la fonction

Lp(M ⊗ ψ, v) construite en interpolant les valeurs de la fonction L complexe attachée à

M et la fonction L d’Iwasawa LIw(M ⊗ ψ, v) attachée à la représentation p-adique MB,p.

Conjecture 3.3. — Il existe une unité α de D0(Γ) telle que, quels que soient le caractère

continu ψ et la famille v, on ait

Lp(M ⊗ ψ, v) =
(∫

Γ

ψ α
)
LIw(T ⊗ ψ, v).

Cette conjecture est connue sous le nom de “conjecture principale”. Elle est démontrée

en particulier dans le cas des motifs attachés aux caractères de Dirichlet grâce aux travaux

de Mazur et Wiles [34] ou de Kolyvagin et Rubin [31, 44] et dans le cas d’une forme

modulaire, les résultats de Kato auxquels il a été fait allusion permettent de démontrer

une relation de divisibilité entre les deux fonctions L. Le théorème ci-dessous est le résultat

général le plus encourageant en direction de cette conjecture : il montre que la fonction

L d’Iwasawa vérifie la conjecture de Bloch-Kato (à une unité p-adique près).

Choisissons une base ωtg de tV . Si v est une famille de d vecteurs de Dcris(V ), définissons

la période p-adique de T comme le discriminant

Ωp(T, v) =
〈
H1
f (T

∗(1))⊕ ω∗
tg, H

1
f (T )⊕ v+

〉
ht

relativement à l’accouplement “hauteur p-adique”.

Théorème 3.4 (Perrin-Riou). — Si Dcris(V )ϕ=1 = Dcris(V )ϕ=p−1
= 0, alors LIw(T, v, s)

a, en s = 0, un zéro d’ordre au moins rp(V ) = dimQp H
1
f (Q, V

∗(1))− d+(V ) et

lim
s→0

s−rp(V )LIw(T, v, s) ∼p Ep(V, 1)|X(T ∗(1))|Tam0
ωtg

(T ) Ωp

(
T,

1− p−1ϕ−1

1− ϕ
v
)
.
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La démonstration de ce théorème utilise un certain nombre de suites exactes fournies

par la théorie d’Iwasawa ou la dualité de Poitou-Tate (voir plus loin). On sépare l’étude de

la fonction LIw(T, v, s) en celles des fonctions
∫
Γ
〈χcycl〉sµ1

T,v et
∫
Γ
〈χcycl〉sµ2

T qui ont un sens

prises séparément (on montre, en utilisant des suites exactes de localisation [41, Chap. I],

que H1
Iw(T ) ne dépend pas du choix de l’ensemble fini S qui intervient dans sa définition et

que le noyau de l’application de H2
Iw(T ) dans ⊕`∈SH2

Iw(Q`, T ) n’en dépend pas non plus).

Les formules obtenues pour le comportement en s = 0 de ces fonctions prises séparément

sont assez compliquées et il y a un certain nombre de simplifications qui apparaissent

quand on les réunit. De manière précise, soient H1
f (V

∗(1))0, H
1
f (T

∗(1))0 et H1
f (T

∨(1))0

respectivement les sous-groupes des éléments de H1
f (V

∗(1)), H1
f (T

∗(1)) et H1
f (T

∨(1)) dont

la restriction à GQp est triviale (le 0 en indice signifie “0 en p”). Introduisons aussi les

images respectives H1(V )u et H1(T )u de H1
Iw(V )Γ et H1

Iw(T )Γ dans H1(V ) et H1(T ) et

soient H1
f (V )u = H1(V )u ∩H1

f (V ) et H1
f (T )u = H1(T )u ∩H1

f (T ) (le u en indice signifie

“universel” comme dans “norme universelle”). Si on introduit alors les constantes

Cp = [H1(Qp, T ) : H1
Iw(Qp, T )Γ],

Cu =
[H1

f,{p}(T )

H1(T )u
:
H1
f (T )

H1
f (T )u

]
,

Cf,0 = 〈(H1
f (T

∨(1))0)
∨, H1

f (T
∗(1))0〉,

Cf,1 =
〈( H1

f (T
∨(1))

H1
f (T

∨(1))0

)∨
,
H1
f (T

∗(1))

H1
f (T

∗(1))0

〉
,

on a les résultats suivants.

Proposition 3.5. — La fonction s→ ∫
Γ
〈χcycl〉sµ2

T a un zéro en s = 0 d’ordre au moins

égal à rp,2(V ) = dimQp H
1
f (V

∗(1))0 et, si l’injection naturelle de H1
f (V )/H1

f (V )u dans

H1
f,{p}(V )/H1(V )u est une bijection, on a

lim
s→0

s−rp,2(V )

∫

Γ

〈χcycl〉sµ2
T ∼p CpC

−1
u C−1

f,0

∏
`∈S−{p}Tam0

`(T )

|H0(Q, T∨(1))|
〈
H1
f (T

∗(1))0,
H1
f (T )

H1
f (T )u

〉
ht
.

L’ingrédient principal pour démontrer cette proposition est une réinterprétation de

l’accouplement “hauteur p-adique” en termes de théorie d’Iwasawa (cf. proposition 3.9

ci-après).

Proposition 3.6. — (i) La fonction s → ∫
Γ
〈χcycl〉sµ1

T,v a, en s = 0, un zéro d’ordre au

moins rp,1(V ) = −d+ + dimH1
f (V

∗(1)) − dimH1
f (V

∗(1))0, cette inégalité étant stricte si

l’injection naturelle de H1
f (V )/H1

f (V )u dans H1
f,{p}(V )/H1(V )u n’est pas une bijection.

(ii) Si l’injection naturelle de H1
f (V )/H1

f (V )u dans H1
f,{p}(V )/H1(V )u est une bijection,

alors lims→0 s
−rp,1(V )

∫
Γ
〈χcycl〉sµ1

T,v est égal (à une unité p-adique près) à

C−1
p CuC

−1
f,1Ep(V, 1)Tam0

p,ωtg
(T )

〈
ω∗

tg ⊕
H1
f (T

∗(1))

H1
f (T

∗(1))0

, H1
f (T )u ⊕ 1− p−1ϕ−1

1− ϕ
v+

〉
ht
.
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L’ingrédient principal dans la démonstration de cette proposition est la loi de réciprocité

explicite et plus exactement sa conséquence énoncée dans la proposition 2.14.

Modulo le fait que H1
f (V

∗(1))0 est orthogonal à H1
f (V )u ⊕ Dcris(V ) (cf. proposition

3.9), ce qui est d’ailleurs implicite dans la formulation des deux propositions ci-dessus, le

théorème est une conséquence immédiate de ces propositions une fois que l’on a remarqué

que l’on a

Cf,0Cf,1 =
〈
H1
f (T

∨(1))∨, H1
f (T

∗(1))
〉

= |X(T ∗(1))|−1|H0(T∨(1))|−1,

comme on le voit en utilisant les deux suites exactes

0 −→X(T ∗(1))∨ −→ H1
f (T

∨(1))∨ −→ H1
f (T

∗(1))∗ −→ 0,

0 −→ H0(T∨(1)) −→ H1
f (T

∗(1)) −→ (H1
f (T

∗(1))∗)∗ −→ 0.

3.4. Outils de théorie d’Iwasawa

Comme on a supposé p 6= 2, le groupe Γ est procyclique. Soit γ un de ses générateurs

topologiques. Si X est un Λ-module, on note XΓ le noyau de δγ − δ1 et XΓ le module

X/(δγ − δ1)X. Si 0 → A → B → C → 0 est une suite exacte de Λ-module, le lemme du

serpent fournit une suite exacte

0 → AΓ → BΓ → CΓ → AΓ → BΓ → CΓ → 0

de Zp-modules (remarquons tout de même que l’application de connexion CΓ → AΓ

dépend du choix de γ).

La proposition suivante qui découle très facilement du théorème de structure des Λ-

modules de torsion (et de type fini) est extrêmement utile pour l’étude du comportement

des fonctions L sortant de la théorie d’Iwasawa.

Proposition 3.7. — Si X est un Λ-module de torsion (et de type fini), alors s →∫
Γ
〈χcycl〉sµX a un zéro d’ordre au moins r0(X) = dimQp Qp ⊗ XΓ = dimQp Qp ⊗ XΓ

en s = 0, avec égalité si et seulement si l’application naturelle (induite par l’identité sur

X) de Qp ⊗XΓ dans Qp ⊗XΓ est un isomorphisme auquel cas on a

lim
s→0

s−r0(X)

∫

Γ

〈χcycl〉sµX ∼p (logχ(γ))r0(X)[XΓ : XΓ],

où [XΓ : XΓ] est l’indice généralisé de XΓ dans XΓ c’est-à-dire le quotient du cardinal du

conoyau par celui du noyau de l’application de XΓ dans XΓ induite par l’identité sur X.

Finalement, si A est un Zp-module, on dispose de suites exactes

0 → Λ⊗ T → Λ⊗ T → T → 0 et 0 → T → C 0(Γ, T ) → C 0(Γ, T ) → 0,

l’application de Λ ⊗ T dans Λ ⊗ T étant la mutiplication par δγ − δ1, celle de Λ ⊗ T

dans T étant l’intégration sur Γ, celle de T dans C 0(Γ, T ) étant celle qui à v associe la

fonction constante de valeur v et celle de C 0(Γ, T ) dans C 0(Γ, T ) étant l’application qui,
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à une fonction continue x → f(x) sur Γ associe la fonction x → f(γx) − f(x) ; c’est la

transposée de la multiplication par δγ−δ1 si l’on voit les fonctions continues sur Γ comme

le dual de Λ. Si A est muni d’une action continue de GQ,S, les suites exactes ci-dessus sont

GQ,S-équivariantes ce qui nous fournit des suites exactes longues de cohomologie reliant les

H i
Iw(A) aux H i(A). Les suites exactes courtes que l’on tire de ces suites exactes longues

sont d’ailleurs équivalentes à celles que l’on obtient via les suites exactes d’inflation-

restriction si on utilise la description des modules d’Iwasawa donnée dans la proposition

2.9.

3.5. Suites exactes de Poitou-Tate

Si A est un module topologique discret, les groupes de cohomologie H i(A) et H i(A∨(1))

sont reliés par la suite exacte suivante [35] dite “suite exacte de Poitou-Tate” :

0 // H0(A∨(1)) // ⊕`∈SH0(Q`, A
∨(1)) // H2(A)∨

rrffffffffffffffffffffffffffffffff

H1(A∨(1)) // ⊕`∈SH1(Q`, A
∨(1)) // H1(A)∨

rrffffffffffffffffffffffffffffffff

H2(A∨(1)) // ⊕`∈SH2(Q`, A
∨(1)) // H0(A)∨ //// 0.

Si V est une représentation p-adique de GQ,S et T est un réseau de V , on peut appliquer

ce qui précède à T∨(1) ou à C 0(Γ, T∨(1)) espace des fonctions continues de Γ dans T∨(1).

Le dual de Pontryagin de C 0(Γ, T∨(1)) est Λ ⊗ T (−1) et le lemme de Shapiro permet

de montrer que l’on a H i(GQ,S,C 0(Γ, T∨(1))) = H i(GQ(µp∞ ),S, T
∨(1)). Si i ∈ N, on note

X i
Iw(T ) le dual de Pontryagin de H i(GQ(µp∞ ),S, T

∨(1)). La conjecture de Leopoldt faible

pour V ∗(1) implique que X2
Iw(T ) = 0 car il est de torsion et d’autre part il s’injecte dans

un Λ-module libre [41, Chap. I]. La suite exacte de Poitou-Tate pour C 0(Γ, T∨(1)) devient

donc

0 → H1
Iw(T ) → ⊕`∈SH1

Iw(Q`, T ) → X1
Iw(T ) → H2

Iw(T ) → ⊕`∈SH2
Iw(Q`, T ) → X0

Iw(T ) → 0.

On peut modifier la suite exacte de Poitou-Tate pour T∨(1) en remplaçant le terme du

milieu ⊕`∈SH1(Q`, T ) par un de ses sous-groupes H. Il faut alors remplacer H1(T ) par

l’image réciproque de H dans H1(T ) et on tronque la suite obtenue en considérant le

sous-groupe de H1(T∨(1)) image réciproque du dual de T dans ⊕`∈SH1(Q`, T
∨(1)). On

obtient en particulier les suites exactes

· · · → H1
f (T ) →⊕`∈S H1

f (Q`, T ) → H1(T∨(1))∨ → H1
f (T

∨(1))∨ → 0,

· · · → H1
f,{p}(T ) → H1(Qp, T )⊕

(
⊕`∈S−{p}H

1
f (Q`, T )

)

↓
H1(T∨(1))∨ → (H1

f (T
∨(1))0)

∨ → 0,
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ainsi que la suite exacte

0 → H1
f (T ) → H1

f,{p}(T ) → H1(Qp, T )/H1
f (Qp, T ) → H1

f (T
∨(1))∨ → (H1

f (T
∨(1))0)

∨ → 0

qui s’obtient en comparant les deux suites exactes précédentes.

3.6. Un diagramme récapitulatif

0

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS 0

²²

0

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR H0(T )

²² ))RRRRRRRRRRRRRRR 0

²²

0

&&MMMMMMMMMMMMM 0

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR

²²

⊕`∈SH0(Q`, T )

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
H1

Iw(T )Γ

²²
&&MMMMMMMMMMMMM

rr
0

&&MMMMMMMMMMMMM H1
Iw(T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRRR
H2(T∨(1))∨

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
⊕`∈SH1

Iw(Q`, T )Γ

²²
&&MMMMMMMMMMMMM

rr

0

0

&&MMMMMMMMMMMMM ⊕`∈SH1
Iw(Q`, T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
H1(T )

²² ))RRRRRRRRRRRRRRR X1
Iw(T )Γ

²²
&&MMMMMMMMMMMMM

rr

0

0

&&MMMMMMMMMMMMM X1
Iw(T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
⊕`∈SH1(Q`, T )

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
H2

Iw(T )Γ

²²
&&MMMMMMMMMMMMM

rr

0

0

&&MMMMMMMMMMMMM H2
Iw(T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRRR
H1(T∨(1))∨

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
⊕`∈SH2

Iw(Q`, T )Γ

²²
&&MMMMMMMMMMMMM

rr

0

0

&&MMMMMMMMMMMMM ⊕`∈SH2
Iw(Q`, T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
H2(T )

²²
))RRRRRRRRRRRRRRRRRRR X0

Iw(T )Γ

²² &&MMMMMMMMMMMMM

rr

0

X0
Iw(T )Γ

²² ))RRRRRRRRRRRRRR
⊕`∈SH2(Q`, T )

²²
))RRRRRRRRRRRRRRRRRR
0 0

0 H0(T∨(1))∨

²²
))SSSSSSSSSSSSSSSSS
0

0 0

Le diagramme précédent résume ce que nous avons dit dans les deux précédentes sec-

tions. La colonne du milieu est la suite exacte de Poitou-Tate associée à T∨(1) et les deux

autres colonnes proviennent de la suite exacte de Poitou-Tate associée à C 0(Γ, T∨(1)) ;

elles ne sont pas exactes mais forment des complexes de Zp-modules. Les diagonales (en
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trait plein) proviennent des suites exactes longues de cohomologie associées à la suite

exacte 0 → Λ ⊗ T → Λ ⊗ T → T → 0 et à sa duale. Elles sont exactes et montrent que

la théorie d’Iwasawa sert à casser en deux les groupes H i(T ). Finalement, la proposition

3.7 montre que pour démontrer le théorème 3.4, il s’agit d’étudier les flèches en pointillé.

3.7. Étude de µ1
T,v

Soient a = dimQp H
1
f (V )u et b = dimQp H

1
f (Qp, V ) = dimQp tV . Choisissons les familles

x = (x1, . . . , xd) et z = (z1, . . . , zd) utilisées pour la définition de µ1
T,v de telle sorte que

les conditions suivantes soient vérifiées :

(i)
∫

Γ
x1, . . . ,

∫
Γ
xd− est une base de H1(V )u sur Qp,

(ii)
∫

Γ
x1, . . . ,

∫
Γ
xa est une base de H1

f (V )u sur Qp.

(iii)
∫

Γ
z1, . . . ,

∫
Γ
zd est une base de H1(Qp, V ) sur Qp,

(iv)
∫
Γ
z1, . . . ,

∫
Γ
zb est une base de H1

f (Qp, V ) sur Qp.

Maintenant, on a
∫

Γ

〈χcycl〉s [yv]
[z]

=

∫

Γ

〈χcycl〉s [LogV (yv)]

[LogV (z)]
=

[ ∫
Γ
〈χcycl〉sLogV (yv)

]
[ ∫

Γ
〈χcycl〉sLogV (z)

] .

D’autre part, si on revient à la définition de yv,i et que l’on utilise le fait xi ∈ H1
Iw(T )− si

i ≥ d− + 1, on obtient

∫

Γ

〈χcycl〉sLogV (yv,i) =





∫
Γ
〈χcycl〉sLogV (xi) si i ≤ d−

vi−d− si i ≥ d− + 1
.

On peut alors utiliser la proposition 2.14 pour montrer que
∫
Γ
〈χcycl〉s [yv ]

[z]
a un zéro d’ordre

au moins a − b en s = 0 et obtenir une formule explicite pour lims→0 s
b−a ∫

Γ
〈χcycl〉s [yv ]

[z]

comme quotient de deux déterminants de familles de vecteurs de Dcris(V ). Pour passer

de cette formule à celle de la proposition, on passe d’un quotient de déterminants dans

Dcris(V ) à un discrimant utilisant l’accouplement 〈 , 〉dR sur Dcris(V
∗(1)) × Dcris(V ) en

utilisant la formule

〈ω∗
tg, logV (H1

f (Qp, T ))〉−1 = Ep(V, 1)Tam0
p,ωtg

(T ).

La suite exacte

0 −→
H1
f,{p}(T )

H1
f (T )

−→ H1(Qp, T )

H1
f (Qp, T )

−→
( H1

f (T
∨(1))

H1
f (T

∨(1))0

)∨
−→ 0

qui est une suite exacte de Poitou-Tate un peu modifiée permet alors de casser ce discri-

minant en deux morceaux et de montrer que a − b ≥ dim(H1
f (V

∗(1))/H1
f (V

∗(1))0) − d+

avec égalité si et seulement si l’injection de H1
f (V )/H1

f (V )u dans H1
f,{p}(V )/H1(V )u est

une bijection. L’un de ces morceaux s’évalue en utilisant la suite exacte

0 −→ H1(T )u
H1
f (T )u

−→
H1
f,{p}(T )

H1
f (T )

−→
(H1

f,{p}(T )

H1(T )u

)
/
( H1

f (T )

H1
f (T )u

)
−→ 0
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que l’on obtient via le lemme du serpent et l’autre est relié au discrimant de 〈 , 〉ht grâce

à la proposition 2.15.

Finalement, pour passer de Λx1 + · · · + Λxd− à H1
Iw(T ) et de Λz1 + · · · + Λzd− à

H1
Iw(Qp, T ), on utilise le fait que le sous-Zp-module de H1(T )u = H1

Iw(T )Γ engendré

par
∫
Γ
x1, . . . ,

∫
Γ
xd− est d’indice |H(x)Γ|

|H(x)Γ| =
∫

Γ
µH(x) dans H1(T )u et le sous-Zp-module de

H1
Iw(Qp, T )Γ engendré par

∫
Γ
z1, . . . ,

∫
Γ
zd− est d’indice |H(z)Γ|

|H(z)Γ| =
∫

Γ
µH(z).

3.8. Étude de µ2
T

Pour démontrer la proposition 3.5, on introduit le noyau XIw(T ) de l’application de

H2
Iw(T ) dans ⊕`∈SH2

Iw(Q`, T ). On a alors µ2
T = µXIw(T )(µX0

Iw(T ))
−1. D’autre part, d’après

le lemme 3.7, la fonction
∫

Γ
〈χcycl〉sµXIw(T ) a un zéro d’ordre au moins égal à rp,2(V ) =

dimXIw(V )Γ = dimH1
f (V

∗(1))0 et on a

lim
s→0

s−rp,2(V )

∫

Γ

〈χcycl〉sµXIw(T ) ∼p logχ(γ)rp,2(V )[XIw(T )Γ : XIw(T )Γ].

Le problème est donc d’arriver à calculer [XIw(T )Γ : XIw(T )Γ]. Pour ce faire, considérons

le diagramme suivant.

0

²²

0

²²

0 // ⊕`∈SH0(Q`, V ) //

²²

Y (V )Γ //

²²

0

0 //

²²

H2(V ∗(1))∗

²²

// X1
Iw(V )Γ //

²²

0

0 // H1
Iw(V )Γ

//

id

²²

H1
f,{p}(V ) //

²²

XIw(V )Γ //

²²

0

0 // H1
Iw(V )Γ

//

²²

H1(Qp, V )⊕
(
⊕`∈S−{p}H1

f (Q`, V )
)

//

²²

Y (V )Γ
//

²²

0

0 H1(V ∗(1))∗

²²

oo X1
Iw(V )Γ

²²

oo 0oo

0 (H1
f (V

∗(1))0)
∗

²²

oo XIw(V )Γ

²²

oo 0oo

0 0
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Dans ce diagramme, la colonne du milieu est obtenue en tronquant une suite exacte

de Poitou-Tate modifiée et les lignes, dont les définitions sont données ci-dessous, sont

exactes.

Les seconde et cinquième lignes proviennent du diagramme récapitulatif et elles sont

exactes car on a supposé X2
Iw(T ) = 0 (conjecture de Leopoldt faible) et Dcris(V )ϕ=p−1

= 0,

ce qui entrâıne H0(Qp, V
∗(1)) = 0 et X0

Iw(V )Γ = 0.

Les première et quatrième lignes proviennent de la suite exacte 0 → H1
Iw(V ) →

⊕`∈SH1
Iw(Q`, V ) → Y (V ) → 0 via le lemme suivant [39] qui permet aussi de démontrer

leur exactitude (si on utilise en plus le fait que H1
Iw(V )Γ = H0(V ) = 0 à cause de l’hy-

pothèse Dcris(V )ϕ=1 = 0).

Lemme 3.8. — i) Si ` 6= p, alors H1
Iw(Q`, T ) est d’indice fini égal à Tam0

`(T ) dans

H1
f (Q`, T ).

ii) H1
Iw(Qp, T ) est d’indice fini dans H1(Qp, T ).

iii) L’application naturelle de H1(T )u dans ⊕`∈SH1
Iw(Q`, T ) est injective.

Le diagramme formé des flèches continues étant commutatif et les colonnes étant

exactes, il existe une unique flèche (pointillée) de XIw(V )Γ dans (H1
f (V

∗(1))0)
∗ laissant

le diagramme commutatif. Finalement, le lemme 3.8 montre que H1(V )u est inclus dans

H1
f,{p}(V ) et, si on utilise le diagramme commutatif

0 −→ ⊕`∈SH1
Iw(Q`, V )Γ −→ ⊕`∈SH1(Q`, V ) −→ ⊕`∈SH2

Iw(Q`, V )Γ −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ H1

Iw(V )Γ −→ H1(V ) −→ H2
Iw(V )Γ −→ 0,

on montre que H1
f,{p}(V ) ⊂ H1(V ) est l’image réciproque de XIw(V )Γ ⊂ H2

Iw(V )Γ par

l’application naturelle de H1(V ) dans H2
Iw(V )Γ, ce qui permet de définir la flèche en

pointillé de H1
f,{p}(V ) dans XIw(V )Γ.

Proposition 3.9. — Le diagramme ainsi obtenu est commutatif et l’application de H1
f (V )

dans (H1
f (V

∗(1))0)
∗ obtenue en composant les applications

H1
f (V ) →XIw(V )Γ →XIw(V )Γ → (H1

f (V
∗(1))0)

∗,

cöıncide avec celle induite par l’accouplement “hauteur p-adique” divisée par logχ(γ).

Cette proposition se démontre [39] en revenant à la définition de la suite exacte de

Poitou-Tate. On a d’autre part le diagramme ci-dessous qui est la version entière du dia-

gramme permettant de définir les flèchesH1
f (V ) →XIw(V )Γ etXIw(V )Γ → (H1

f (V
∗(1))0)

∗

et dans lequel Z = H1(Qp,T )

H1
Iw(Qp,T )Γ

⊕
(
⊕`∈S−{p}

H1
f (Q`,T )

H1
Iw(Q`,T )Γ

)
est un groupe fini ayant pour cardi-

nal |Z| = Cp
∏

`∈S−{p}Tam0
`(T ) d’après le lemme 3.8. On déduit de la proposition 3.9 et

du diagramme que [XIw(T )Γ : XIw(T )Γ] est aussi égal à

log(χ(γ))−rp,2(V )
〈
(H1

f (T
∨(1))0)

∨,
H1
f (T )

H1
f (T )u

〉
ht

[H1
f,{p}(T )

H1(T )u
:
H1
f (T )

H1
f (T )u

]−1 |Z|
|X0

Iw(T )Γ| ,
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ce qui, compte tenu des formules
∫
Γ
µX0

Iw(T ) =
|X0

Iw(T )Γ|
|X0

Iw(T )Γ| et X0
Iw(T )Γ = H0(T∨(1))∨ permet

de terminer la démonstration de la proposition 3.5.

0

²²

0

²²

0 // ⊕`∈SH0(Q`, T ) //

²²

Y (T )Γ //

²²

0

0 // H2(T∨(1))∨

²²

// X1
Iw(T )Γ //

²²

0

H1
f,{p}(T )/H1(T )u //

²²

XIw(T )Γ

²²

0 Zoo H1(Qp,T )⊕
(
⊕`∈S−{p}H1

f (Q`,T )
)

H1
Iw(T )Γ

oo

²²

Y (T )Γ
oo

²²

0oo

0 X0
Iw(T )Γoo H1(T∨(1))∨

²²

oo X1
Iw(T )Γ

²²

oo 0oo

(H1
f (T

∨(1))0)
∨

²²

XIw(T )Γ

²²

oo

0 0
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Astérisque 177-178, 33-59, 1989

[12] J. Coates et A. Wiles, On p-adic L-functions and elliptic units, J. Australian

Math. Soc., A 26, 1-25, 1978

[13] R. Coleman, Division values in local fields, Inv. Math. 53, 91-116, 1979
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C. R. Acad. Sci. Paris 287 série A, 83-126, 1978
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