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Cher Fontaine,

Voici, comme promis, 1la recette qul permet de calculer le poids
d'une forme modulaire (mod p) associéde a une.:epresentatiqn linéair
de GQ = Gal._(_Q/Q).

Je te rapp_el_ld d'abord les notations de ma lettre a Mestre sur
ce sujet.

On se donne une représentation continue irréductible

P GQ -~ GL(V),

oi V est un espace vectoriel de dimension 2 sur ? ; On suppos
que detp 5 GQ - ?; est impair, autrement dit que

det p (¢) = -1, of ¢ €Gg désigne la conjugaison complexe
(SL p = 2, cette condition est toujours satisfaite, Si p # 2, elle
signifie que p(c) peut étre représenté par la matrice 1 0') )

Ia conjectgre dit qu'une telle représentation provient d'une
forme modulaire (parabolique, bien sfir) d'un certain niveau N,
poids k, et caractére &£ . Il s'agit de préciser N, k, ¢ .
Pour N et & |, c'est fait dans ma lettre i Mestre :

N est le conducteur d'Artin de P s 81 j'ose dire ; par
définition, il est premier & p ;
¢ et k (mod (p-1)) sont caractérisés par la formule

detr= 2-1-1 ]
ol X: GQ - F; est le caractére cyclotomique.
Bién sdr, cette derniére formule ne décrit k que modulo (p-1).
I1 s'agit, dans ce qui suit, d'atre plhs précis, et de décrire un

entier k = k(¢ ) bien défini. Plus précisément, on désire :
a) que k = k(f) soit le plus petit possible (parmi les

entiers ) 2 de la classe (mod (p-1)) considérée) ;

b) que k ne dépende que des propriétés locales de p en p,



‘et méma plus précisémont'que de la restriction de e au ggggpg‘
d'ipertie en p de GQ ' i

c)On désire aussi donner la valeur propre correspondante de l'opé-

rateur Up de Hecke, opérant sur la forme f consideree H

Upf‘ apf '3 avec ag Fp

Cette'vaieur propre est égolemont locaio_, i.e. ne dépend que de
la restriction de f"au groupe de décomposition en p.

I1 se trouve que la réponse a c¢) est simple a éﬁoncer, et je
la donne tout de suite :

S8t £ (restreinte au groupe de decomposition en p) admet un

guotiant de dimension 41 sur leguol 1! inertie ogere trivialement
(i.e. un quotient étale), et si A est la valeur propre de_ Frobe-
nius sur ce quotient, on peut choisir f de telle sorte 9“9.

1 = Af,
| Tpf, f

Si _aucun teji guotient n'existe, on peut choisir f pour_que .Upf==0

(De plus, les seules valeurs propres possibles de U sont celles
données par cet énoncé. Note le cas particulier intéressant oii P
eS8t non ramifide en p, auqued cas, i1 y a (en 5eneral) deux-
valeurs propres possibles ’ Yy et s pour Up » qul sont les deux
valeurs propres de Frobp agissant sur V. Leur produit est £(p).)

J'en viens maintenant i la détermination de k=k(P). Je supposera
d'abord que p est > 3 (le cas p=2 est analogue, et j'en parlera:
a la fin).

Appelons fp la représentation f restreinte a Gq_*= Gal(q /Qp:

et P; la restriction de Fb au groupe d'inertie. les recettes

que je vais donner vont en failt s’appliquer a toute rog;esentation
de degré 2 de GQ $ A une telle représentation on va attacher

P
un entier k > 2 qui mesurera sa " complication ..

(Note que je m'interdis de prendre k = 131l y a de bonnes rai-
sons i cela, j'y reviendrai peut-étre plus loin.)

'La 1ére chose a faire est de regarder le semi-gimplifié de Fé

]

et les caractéres modérés qui y intervierment. On voit tout de suite



que ces caractéres, a"ills sont # 1, sont de niveau 1 ou 2.
Séparons alors les cas @

fer cas. Niveau 2

On suppose que ces caractéres sont de_ niveau 2, et pas ,de.piveau
inférieur. Ils sont alors conjugués entre eux, et la représentation
Cp est semi-simple. Si 1'on note y et p'! = vP  1les deux caractére

fondamentaux de niveau 2 (au sens de mon vieil article d'Inventione
les caractéres intervenant dans e ; peuvent s'écrire

kP'a \P’b et \Pb ¢'® , avec 0O <a,b £ p-1.

De plus, on a a # b: sinon, en effet, ces caractéres seraient des
Puissances du caractére cyclotomique Y= ye! y et seraient de
niveau < 1. Quitte i permuter les caractires en question, on peut
supposer que a < b. Cect étant, la recette pour k = k(p) est
la suivante :

l(fl) k=1‘+pa'+b. /

Note le cas particulier a=0, qui dorme k =b + 1; et le cas enco;
Plus particulier a=0, b=1, qui dorme k = 2 et correspond au cas
oi p se prolonge en un schéma en groupes sur Zp (i.e._' p est

" finiten p " , suivant 1la terminologie de ma lettre 3 Mestre).

(Bien sar, je ms suis convaincu que (1) devait atre vrat a
partir du cas a = 0, oit 1'0on n'a guére le choix si 1'on veut un
poids < p+1, et en ramenant par torsion le cas général a celui-1la,
L'effet de la torsion sur le poids est décrit dans le cor.3 de mon
exposé Bourbaki de 74/72 " Congruences et formes modulaires ",)

2éme cas. Niveay 1 - ramification modérée

Je suppose que l'action de l'inertie est modérée (ou, ce qui
revient au méme, qu'elle est semi-simple), et qu'elle se fait par
des caractéres de niveau 4, autrement dit par des puissances ,Xa
at ')(b du caractére cyclotomique 4 . Ici encore, je peux nor-
maliser a et b par 0 L a <b < p=2. - |

la recette pour k=k(p) est alors

k=41+pa+h si (a,b) # (0,0)
’(,2) {k=p sl a=0 et b=01




Nete le cas exceptiormel a=0, b=0 qui correspond a une
re?résehtqtion non ramifide en p ; dans ce cas, mon invariant k
est pris égal a p (et non a 1, comme le suggérerait la formule
generale) Ce choix est dicte par des raisons globales jtail fort
peu de chances . de trouver des formes de poids 1 I C'est pour cela
que j'ai écarté d'avance le poids 1; mais d'un point de vue pure=-
ment local il serait peut-atre raisonnable de l'accepter (apres
tout, k-1 se comporte comme une espéce de conducteur local en D,
at il seratt normal qu'une représentation non ramifiéde ait un con=
ducteur égal a3 0).

3éme cas. Niveau 1 - ramification sauvage

C'est le cas oii la représentation f n'est pas semi-simple.
On peut l'écrire matriciellement sous la forme

( 3&@ *
.O x“

oil x et rXP sont des puissances du caractére cyclotomique X .
Note qu'ici on doit distinguer 4™ de 'xﬁ ! le caractére 4™ est
celui qui intervient " en quotient " et le caractére Yt " en
sous~-truc " , D'ailleurs, il est commode de les normaliser de

facon différente ; je choisiral « et ¢ tels que

0 { x (p-2 et 1 < e < p=-1 (attention !).
Je poserai:

a= Inf(g,@) et b = Sup(u,ﬁ).
La recette pour k = k(?) est alors ¢

3) k¥ = 4 + ;:f:j;ﬂ—7(sauf dans le cas exceptionnel ci-

aprés)

Le cas exceptionnel se présente lorsque @ = =+1 ; en effet, tu
sais bien que, dans ce cas, la ramification sauvage peut étre plus

ou moins sauvage si j'ose dire. Il y a le cas " peu ramifié " (i.e.
P finie en p) et le cas " trés ramifié " ; le premier corresppnd



-'5-

en unIQue sorte a ad joindre u1/p » Ol u est une unité, et le
second a adjoindre q‘/p , avec 'V (q) # 0 (mod p). Ce que j'appel.
le cas oxeeptionnel clest le cas tres ramifié. Alors @

(4) Pour p = x + 1, et P: tres ramifiee, on a
[x = @(p+1)[

Cela revient a dire que, dans le cas exceptionnel, on ajoute p-1
a ce que donnerait la regle (3).

Pour justifier (un peu !) ces recettes de cuisine, remarque que

1'on trouve k < p+t si et seulement si o =0, i.e. si et seule.
ment si F; ‘a un quotient étale de dimension 1 : c'est un cas
que tu connais bien. Le fait que 2 ¢ k & p+1 suffit alors a

décider de la valeur de k, puisque celle-ci est comnue mod (p-1) ;
il y a une exception : celle oi k = 2 (mod (p=1)), f.e. g =1,
ol 1'on peut a priofi aveir k = 2 ou k = p+ijes recettes ci-dess:
disent que l'on doit prepdre k = 2 dans le cas peu ramifié, et
k = pt1 dans le cas trés ramifié.

Une fois que l'on s'est convaincu de ce qu'il faut faire pour
« = 0O, on passe au cas general par torsion. (Ce n'est pas trés

agréable i écrire, mais ca se fait au moyen des " cycles de Tate "
décrits dans N,Jochnowitz, TAMS 270 (4982), 253-267.)

 Voila mes recettes pour le calcul de k = k(p) , lorsque p # 2,
lorsque p = 2, c'est plus simple :

{_k = 2 si f% est semi-simple , ou peu ramifide ;
k =4 sinon.

(Je suis obligé de prendre Kk pair, vu que le caractére [ ezt
pair (et que je le reléve de facon évidente, j'al oublié de le
préciser).)

Il serait bien agréable de trouver une définition générale
de k évitant d'avoir A regarder autant de cas particuliers.
Peux-tu faire ¢a avec tes chers modules ? Je suppose que oui, tant
que k est < p+1, mais il faudrait aussi traiter le cas général.

Bien a tol T" P, Lo

J-P.Serre



,PS - En rentrant de Bordeaux, j'ai refait le calcul de la réduction
en 2 de la courbe de Frey, et ca marche bien comme je le disais
au tableau : il y a réduction multiplicative.

Par contre, je me suis fichu dedans quand je vous ai déerit
ce quil se passe pour xP -i- "yP 72P : le niveau est alors 2.7
et non 72 comme Je l'a.vais pretendu. Mea culpa ! Vu cette erreur,

notre score reste donc 3 1.1 ,



