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Cher Serre,

Ce que tu me demandes est vrai, 4 ceci prés que V est la représentation dua)
de celle que tu dis., Les conditions d'application de mon thdordme avec Meseing sor
1) bvomnne réduction en p ,
ii)  2m41 ¢ pei
( on n'a pas besoin de supposer la cohomologie de X sans p~torsion, ni de faire
de resiriction sur sa dimension $ meis bien sur la condition (11) interdit de. cal
culer toute la cohomologie de X 8i sa dimension est trop gra.nde)q
Meis c'est beaucoup plus geénéral, et comme l'hnl%/:eae dim V = 2 ne me paraft
pas trés raisonnable, il me semhle que tu aurais interét a considerer des morcesux
de 1l=a cohomblogie $ ceux~ci ont encore un type de Hodge, comme Je vais essayer de
te 1l'expliquer,
De facon préciae, soit Y un schéma Propre et lisse sur zp {je pourrai remplac
Z B par les vecteurs de Witt dtup corps parfait, 3 condition d'accepter que les Fro
beniug soient semi-~linéaires et non linéaires), Soient Y, (vesp. Y7 ) sa fibre -
spéelale (resp. générique) ~ gi tu veux Y? e8t l'extension dea scalaives de ¢ =
6, de ta variété X - et n un entier verifiant 0<n<p-1, Alors HgR(Ys;’
a une structure naturelle de "?-module i‘iltré“, i,e, ctest un @‘p-eapace vectoriel

M de dimension finie, muni d'une filtration (1a filtration de Hodge) et d'un isomo:
phisme

‘f &r.M ""1‘9‘ M

(1a construction la plus simple de ¥ » qui ne dé‘pend que du relévement mod p2 de
Y., est celle d'Illusie~Deligne),

L'anmean A = rdduction modulo p de l/anneau des entiers de la cldture algebri-



que de Q’P & me structure naturelle de Y-module filtrd (2 ceci Pres que ce n'e
‘pa..a de dimension finie gur E‘P et que Y n'est pas _in;jecti-ve). 8i je pose

V= (Hﬁtﬁf; ’_Z/ PZ)* ) |
alors V s'idantifié a H'_ Cf-vmod.fil.(.ﬂgﬁ("xs")’ﬁ)"'

- Dans cette identification les s_oua—-lﬁ‘pf-espa,ces vectoriels de V stables par
Gal(%/ QP) correspondent bijectivement aux sous~f-modules filtrés de M = HSR(Ys
i.e, anx sous-ﬁ‘p-eepaces vectoriels N de M qui ont la verty que, lorsquton
les munit de 1a filtration induite, ltapplication Y induit encore un isomorphiss
de gr. sur I .

Soit W un tel sgous-espace correspondant \a Nc M . Supposes que E est e
extension finie de E‘p qui se plonge dans End W et que dim, V=2 , oe qui per
met de considérer W comme une représentstion de Gal(EP[@p) de dimension 2 &y
E, Alors E ge rlonge dans les endomorphismes du ¥ ~module filtrd N y C& qui i
plique en particulier, si je pose d = [Egl‘ﬁ’pj » qu'il existe deux entiers r et
verifiant 0L rsagn (et qui sont les entiers que tu appelles de la méme fagm

dans le cas que tu eonsidéra; i,e, 8i E = E‘p sy ¥=V ,n= ém+1 ) tels que

2d =8i i<y,

dimy, NnFiliH.gR(Ys) =;d Bi rc<ixa,
P 0 g8i i>o

Ceci étant, si 1'on dorit 1! action de Galois  sur W sous la forme
% = erel’, s 00 X est le caractere eyclotomique, on a
1) si r=s, alors ¢p ©=t mon remifide 4
i) si r<s, alors
a) si ® est irréductible, I'action de 1'inertie via C’; est moderee et donne:

par les deux caracteres WP T ot ,},,(s-r) » o0 ¥ et ¥' sont les deux caractere:
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b) sinon cette action est de la forme

% %)

01\1 * est ou n'est pas triviale, mais est “peu remifiee" gi ger = 1 ,



-3~

Bien sﬁr, dang cette derniére partie, il est essentiel que le corps résiduel ¢
F, » 8inon il y & d'sutres niveaux possibles gue les niveauzx 1 et 2 ,
Enfin si ta représentation est la vestriction b Gal(éplQp) d'une representad
de Gal(@/@) » le déterminant de cette dernidre est do la forme xmf , ot 7
est un caractbre non ramifid en P 3 si tu veux une representation impaire, il

faut supposer la parite de 4 opposde de celle de m4s .

Bien a toi
GTes I b, Brlvn,
P.S, . J-?imagine que tu as d;j;‘eu des informations pré'cises sur Rubin, Voila ce
qu'il nous a expligué :
Thm A ; Soit E une counrbe elliptique a maltiplication complexe par un ordre dant
un corps quadratique imeginaire K , On suppose &  définie sur K et

L(E/K,1) # 0 ., Alors W(E/X) est fini et, plus préoisénent, si w, désigne le

K
nombre de racines de 1'unité dans K »

si p divise l'ordre de Il , alors p divise w «(ordre conjectural) .

Thm B : 51 de plus la dite courbe R est définie sur @ , alore
rang B(Q) 2 1 = ord_, I{Efa,s) 3 2,

(Ce qui, combiné aveo Coates-Wiles et Gross~Zagier, implique que si E est une
courbe & multiplication complexe definie sur 9 telle que ord_ (E/e,8)< 1,
alors 1’ordre en question est égal an rang de Mordell~Weil ,)

Ie plus surprenant est qu'il ne semble y avoir rien de difficile dans la demons.
tration. Les choses vaches €taient déjh feites, Ia seule idde nouvelle consiste &

transposer au cas elliptique le travail d'un certain Thaine sur les uni tds eycloto=-

miques !






