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. 1 almost true Actua ly, f il gomg to make a more premse conjecture and te_:;”
- -j‘-l__‘f'prove 1t ror SEFTH stable abehan vameties This" conjecture 1mplte’}a'f:;
f""_'modlfied versmn of yours (there is an equwatehce betWeen a SUlt “

Eh "--:':.';,,"-:icategory of - p adic representatlons and a suttable category of tp f}ltered:

"‘"_fB'ures nov 26 1987

~Deardannsen, . -0

I real y beheve how that your con}ecture abcu’t”’ a"mc monodromy 15

"'modules Wlth a mlpotent endomorphism N but the under ymg ip- fﬂtered‘i;_j
" "'-'-.7.5ﬁ"module need not to be weak!y adm1ssmle (except for the chomology of{ﬁ-f
o curves and abehan var1et1es but as you exp] ained to me thlS case 13 very"jf"f

pecu far f)

Roughiy speakmg, the SItutatmn is as follow (where k is a perfect :

_-‘;ﬂeld of charactemstlc p Ko 1s the fractlon field of Wltt vectors wzth___‘f

‘:"'ceeffrmehts in I< ahd K; the basm is a. totaily rammed fimte extenswnﬂ-.

-of tfegree e of K) “Let chs (reSp BDR ) the rmg I have mtroduced to |

rdefme crfstanme (reso de Rham’ s) representations There is a weH defmed

sub-ring B\J of Bpp ', containing Bcrls , Stable under the action of Galms

which has the two following properties :
(1) It is not too big : meaning that it satisfies the two following
properties ;
Property 1 : The natural map
K®KOB;J; -~ Bpp
Is injective, N
Property 2:Thering B, can be ehdowed with operators ¢ and N as you

like ; more precisely :
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i) one can define. an ehdomorphtsm 0 of EtJ ) whach commutes w1th;

the actton of Ga]ots and extends the Frobemus on BCT‘]S (thiS tp 15 not,'

unlduety defmed there 13 a hatural one ~to-one-‘map between the set of the"
possible choices’ and the Set of the dtffer‘ent homomorphtsms '

log K_ —>K

_ whtch extend the usual p adtc Togamthm on the group U of the umts of;'

the mng of the mtegers of. K ) ;

| n) one can defme a chs demvatten N BJ - BJ 5 Wthh commutes:-;:_

w1th the: action of Galms and has the. pr‘operty that the kernel of N s
chs and that th = DLPN (again thts N is not umque there lS a hatura}j‘

one to -one map between the set of such N and the set of non zero-:

‘homom orphisms

Vv :-K"‘/U ; —a- ‘Dp
of course, a natural choice COﬂS?StS of taking the valuation),

[As an abstract B aigebra -ES_‘J is isomorphic to the ring of

cris

polynomlals m one vartabinth coefficients in Bcrts and one can. chooseﬂ

U, 9 and N in suchaway that ‘pu =pu and Nu= 1]

2) It is big enough : The property 1 implies that if V is any p-adic
represen‘tat‘ion-(i.e. any finite dtmensional @p-vector space endowed with a
linear and continuous action of Galois), then
. : Galois '
d]mKo.(BJ@’poV) £ d1m®pv .
Property 3:Let A be any semi-stable abelian v‘a-rriety over K and meN
4 : \aie @ yyoalois _ . ra
Then -dim (BJeHg{(AeK,@p)) = dim HQ}(A@K,@_D)-

Of course, if you define Hm(A) = (BJaH (AoK,Q ))Ga}ms , Itis a

finite dimensional Ko-vector space endowed witha ¢ ,a N and ‘a



_fﬂtrat:on of K@K H{]‘(A) (actuaHy - by my compamson S conjecture wmchp
Vas a theorem m tms case, wwth a wmtten proof-due to’ Le Stum ({LS] App B8),
and an unwmtten proof due to Bin Messmg andg- myself —-tms 1ast fﬂtered

K- vector space }S canomca]ly isomorphic to HB}Q(A) ). And’ one can recover

the etale cohomo?ogy from those datas
U}(AeKe ) = [veBJ® HT(A) I VEFHO oV _v'-r,. Nv =0}/

Now I am gomg to be precise. But I have to apo oglze ik m_'éjqu'ipp'ing_to-

frenchl

§ 1. ~. Le module de T.'a_t'eu des variétés ‘abéliennes
semi-stables
. - Notations .

- Soient. p. un nombre'br‘emier, k .un corps parfait dee"ca'ractéristique

p, W =W(K) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k KO =

Frac W.,, K une extension finie totalement ramifiée de Ko_, de degré e, K

une cléture algébrique fixée de K, g-.:'GaKR/K) :

1.2 - La catégorie Repnc(g).

Toute cette histoire repose sur une conséguence “facile” du théorgme
de réduction semi-stable, que je m'étonne de ne pas-avoir réalisée pius tot
(et j'ai peine a croire que personne ne sache ¢a) .

Je dis qu'une représentation p-adique V (de g bien sdr) provient d'un

groupe p—_divisime s'11 existe un groupe de Barsotti-Tate r sur I'anneau des

entiers de K tel que V 'soit isomorphe 2 QT () (oU To(r) est le
module de Tate de 1.

Je choisis une représentation p-adique Vo, . extension de (Dp par
(D-p( 1) (de sorte que j'at une suite exacte courte

0 - e - Vg > Q@ > 0)
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-qui ne provient pas d'un groupe p- diwsmle (pour‘ flxer 1es 1dees on peut

"prendre par exemple T'extension correspondant au’ 1—motif

z > 6y |
ol 1 s'envoie sur p ; on peut aussi prendre le module de Tate de n‘importe
”qu elle courbe eHlpthue sur K, -avec réduction multlphcatwe a tangentes_
ratlonnel es)

Enfm, Je note R'eD'PFf(Jg?)".'(‘PF'_,. presque flm ) 1a plus pet1te

sous categome p]eme de la categome des repr‘esentattons p- adtques qu1

est stable Dar somme dlrecte S0US- ob]ets et quot1ents et qm contlent

- d'une part toutes les representatmns provenant ‘des qr‘oupes‘
p- lelSlb}es | '
- d autre part V

'En_ fait, .c_:ett_e catégo'r-ie est i'ndé'pe-nQante du choix de -_VO (c'est ce que

dit le lemme 1.9 ci-dessous).

1.3. ;i"Th'éoréme Sozent A une vamete abe ienne semi- stable sur K,

T (A) son module de Tate et V(A) tDp@T (A) Al Alors V(A) est un ob}et

de Reppe(g)

La raison d'étre des guillemets est que ce que je vais prouver dépend
d'un résultat dont il n'existe de preuve écrite que pour e < p=1 . AU
paragraphe 5, je donnerai un théoréme un peu plus technique, mais qui est

valable sans restriction sur e .-

1.4, - J" ai besoin de te rappeler quelques définitions sur les p-modules
filtrés (je sais bien que tu les connais, je pense a d'autrés lecteurs

éventuels) : un p-module filtré (de dimension finie) consiste en la donnée

d'un Ko—esp_ace. vectoriel D - de dimension finie, muni

i) dun Q,-endomoprhisme ¢ : D - D, semi-linéaire relativement au

P
Frobenius absolu,



)
i1) d'une filtration décroissante Tn’dexée’ par Z , exhaustive et séparée, de

'DK K®K D par des sous K espaces vectomels (FH DK)1€Z

Les - modules flltres forment de mamere évidente, une categor‘le

additive, en fait @ —hnealre pour laquelile on a une notion de su1te exacte-

courte et do-nc aussi -'d extens-lons‘

"J~e .va‘is h’oter Mf-"{‘; la sous categome p}eme de Ia categorle des:

Y- modules flltres dont les ob;ets sont ceux qu1 sont faiblement-

_admtssmles ([Fl] 5 4) et pour‘ a, beZ vermant a b

Sous- categorle pleme de MFL formée des D vermant FH D = D et

Fib*ip =g, |
" Deu 1mporte la deﬁmtmn techmque exacte. La chose lmportante pour

P .
{moment; est de savoir que ce’ sont des categomes abehennes qu’ une suite

courte dobjets de MFf [2,b] est exacte dans cette cate-gor‘:e si et

seulement si elle est exacte dans celle des xp-modu}es filtrés ; et qu'une
extension, dans la catégorie des - modules fl]tres de: deux objets de-

Ff [a b] est encore un objet de MFI]; i b]

1.5.- Extensions panachées.(référence : 7 probablement SGA VII ; j'ai ey
la flemme de vérifier et je dois donc m'excuser pour la .termin-ologie bizarre
que je vais employer).

Soit C une catégorie abélienne ; je vais appeler suite panachable de C

la donnée d'un diagramme de C du type

by >~ Dy » D3y - Dy - Dg
tel que les suites
soient exactes.

Si (D]—>...—>D5) est une suite panachable de C , une extension
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panachée de (D]-—>'...—~a-D?5)' dans C est la donnée d'un diagramme

.~ commutatif

0 o
{
Dy = D,
A ¢
0 - D2 - D - DS — 0
i i _ {
0 - D3 - D4 — DS - 0
4 L
0 o;

dont 1es lignes et les colonnes sont exactes,

1.6. - Proposition : Soient a,b € Z avec a <b et (D;~.->Ds) une suite

panachable de MFF[2.0]- ~ators i1 existe une extension panachée de

(D) ~>..~»Dg) dans MELIP]

Démonstration: On se ramene facilement au cas ou le corps résiduel k

est algébriquement clos. La catégorie des y¢-iso-cristaux (i.e. des

Ko—espaces vectoriels de d_imension finie munis d'un @_p\—au'.t‘omorphisme

semi-linéaire relativement au Frobenius absolu) est semi-simple. Si I'on

cholsit un scindage de D, - D, on peut écrire
en tant que KO—_espaces vectoriels munis d'une actionde p ;ona
Pak = B3k @ D5k
en tant que K-espaces vectoriels et 'extension de D5 par D3 est alors
déterminée par 1a donnée d'une application K-linéaire .o : Dy ¢ — Dz

(définie a l'addition prés d'une application K-linéaire qui respecte la



filtration):on a N
0 | ORI [P
Fil D4Kr = (Fit D3.K@[(o<d d)Jd eFH.DSK-}
On vmt alors qu'il suffit de chmsn* une. apphcatlon K=linéaire
o DS K ™ Dy, K
qu 1 composee avec- 1a prOJectlon de D2 K' sur D3 K redonne ® et de
deﬂmr T extenswn panachee D par
D= Dz ®Dg:
en tant 'qué" K""-e"spac':e vectoriel muni-de ¢ , la filtration.sur D, =
-02 K@DS K etant définie par

1.7. - Proposition : Supposons e <'p-1 et $oit (Vy=>..>Vs) une suite

panachab‘le fde _représentations p-adigues provenant de groupes

p-divisibles. Alors il existe une représentation p-adigque qui est extension

panachée de (V' —.>Vg) et proviéntd'un Qr'o-upe p.—divisible

Demonstratlon Cela resu te de la propos1tion precedente et de ce que—

la theome de Dieudonne covariante fournit une équivalence entre groupes

p-divisibles sur I'anneau des entiers @k de K et objets de -_I‘lE_LiOJ] (cf

[F2], n°S.3 et [L], n°2.1).

1.8. - Prouvons alors le théoréme : 11 est clair que 1'on peut supposer k
algébriquement clos. Si je pose V = V(A), je sais (SGA VII, ?7) qu'il existe
des entiers r et s (bien sOr, icir = s, mais je n‘en aurai pas besoin), une

suite panachable de représentations p-adiques (V]'.->.;.——>V5) provenant de

groupes p-divisibles, avec Vi =(®p(l))f et Z = (Q )S tels que V soit

:'\’,'\
b

une extension panachée de (‘Vl—a-...—»VS) .

D'aprés la proposition précédente, je sais aussi qu'il existe une

extension panachée V' de (VI""'"'“’VS‘) qui provient d'un groupe



péd-iwsib]g. On a- la suite exacte

CExtlvgvp - Extlvg vy - edlvg vy
ot p'ar_.h\.,/?pot_.hése-, l-é.s'.ciaSS-es ,de \i/"et' .Q',--':dans Ext‘]'(vsg,‘v"'z) ont 12 méfne
Vlmage dans Ext (VS V ) les différent donc par un element qu1 est--

| Hmage de la classedune extenswn V6 de \/5 par V] Mals,'c_ela'slgn1fle1'--

V-7_ desughe- le ng‘ylau‘d,e I'application

Vevg > Vg,
CIUI a (v V) assoc1e lm(v) - Im(v ), alors 'V g tdentme ay conoyau de
T app 1.cat1o_n de VI dans V@V6 qu1 gl P assoc1e (Im(v) —Im(v))
1 suffit don_é-de-v_emher_qge .V.6 ‘est bien un objetl de_i R_eg_pF(g)r. Mais
i e's__t'immé'd.iat:QUe-v_é est__isom-qrphé_é' un 's'ousr—q'uotient de 'Ié'somme

directe de rs extensions convenables de @, par iDp,(-l) . Pour achever la

P

déemonstration, i1 sufit donc d'établir le lemme suivant :

1.9, - Lemme : Toute r‘epresentatmn p- ad1que qm est extensmn de ® par

Q ( ) estunobijet de RepDF(g)

Preuve : La théorie de Kummer montre que Extl-(®p,®p(1 )). s'identifie

a K*85 Q
Zp P

Soient Vg 1avaluation de K normalisée par V(K*) = Z et Ug le

: R " n .
= (lim.proj. K*/(K*)P )@Zpﬂlp

groupe des unités de K Le logarithme p-adique définit un isomorphisme
der.UKé?(Dp' sur K et la suite exacte
0 - UK - K* — /A - 0

induit une suite exacte
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0 - K = Ext’ (@, @,(1))

K

ér;'r_iqt‘ant'eh'core JVK I'application in_dui‘te.

- On'voit facilement quune ext—e-ns.ion'del. @ID-'pér -® 'fl)' prov‘i‘eﬁt d'un’
groupe p- dl\nsm}e si et seulement si sa classe dans Ext (@ £D (1))
appartlent au’ noyau de VK |

Enfm si- w] ‘et w2 sont ~deux extenswns de po- par ® (1) et 31,
':DOUf‘l = 1,2-,_ de51gne aclasse de W dans Ext ((D (D (1)) on vo-zt
”’que' W et W2 sont Somorphes en tant que representatlons p- adlques
sﬂex15te Ae@; elque wz_xw]. | | |

,lnt_eresrsons_—nlous alors au cas ou w]', est I'extension. V, dénnééét b_,c;,
W, est quelconque. par h'yp.o_thés'e_,' W Keh vK _D‘e_"L_ﬁx' cas. p.eu_.v'é,-n:t_ se
présentéf: - |

- oubfen w, €Kerv, ;alors W, provient d'un groupe p-divisible et
est un objet de ReppF(g)

- 0ou blen quitte a mult1pher w2 par un scalalre non nul, }e peux’
_sup:p_oser qu_e .K(W2)'—.,VK(W1)- ,sf W3 est une extensmn de ch par
QD'(” dont la classe est Wo-w , alors Ws prowent d'un groupe
p-divisible et est donc un objet de Reppe(g). ; donc W, " qui est isomorphe

a un sous-quotient de W oWz = VyeWs est aussi un objet de Repor(g) .

§ 2. - Construction de B\J .

2.1. - Les anneaux B; et BDR

cris

Je te rappelle quelques constructions que 1'on trouve plus ou moins
explicitement dans certains de mes papiers { [F2], [F3]) : je note C le
complété de K pour la to‘po1ogi‘e p-adique et @c l'anneau de ses entiers.

Je considére l'ensemble R des suites x = (x(N)) d'éléments de @c

NERN



i0
véritiant  (x{N*THP = (M) pour tout n ; c'est un anneau commutatif
Moo (x(”))(y(”)) N (x(n) (n)) et (n))+(y(n))_ Z(n) od
(n) Tim (xN+m), y(n+rr1))p"“ y
et meme une k- algebr‘m (51 A €K, A's 1dent1f1e a I'é1ément ([P\p D ou

W] deblgne Ie representant de Telchmuller de Y€ k dans W < GC )
Sy W(R) deszgne anneau desvecteurs de Witt a coefﬁments dans R,

on d:sposedun homomorph sme (sur‘]ectif) de w a?gebres
e W(R) - (9(: |

‘_c ‘ast ceim qm a (x x], X ) associe mex(mm

Son noyau est un 1deal prmcmal je note -WDP(R) ‘te séparé compiete'
pour la topologua p- adlque de Ienveioppe a pulssances dmsees de W(R)
"'relatwement a 1 idea noyau de 9 et Bgms = WDP(R)[I/p] K ®WWDP(R) |

Je choms &= (MY e R vérifiant 5(0) et fe('],)." 1, et je pose t =

tog([e]) € wPP Ry & B?:'ms (C'est 1'analogue p-adique de 2m1, c'est un

génerateur de q}p(I) vu comme sous-groupe additif de Bcris,) et Bepig =

Blrslt ]
Enfin, je pose WK(R) = K®, W(R) , je note By WK-('R) - C ,
I'application déduite de ] par extension des scalaires,
BRr = lim.proj. Wy (R)/(Ker 8,)"
ot Bpr e corps des fractions de cet anneau intégre.
Je te rappelie que l'application naturelle
“®k Beris ~ Bpg

est injective ; je m'en sers pour identifier Bcris et K®Bcr1’s a des

SouS-anneaux de BDR' . Alors BE;‘R est un anneau de valuation dsicréte &
corps residuel C et 't est une uniformisante de Bjg

Je te rappelle enfin qu'il v a une action naturelle de g sur B et

cris.

BDR , que Bcris est muni d'un Frobenius ¢ et que ESD]:2 est muni d'une
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filtration (c'est celle que définit la valuation discréte).

2.2, - L'anneau B .

RN te rappelle que R est un anneau de va_lua'-tidh ( si, pour fixer les
idées, v, est lavaluation de of normalisée par Vb(p) = 1, l'application
. “""-'Vb‘?‘%
est une va!uatlon de R que je note VR o

(n))

i est clalr que Frac R ‘5 1dent1f1e aux su1tes (x €7 d elements de.,-

C vemﬁant (x pour tout n. Je vals noter S le S0US- groupe'

du groupe mult phcattf de R formé des- (x(n)) tel s que. x( )E K,et s° =
SMR, $7 = 58" o

: On dlspose d'un homomor‘pmsme naturel AN de S 'd-ans]]e.groupe
2dditif de By (dont I'image aboutit, en fait, dans Fil'Bpg = tBig): sl

L(0)

X = (x(_”.)) €S, st a=x et si [x] =(x,0,0,.,0,..) € W(R) , alors a‘]-.[}f]:

€ WK(R) ot vérifie eK(a__ l‘[x] )Y =1 ; onen déduit que la série
loga™'[xP) = T(-1%a~ [x]-1)"/n
converge dans Bjg ; on pose A(X) = Tog(a~ ] XD

CEnfin, si x¢ S, x~ e S* et.on pose A(x) = -A(x" ! )

C'est un-exercice de vérifier gue A est un homomorphisme.

Ceci-@étant, je définis B, comme étant fa sous-B..,.-algébre de Bpg

CF‘]S

engendrée par I'image de A

2.3. - Proposition: Avec les hypotheses et les notations ci-dessus,

1) le noyau de l'application X\ est k* (ol k est plongé dans R

comme au n®1.3) ;

11) s1 x€S,alors Ax)€B st et seulement si x est une unité de

cris
(0)

R (ou, ce gut revient au méme, si X est une unité de C);
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1i1) soit x, un élément de S qui nest pas une um_té-de_.R ; alors tout

O

élément de. BJ s'écrit, d"un‘e._ maniére et d'une seule, comme un polyndme en

._lMx ) acoefﬁments dans B.pig -

iv) 1 appl jcation canonique’ _K@K.B‘\;J - B'DR est injective. . -
: — el , :

12._4'4 "L‘émme Sort n —‘(n(n)) un el ement de R tel que n( )--—'pr '-Ators‘

u = Mn) n appartxent pas au corps des fractions de B (vu comme

CI"IS

SOUS*anneau d‘e ' BDR ).
La seu e demonstratmn de ce Iemme que Jje. connalsse est un peu-

techmque et Je ne vals pas la faire ici: (observes cependant que 31 I on avait

U 6 Frac chs , _Ia vre seralt encore pfus bell e en par‘tlculler‘ on aurait un:'
-Frobemus canomque sur BJ ; Ce a suggere que 1 on devratt pouvoir prouver

ce theoréme en mon‘frant que sinon’ la vie serait trop beHe mais je n'y suis
pas arrivé comme cela). J'espére aussi que, quand on aura vratment compris

ce gu'est _BJ',-ce}a devrait aller de soi (en particulier, st 1'on savait a priori

que Lpf et N peuvent s'étendre a B, cela impliquerait Ie" résm'—tat:),

2.5. - Je vais prouver la proposition (en admettant le lemme) :

i) Considérons le groupe multiplicatif des éléments de ‘BBR congrus 2
1 mod Fi]'I ; 1e logarithme définit un- isomorphisme de ce groupe sur
Fil ]BDR L'intersection du noyau de A avec R est donc formé des x ¢ RNS
tels que [x] = 8([x]) = X(O) , autrement dit des x € W(k) qui sont des
représentants de TeichmuUller non nuls d'éiéments de k, i.e. des éléments de
k*

i) Soit SO le sous-groupe de S formé de I'intersection de S avec le

groupe des unités de' R ; c'est aussi le noyau de 1a restriction de Vi as ;

comme vp(S) = Z, j'ai une suite exacte courte
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Si x €5, etsi a=6(x]), a-estuneunité de W(K) et c = alxp-

_es't un é]émen‘t'qe_-;_W:(R')'_,qui appartient au noyau de 8.Donc-
(n+1).n,. _ ' (n+1) DP

A = T = T (n=Dlyn(c) € W (R) c: BCI"]S

‘_Si x est.un eiement que]conque de S etsi u est com,me,_dans le
lem-rﬁe_ i existe Un unique n € Z tel que- % =yu" , avec ye S } -\'dhié alors
SA (%) ->\(y) + nu ; ST X ;{ So N =0 et }\(x) E chs (smon on: auralt u €

chs ; contra1rement au ’lemme)

m) Le méme- argument que c1 dessus montre que Ei\‘I est engendre en.
-tant que. BCI"IS aIgebre par Mx et permet, pour pr‘ouver lummte de se
ramener au cas oy, avec les notatlons du }emme xo, = T[ donc Mx ) =u. S].

cen etait pas vrai, u seralt algebr‘lque sur Frac chs Smt alors P(X) =

bof.b]x+,__,+bmi]‘>i<m ! +xM le polyndme minimal.de u sur Frac BCI“IS

IT est immédiat sur la définition de u que, pour tout geggy =
Gal(K/K ), il existe o<(g). € fD-p tel que gu =u 2 ocl(g)t' (ou t est, .c‘omme au
n°2.1). J'ai donc |

glbg)+glb  Nura (@) +..+glb o Nur (@™ ™ T (urax(g)t)™ = 0,
Par unicité du polyndme minimal, j'en déduis que, pour tout g € go ,

g ~mx(git , donc.que Dpy_y*mu = ¢ ¢ (Frac B..,.)% <

cris

(BDR)QO = K, - Mais alors u = m'r(-c—bm_ 1) € Frac Berig s €€ Qui contredit

le lemme.

iv) Comme I'application canonique de \K®K‘08-cris dans Bpp est
injective ([F2],n°4.7.), si I'application canonique de KKOBCris[U] drans BDR'
ne I'était pas, u serait algébrique sur Frac(K®Bcris) -q-uf. est algébrique

sur Frac B._, et U  serail aussi -algébrique sur Frac B

Ccris cris:

contrairement a ce qu'on vient de voir.
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2.6. - Proposition : Avec les hypothéses et les notations qui précédent,

) il existe un ﬂ}p_.—'endo-morphisme-"nﬁ de I'anneau B, gui prolonge .

et quicommute 2 I'action de g |

i1) se donner un tel prolongement revient 3 se donner un

~homomorphisme - -

Tog :-K*..’ -_;--K

qui 'prtJIOnde le logarithme P- ad1que usuel ; Ia cor‘r‘espondance entr‘e 15 | t-

Tog g est caractemsee par

Lp(k(x)«»log(e([ ]) = PN+ Tog(e([x])) , pour tout x € S*

D-ém‘onstration :Je remarque. d'abor‘d que, si X € 'S- s'écrit x = Cx'; avec ¢

ze K* et X congru 3 1. modu]o 1'ideal maxima] jal
>\(><) + og(e([x]) = og([ ‘7

(égalité qui a un . sens dans WDP(R) , car [x'] appartient au pd-idéal
engendré par le noyaude 8 et p) et
PO+ Tog(B([xD)) = Lﬁ(log([x']-) = 'log([x"p-])' =p. 1og(['><"])'= pAN(R)+] og(e([ ]. .

Comme, avec les notatmns deja utmsees plus haut, J ‘ai B\J = chs[ ul,
se donner ‘g revient a se donner v = g{u) qui peut &tre n'importe quel
élément de B, tel que gv = p(gu), pour tout g € g . Mais, toujours avec les
mémes notations que plus haut, J'ai gu = u+ o(gt , donc Plgy) = v + x(g).pt

11 faut donc avoir g(v-pu) = v-pu , c'est-a-dire v-pu = € _(BJ)Q = K,

;n_ep
Ko © (B3 < (Bpr)9 = K , mais le fait que “®k By > Bpp est
injective implique que (B )9 =K, ) On voit alors que $(U) = pu+p

convient et que la formule annoncée est vraie en prenant pour Tog l'unique

prolongement de log tel que Tog(p) =B .

2.7.- Proposition : Avec toujours les mémes hypo_théses et notations,
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i)' il _existe une B derwation N: BJ';—; B, gqui commute 3

Cr‘iS

I actwn de g et dont Ie noyau est Bems ;

11) se don_ner un tel. N rev1ent a se donner un homomorpmsme

\r’f{'—hK
0

dont e noyau eet exactement g gr‘oupe des umtes (par exemple on peut

‘prendre pour v la valuatlon v ) De facon precase Ta corresponda_nce_entrfe_

N et v est car‘acterlsee par '_

N(?\(x)) E v(e([ ]))--, pour tout x €S .

Demonstratwn Cest clalr‘ que N est determme par c " NU 'qu‘i-pe'u't'

etre n lmporte quel e1ement non nul de B“j vemﬂant g(Nu) N(gu) pour.

tout 9 € g ou encore g(Nu) = N(u+o<(g)t) = Nu i.e. Nu =C e(B 9= Ko

On a al_ors' N(‘k(x).).'z v(B([x])) - si v .est lumgue -homom.orphisme,

s'annulant sur le groupe des unités, qui vérifie v(p) = c.

2.8 = Propositfon Avec toujours les memes hypotheses et notations 8l

P, N et v sont comme ci- dessus et 31 c est un element non nui de

I'image de v, on a N»p = D.(LPC-/C).LPN

Démonstration : it n'y a qu'a appliquer les formules !

§ 3. - La catégorie MF ;.

C'est celle qu'il faut mettre, du moins c'e_s‘-t_,c'e-qU'ii' me semble, a la

place de ta catégorie M‘FL*N (definie dans . [J], p.42), pour rendre plausible

ta conjecture (tes conditions ne marchent pas : il y @ un probléme de signe,
cf. condition (J) ci-dessous, et surtout la condition d'admissiblité faibie ne

reste pas stabie lorsque 1'on change le choix de o ; il faut 'affaiblir).

3.1 -Je vais d'abord appeler (g¢,N)-module filtré 1a donnée d'un couple

formé d'un yw-module filtré et d'un endomorphisme N du Ko-.espa_ce
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vectoriel éous—jacent vérifiant
‘-7(\_};\: - N = pyN-

Clest clair que les (p,N)-modules filtrés forment Une catégorie
"add',i'ti-v'e, en fa.it-'@'p—li_néaire. o
‘3'2"—11' m‘e faut-maintenant.dire ce que va étre un (LP N)'-'—'modul'e-fiitr*é
_..falbiement admlssmle 1 E aglt en falt de. paraphraser ce que Jat fait dans
mon. pamer a Rennes ([FI] S4) en n oubllant pas que, cette f‘ms Cl on a.un.

Je te rappelle que 51 D est un LP module thre de dlmensmn 1" sur-

K ,Je note tN(D) sa pente(le si-d est un element non nul de D et st d
l‘— ?\d 1a va}uatlon p ad1que de A ) et tH(D) le plus grand entler in tel que
Fil' Dy =0 | |

Je te 'ra:ppe,_i--le_a‘ussi, q‘ué S_i ' ,'D" és't.,urn_r‘ .Lp..'—mold__u-ie"f_ﬂtré, de: 'd'imensi_-on
finie sur K, , et si D' ‘est un sous-K,-espace vectoriel de D de
dimension r, stable par o, on munit Dk de la filtration induite et on pose
tn(0) = tN(A“D) et tH(D) tH(/\ D)-. Ceci étant, on dit'que D est
ralblement a-dml‘ssnbl,e Si tH(D) = .tN(D-) et si, ;ﬁo;ur tbut sous—Kéée‘space
vectoriel D' de D, stablepary, tH(D) tN(D)

Bien sUr, je vais dire qu'un (p,N)-module filtré D, de dimension

fihie sur K

Ko » est faiblement admissible si t,,(D) = t,(D) et si, pour

tout sous-K -espace vectoriel D' de D, stable par ¢ et par N, (D) <

(DD
Je note M-FK,J la sous-catégorie pleine de la catégorie des

(p,N)-modules filtrés dont les objets sont ceux qui sont faiblements
admissibles.
La méme démonstration que celle de la proposition 4.2.1 de [F1]

montre que M'FI:J est abélienne et que le noyau (resp. le conoyau) d'un

morphisme de MFK g @est le noyau (resp. le conoyau) "naif", i.e. celui qui
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" _ex1ste dans a categome (non abehenne) des (LP N)-modules filtrés, On voit

.,f_aUSSI que les sous- objets ‘dans MFK J , d un objet D de cette categome
:._,sont les sous-K despaces vectomels D de D ‘stables par ¢ et N , qui-

vemﬂent tH(D) = tN(D)

;33 Propositlon Smt D un (LP N)- module f]ltre de dlmensmn finie sur-

‘3K Les cond1t10ns suwantes sont equwalentes

: -, i) le module D est falblement adrmssrb]e

n)pour tout S0US- K —espace vectomel D de D stable par tp et N

e polyqone de Hodqe est en dessous de Ce]Ul de newton et les polyqones de

' Hodqe et Newton de D ont memes extremites

La mé’_r_h.é_ démonstration s'applique (1a raison étant que si D' est un
'Sous-Ko_-espac'e vectoriel de. D stable par ¢ et N, la filtration
croissante par Ies‘"p'ente's- sur - D" donne de_s -sous,—Ko—espaces vectoriels

stables non seulement par y 'm.ais--aus'si-par‘ N -

3.4. - On peut aussi définir, de maniére évidente, le produit fensor’ielr
D;l'® D, de deux (Lp,N)--m-QquIes'filtrés (attention.que‘ me}'@_az) = ¢d;eyd,
tandis que N(d|®d2) = dy;®Nd, + Nd1'®d2'. ), la notion d'objet unité et de
dual "(atterjt.ion que si D est un objet de la catégorie et - si - D* est le
Ky-espace vectoriel dual, il faut prendre (NFX(d) = -f(Nd) , pour".'d €D et f
€ D* ).

L.'obj_et unité est dans mK,J qui est stable par dual. En revanche,
J'ignore si MF, ; est stable par produit tensoriel (pour les modules filtrés

faiblement admissibles, je conjecture que c'est vrai, et c'est un théoréme
dd a Laffaille ([L] ) pour e = 1 ). Pour les (p,N)-modules filtrés, je ne sais

rien méme pour e = 1 (et je ne conjecture rien). Sf c'était vrai, 1a catégorie



MFK J serait tannaki,e'nne- (lorsque € =1, le résultat de Laffaille drt que

tout - module fﬂtre admet un reseau fortement divisible" autrement d}t,
il y a de Johes Structures entiéres (qu1 se pretent blen aux dewssages ce
qui est tres utile pour les apphcatro—ns (FL], {W ] [FMD celana plus 1'air
d'étre le cas lorsqu'il y a de la.monodromie (i.e. un.N ). on peut quand meme'
se demanderéi 1es‘ -féﬁsmt'a‘tsde Wint‘en'be'r'*gef-([ } ) s etendent i.e. sl y a

.un scmdage canomque de 1a. T‘Htratlon de Hodge une "{Dp'—-st_ructure

ca_nonlq_ue,.,..-
§ 4 - La éa"tégo_r'*_‘ide. des. r,eb-résentét-ions 's'em”i"'-stab"-les_f.

Dans toute la su1te Je choms une fois pour toutes, Lp' (que je
noterai lp) 109 (que Je noterai log) N et v comme au 8.2 ; pour que
I’ ecmturespmt plus s-i_mp]e,_je vais choisir v :a v,aleurs dans @D ; afm
davoir

Ny = pgN
Pour fixer les idées, on peut, si tu veux, faire les ?ch-oixp_arat:tér‘isés

par log(p) = 0 et v(p) =1 .

4.1. - Les foncteurs Qj gt _\_f_d'

Si V est une représentation p-adigue, je pose’ “J(V) = (BJe V)9
p

On peut considérer. D, comme un foncteur covariant add1t_1f.-c_ie a categorie

des représentations p-adiques dans celle des (p,N)-modules filtrés,
'Si D est un (p,N)-module filtré, de dimension finie en tant que
Ko-€space vectoriel, le produit tensoriel B ®, D aune structure naturelle
0
de (9,N)-module filtré (n°3.4) et je pose
VYD) = [ ve BeD Il yv=v,Nv=0, lev eFiIO(BJ@D)K |

On peut considérer V , comme un foncteur covariant additif de la



19
catégorie des. (p,N)-modules filtrés de dimension finie dans celle des

@b—espaces vectorlels topo ogaques (la topo1ogle est mdmte par ia_

topo ogle naturelie de BJ®D ), munis d une actmn imealre et contmue de g

En partlcuher 51 _J(_D_) est de dlmenswn finfe sur tDp , c'est une

. 'fre_b‘résehftat1o'n p-adique.
‘-42 - de te rappeHe que si. V est une representatlon p adlque et 31

p

DDR(V) = (BDR®® V)9 on a dlmK_DR(V) . d,1m®pV-, et qrue___l Qn-dit_ que_ v

_est de de Rham lorsque 1on a legahte

43 = Proposmon Pour' toute repr‘esentatlon P adrque V on a

dlm _J(V) ES dlm(D V.

aveg Iegallte si et seu]ement 31 les deux condatlons suwantes sont

satisfaites :

i) Ia'representation V est de de Rham |

1) 1'application natureile de K@K D (V) dans -"R(.V) est un

isomorpmsme. :

Preuve : On a K®K09d(v) = _K@KO(BJ@»V)Q = (BJ’K&V)Q c (BypeV)9,
puisque d'aprés 12 proposition 2.3 ,- I'application naturelle B\J K = .B'DR

est injective et la proposition en résulte.

43. - Définitions : Je dis gu'une représentation p-adique V est

semi-stable si dimKogd(‘V) = di'm@pV__ et je note R'eps_(g.-)._la
SOUS,—ca_tégo-rierpleine de la categorie des représentations p-adiques dont

les objets sont les représentations qui sont semi-stables
Je dis gu'un (p,N)-module filtré D est -semi~stable s'il existe une

représentation p-adique semi-stable V telle que D =QJ(V) Je note



20
MFK 5 lasous-catégorie pleine de la catégor]'edes (p,N)~modules filtrés

dont 1es_obj'ets sont-ceux qui sont. semi-stables.

4.4, - Théaréme :_Avec les 'nbté'tions_ qui précédent :

1)_La-catégorie- Reps(g) 'eStr une sous-—-catégor'ie pleine de Ia c'atégorie
5 9

des representatlons p adlques stable par sous objet quotient somme

A . dlrecte pr‘odmt tensoriel contr‘agremente

n) Tout: objet de l"!F-'i< 5 est dans MFL, J ; en tant que sous cateqome_

pleme de’. MF!_, J MF,, S‘ est stab e par sous ob]et quotlent somme

d1-recte dua} le prodmt tensomel (dans la categorle des (Lp N) modu]es

ﬁltr‘es) de deux ob]ets de MF,, S est dans MF,, S

m) e foncteur Q-J mdmt une ®- equwalence (i e une equwalence

compatmle avec prodmt tensoriel, objet-unité et duahte) entre Reps(g) et

MFe g et ¥, induit un quasi#inverse.

Pr'"euv-e 11 ny a gu'a recomer cer‘tames des demonstrations qui

flgurent dans les § 3 et 4 de [F1]. Pas de problémes.

45. - Remarques :
i) Bien 30-r, les représentations cr'ist‘aHi.n-es forment une

sous-@-catégorie Rep. ;s(g) de Repg(g); elles correspondent par le

foncteur Q\J a la sous-e@-catégorie pleine ‘fj-'-E-K,crjs de ﬂEK,S‘ dont ies

objets sont ceux sur lesquelis N = O (et qui sont les “p-modules fiitrés
admissibles").

11) Les représentations S_emi4_stable's de dimension 1 sont les
représentations cristallines de dimension 1 , i.e. les représentations sur
lesquelles le groupe d'inertie -agit comme une puissance entiére du

caractere cyclotomique ; cela résulte de ce que N est nilpotent.
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iit) Conformement ace que tu prévoyais, il existe des objets samples

',“’de MFI( J sur‘ 1esquels N n'est pas nul. Lexemple le plus smple est le "

"suwant K_G;I D= ® e @@ 92 qae1 _pe1,lpe2_o2e2,Ne}‘_O Ne2

D’ TP

e],FllD D,Fillp = F113D_®pe2,Fll4D— ,pour =23, j

vemfle (ma1s Ceia m'a donne du mal) que D correspond effectwement a une

‘.representatlon p- adlque V de dimenswn 2 en outre iimage du groupe”

. d' mer‘tle et donc a for‘tmm de 9 est un sous groupe ouvert de GL(V) )

, w) Sl Vo est une representatlon serm stab}e on peut decrlre laf.'
cloture Zar‘lsk1enne de 3 lmage de g et cel e de Image du groupe a’ mertle .

a torsmn pres en termes du (Lp N) module flltre (V) En partlcuher

comme pour Ies representatmns cr‘1sta lmes la C oture Zarlsk}enne de-

¥ 1mage de v mert1e est connexe

§ 5. - La catégorie R [S gy
5.1, - Smt V une representatlon p- adlque sem1 stable EHe est en
par‘tlcuher‘ de Hodge Tate 51 a, b € Z avec a b Je d]S qu ‘el le est a

poids entre.a et b si Hom (v, C(10) = 0 _rmph-que: i €[a,b].Si D=

DY), celarevient adire que Fil7PD, = Dy et Fn‘a"‘oK =0.

Je nate 3__2[ ](g) (resp. Rep [a, b](9) ) Ja sous- categome pleine de

Repg(g) (resp. Rep..;.(@) ) dont les objets sont ceux qui sont 3 poids entre:

Z=Peris
a et b,

'1 est clair que, en tant que sous-catégorie pleine de Rep‘s(g) (resp.

ReDeris(g) ), BEEESa’b](Q) (resp. ng_c[ﬁ’ig](g) ) est stable par sous-objet,

‘quotient, extension.

5.2.- Théoréme : Soit V' une représentation p-adigue. Les conditions

suivantes sont_ éguivalentes :




Lt Al G B AR ol !

22
{) La représentation V- estunobjet de Rep[ ](g)

i) 11 ex1ste une smte panachab e (V - "”VS" de representat:ons

ré:riista]-l_mes a pomds entre 0 et 1, avec V (=1) et Vg non ram1f1ées

 teile gue vV Soit isomorphe 2 une extenswn panachee de (V — ->V5)

53 - CoroHalre Smt A une vamete abehenne seml stable sur: K L (A)

son module de Tate et- V(A) ®D®T (A) ors V(A) est un ob}et de

Repl? kg

'En ef‘fet le theereme de r‘eductlon seml stable 1mp11que que V est

'extensmn panachee d une: su1te panachable (V =S “’VS) de representatlons

provenant de groupes p- d1v131bles avec vy (—~l) de type mu’ttiphcatlf et
VS non ramlflee et on salt ({F't},: S 5) ‘que toute representation provenant

d'un groupe p-divisible est cristalline & poids entre 0 et |

5.4, —'Remarques :a) Je conjectur‘e (et je- pense savoir a peu prés

comment le - demontrer) que rec1proquement toute representatlon
cristalline & poids entre O et | prowent d'un groupe p-divisible (c'est un
t‘héor‘éme pour e<p-1 )1 h'est‘pasdifflcﬂe de vérifier-(c'est presque fait

ausS 1) que EPF(Q) est la catégorie des représentations p-adiques qui
éont"ext‘ensions Panachées d'une suite. panachable (V].—a..‘.-a-v.s:) de
représentations provenant de groupes p-divisibles, avec V]'('—l) de type
multiplicatif et ,VS non ramifiée. Ce qui fait que, conjecturalement st e >
p-1 et sans restriction si e < p-1, Reppe(g) et BE_Q.[SO’”(Q) sont les

mémes catégories et que ce corollaire dit moralement 1a méme chose que le
théoréme 1.3,

b) Sofent T une uniformisante de K , e = V(T et, pour tout v3 0,

soit g{¥) = gv=-1 ot gW est le w-iéme groupe de ramification en
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numérotation superleure (avec la numérotation des Corps Locaux de Serre).

'On a le resultat suwant

“Proposition® : Soient A une variété abélienne semi-stable sur K et n

un ent1er 0 Smt L le SOU'_,S-COT‘pS der'"}Z \ enqenc_ir*é',s_Ur_ 'K,_par les -pojnts_‘dé,

~ p-division de A. Alors,

GalR/L) > g(vinealtK/K((n)”p 0,

"-':,_"'des que V> e(n - /(p—l))

II S agtt d' une vamante du resultat que j ‘ai donne dans [F5] dans le cas

‘.de bonne reductlon (ou Ion na alors pas besom c!e r‘a]outer €5 r*acmes

p —lemes de m ) Celarésuilte d une versmn plus prec18e du corol Ialre 2. 3 (11
,_"faut tr‘avaﬂler a 1som0rphlsme pr‘es au heu de travamer a 1sogeme pres
cela se prouve essent1eilement de ta. méme fagon). et du resultat de [FS]
sur 1es schémas en. groupes finis et plats.

Laraison d'étre des guillemets est que, bien sir, si e > p-1, jlexagére
pmsque Je ne sats plus que les r‘epresentattons cristallines-a poids entre 0
et 1 prowennent de groupes p-divisibles. Mais, pour- les extenswns
panachées du type de cel]es q_ue‘l on considére, cela devrait pouvoir se voir
directement - (en outre, je pense savoir comment 'f_aire"p0ur prouver

directement ces majorations & l'aide des g-modules filtrés).

5.5. - Preuve de i) = i) : {1 suffit essentieliement de recopier la
démonstration du.théoréme 1.3 , a ceci prés gu'il faut travailler avec les
modules filtrés admissibles au lieu de faiblement admissibles ; on ne sait
plus gue c'est 1a méme chose, mais ce n'est pas grave a cause du lemme

suivant

5.6. - Lemme : Soit
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une su1te exacte de MF.f, ,on suppose D2 admlssmle et au ‘il e><1ste i e Z

te }que FH DSK-‘ DSK ot Fl DSK"O Alors D est admlssmle H

‘Preuve :On se raméne facilement au cas ou- k. est algebr‘:quement clos;

"3a un twist a Ia Tate pres on peut SUppOSer que. i=0;alors D5 est,
” 'somme dlrecte dun certam nombre de copies de: lobjet umte K de =la
categorle et on peut Supposer DS = K

Admettons pour un moment que dans 1a categor‘le MF des Lp modul

-fﬂtres Ext (K chs) = O 81 Je note D' (resp.: D2) le dual de. D (resp

Ds ), ] a1 une smte éxacte courte

'.O - .Hom-m_(‘Ko', cri's)f{_'-’ _HomM_F-(D',BCNS) - HOmMF(DZ, Cris ) - O
qui se réécrit

O = VerigP2) = Mg = VoK) - 0
(avec une définition évidente du foncteur Verig )5 ON en déduit que D
S 1dent1f1e é —crls(y-crrs(m) et est adm1ss1ble

11 reste a vérifier que Ext_ (K'O Baric) = 0 . Cestun resultat que

cris
Messing et moi connaissons bien et qui peut se prouver ainsi : On vérifie que
I'application lpfi‘ ; Bcris B Bcris est. surjective et on en déduit que

toute extension de KO par chs- en tant qu'extension de Ko[m]ﬁmodules
est scindée ; on est alors ramené & vérifier que pour tout b e BDR , 11 existe

X € Bcris verifiant

PX = X et X-be€ BDR = Fi1° BDR Comme BDR/BDR = Biris/ Bcris , on peut.

!l existe alors reN telque b =1t "¢, avec ¢ eBr.,

supposer b e€B oris

cris
, et on est ramené a prouver I'existence de y € B.j5 tel que gy =p "y et

alr
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Ceci peut se faire par.récurrence sur r : c'est clair si r = 0 ;

H

supposons donc r > 0. , T |

Soit U= ae B+rﬁs l Lpa = pa } ;alors U contient les éléments de
la f_O'r‘m-e a= "Slog([ (.n))]). avec SEN et (a(n)) un élément de R -tel
que aloly € pEC et jai alors e(a) =p = Iog(a(O)) (en fait, tous les

e}ements de U sont de cette for‘me Je ne m'en ser‘vu‘al pas)
\.parmcuher pour tout oc e c, i estte acl tel que e(a) =0 R R
Je ch0131s 2,€ U tel que e(a )_ | et yo € U tel que e(yo) = e(b)

Alors ar .1\/ beFll BmzS et 11 ex15te b’ EBENS tel que. ag 1y ~b tb €

T

Fier*mS par hypothese de recurrence il exzste y €. chs tel que ey
ph=! y et y'-b’ EFHr IchsF il sufﬂt alors de prendre y = a yo ty".
1.7~ Pr‘euve de. i) = i) . Soit V un objet de Rep[o 1](9) On a donc V=
_._J(D) ,avec D objet de -PiEK',S tel que Fil” DK =Dy et‘FIT' D'K = O

Le polygone de Newton de D est au dessus de celui de Hodge (n°3.3)
qui a ses pentes < [-1,0) et les pentes de Newton sont donc comprises -

entre -1 et O . On a donc une filtrra:ti,o'n-_croiSs-aﬁte'-(d_e Ko-espaces.
vectoriels).
0 c:Dj1 c:'D'2c_D ,

o4 D, estlapartie de pente -1 et O, lapartie de pente <0

La condition Ny = prN 1‘mquue-que ND <D, et que la restriction
de N a D, et D, estnulle. Comme en outre les polygones de Hodge et
Newton de D, (resp. D, ) ont méme extrémités, D, et D, peuvent étre
considérés comme des sous-objets de D dans la catégorie MFKJ (cf.
n°3.2) donc aussi dans MFy g (cf.n°4.4).5i je pose Dy =D,/D; , Dy =
D/D] et DS = D/D2 .

D est une extension panachée de l1a suite (DT‘* . —>D5-) - S1, pour i =
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1,2,3,4,5, je pose .V, = V,(Dy), V estune extension panachée de la suite
(Vi =...>Vg) ; comme N = 0. sur chaque D; , les V.  sont des
représn‘nta-’cith- Cr*-iétailiries'- elles. sont 3 poids 'entre 0 et 1 .car les
pentes de Ieurs polygones de Hocge € {-1,0} ; enfin, comme . Dy (resp DS)

naque - (resp O ) comme peﬂte V (-i) (r‘esp VS )est non rammee
8§ 6. - Conjectures, .qu_és"clio.n's' et -c0mm.¢nt':é.1r'efs;-_ |

6.1.--Bien Sar,f‘l'éﬁsﬂ"chbéé's'_s"e jpas'sent.\b'i‘eh "p'a-'r','c-ha'ngie'mé.ht-fdu corps de
base | _
De facon precxse Si L - est 'un corps c-ompl'et 'pour‘ une 'valuati-on

.dlscrete 4 corps remduel parfalt kL . contenant ‘K comme sous-corps
ferm_e, et 51.,LO. = .Frac .W,(kl_) I apphc_atlon-
D - L ®K D

induit un foncteur de la catégorie MFKJ dans --L J-

si T est une cloture algébrique de L contenant K et si By (resp,
B ) désigne l'anneau B, correspondant'a L/L (resp. R/K), alors B,
> By ;silona choisi ¢ et N sur BJ,K , i1s-admettent un unigue
proiongement a B, | -Avecuntel choix, le foncteur défini ci-dessus envoie
MFy s dans ME s ;si s = GalT/L), Y (ko®y D) sidentifie 8 V(D) (o

% opére a travers I'homomorphisme naturel 3 — g

6.2. - Ceci permet en particulier de définir 1a catégorie Reppg(g) des

représentations potentiellement semi-stables (si j'ose dire):Si V
est une représentation p-adique de g, je dis que V est potentiellement
semi-stable s'il existe une extension finie L de K contenue dans K telle

que V soit semi-stable en tant que représentation p-adigue de 9 =
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GalKkK/L)
On peut tenir sur ces representatlons les memes discours gque ceux que

i tenus dans [F1], §7 sur les representations ‘potentiellement

cristallines (que J'appelais alors “potentiellement adm-,lsm_bles‘). C'est

ainsi que :

a) La categome Repps(g) est une sous o- categorle de la categome

des representatmns p adlques de: g

b) 51 on en a. enwe on peut samuser (’?) a deﬁmr 1a categome des

(Lp N) modules potentlellement fﬂtres Sment K 1adherence dans C.,

de Iextensmn mamma}e non rammee de K contenue dans K et R la
fermeture a]gebrrque de. K dans C. Les (p,N)~ modules potentlellement
fl_i-tres sont‘des ‘K",n.ht,-espaces. ve‘cto_r}-els (de_ d_lmens-ron ,flme)- D _mums

d'une action.de "¢, de N et aussi d'une action de g (semi-linéaire par

Tapport a }--'agtion naturelle de. g sur -K'm; , 1& sous-~groupe d'inertie

opérant a "tr‘avers"' un -quotient “;f'in:i-),-‘ vér*ifi_ént des :conditions de
compatibilité évidentes, et d'une filtration:de Dg» = K@y D, formée de
o - : o
sous-K'~espaces vectoriels, stables par g . On peut définir comme au
n°3.2 la sous-catégorie pleine ﬂE_K p, de cette catégorie dont les objets
qui sont “faiblement admissibles” . C'est-une catégorie abé-lienne, et on
dispose de foncteurs, que je vais encore noter D, et yd ;_‘qui i'nduisent
des ®@-équivalences inverses l'une de l'autre entre représentations
p-adiques semi-stables et (y,N)-modules potentiellement filtrés
“admissibles” ou "semi-stables” (ces derniers formant une Sous-catégorie

pieine MF MPe ps de MFK py Stabte par tout ce qu'on peut imaginer de
raisonnable ; on peut d'ailleurs se demander si ces deux catégories ne sont

pas les mémes).

c) Dire que V est potentiellement semi-stable revient & dire gu'il
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existe une extensiOn'ffnie- L de K sur laguelle V. deviént semi- stable, 1.e.

telle que, si L = Frac W(k ) Gn ait chmL (BJ®V)Ga1(K/L) = dim(u

d4) i1 ex1ste une plus petite extensxon ga!o1s1erme de: K sur Iaquene v

devient semx stam ; en outre Sl ,*V dewent semi- stame apres une

- extension non ram1f1ee alors v l eta1t de]a avant.

-8y Pour une r‘epresentation potentlellement semi stable on peut-ri‘

:deﬁmr des conducteurs de Swan et d Artm qui mesurent le defaut de sem1—:'

'stabmte ce sont mutatls mutandls les mvamants notes 6 (V) et BD(V)'

dans [Fl] 7

6.3~ 1l est facile defyé-riﬁ.er qué I'application

deflme par extensmn des scalalres (}e te rappelle que BDR est une.

K-algeébre) est mjectwe (méme demonstratmﬂ que pour K@K B, Bpr » f.

Nn°2.3). On voit alors gu'une représentation p-adique V

- est semi' -stablé‘ si et s-eulement ‘si elie est de de Rham (n°4.2) et si

((K@K BJ)®@ V)9 - (BDR®® V)8 estun lsomorpmsme

- est potentleﬂement seml ~stable si elle est de de Rham et si

((R@KOBJ_)@@DV)g - -(BDR®®DV)9 est un isomorphisme.

6.4. - J'en'viens aux conjectures qui nous intéressent.

Je te'rappelle que, si X est une variété algébrique propre et lissé sur

K, je conjecture

R Moy . My
(Cpgp) pourtout me N, H™(Xg,Q,) est de de Rham et (BypeH™(Xg,@,)9

s'identifie (canoniguement et fonctoriellement) 2 HffL(X)

. . ;\\‘ I [} * I b
Ta conjecture, convenablement arrangée et précisée revient alors 2

dire que les périodes p-adiques, censées vivre dans BDR sont déja dans le
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sous-anneau K@B\J e ou encore plus premsement

\ D, ( LK
(Cps) pour tout m elN Hm(XK,ﬂ] ) smfenttfle a HI‘R(X)

- Bien sGr, cet-te rc‘onjecture .equ.waut 3 la‘congj'onction_de (CDR), et de

(C'ng) pour tout m e N, ]a représentation H™ (X, est potentiellement

- semi-stable

| _-.6 5 - Pour ]es varleté abellennes (CPS) est vr‘ale i sufflt en effet de

le vermer pour les vametes abehennes seml stables et alors (CDR) est

_vrale ([LS’?] ?) et (C PS) auss1 (corS 3 c1 dessus)

~En outre un resultat de Raynaud prouve que 1a cohomologle etale

'p adlque de la variété abellenne est semi- stable 31 et seulement Si Ia

vamete abehenne T'est aussn

6.6. - Bien sQr, dans le cas de bonne réduction, i1y a 1a conjecture (C._..)

cris

qui est plus pr‘emse que (Cps) et qui a été démontrée dans de nombreux cas

(Kato Fontame Messmg, Faitmgs »}

6.7. - Disons qu'une variété algébrique propre et lisse X sur K est
arithmétiqUement semi-stable st la.cohomologie étale p-adique de
X%z est semi-stable.. On aurait envie-de savoir définir une notion
géométrique de semi-stabilité pour X (existence de modéles entiers ayant
cef‘taines propriétés), de mon'trer; gue si X est semi-stable, elle .est aussi
arithmétiquement semi-stable ... et que, pour toute variété propre et lisse
X sur K, il existe une extension finie L de K sur laquelle X devient

semy—stable.

6.8. - La conjecture (Cpg) devrait étre vraie en fait pour la cohomologie

étale p-adique d'a peu prés n'importe quel motif.
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En tout cas elle est vraie'pour‘.la réalisation p—‘a-dique de-s l-motifs

‘HSSGS sur- K de Deligne. Une fois que. I'on a (CDR) a demonstration est

-e;ssenhellemen-t la m_eme que__p_ou._r tes _var““i,et—es. abehennes.i Et la
démonstration de ('CDR')° pour les. 1-motifs est une généralisation de 12
méthode élémentaire que -n"oUS' avons suivis, Bill Messing-et moi, pour:
prouver te theoreme de'Le Stum ([LS] App. B notre r‘édactlon est en cours
c'est dans ie méme sty e. que ma demonstratlon de Hodge Tate pour les--
vametes abehennes IF4]) L mgredlent supp]ementaire est un Jeu avec les

d]ffer‘entlenes logamthmlques

6.9, ;.'Césf conje‘c-,tur‘e.s‘ disent "du-é i:"oh‘ a un analogue de I-aVC'Ohdmo]ogfe
cristalline, méme dans le cas de mauvaise rédUCti"dh" analogue muni d'un
Frobenius et d'un operateur de monodrom1e des que lon 2 falt les ch01><
‘necessawes On voudrait blen comprendre geometmquement tout ceta.

En particulier, pour reprendre une gquestion de Barry Mazur, 1a formule
Ny = poN peut elle se comprendre comme un théoréme de transversalité de

Griffiths 2.

6.10. - Je ne serais pas du -thfs'ur“pris“qu"il existe des faisceaux pour la
topologie syntommue qui sont un peu plus grand que les (9‘3”5 de [Fi"_l] et
dont la cohomologie, quand on les restreint a un modéie entier
"raisonnable” d'une variété propre et lisse sur K, e,st'cette“mys‘t-é‘r"ieuse
fausse cohomologie cristalline. Ces faisceaux Semblent donner, quand on les
projette sur le site Zariskien, des complexes qui sembient 1iés aux
‘modifications a la Kato" ([K], ) Qes complexes qui sont les projections des

©§"'S . 11y a 12 une fagon d'aborder 1a conjecture (Cpg) .
On peut aussi I'aborder "a la Faltings”, i.e. tenter de remplacer Cp par
Ei\J dans sa démonstration de Hodge-Tate (pour autant que j'ai compris,

quand Faltings démontre (Cepig? Cest en remplagant. Cp par B.pig *



- autres

31 ‘,
i1 me semble que par une methode comme par l'autre, on devralt‘

arriver a prouver 2 con]ecture dans quelques cas. partlcuhers mteressants

Peur 1e cas genera] ia dlfﬂcu]te la-plus sérieuse devralt Btre- de prouver"

o e><lstence de modeles entaers raisonnables.

~6.1.1"= Comme tu_l‘a'vais]prévu,‘,‘pe-t“te construction fournit toute sorte

o exemmes de ‘®-catégories strictement contenues les unes dans les

Par exempie si V est une representatlon p- adlque seml—SImpie QUi
est potentlellement seml—stable mals nest pas potentlellement

cmstaﬂme eHe nest pas dans ar_-' ® categome engendr‘ee par ‘les

.freahsatmns p- adzques des 1-mot1fs.--'

6. 12, —‘En conclusmn Jai peur d* avmr ete un peu 1ong et de m etre quelque
fms noye soit dans des détails techmques soit dans des fourbis un peu trop
formels. Mais i1 y a matiére & réver dans tout cela et aussi, semble-t'il
matiére a travailler.

Et pas seulement é;jtou;rr-'rde ces co_njectures'__‘.gé_n.e'jra'les. Un probléme
trés intéressant est.-.de'teht.er';de comprendre commeh_'t; tout ceci s'applique

aux représentations associées aux formes modulaires. Comme le point de

‘départ de -cette histoire, ce sont l.esexemp]esr'de Barry Mazur de telles

représentations dans le cas de mauvaise réduction, c'est un juste retour des
choses. Et 11y a une telle cohérence entre ces conjectures et les résultats

de Barry que cela donne envie de se fatiguer un peu.

|1 me reste a te remercier d’'avoir dépensé de 1'énergie a tenter de me.
persuader gue des choses comme cela devaient étre vraies. J'espére avoir
réussi 3 te convaincre gue tu n'avais pas totalement perdu ton temps .

Briew & tr

G.Qd.—- D_ab\c q;hb::u
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