REPRESENTATIONS p-ADIQUES SURCONVERGENTES
par

Frédéric Cherbonnier & Pierre Colmez

Résumé. — Soit K un corps local complet de caractéristique 0, de corps résiduel parfait de carac-
téristique p. Nous démontrons que toutes les représentations p-adiques du groupe de Galois absolu
de K sont surconvergentes, ainsi que Fontaine ’avait conjecturé.

Abstract. — Let K be a complete local field of characteristic 0 whose reisude field is perfect of

characteristic p. We prove that all p-adic representations of the absolute Galois group of K are
overconvergent, as was conjectured by Fontaine
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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la classification, introduite par Fontaine [7], des repré-
sentations p-adiques du groupe de Galois absolu ¥k d’une extension finie K de Q, en termes
de (¢,I')-modules. Le point essentiel de cette classification est que 'on peut reconstruire une
représentation V' a partir de son (¢, I")-module D(V) et que 'on doit donc étre capable de dé-
crire directement sur ce module tous les invariants classiques attachés a V. On peut par exemple
calculer la cohomologie galoisienne de V' & partir de D(V') (cf. [10]).

Notre résultat principal (corollaire II1.5.2) est que toutes les représentations p-adiques de ¥k
sont surconvergentes, ce qui avait été conjecturé dans [2|. La notion de surconvergence, étudiée en
détail dans [2], est un peu trop technique pour étre explicitée dans cette introduction. Signalons
juste que la surconvergence ou la non surconvergence d’une représentation ne dépend que de sa
restriction au noyau J¢x du caractére cyclotomique et que I’on peut trouver des représentations
de Jk qui ne sont pas surconvergentes. Les représentations de % obtenues par restriction de
représentations de ¥k vérifient des conditions de ramification assez spéciales d’aprés un résul-
tat de Sen [12]; elles sont “faiblement ramifiées”. Les bornes sur la ramification données par le
théoréme de Sen semblent étre précisément ce dont on a besoin pour prouver la surconvergence ;
malheureusement, on peut construire un exemple de représentation faiblement ramifiée de %
qui n’est pas surconvergente [2, chap.7]. Cette voie d’approche se révélant sans issue, la dé-
monstration repose sur des techniques différentes utilisant l'action résiduelle de 'y = Y/ H#5,
techniques qui sont trés largement inspirées de celles utilisées par Sen [13] pour démontrer que
toute représentation p-adique de ¥k a une décomposition de Hodge-Tate généralisée. La diffé-
rence est que les anneaux utilisés dans cet article ont une structure un peu plus compliquée que
le corps C,, apparaissant dans la situation considérée par Sen.

Le fait que toute représentation de ¥k est surconvergente a un certain nombre d’applications
qui seront détaillées ailleurs. C’est en particulier le point de départ pour espérer pouvoir décrire
les invariants d’une représentation V définis a partir des anneaux Byyis, Bst, Bar, . - - comme les
modules Dar (V'), Deris(V) ... (8] et [9]) ou 'exponentielle de Bloch-Kato [1], en utilisant D(V).
Dans cette direction, signalons que I'on peut retrouver Dggr(V') et U'opérateur défini par Sen [13]
généralisant la notion de décomposition de Hodge-Tate a partir de D(V') (|2, chap.6]). D’autre
part, si V est de de Rham, les applications LoggL ) définies dans [5], généralisant 'isomorphisme
de Coleman [4] et “inverses” de I'application exponentielle construite par Perrin-Riou [11] dans
le cas cristallin, ont une interprétation simple en termes de D(V') (cf [3]).

Dans un autre ordre d’idée, on peut utiliser ’action infinitésimal de I'x pour associer & une
représentation de ¥k un module différentiel surconvergent muni d’un Frobenius et obtenir de
cette facon une description des représentations de de Rham en termes d’équations différentielles
p-adiques (Fontaine, travail en préparation).

Les résultats évoqués ci-dessus (du moins ceux concernant la surconvergence) sont en fait
valables dans la situation plus générale ot on remplace Q,, par le corps des fractions de I'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans un corps parfait de caractéristique p. C’est cette situation
générale qui est considérée dans 'article.



francaisREPRESENTATIONS p-ADIQUES SURCONVERGENTES 3

I. Rappels sur les (¢, I')-modules et les représentations p-adiques

Nous renvoyons a [7]| pour les démonstrations des faits rappelés dans ce chapitre. Nous avons
pris la liberté de changer les notations pour les rendre un peu plus homogénes. Par exemples, les
anneaux que nous notons E A A B et | B correspondent respectivement aux anneaux Frac(R),
W (Frac(R)), Oz, W(Frac(R))[;] et &7 de [7].

I.1. Notations générales

Soient kp un corps parfait de caractéristique p, Op = W (kp) 'anneau des vecteurs de Witt a
coeflicients dans kg et F' = ﬁp[ ] le corps des fractions de &p. On se fixe une cloture algébrique
F de F et toutes les extensions ﬁnles de F' que nous aurons & considérer serons supposées étre
des sous-corps de F. On note ¥ le groupe de Galois Gal(F/F) et x : 9p — Z,, le caractere
cyclotomique.

Si K est une extension finie de F' et n € N, on pose K, = K(uy) C F et on note Koo
I'extension cyclotomique de K réunion des K,,. On note aussi ¥ le groupe de galois Gal(F'/K)
et % le noyau de la restriction de x & 9x. On a % = Gal(F/Ky) et on pose 'y = G/ 5 =
Gal(K»/K).

1.2. Le corps E et certains de ses sous-anneaux.

Soit F le complété de F pour la topologie p-adique. Soit E Uensemble des suites z = (:1:(0), R OJ )
d’élements de F vérifiant (z("t1))? = 2" On munit E des lois + et - définies par x +y = s ou

s(n) = liril (x(”+m) y(”+m))p et z-y = t, avec t™ = My ce qui fait de E un corps de ca-

ractéristique p algébriquement clos et complet pour la valuation vg définie par vg(z) = vp(m(o)).
On note ET anneau des entiers de E.

Soit ¢ = (1,eM, ..., e . .) un élément de E tel que M #£ 1, ce qui implique que si n > 1,
alors €™ est une racine primitive p”-iéme de I'unité. On a vg(e — 1) = p%l et on note Ep le
sous-corps kp((e — 1)) de E.

On note E la cléture séparable de Er dans E et E* I'anneau de ses entiers. C’est un Sous-corps
dense de E et la théorie du corps des normes ([6] et [15]) permet d’identifier Gal(E/Efr) avec
H. Si K est une extension finie de F', on pose

Ex = E”%, Ex=E" E} =(EH"% o Ej=(E")"k,

Le corps Ei est une extension finie séparable de Ep de degré /#7/#x = [K : Fxo et EK est
le complété de sa cléture radicielle. Les anneaux E;} et E}r( sont les anneaux d’entiers respectifs
de Ex et Ex.

I.3. Le corps B et certains de ses sous-anneaux.
Soit A = W (E) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans E et B = ;&[ ] = Frac(A),

ce qui fait de B un corps muni d’une valuation discréte complet, d’anneau de valuation A et de
corps résiduel E. Si z € E, on note [x] son représentant de Teichmiiller dans A. Tout élément

z de A g'écrit donc de maniére unique sous la forme Ztog p'[z;] et tout élément de B sous la

forme ZZ>> P ).
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Siz = > %pixi] € B et k € Z, soit wg(z) = inf;<, ve(z;). La fonction wy, vérifie les
propriétés suivantes qui sont immeédiates.

(i) wy(x) = 400 si et seulement si z € pFTLA,

(ii) wi(z + y) = inf(wi(z), wi(y)) avec égalité si wy(x) # wi(y).

(iii) wp(zy) = infiyjn(wi(@) +w;(y)).

(iv) wy (o () = pug(a). ) )
SireRetkeN,onpose Uy, ={xeA|wg(x)>r}eton munit A de la topologie définie en
prenant les Uy, comme base de V01Slnage de 0. C’est aussi la topologie qui fait de ’application
x — (x)ken un homéomorphisme de A sur EN muni de la topologle produit (E étant muni de

la topologie définie par la valuation vg) et on munit B = UNp_”A de la topologie de la limite
ne

inductive. L’action de ¥p sur E se prolonge en une action continue sur Aet B qui commute &
celle du morphisme de Frobenius (.

Soit 7 = [¢] — 1. Soit Ay I'adhérence dans A de Op[r, 1]. C’est ensemble des éléments de A
de la forme ZnEZ an,™ ol a, est une suite d’éléments de O tendant vers 0 quand n tend vers
—o00. L’anneau Ap est un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel Ep. Comme

o(m)=1+mP -1 et gn)=0+m)X9 —15sige %,
I’anneau A g et son corps des fractions By = AF[%] sont stables par ¢ et Yp.

On note B l'adhérence de l'extension maximale non ramifiée de Bp contenue dans B et
A = BN A de telle sorte que I'on a B = A[%], que A est un anneau de valuation discréte
complet dont le corps des fractions est B et le corps résiduel est E. L’anneau A et le corps B
sont stables par ¢ et 9.

Si K est une extension finie de F', on pose
Ag = A7 Bp =B7%, Ax =A% ot By =Bk,

Si K = F, les deux définitions de Ag et Bx coincident. Les anneaux Ag et Z‘LK sont des
anneaux de valuation discréte complets de corps résiduels respectifs Eg et EK et de corps
des fractions respectifs B = AK[ ] et By = AK[ |. D’autre part, A (resp. BK) contient
Panneau ¢~ (Ag) = néJNcp (AK) (resp. le corps ¢~ *°(Bg) = ngNgo "(Bg)) comme sous-

anneau (resp. sous-corps) dense. Le lien entre Ak et Ak sera analysé plus précisément au §2 du
chapitre III.

Si L est une extension finie de K, By, est une extension non ramifi¢e de B de degré [Loo : Koo].
Si Vextension L/K est de plus supposée ga10151enne alors les extensions B L /BK et Br/Bg
sont aussi galoisiennes de groupe de Galois Gal(By/Bg) = Gal(BL/Bg) = Gal(Ey/Eg) =
Gal(Loo/Koo) = H5 | 77,

Lemme 1.3.1. — Soient K une extension finie de ' et v un élément d’ordre infini de U'g, alors
Bz(zl est inclus dans Koo N F™ ; en particulier, ¢’est une extension finie de F.

Démonstration. — 1l suffit de prouver que A'nyl est inclus dans Opnr ou encore, utilisant le fait
que A g est complet pour la topologie p-adique, que E}(zl C kp. Supposons le contraire ; il existe
alors z € EJ=" non nul et tel que vg(z) > 0, ce qui fait que E). ' contient kg ((x)) et I'extension
Ex /E}Y{:1 est une extension finie. Comme par hypothése, v est d’ordre infini, le sous-groupe
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fermé I" de 'k qu’il engendre est d’indice fini dans I' et comme I' agit trivialement sur E}(zl,
ceci implique que 'k agit & travers un quotient fini sur Eg, ce qui est absurde étant donné que

o(e) =eX9) £Lesio#£1.

I.4. Le (p,I'x)-module associé & une représentation de ¥

Définition 1.4.1. — (i) On appelle Z,-représentation de Gy, un Z,-module de type fini muni
d’une action Zy-linéaire continue de Y.

(ii) On appelle représentation p-adique de G tout Qp-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une action linéaire continue de Yx

Définition 1.4.2. — (i) Si K est une extension finie de F', on appelle (¢, i)-module sur A g
(resp. Bx ) tout A -module de rang fini (resp. tout By -espace vectoriel de dimension finie) muni
d’une action semi-linéaire de I'ic et d’une action de semi-linéaire ¢ commutant & celle de I'.
(ii) On dit qu'un (p,T'k)-module D sur Ag (resp. Bi) est étale ou de pente 0, si D est
engendré (comme A -module) par o(D) (resp. si D contient un sous-A g -réseau étale).

Si K est une extension finie de F' et V' est une Z,-représentation ou une représentation p-adique

de ¥k, on pose
D(V)=(A® V)",
Zyp

L’action de ¢ sur Ak commutant & celle de %5, D(V') est muni d’une action de ¢ qui commute
a laction résiduelle de ¥k /7 = 'k, ce qui fait de D(V) un (¢, 'k )-module étale (car ¢(A)
engendre A) sur Ag ou By suivant que V' est une Z,-représentation ou une représentation
p-adique de Y.

Réciproquement, si D est un (¢, 'k )-module sur Ag ou By, on pose

V(D)= (A ® D)%
Ak
C’est une représentation Z,-représentation ou une représentation p-adique de ¥k suivant que
D est un A g-module ou un Bg-espace vectoriel ; 'action de ¥k sur D(V') provenant de 'ac-
tion de ¥k sur B. D’autre part, si V' est une Z,-représentation ou une représentation p-adique
de ¥y, alors V(D(V)) est canoniquement isomorphe & V en tant que représentation de 9.
En d’autres termes, V est déterminée par son (¢, )-module D(V). En particulier, si V est
une représentation p-adique de ¥k, on a dimp, D(V) = dimq, V' et I'application naturelle de
B ]<32) D(V) — B ® V est un isomorphisme. Les coefficients de la matrice de cet isomorphisme
K

P
dans des bases de V sur Q, et D(V) sur B s’appellent les périodes de la représentation V.

1.5. L’opérateur 1.

Le corps B est une extension de degré p de ¢(B), ce qui nous permet de définir un opérateur
1 : B — B par la formule ¢ (x) = %go_l (TrB/w(B)(x)). De maniére explicite, on vérifie facilement
que 1, [e], ..., []P~! forment une base de B sur ¢(B) et que 'on a 1 (zo+z1[e]+- - -+ap_1[e]P~L) =
¢~ (z0) si zo,...,7p-1 € p(B). L’opérateur ¢ commute & 'action de ¥k et on a ¢(p(x)) = z si
r €Bet (A) C A.
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Comme v commute & 'action de %k, si V est une représentation p-adique de ¥k, le module
D(V) hérite de I’action de 9 qui commute a celle de T et le Z,[[['k]]-module D(V)¥=! est tres
lié & la cohomologie galoisienne de V' (cf. [CC97] et [HI5]).

Lemme 1.5.1. — Si K est une extension finie de F', V est une représentation p-adique de i
et v est un élément d’ordre infini de Tg, alors 1 — v est injectif sur D(V)¥=0,

Démonstration. — Comme By est un corps, D(V)7=! est un B}:l—espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale & dimq, V. En particulier, c’est un F-espace vectoriel de dimension finie (cf.
lemme 1.3.1). Comme cet espace est stable par ¢ qui agit de maniére injective, on en déduit
le fait que ¢ est une surjection de D(V)?=! sur D(V)Y=. On peut donc écrire tout élément x
de D(V)’=! sous la forme ¢(y) et ¢(x) = 0 implique y = 0 et donc z = 0, ce qui permet de
conclure.

Remarque 1.5.2. — Herr a montré [10] que 1 — v est en fait bijectif sur D(V)¥=%; nous mon-
trerons un résultat plus précis au chapitre II (cf. proposition 11.6.1).

II. Représentations surconvergentes

Comme on I’a vu plus haut, on peut reconstruire une représentation p-adique V de ¥k a
partir de son (¢, 'k )-module D(V'). 1l est donc naturel de se demander si on peut reconstruire
directement les autres invariants de V' (comme Dqis(V') ou Dgr(V)) a partir de D(V') sans passer
par la représentation V qui est & priori un objet beaucoup plus compliqué.

Le probléme est que pour comparer D(V) et Dggr (V') par exemple, il faut arriver & comparer
les anneaux B et B(TR. Or B est un sous-anneau de B qui, comme B(J{R, est obtenu en localisant
At = W(E*) et en complétant pour une certaine topologie, mais comme les deux topologies
utilisées n’ont rien & voir entre elles, il n’y a aucun morphisme naturel de B dans B:{R ou de
BIR dans B. On peut quand méme dans un premier temps s’intéresser aux représentations dont
les périodes vivent dans un anneau contenu naturellement & la fois dans B et B(TR (i.e. sont
surconvergentes).

I1.1. Eléments surconvergents

Soit R=RU{r~ | r € R}. On munit R d’une relation d’ordre total coincidant avec l'ordre
naturel sur R et tel que si 7 < 72 sont deux ¢léments de R, alors r; < r5, < r2. On note R,
Pensemble des éléments r de R vérifiant » > 0. Sir € R, soit Ai I’ensemble des x € A tels que
Pon ait wy(z) + p’flk: > 0 quel que soit k € N et AI_ I'ensemble des éléments z de Al tels que
wi(z) + [%k tend vers +oo quand k tend vers +o0o. On a en particulier ;&8 = A*. La raison

de cette numérotation bizarre est que T = ¢ — 1 et vg(e — 1) = Z%. Soit B} = Q,® Al ce
qui fait que si » € Ry (resp. r € Ry — R,), B! est I'ensemble des éléments x de B tels que la
suite wy(z) + z%k est bornée inférieurement (resp. tend vers 400 quand k tend vers +o00). Soit

Bf= U ]§1 Un élément de Bf sera dit surconvergent. Finalement, on pose Klo = U AI« et
reRy reR4

AT =Bin A, ce qui fait que Al est 'ensemble des éléments z de A tels qu’il existe r € Ry tel

que wg(x) + pp_rl

k > 0 quel que soit £ € N alors que AT est Pensemble des éléments de A tels
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qu’il existe 7 € Ry et C € R tels que wi(x) + pp_le > C quel que soit k € N. En particulier,
z € Al si et seulement si il existe n € N tel que [7]"z € AL

Remarque I1.1.1. — Tout élément x de B peut s’écrire de maniére unique sous la forme
> ks oo PFly], 01 les z, sont des éléments de E et on démontre que la série converge dans By
si et seulement si la série ) pka:g)) converge dans F' c’est-a-dire si et seulement si k + vg(zy)
k>—o0

tend vers 400 quand k tend vers 400 ou encore si et seulement si x € BI_ avec r = %_ Plus
généralement, I’ensemble Bt des éléments de B tels que ¢~ "(z) converge dans BXR est égal a
B;r,_, oit 7 = (p— 1)p"~ L. D’autre part, Bl c Blsir< s, ce qui fait que BT est aussi la réunion
des BY" pour n € N ; autrement dit, B est ’'ensemble des éléments de B tels qu'il existe n € N
tel que ¢~ "(x) converge dans B:{R. C’est cette description de BT qui est la plus utile pour faire
le lien avec la théorie des représentations de de Rham [3].

Proposition I11.1.2. — (i) Sir € ﬁ+, alors Aj et ﬁi sont des sous-anneauz de B stables par
r et on a @(AT) = A}L,T et gp(]~3T) = E}L,r

(i) Si o est un élément de AT dont la reductwn & modulo p vérifie vg(a@) > 0, alors Al est
complet et séparé pour la topologze a-adique et A est fermé dans Asire R..

(iii) B' est un sous- corps de B stable par Gr et ¢.

Démonstration. — (i) La stabilité de Al et B! pour l'addition et le passage a I'opposé vient
de ce que Ton a wi(z + y) > inf(wg(z), wp(y)) si 2,y € A et wy(—z) = wi(z) et celle pour
la multiplication est une conséquence de I'inégalité wy(zy) > inf;yj<p(wi(x) + w;(y)). D’autre
part, on a vg(o(z)) = vg(z) si z € E et 0 € % et donc wy(o(x)) = wi(z) sik € Z, = € B
et o € Yp, ce qui permet de montrer que KI et ﬁi sont stables par 4. Finalement, 1'identité
wi(p(x)) = pwg(x) permet de terminer la démonstration du (i).

(ii) Commengons par supposer que o = [@] et soit s = vg(@). On a alors wy(a'x) = wy(z) +is,
ce qui implique que si x € ofA] quel que soit i € N, alors wy(z) > —Z%kJris quel que soit 7 € N
et donc wg(z) = +ooet x € p*1A. Comme ceci est vrai quel que soit k € N, cela implique z = 0.
La topologie a-adique est donc séparée. Maintenant, si (a;);en est une suite d’éléments de Al et
k € N, la suite de terme général wk(oz ‘a;) tend vers +o0o quand i tend vers 400, ce qui montre
que la série Z o ‘a; converge dans A vers une 11m1te a vérifiant wy(a) > inf;en wg(a;) +is. 1l
(a )>—pp_rlk:etquesir>()et
w(a;) + }%k‘ tend vers +o0o quand k tend vers +00 quel que soit ¢ € N, alors wy(a) + p’fl k tend

est alors clair que si wg(a;) > —

vers +o0 quand k tend vers 400, ce qui montre que KI est complet pour la topologie a-adique
quel que soit r € ﬁi si @ = [@]. Maintenant, si r > 0, «a est quelconque et [ est un élément de
E* vérifiant 0 < vg(3) < inf(r,vg(@)), on a ﬁ € Al et comme Al est séparé et complet pour
la topologie [f]-adique d’aprés ce qui précede, il 'est a fortiori pour la topologie a-adique. Si
r =0 et a = [a] + pu, d’aprés ce qui préceéde, KT At est complet pour la topologie [a]-adique
et comme il ’est pour la topologie p-adique, il I’est aussi pour la topologie a-adique.

Finalement, si r € Ry, AT est défini comme l'intersection des Uy ;1 qui sont des fermés de A
ce qui prouve que Ai est fermé dans A.
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Remarque I1.1.3. — On peut montrer que, si o € E vérifie vg(a) = r > 0, alors KT (resp.
AT) est, en tant qu’anneau, le séparé complété de A+[[ ﬂ pour la topologie p-adique (resp.

ﬁ—adlque) Remarquons aussi que sous les mémes hypothéses concernant «, A est le séparé

complété de A*[[ }] pour la topologie p-adique.

(iii) Bt = U B! est un sous-anneau de B stable par ¥r et ¢ d’aprés ce qui précéde. Pour
reRy
montrer que c¢’est un corps, nous aurons besoin du lemme suivant (le corollaire I1.1.5 ci-dessous

est inutile pour la démonstration, mais servira plus tard).

Lemme I1.1.4. — Sir € Ry, un élément x = > ;20 pFlay] de Al est une unité de Al si et
seulement si vg(xg) = 0.

Démonstration. — Si z et z~1 appartiennent & A}, alors vg(Z) = vg(zg) = 0 et vg(z—1) =
—vg(zp) = 0 et donc vg(xg) = 0. Réciproquement, si vg(zg) = 0, alors [zg] est inversible dans
Ai et, quitte & diviser par [z¢], on peut supposer :Bo 1 auquel cas z =1 —w avec u € pA N AT

et 271 = +°% u" est un élément de AT puisque A est un sous-anneau fermé de A.

Corollaire I1.1.5. — (i) Sir > 1, alors = & est une unité de Al

Démonstration. — On am = [e] =1 = [T]+ploa]|+p®[ag]+ - -, ol o est un polyndme en ' 134
coefficients dans Z et sans terme constant, ce qui implique vg(a;) > vg(eP —1) = W. Ceci
implique que si on écrit 7 sous la forme [T ](1—|—p[a1]+p [a2]+ -), alors vg(a1) = vg(a1)—vE(T) =

—1 et vg(a;) > —vg(T) > —isii > 2 et donc ﬁ € AP 1, ce qui permet d’utiliser le lemme

précédent pour conclure.

Revenons 4 la démonstration du fait que Bf est un corps. Siz € B —{0}, il existen € Z,r € N
tels que = € p"A} et donc puisse s'écrire sous la forme p—" Sor20 pFlak] avec vg(zy) = _z%k
quel que soit k& € N. Soit ko le plus petit entier tel que x # 0. On a alors & = pko— Mg, Ju
avec u = 1+ 3725 pFlys), ot yp = y;%oko verifie vg(yx) = — 25 (k + ko) — vB(2k) = — 25k, ou
lon a posé s =r+ ko + E sup(0, ve(zg,)). On déduit alors du lemme I1.1.4, le fait que u est

inversible dans AT c BT et comme P et [xko] sont inversibles dans BT (p Pest par construction

et,sit = —UE(xO) > 0 alors ﬁ =z m 7€ B/ +), cela montre que x est inversible dans Bf et
0
permet de conclure.
On munit Bt = U B! de la topologie de la limite inductive, ayant muni chaque Bl =

reR4

UN 10_”AT de la topologie de la limite inductive et Al de la topologie m-adique pour lequel il
ne

est complet d’apres le (ii) de la proposition II.1.2. On définit des sous-anneaux At BT et, si
r € Ry U {oo}, Ai, B! de B en posant

At=ANnAf, B =BnBf, Al=AnA!l e Bl =BnBI,

anneaux que ’on munit des topologies induites par les topologies respectives de KT, ]§T, Ki et
B}. L’anneau Aj) = A* N A sera en général noté A . Si on utilise le fait que A (resp. B) est un
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sous-anneau (resp. un sous-corps) fermé de A (resp. ]§) contenant 7 et stable par ¥r et ¢, on
obtient la proposition suivante.

Proposition IL1.6. — (i) BT est un corps stable par 9r et .

(ii) Sir € Ry, les anneauz Al et Bl sont stables par 9p et x € Al (resp. x € B:[) st et
seulement si p(z) € AIT,T (resp. p(x) € B,TJT),

(iii) Sir € Ry, alors Ai est séparé et complet pour la topologie m-adique.

11.2. L’anneau B,

Si K est une extension finie de F', on pose
Al = (A1), Bl = (BY)7 et si r e Ru, Al = (A7 et Bl = (B))"*.

L’anneau Aa  sera en général noté A% Si K est une extension non ramifiée de F, Les anneaux
AI, 5 ont une description en termes de fonctions analytiques sur certaines couronnes, ce qui les
rend assez maniables. Si K est une extension finie de F', considérons les anneaux de séries de
Laurent suivants :

(i) l'algebre 42%}?’1) des séries entiéres a coefficients dans Ok

(i) lalgebre ,szfi[(l M) des séries de Laurent de la forme Y nez anT™ dont les coefficients sont

dans Ok et vérifient lim a, = 0.
n——oo

(iii) Si 0 < p < 1, 'algébre ;zfl[(p’l) (resp. ,527}((’)’1)) des fonctions analytiques sur la couronne
p < |T| <1 (resp. p < |T| < 1) majorées en norme par 1 sur cette couronne.

Proposition I1.2.1. — Si K est une extension non ramifiée de F, alors Uapplication qui a F
associe F () induit un isomorphisme

(i) de .527[[(1’1) sur Ag,

(i) de 42%][{0’1) sur A

(iii) de sz[[(p(r)’l) sur Ai_ et de ,Q%I((p(r)’l) sur Al sir =21 et p(r) = T

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des évidences et le (iii) se reformule de la maniére suivante.

Lemme I1.2.2. — Soient K une extension finie non ramifiée de F et r € R vérifiant r > p=1
Les deux conditions suivantes sont équivalentes pour v =) ., a,m" € Af.

(i) € Al .,

(ii) rvp(an) +n = 0 quel que soit n € Z (resp. rvp(a,) +n > 0 quel que soit n € Z et
nEr_noO rvp(an) +n=400) sir € R (resp. sir € R—R).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que x = Y 5 a,7" € AiK si et seulement si 2’ =

Y n< GnT" € A;K. Sik € N, soit yp = p~ ¥ D _n<0, vy(an)=k nT" €ty = inf{n <0 [vp(an) = k}.
On a donc yy, = [7]™u on
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est une unité de A ,—1. On en déduit les formules wo (y;) = vg (7)) = ny 5P et wiyr) = vE(Yr) —i
p

si7 > 1. D’autre part, comme x = ;;06) plyi, on a wy(x) = infocick wy(ply;) = info<i<r wi—i(vi)
avec égalité si wy(yx) < wi—;(y;) quel que soit 0 < i < k — 1.

Lemme II.2.3. — Soient s > 0 et (ug)keN, (Vi)ken deuz suites de nombres réels vérifiant les
conditions suivantes

(a) v > infocicr u; + s(k —1)

(b) vk = ug si up < u; + s(k —1) quel que soit 0 <i < k—1.
Alors on a

(i) ur = 0 quel que soit k € N& v > 0 quel que soit k € N
Si de plus s > 0, alors

(i) lim wup =400 < lim v = +00.

k——+o0 k——+o0

Démonstration. — (i) L’implication = est immeédiate et la contraposée de 'implication réciproque
se démontre en remarquant que si ¢ est le plus petit entier tel que u; < 0, alors v; = u;.

(ii) L'implication = est immédiate puisque vy > ug. Supposons que uy ne tend pas vers +oo
et notons ¢ la limite inférieure de la suite (ug)ren. Si ¢ = —oo et (i) est une suite d’entiers
tendant vers +oo tels que uy ;) < uy quel que soit k < (i), on a vy ;) = Uy, ce qui prouve
que (vg)ken ne tend pas non plus vers +o0o. Si £ est fini et (uy(;))ieN est une suite extraite de
(ug)ken tendant vers £, un petit argument utilisant le fait que s(k —i) > ssik > i+ 1 et s > 0,
montre que vy;) = Uy(;) Si 4 est assez grand, ce qui montre que (vg)reN ne tend pas non plus
vers +o0o et termine la démonstration du lemme.

Corollaire I1.2.4. — Sir > pp%l etx € Ak, alorsx € A;K s1 et seulement si ’UE(yiH—%i >0
quel que soit i € N (resp. vg(yi) + i > (Lquel que soit i € N et vg(y;) + ;251 tend vers +00
quand i tend vers +o00) sir € R (resp. r € R — R).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme précédent & s = p’i 7 — 1 et aux suites v, =
wg (') + p"'flk et up = ve(yr) + plflk-

Pour terminer la démonstration du lemme I1.2.2, il suffit d’utiliser la formule vg(yy) =
inf

vp(an)=k n% qui implique en particulier que “wk(yk)—i—%k > 0 quel que soit k € N” équivaut
a “n+rvp(an) = 0 quel que soit n < 0”. D’autre part, la condition klim vE(Yk) + p‘le = 400
— 400

équivaut & inf, (4, )—x 1 + 7vp(an) tend vers +oo quand k tend vers +oo et donc (car il n’y a

qu'un nombre fini de n < 0 tels que vp(a,) = k) aussi a la condition lim rv,(ay,) +n = +oo,
n——oo

ce qui permet de conclure.

11.3. Généralités sur les représentations surconvergentes

Une représentation surconvergente est une représentation dont le (¢, I')-module est engendré
par des éléments surconvergents. De maniére précise, on a la définition suivante.

Définition I1.3.1. — Si V est une Z,-représentation ou une représentation p-adique de Yy,
on pose

DI(V) = (AT @z, V)7 et D(V)= (Al ®z, V)% sir e Ry.
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Comme BT est un corps, si V est une représentation p-adique, on a dimp;+ DI (V) < dimq, V' et
K

on dit que V est surconvergente si on a égalité, ce qui est équivalent au fait que DI(V) contient
une base de D(V') sur By sir est assez grand.

Remarquons que la propriété de surconvergence ne dépend que de la restriction & 7% . Les
représentations surconvergentes sont étudiées en détails dans 2] et le théoréme suivant rassemble
une bonne partie des résultats obtenus dans [2].

Théoréme I1.83.2. — (i) La catégorie des représentations surconvergentes de Gy est stable par
induction ; autrement dit, si L est une extension finie de K et V est une représentation p-
adique de Y, alors V' est surconvergente si et seulement si elle est surconvergente en tant que
représentation de 9j,.

(ii) V est surconvergente si et seulement si D(V)¥
est inclus dans DT (V)).

(i) Si V' est surconvergente et vi est un générateur de Ui, alors yxg — 1 admet un inverse
continu sur DT(V)¥=0.

(iv) La catégorie des représentations surconvergentes est stable par extension et contient les
représentations abéliennes.

L est formé d’éléments surconvergents (i.e.

Pour la commodité du lecteur, nous avons reproduit dans la suite de ce chapitre, les démons-
trations (un peu modifiées) des résultats (i) et (iii), résultats dont nous aurons besoin dans le
chapitre suivant pour montrer que toutes les représentations de ¥ sont surconvergentes. Le
point le plus délicat est le (iii). La démonstration que nous allons en donner différe de celle de [2]
sur la maniére de dévisser la situation. Dans [2] le dévissage se fait en regardant la représentation
modulo p puis mod p? etc ..., alors qu’ici on se raméne au cas de la représentation triviale de
Yr, ce qui permet de raccourcir largement la démonstration.

I1.4. Stabilité par induction

La stabilité par induction de la catégorie des représentations surconvergentes se rameéne, mo-
dulo le théoréme de Hilbert 90, & la proposition suivante.

Proposition I1.4.1. — Si L est une extension finie de K, alors BE est une extension de BJ}(
de degré [Loo : Koo] et si L/K est galoisienne, il en est de méme de BTL/BJ}( et Gal(BTL/BJ}() =
Gal(Loo/Kwo)-

Démonstration. — 1l suffit de prouver que si K est une extension finie de F', alors ’application

naturelle de Bp (2? B}{ dans Bx est bijective, ce qui permettra de déduire la proposition de
BF

I'énoncé analogue pour By /Bg. Comme Trg_ /p. (B}() C B}, un argument standard faisant

intervenir la forme quadratique Trg__/p. (2?) permet de montrer qu'une famille d’éléments de

B} qui est liée sur By ’est déja sur B}. On en déduit 'injectivité. Pour démontrer la surjectivité,

nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme II1.4.2. — Si P € Af [X] est unitaire et a un discrimant non divisible par p, alors les
racines de P appartiennent ¢ AT,
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Démonstration. — L’hypothése selon laquelle le discriminant de P n’est pas divisible par p
implique que ’extension de B engendrée par une racine de P est non ramifiée et donc égale &
B on en déduit le fait que les racines de P appartiennent & A. Il suffit donc de vérifier qu’elles
appartiennent aussi a AT

Soit d le degré de P. Quitte a remplacer P par deP(ﬂLN) pour N assez grand, on peut
supposer que la réduction P de P modulo p appartient & E* [X]. Soit @ € E* une racine de P et
a € AT dont la réduction modulo p est @ (on peut prendre pour « le représentant de Teichmiiller

By P'(a)

[@] de @). Par hypothése, on a P'(a) # 0, ce qui fait que o) est inversible dans AT. Soit

r € Ry tel que Al contienne a, tous les coefficients de P et %. Sin = ijlvE(P’(a)),
L. / n P'(a) (x\—n s . . XT

on peut écrire P'(a) sous la forme 7 ) ([?]) et comme g est inversible danNS A, Sn a

P'(a) = 7"u, ou u est inversible dans Alsis> sup(r,1). On a de plus P(«a) € Al N pA et

comme AlNpA est inclus dans W(p_l)pkilsg;ks, on peut trouver k > 2 tel que P(«a) € 772"“;;,65

et comme A;ks est séparé et complet pour la topologie m-adique, le lemme de Hensel implique

que I'équation P(z) = 0 a une unique solution appartenant a « + 7r2”+1;&;,€8. On en déduit le
résultat.

Revenons & la démonstration de la surjectivité. Soit T un générateur de E}F( en tant que
E|-algebre et soit P € EL[X] son polynéme minimal. II résulte du lemme de Hensel que si
P € Ap[X] est n’importe quel polynéme unitaire dont la réduction modulo p est P, alors P a
une unique racine x dans A g dont la réduction modulo p est T et Ax = Ap[z]. Comme 'image
de ATF modulo p contient E; (c’est immeédiat), on peut choisir P appartenant a A}[X ] et le
lemme I1.4.2 montre qu’alors x € AE{. On en déduit I'inégalité [BE( : B}] > [Ky : Fool, ce qui
permet de conclure.

I1.5. Action de T sur D(V)¥=0 : le cas de la représentation triviale

m=1 " alors

Proposition I1.5.1. — Si m > 1, 7, est un générateur de T'p,_ et r > (p — 1)p
Tm = Ym — 1 induit une bijection de go(Tr)“(AIF)wZO sur gp(ﬁ)a+pm71(Ai F)wzo quel que soit

a€Z.

Démonstration. — L’injectivité vient de ce que le noyau de 7, agissant sur Ap est Op (cf.
lemme 1.3.1) et donc son intersection avec (Ax)¥=" est réduite a {0}.

Comme 7, est un générateur de I'r,, et m > 1, on a vp(x(ym) — 1) = m et on peut écrire
X(¥m) — 1 sous la forme p™u avec u € Zy. Tout élément z de A;@zo s'écrit de maniére unique
sous la forme Zf:_ll [e]'z; avec z; € (AF) (cf. formule décrivant v, chapitre I §5), ce qui nous
permet de définir une application f,, : A%:o — A?ZO par la formule

p—1 p—1

i i Zi
Fm(Q_lef'z) = = [e] AT
i=1 i=1
et un petit calcul utilisant le fait que v,,([¢]*) = [e]X() = []*[e]?™** montre que I'on a
= Tm(23)
Jm(Tin(2)) :Z_Z[g]lm- (IL.5.1.1)

=1
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La démonstration de la proposition 11.5.1 repose sur le fait que f,, est presque un inverse de 7,,.
Il s’agit donc de vérifier que z — fp,(7,(2)) est petit en un sens & préciser, ce qui nécessitera un
certain nombre de lemmes préparatoires.

L G) S x -1 [P"e—1 . [P e—1 "
Lemme I1.5.2. (i) Sia€Zyetr>(p—1)pm ", alors = —m— et gy sont des unités
de Al ..
k m
(ii) Sir > (p—1)p™ ! etk € Z, alors () ¢ qp _1AI7F.

™

Démonstration. — “DT(FZ) =142 4 ...+ —E appartient & A;LLF comme on le voit en utilisant
le lemme 11.2.2 et comme son image dans Ep est égale a 1, c’est une unité de Al_l p d’apres le

lemme I1.1.4. On en déduit le fait que
[P —1 _ ™(m) _

m—1 (@)(pm—Z(M)p o (90(77))17’"’1

o ™ P P P
est une unité de de AJ(rp—l)pm—l, # e qui permet de démontrer le (i), compte-tenu du fait que
[fe]f;:l:ll =a+ 3 (;21) ([E]P™ = 1)" est une unité de A}, = A&F et donc, a fortiori, de A;F,
sia € Zy,.

(ii) Si k=1, 0on a 7 (1) = ym(le] = 1) — ([e] = 1) = [g]([e]P"™ — 1) et le résultat suit du (i).
D’autre part,

(0 () 0y 5 ) (2

Jj=1

ce qui permet de ramener le cas k quelconque au cas k£ = 1 puisque Al est complet pour la
topologie m-adique.

Corollaire I1.5.3. — Sir > (p—1)p™~! et a € Z, l'image de WGAIF par T, est incluse dans

at+p™—1 At
T Ar,F'

Démonstration. — Comme 7, est continue, que 7r“+pm_1AiF est complet et X = W“AlF N

Op[r,771] est dense dans W“AI > il suffit de vérifier que l'image de tout élément de X par

Tm €st dans W“*pm_lAiF. Or X = ﬂaﬁp[ﬂ‘,ﬁ
’ T

)pn,l] est engendré sur Op par les e;; =

m__1

. J
7r“+’<#) et le lemme précédent montre que 'on a 7, (e; ;) = 7P ~e; jx; j, avec x;; €

rp—1pn—1
AI p- Ceci permet de conclure.
. . f =0
Corollaire IL5.4. — Sir > (p—1)p™ ! et z € p(n)° (AT F) , alors

2~ frnlTm(2)) € ()t =" (AI,F>w:O.

5 ; e — NPl , A apt
Démonstration. — On peut écrire z sous la forme z =) 7, [e]'¢(2) avec z; € T Ap—lr,F et donc

Tm(2i) € 7ra+pm*1A;,1T7F. Or on a, d’apres la formule (11.5.1.1),

p—1 ) p—1 Tm (%
= dntrate)) = LI PRI, = S e (et )

i=1



14 francaisFREDERIC CHERBONNIER & PIERRE COLMEZ

_ miliu_
et le résultat suit du fait que [E]:pmi,ll est une unité de A;_lr . d’aprés le lemme I1.5.2.

m— $=0
Revenons a la démonstration de la proposition I1.5.1. Tl s’agit de montrer que si z € p(mw)**P ' (AiF) ,

=0
Péquation 7,,(y) = x a une solution dans ¢(m)® (Ai F) ou encore, utilisant le fait que f, est

injective, que I'application qui & y associe ¢.(y) = y — fm(Tm(y) — ) a un point fixe. Comme

E](:)W_% est une unité de AI,F (lemme I1.5.2), on a fi,(x) € p(m)* (AIF) et le lemme précé-
=0

dent montre que g, est une application de ¢(m)* (A;r F) dans lui-méme contractante pour la

topologie ¢(m)-adique, topologie pour laquelle ce module est complet, ce qui permet de conclure.

I1.6. Action de I'x sur DT(V)¥=0 : le cas général

Proposition I1.6.1. — Si yi est un générateur de U'g et V' est une représentation surconver-
gente de Y, alors Tk = yx — 1 admet un inverse continu sur DT(V)wZO, inverse qui sera noté
Tt DI(V)¥=0 — DI(V)¥=C. Plus précisément, si T est un réseau de V stable par G, il
eriste ¢(K,T) € N et r(K,T) € Ry tels que, quels que soient r > r(K,T) et a € Z, on ait

Tgl((waDI(T))¢:°) C (oD pi (1)) ¥ =",

Cette proposition admet le corollaire suivant que nous utiliserons de maniére intensive dans
le chapitre ITI.

Corollaire I1.6.2. — Si K est une extension finie de F', il existe ¢(K) € N et r(K) € Ry tels
que, quels que soient r > r(K) et a € Z, on ait

1 t\¥=0 Ce(K) AT \$=0
it (Al )" € (A )
Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent & la représentation triviale de ¥ .

Revenons & la démonstration de la proposition I1.6.1. On se raméne grace & la proposition 11.4.1
au cas ou K = F en remplacant V par Indf(V. Soit T un réseau de V stable par ¥x. Comme
on a supposé V surconvergente, on peut trouver une base eq,...,eq de D(T) sur Ap constituée
d’éléments surconvergents. Il existe alors rg € R, que 'on peut supposer supérieur ou égal a
1’%, tel que e; € Dio (V') quel que soit 1 < i < d.

Si v € I'k, soit U, la matrice de v dans la base eq,...,eq, ce qui fait que v — U, est un
cocycle continu sur ', & valeurs dans GLd(Aim 7). La continuité implique qu’il existe m € N
tel que 'on ait Uy € 1+ Ter(AimF) si v € T'k,,. Remarquons que si f = [K,, : K|, on peut

prendre vg,, = 'y{( comme générateur de I';,, et comme on a

-1 -1 -1y _—1
=k =) = Atk ok DR
on voit que 'on peut déduire I’énoncé de la proposition 11.6.1 pour V considérée comme repré-
sentation de ¥ de I’énoncé obtenu en considérant V' comme une représentation de ¥, . Ceci per-

met, quitte a remplacer K par Ko, de supposer que
U="U,, €1+nMy(Al p) et x(v&) € 1+ pZ,,.
Soit m = vp(x(yk) — 1) de telle sorte que K = Fy, et vk est un générateur de I'p,, et
o om—1 k T Bl pt : oRm) ot ae !
soit ¢ = p™ ™. Comme @"(TA, ) C p(m)P Aka’F sir > 1 car ST = (w(ﬁ))
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est une unité de A;’WF d’aprés le lemme 11.5.2, on peut, quitte a remplacer r¢ par p™rg et
€1,...,eqpar ¢"(e1),...,¢™(eq), ce qui change U en ™ (U), supposer que eq,...,eq € ¢(D(T))
et U el+ <p(7r)c+1Md(AIO 7). Comme on avait supposé ro > pp%l au début, on a maintenant

ro = (p — 1)p™ !, ce qui nous permettra d’utiliser la proposition 11.5.1.

On s’est donc ramené & démontrer la proposition 11.6.1 en supposant de plus qu’il existe une
base ey, ...,eq de D(T') sur Ap formée d’éléments de Dio (T) N @(D(T)) telle que si 'on note
Dle sous—AIO,F—module de D(T) engendré par ey, ..., eq4, alors Ti (e;) € p(7)T1D quel que soit
et m=vp(x(vx)—1) > 1.

Plagons nous donc sous les hypothéses ci-dessus et, si 7 > rg, notons D, le sous—AI p-module
de D(T) engendré par eq,...,eq. ,

m—1

1<i<d,olic=p

Lemme I1.6.3. — L’élément x = Egzl xie; de D, appartient a D;p:o si et seulement si x; €
(ALF)TZ}:O quel que soit 1 <11 < d.

Démonstration. — On a ¢(z) = 0<p(¢(z)) = 0 et comme on a supposé e; € p(D(T)), on a
e((x)) = Zle o(Y(x;))ei, ce qui, compte-tenu du fait que les e; forment une famille libre sur
Bpr, permet de conclure.

Proposition I1.6.4. — Tx induit une bijection de @(W)QDEZO sur go(w)‘”chf):O quels que sotent
r>rygeta€?.

Démonstration. — Commencons par remarquer que l'on a

d d d
TK (Z 2’iei) =Y rr(z)ei + Y (zi)Tr(e0), (I1.6.3.1)
=1 =1 i=1

et comme T (e;) € @(m)“T1 D,., ceci implique, compte-tenu de la proposition IL5.1, que I'image de

()
part, le lemme 1.5.1 montre que 7k induit une injection de (p(ﬂ')O’D;p:O dans gp(ﬂ)“JrCfo’:O.

ap¥=0 par 7 est incluse dans go(w)‘”CD;lb:O et ce, quels que soient r > 1o et a € Z. D’autre

Il reste & vérifier la surjectivité. Si z = Z‘ijzl zie; € <p(7r)a+cD;j’:0, d’aprés le lemme précédent,
on a z € @(ﬂ)“*C(AivF)wZO. Ceci permet, utilisant la proposition I1.5.1, de définir une appli-
cation f : @(m)*TeDY=" — o(m)* DY par la formule f(z) = 4 7' (2i)e;. Comme pour la
proposition I1.5.1, le point de départ de la démonstration est que f est presque un inverse de 7x.
En effet, utilisant la formule (I1.6.3.1), on obtient

o ) = —1 (A,
=1

ce qui, utilisant le fait que 7x(e;) € (7)1 D, permet de montrer que I'application g définie
par g(y) = y — f(rk(y) — ) est contractante sur ¢(7)*DY= pour la topologie ¢()-adique et
comme go(w)aD}«p =0 est complet pour cette topologie, cela montre qu’elle y a un (unique) point
fixe y solution de I’équation 7x(y) = x et permet de conclure.

Revenons & la démonstration de la proposition I1.6.1. Soit vy, ...,vq une base de T sur Z,. Si
M est la matrice de ey, ..., eq dans la base v1,...,vq, alors M € Md(AiO) NGLg4(A) puisque 'on
a supposé que eq, ..., eq est une base de D(7T') sur A constituée d’éléments de DIO (T"). Comme
BT est un corps, cela implique que M~ € GLy(BT) N GL4(A) = GLg(AT) et il existe b € N et
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r > rotels que Mt € TF_bMd(Ail). On en déduit le fait quesir > riet x = Z?Zl T;e; € DI(T),
alors z; € ﬂ*bAIF C @(ﬂ)*bAiF. On obtient donc les inclusions cp(ﬂ)bAiF C D, C AIF si
r > r1. La proposition I1.6.4 montre qu’alors 'image de gp(w)“DI (T)¥=° par 7'[_(1 est incluse dans

()@t DI(T)¥=0 et comme % est une unité de A} d’aprés le lemme I1.5.2, on peut prendre

r(K,T)=r1 et ¢(K,T)=plc+b+1).

III. Cohomologie galoisienne et représentations surconvergentes

ITI.1. Enoncé des résultats

Soit ~°(B') = UN © (BT : ¢’est un sous-anneau dense de BT,
ne

Théoréme II1.1.1. — Si K est une extension finie de F' et d un entier > 1, les applications
naturelles

_ L ~ L ~
H' (T, GLa(p~*(BY))) = H'(Tk, GLg(BY,)) —2 H' (%, GLy(BY)),
induites par Uinflation de U'x 4 Yx et les inclusions @‘”(B}() C ]:);J}( C 1§T, sont des bijections.

Les techniques de démonstration sont trés analogues a celles employées par Sen [13] pour
démontrer le résultat suivant.

Proposition III.1.2 (Sen). — Sid > 1, les applications naturelles

~

H'Tk,GLg(Kwx)) — H' Tk, GLa(Ko)) — H (9, GLy(F)),
wnduites par Uinflation de U'x 6 Y et les inclusions Koo C IA(OO C F, sont des bijections.

La démonstration de Sen repose en particulier sur la décomposition (due a Tate [14]) de Koo
sous la forme K @ X ou X est un sous-K-espace vectoriel fermé de I?Oo sur lequel yx — 1 a un
Inverse continu, oul vk est un générateur topologique de I'. Dans la situation du théoréme I11.1.1,
les roles de K, K, IA(OO et F sont joués respectivement par B! , w*OO(B}{), ]§TK et Bl et le point
crucial de la démonstration est la décomposition de ﬁ}( sous la forme B}( @ X, ou X est un
sous B;(—espace vectoriel fermé de ]A?;;( sur lequel v — 1 admet un inverse continu. L’existence
de la décomposition est obtenue en utilisant les techniques de [5] introduites pour décomposer
de maniére analogue les modules B‘f{, Bgrz?s( et
est une conséquence des résultats de [2| rappelés au chapitre précédent.

c...et l'existence de l'inverse continu de ~vx — 1

I11.2. Décomposition des anneaux KK, 11}(

Soit I = p~®ZN[0,1[. Si m € N (resp. m > 1), soit I, = {i € I | vp(i) > —m} (resp.
I', ={iel|vp(i) = —m}), ce qui fait que I est la réunion croissante pour m € N des I, et la
réunion disjointe de Iy = {0} et des I}, pour m > 1.

Lemme II1.2.1. — Si K = F, les &' pour i € I forment une base de E;/(e — 1)]5;5 sur kp.

Démonstration. — Ep étant le compléte de la cloture radicielle de Ep = kp((e—1)), tout élément

de Ej; s’écrit de maniére unique sous la forme > (¢ — 1)%@;, ot @; est une suite d’éléments
1€Ep~ N

de kp telle que 'ensemble {i < C, @; # 0} soit fini quel que soit C' € R. On en déduit le fait que
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les (¢ — 1)% pour i € I forment une base de E;,C/(g - 1)]5;5 sur kr et la matrice faisant passer de
(e —1)% aux €' étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale, on en déduit le résultat.

Corollaire IIL.2.2. — Tout élément de Ep s’écrit de maniére unique sous la forme
Zeiai(x),
i€l
ot la suite des a;(x) est une suite d’éléments de Ep tendant vers 0 suivant le filtre des complé-
mentaires des parties finies.

Proposition II1.2.3. — Tout élément x de EF s’écrit de maniére unique sous la forme
+oo
z=Ro(z) + ) _ Ry, (2),
m=1

0 Ro(z) € Ep ef, sim > 1, Ry (z) € ¢ ™(EL ).

Démonstration. — 1,e,...,eP~! est une base de Er sur p(Er) dans laquelle 1 est donné par
la formule ¥(ag + aje + -+ + ap—1eP™1) = ¢~ (ap). On en déduit le fait que si m > 1, on a
o ™(Ep) = (plfm(EF)EBgofm(Efﬂ:O) et que les €' pour i € I et vy(i) = 1—m (resp. vp(i) = —m)
forment une base de !~ (Ef) (resp. go_m(Eﬁ:O)) sur Ep. On doit donc poser

Ro(z) = @p(x) et Rp(x) =) ea(x).

iEly,
Proposition I11.2.4. — Si K est une extension finie de F', tout élément x de ;‘;K peut s’écrire
de maniére unique sous la forme
“+00
z=Ro(x) + Y _ Ry, (2), (I11.2.4.1)
m=1

ot Ro(x) € Ak et, sim>1, R} (x) € gpfm(A}b{:O).
Démonstration. — Commencons par supposer K = F' et choisissons une section s de la projection
de Op sur kp. Si F =) an(e —1)" € Ep, posons s(F) =) s(@p)m™ € Ap. Siy € Ap,

son image y modulo p appartient & EF et on peut lui appliquer le corollaire I11.2.2. Ceci nous
permet, si x € A de définir par récurrence une suite d’éléments z,, de Ap en posant xg = x et,

n>ng nz=ng

sin > 1,
1 .
S (xn_l . Z[gqs@@_l))).
p i€l
Onaalorsz = Y, /[e'ai(z), ot Von a posé a;(z) = o0 p"s(@;(Tn)) € Ar, ce qui nous permet

de définir Ro(x) et R}, (z) par les formules

Ro(z) = ag(z) et Ry(z) = ) [ai(x)

eIy,

et comme [¢'] € gp‘m(A%ZO) si et seulement si ¢ € I, la décomposition obtenue ci-dessus
convient, ce qui montre ’existence.
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Sion a Znt am =0avecag € Apet,sim>=1, ay, € ¢~ (A}@:O), alors réduisant modulo p
et utilisant la proposition I11.2.3, on en déduit le fait que tous les a,, sont divisibles par p, puis
par une récurrence immeédiate, qu’ils sont tous nuls; d’ot1 'unicité d’une telle décomposition.

Supposons maintenant que K est une extension finie quelconque de F' et soit eq,...,eq une
base de Ak sur Ag qui est donc aussi une base de A K sur A . On peut écrire un element x de
A de maniére unique sous la forme Z ", xie; et comme @™ (e1),...,¢"(eq) est aussi une base
de Ay sur AF, on en déduit le fait que ¢ (Zle xie;) € Ak si et seulement si ™ (x;) € Ap
pour 1 <i<d. En partlcuher Z?:l xie; € go_m(Alf(:O) si et seulement si

d
m(z ziei) = Y (™ (@)™ Z¢ " (er)
i=1 =1

m=L(ey), ... ,gom_l(ed) est une base de A sur Ap, est

équivalent & ce que x; € @~ (Aw 0) si 1 < i < d. Tout ceci montre que 'on doit (et peut) poser

est nul, ce qui, compte-tenu du fait que ¢

d
Ro(x) = ZRO(%)% et R7( ZR* x;)e
i=1
Remarque I11.2.5. — On pourrait étre tenté de déduire de la proposition precedente le méme

énoncé en remplacant Ax par Aet Ag par A, puisque AK = U A est dense dans A. Ce n’est

pas possible car en réduisant modulo p, on aurait un énoncé analogue a la proposition 111.2.3 en
remplacant Er par E et Ep par E, or ce dernier corps est dense dans E. Le probléme est que
les applications Rg et Ry, sur A~ 7 sont continues pour la topologie p-adique mais pas pour la
topologie naturelle de ;‘;

Si m € N, on pose Ry, =Ro + Y. R
Proposition II1.2.6. — Si m € N, alors
(i) Roo @™ = @™ o Ry
(ii) Ry, et les Ry pour k > m + 1 sont ¢~ ™ (B )-linéaires.
(iii) Si z € Ag, alors z = lim Ry, ().
m——+00

Démonstration. — Le (i) résulte immédiatement de I'unicité de la décomposition donnée dans la
proposition 111.2.4 et le (ii) résulte de cette unicité et du fait que ¢(x)y € A%:O sixz € Ak et
Yy € Aﬁzo. Quant au (iii), ¢’est une conséquence de la convergence de la série (I111.2.4.1).

Proposition II1.2.7. — Si K est une extension finie de F, il existe no(K) € N tel que si
neNen=nyK), acZ, :L'GW“ATK et m € N, alors

Ro(x) € 7"Al ;o et R} (2) € 7% (AL, )P0

Démonstration. — On déduit le cas a € Z quelconque du cas a = 0 et de la Bg-linéarité des
applications Ry et R},. Supposons donc a = 0.

Dans le cas K = F, si on reprend la démonstration de la proposition I11.2.4, on voit que
six € AF, alors a;(z) € A} quel que soit ¢ € I et donc que l'image de AL = A(T)’F par les
applications Rg et R}, est incluse dans AJIE. D’autre part, si n € N, An,F est U'intersection des

[ﬁ]_k”]&; +pk+1:&F pour k € N et comme % est une unité de :&LF sin > 1, on peut aussi
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voir ALF comme lintersection des W‘k".&; —|—pk+1§F pour k£ € N. Comme 7k e Ap et
les applications Rg et R}, sont A p-linéaires et envoient KJFF et A r dans eux-mémes, elles aussi
ﬂ_k”KJ}? —i—pkﬂgp et KLF dans eux-mémes. On a donc RO(AL’F) C ./XLF NAp = AL’F et, si
m =1,

Riu (Al p) C o AT ) NAL =0 (AL N AL, p) = ¢ " (A, )"0,
ce qui montre que l'on peut prendre ng(F) = 0.

Dans le cas général, on a []~3}< : ]N3},] = [Bk : Br]. On peut donc prendre la base ey, . .., eg de
©(Bg) sur p(Bp) utilisée dans la démonstration de la proposition 111.2.4, de telle sorte que les
e; forment une base de @(A}() sur A} et il suffit de prendre pour ng(K) le plus petit n tel que
les e; forment une base de AL}K sur AL’F.

Corollaire I11.2.8. — Soient K une extension finie de F, vk un générateur de 'k et ¢(K)
Uentier défini au corollaire 11.6.2. Il existe n(K) € N tel que sin € N, n > n(K) et a € Z,
tout élément x de W“ALK peut s’écrire sous la forme x = xo + (1 — K )(y) avec xo € WaAile et
Yy e ﬂ“*C(K)A;K.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 11.6.2, 7 = yx — 1 est inversible sur (A}(W:O et il existe
r(K) € R* tel que, pour tout r > r(K) et tout a € Z,
Tgl((waAivK)q’/’:O) C Wa_C(K)ALK.

Montrons que l'on peut prendre pour n(K) n’importe quel entier supérieur ou égal a r(K) et
no(K) et

+oo

xo=Ro(z) et y= Z o ™ (7}}1 (¢™ (R, (2))))-
m=1

D’apres la proposition I11.2.7, on a x¢ € ﬂaAIl g etsim>1,

e (T (9™ (R (7)) €™ (Tf(l ((Spm(ﬂa)AZﬂ”n,K)d}:O)>

Co™ (rc(K) o () Al K)

o (PN ) € R,

ce qui permet de conclure.

I11.3. Descente de BT a ﬁ}(

Proposition II1.3.1. — (i) H' (K, GLy(BT)) = {1}.
(ii) L application d’inflation de Tk a Gy induit une bijection de H' (T'f, GLd(B}()) sur H (%, GLq(BT)).

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) puisque celui-ci implique que le
terme suivant dans la suite d’inflation-restriction est trivial. Pour démontrer le (i), nous aurons
besoin d’un certain nombre de lemmes préliminaires.

Lemme II1.3.2. — Soit mg ['idéal mazimal de E* (i.e. Uensemble des = € E vérifiant vg(z) >
0). Alors
(i) H' (Ko, mgz) = 0.
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(ii) Sid > 1, alors H' (Koo, 1 + Mg(mg)) = 1.

Démonstration. — cf. [5, chap. IV].

Le (i) de ce lemme admet le corollaire immédiat suivant dont nous aurons besoin dans la suite.
ps
p—1-

Si s € R, soit a, 'ensemble des éléments z de E vérifiant vg(z) >

Corollaire I11.3.3. — Si K est une extension finie de F' et 0 — ¢, est un cocycle continu de
Yx.. dans as, alors quel que soit 1 > 0, il existe c € as,—y, tel que l'on ait ¢, = (0 — 1)c, quel que
soit 0 € k.

Si M € M4(E), on note vg(M) V'inf. des images des coefficients de M par vg et [M] € My(A)
la matrice dont les coefficients sont les représentants de Teichmiiller des coefficients de M.

Lemme II1.3.4. — Soient r € Ry, k > 1 et 0 — U, un l-cocycle continu de ¢ dans
GLq(Al) N1 4 p*Mg(A). Alors quel que soit n > 0, il existe V € Mg(E) vérifiant vg(V) >
—%k tel que le cocycle 0 — (1 + p*[V]) " U,0(1 4 p*[V]) soit a valeurs dans GLd(ALn) N
1+ p"1My(A)

Démonstration. — Si s € R, soit a, I'idéal fractionnaire de E des éléments z vérifiant vg(z) > s.
L'image o — V, de 0 — Uy—1 dans p"Mg(A)/pF1Mg(A) = My(E) est un cocycle a valeurs dans
Mg(a_g,) et le corollaire II1.3.3 implique qu’il existe V € My(E) vérifiant vg(V) > —(pr%l”)k: tel
que l'on ait V, = (0 — 1)V quel que soit 0 € #%. Le cocycle o — (14 p*[V]) " Uy0(1 + p*[V])
est par construction & valeurs dans 1 + p*™My(A) et comme 1 + p*[V] et (1 + p*[V])~! =
1—pF[V]+p*([V]?) — ... appartiennent & Md(KLn), on en déduit le fait que le cocycle o — V,

est aussi a valeurs dans GLd(Ai +y), ce qui permet de conclure.

Corollaire I11.3.5. — Soientr € Ry, et 0 — U, un 1-cocycle continu de #¥ dans GLd(AI)ﬂ
14+ pMy(A). Alors quel que soit n > 0, il existe M € GLd(AT )N 14+ pMi(A) tel que le cocycle

r+n
o — M~ U,o(M) soit trivial.

Démonstration. — Soit ng, une suite strictement croissante d’éléments de ]0, n[. Utilisant le lemme

précédent, on construit par récurrence pour k > 1 une suite de matrices Vi, € My(E) vérifiant
ve (Vi) = —k(r +np) telle que,si on pose My = 1 + p¥[V4], le cocycle

o — (My...My)"Uso(M; ... M)
soit & valeurs dans GLd(ALnk) N1+ p"My(A). Le produit infini 1,25 My converge dans

1 + pMy(A) vers une matrice M telle que le cocycle 0 — M~U,o(M) soit trivial. D’autre
part, chacun des termes du produit appartient a GLd(AI +y) qui est fermé dans GLg(A) et donc

M e GLd(AI +n); Ce qui permet de conclure.

Revenons a la démonstration de la proposition II1.3.1. Soit ¢ — U, un cocycle continu de J#%
dans GLg(B'). Comme # est compact, il existe r € Ry tel que l'on ait U, € GLd(Ei) quel
que soit o € J¢ et il existe une extension finie galoisienne L de K telle que U, appartienne a
1+7Mg(Al) si o € #4. D aprés le (i) du lemme I11.3.2, il existe une matrice My € GLg(W (ET))
telle que le cocycle o — M IUUO'(M()) soit & valeurs dans 1 + pMd(;‘;) et donc a valeurs dans
GLd(Ai) N1+ pMy(A) si o € #4,. Le corollaire précédent montre qu'il existe M € GLd(AIH)
tel que l'on ait M‘lMgono(MoM) = 1 quel que soit ¢ € 7 et donc que la restriction
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de ¢ — U, & ¢ est cohomologue au cocycle trivial. On en déduit le fait que ¢ — U, est
cohomologue & un cocycle provenant par inflation d'un cocycle sur i /#7, = Gal(BL /BY)
a valeurs dans GLg4(BT)”7t = GLd(BTL). On termine la démonstration en utilisant la trivialité
de Hl(Gal(BE/B}(),GLd(BNTL)),Ntrivialité qui découle du théoréme de Hilbert 90 appliqué a
Pextension galoisienne finie BE/B}( (cf. proposition 11.4.1).

II1.4. La décomplétion ou le passage de Bl a ¢o=(B)

Ce paragraphe est consacré & la démonstration de la bijectivité de ¢1, c’est-a-dire a la démons-
tration de la proposition suivante.

Proposition II1.4.1. — L’inclusion de @‘“(B}() dans ﬁ;( mnduit un 1somorphisme de
H' Tk, GLa(p~=(BY,))) sur HY(Tx, GLg(BY)).

Lemme III.4.2. — Soient K une extension finie de F et v un générateur de I'i. Si A €
GLg(AKk) vérifie vg(A —1) > 0, o A désigne 'image de A dans GLy(Eg), sii € N est tel que
pivg(A — 1) > ¢(K), ot ¢(K) est Uentier défini au corollaire I1.6.2 et si B € GLg(Ak) vérifie
Ri(B) =1 et Ay(B) = BA, alors B = 1.

Démonstration. — Quitte & remplacer A par p'(A) et B par '(B), on peut supposer vg(A—1) >
¢(K) et Ro(B) = 1. Supposons B # 1 et soit k le plus petit entier tel que B ¢ 1+ p ' My(Ak).
On peut alors écrire B = 1 4 p* By ou By est telle que sa réduction B; modulo p est non nulle
et vérifie Ro(B1) = 0.

Si on applique ™ o R}, & cette relation, que I'on pose Cy, = ¢™ o RY (B1) et Dy, = ¢™(A),
utilisant la Bg-linéarité de R}, et le fait que A € GL4(Ak), on obtient la relation (Cp,
Cpm = D YCrDyy — Cpp. Or vg(Y(Cr) — C) < oK) + ve(Cy) puisque Cy, est tué par 9
corollaire 11.6.2) et comme

vg(D Cr Dy — Cr) = vg(Ch) + vE(Dpm — 1) = vg(Ch) + p™vg(4 — 1) > vg(Cp) + ¢(K),

ceci implique vg(Cy,) = +00 et donc Cy,, = 0 quel que soit m € N et par conséquent By = 0, ce
qui conduit & une contradiction et permet de conclure.

Propositign II1.4.3. — Soit 0 — V, un cocycle continu sur Ui a valeurs dans GLg(Bg) et
C € GL4(Bg) tel que le cocycle 0 — W, = C71V,0(C) soit a valeurs dans GLg(p~>°(Bk)) ;
alors C' € GL4(¢~>°(Bk)).

Démonstration. — I' g étant compact, Il existe k € N tel que W, soit a coefficients dans go_k(BK)
quel que soit o € I'k. Appliquant R, pour m > k a l'identité V,o(C) = CW, et utilisant la
¢~ "™(B)-linéarité de R,,, on obtient la relation V,o(C),) = Cp, Wy, ou l'on a posé Cy, = R, (C).
Comme C,, tend vers C' quand m tend vers +oo, il existe mg € N tel que (), soit inversible
et CC,t € GLd(KK) si m > my. Utilisant alors les deux relations obtenues pour éliminer
W,, on obtient la relation CC,,'V, = V,a(CC,,!). Le cocycle o — V, étant continu, il existe
n € N tel que V., appartienne a GLy(Ag) et vérifie vg(V,, —1) > 0. Comme d’autre part,
on a R, (CC,;t) = 1 par construction (cela résulte de la ¢~ ™ (B )-linéarité de R,,), on peut
appliquer le lemme II1.4.2 au corps K,, et 4 A =V, et B = CC;! pour conclure au fait que
C = Oy, si m est assez grand et donc C € GL4(¢ " (Bk)), ce qu’il fallait démontrer.
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Passons a la démonstration de U'injectivité de ¢1. Soient ¢ — U, et o — U/ des cocycles sur
I'x & valeurs dans GLd(gp_OO(B}()) cohomologues dans GLd(B}(), c’est-a-dire tels qu’il existe
Ae GLd(BJ}() tel que l'on ait A~1U,0(A) = U, quels que soit o € I'r. Comme T'k est topologi-
quement engendré par un nombre fini d’éléments (il est en fait topologiquement cyclique), il existe
k € N tel que nos deux cocycles soient a valeurs dans GLd(go_k(B}()). Quitte a remplacer U, et
U! par o*(U,) et ©F(U”), on peut supposer que les deux cocycles sont & valeurs dans GLd(JS}{)
et on déduit de la proposition 111.4.3 le fait que A € GLg(p~*°(Bk)) et comme A € GLd(B}(),
ceci implique que A € GLd(go_Oo(B}()) et donc que nos deux cocycles sont cohomologues dans
GLd(Lp*OO(B}()) ; on en déduit injectivité.

Pour démontrer la surjectivité de ¢1, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme II1.4.4. — Soient K une extension finie de F', yi une générateur de I';, ¢(K) et n(K)
les entiers définis au corollaire II1.2.8, n € N vérifiant n > n(K) et k > 3. Si

U €1+ nUOM(AT () + 7O (AT ),
il existe M € 1+ W(kfl)C(K)Md(KLK) telle que
M~ Uy (M) € 1+ w2 EIMg(A] ) + atHDUONM, (AT ).

Démonstration. — Supposons que la matrice U vérifie la condition du lemme. On peut donc
I’écrire sous la forme d’une somme U = 1 + Uy + Uy ot Uy et Us appartiennent aux ensembles
mentionnés. D’apreés le corollaire I11.2.8, on peut écrire Us sous la forme

Uz = Ro(U2) + (1 = vk)(V)

avec
Ro(Us) € 7" NMy(AT 1) et Ve nt= DN (AT ).
Un calcul brutal, utilisant le fait que 2(k — 1) > k + 1 puisque 'on a supposé k > 3, montre que
L+ U+ V) =1 -V + V2 )1+ Uy + U2)(1 + 7k (V)

est congru a 14+U; +Ro(Uz2) modulo w(k+1)C(K)Md(KIL7K), ce qui montre que M = 14V convient.
Corollaire II1.4.5. — Sin € N vérifie n > n(K) et U € 1+ 7T3C(K)Md(KLK), il existe
M e GLd(ALK) telle que

MU~k (M) € GLg(Al ).

Démonstration. — Le lemme précédent permet de construire par récurrence une suite de matrices

My, pour k > 3 telle que My, € 1+7T(k_1)C(K)Md(ALK) et sil’on pose Uy = (Mg -+ My) tUryg (Mz---

alors Uy € 1+7726(K)Md(AIL’K) +7r(k+1)C(K)Md(AL’K). Le produit infini [} 25 M,, converge donc
dans 1 + TFQC(K)Md(;&LK) vers une matrice qui répond & la question.

Revenons a la démonstration de la surjectivité de ¢1. Soit ¢ — U, un cocycle continu de
'k dans GLd(ﬁE{). Par continuité, il existe m € N et n € N vérifiant n > n(K) tel que
Us €1+ FBC(K)Md(;&L’K) si 0 € I'k,,. Soit 7, un générateur de I';, . D’aprés le corollaire
précédent, il existe A € GLd(A}() telle que si U’ = A7'U,, vm(A), alors U’ € GLd(A}().
Soit ¢ — V, le cocycle sur I'yc défini par V, = A~'U,0(A). On s’est débrouillé pour que
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Vim € GLd(A}() et donc V, € GLd(A;() quel que soit o € 'k, a cause de la relation de cocycle
et de la continuité.

Soit v un générateur de I'. La relation de cocycle et la commutativité de ' impliquent les
relations

Usy = UJU(U’Y) = Uw’Y(Uo) et U»;lUUU(UW) = 7(U0)7

sio € I'k. On tire alors de la proposition I11.4.3 appliquée au cocycle 0 — V, sur I';,, et C' =V,
le fait que V,, a ses coefficients dans ¢~ >°(Bx) et comme ses coefficients appartiennent aussi a ET,
ceci implique que V, € GLd(¢*°°(B})), puis, comme 7y est un générateur de I'x, que o — V,, est
un cocycle sur I'k a valeurs dans GLd(gp_oo(BJ}()) et comme o — V,, est cohomologue & 0 — U,
par construction, ceci permet de démontrer la surjectivité de ¢; et termine la démonstration de
la, proposition 111.4.1.

II1.5. Application aux représentations p-adiques

Proposition I11.5.1. — Si K est une extension finie de F' et 0 — U, est un cocycle continu sur
Gi a valeurs dans GLg(Qp), alors il existe M € GL4(BT) tel que le cocycle 0 — M~ 1Uy0(M)
soit trivial sur Ay et donc a valeurs dans GLd(B}(),

Démonstration. — Q, étant un sous-corps de Bf et I’application naturelle de
HY (T, GLg(~®(Bh,))) dans H' (%, GLqg(B")) étant une bijection d’aprés le thoréme I11.1.1,
il existe My € GLg(BY) tel que le cocycle o — M Uya(Mp) soit trivial sur S et a valeurs
dans GLd(gO*OO(BTK)) et quitte & remplacer My par ©¥(Mp), on peut supposer que le cocycle o —
M 'Uyo(Mp) est a valeurs dans GLd(B}(). Comme d’autre part U'image de H'(5#%, GLqa(Qy))
dans H' (%, GL4(B)) est triviale (c’est une autre maniére d’exprimer le fait que V(D(V)) =V
si V' est une représentation p-adique de %), il existe N € GL4(B) tel que le cocycle o —
N~1U,0(N) soit trivial sur #. On en tire le fait que N~1 My € By etla proposition I11.4.3 ap-
pliquée & C = N~1My et V, = N~'U,0(N) permet de montrer que N 1My € GLy(p~®(Bg)).
1l existe donc k € N tel que M = @F(Mpy) € GLg(B) et M est un élément de GLqg(BH)NGLy(B) =
GL4(B') tel que le cocycle 0 — M~1Uo(M) soit trivial sur %, ce qui permet de conclure.

Corollaire II11.5.2. — 5i K est une extension finie de F, toute représentation p-adique de Yi
est surconvergente.

Démonstration. — Soit V une représentation p-adique de ¥ . Soit e1,...,eq une base de V' sur
Q, et U, € GL4(Qp) la matrice de I'action de 7 dans cette base. Comme ¥k agit trivialement
sur GL4(Qp), les matrices U, vérifient la relation de cocycle Uyr = U,U, = Us0(U;) et on peut
utiliser la proposition précédente pour exhiber M € GLy(BY) telle que le cocycle M~1U, 7 (M)
soit trivial sur #%, ce qui fait que les colonnes de M forment une base de D(V) constituée
d’éléments surconvergents et permet de conclure.

Remarque I11.5.3. — Dans une version précédente de cet article, nous avions énoncé une
version plus forte du théoréme III.1.1 incluant le fait que l'inflation induit une bijection de
Hl(FK,GLd(ap*OO(B}{))) sur HY (%, GLg(¢~>°(B"))). La démonstration était une variante de
celle de la proposition IIL.5.1 exposée ci-dessus reposant sur la trivialite de H'(#%,GLg(B)),
trivialité qui a de grandes chances d’étre fausse.
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