CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS p-ADIQUES
SEMI-STABLES

par

Pierre Colmez & Jean-Marc Fontaine

Résumé. — Nous prouvons que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible est admissible, ce
qui fournit une description de la catégorie des représentations semi-stables d’un corps local.

Abstract. — We prove that every weakly admissible filtered (¢, N)-module is admissible, which
gives a concrete description of the category of semi-stable representations of a local field.
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Introduction

Dans tout cet article, K est un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discréte,
a corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0, K est le corps des fractions de ’anneau W (k)
des vecteurs de Witt a coefficients dans k, ce qui fait que K est une extension finie totalement
ramifiée de Ky, K est une cloture algébrique de K, G est le groupe de Galois de 1'extension
K /K. On appelle représentation p-adique de G i la donnée d'un Q,-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action linéaire et continue de Gg.

Parmi ces représentations, il y a les représentations cristallines et, plus généralement, les
représentations semi-stables. Les représentations « provenant de la géométrie algébrique » (par
exemple les représentations fournies par la cohomologie étale des variétés algébriques, propres et
lisses sur K') sont potentiellement semi-stables, i.e. deviennent semi-stables aprés avoir remplacé
K par une extension finie convenable (voir l'exposé¢ d’Illusie [25] pour l'état du probléme au
début de 1990 et, parmi les travaux plus récents, ceux de Breuil [3], de Faltings [14], de Niziol
[28] et de Tsuji [32]).

A une représentation p-adique semi-stable de G, on sait agsocier un objet de nature purement
algébrique qui est son (p, N)-module filtré. L’intérét de cette construction est que le (¢, N)-
module filtré D associé & une représentation V est beaucoup plus « explicite » et donc beaucoup
plus facile & décrire que la représentation V' (parce qu'il n’y a pas de description « explicite »
de Gg) et que, pourtant, V est déterminée par D. De fagon précise, la correspondance V +— D
définit en fait un ®-foncteur induisant une ®-équivalence entre la catégorie des représentations
p-adiques semi-stables et une sous-catégorie pleine de la catégorie des (y, N)-modules filtrés,
celle des (p, N)-modules filtrés admissibles (cf. [16] et [17] pour les représentations cristallines,
[19] pour le cas général).

Jusqu’a présent cette théorie était incompléte car on ne savait pas décrire explicitement la
catégorie des (p, IV )-modules filtrés admissibles ; toutefois on savait le faire conjecturalement : on
avait défini la catégorie des (o, N)-modules filtrés faiblement admissibles, montré que admissible
implique faiblement admissible et conjecturé que la réciproque était vraie. Pour achever la théorie,
il restait & prouver cette conjecture. C’est ’objet de cet article dans lequel on prouve le théoréme
suivant (voir le théoréme 4.3 pour un énoncé un peu plus fort) :

Théoréme A. — Tout (v, N)-module filiré sur K qui est faiblement admissible est admissible.

Remarque. — 1l y avait déja beaucoup d’exemples de (¢, N)-modules filtrés faiblement admis-
sibles dont on savait prouver qu’ils sont admissibles. Citons notamment (pour des généralités sur
les (¢, N)-modules filtrés, voir le paragraphe 3 ci-dessous; si D est un (¢, N)-module filtré, on
note ¢(D) la longueur de la filtration) :

i)le cas K = Ko, N = 0 et /(D) < 1. On se raméne facilement au cas ou Fil’Dy =
Dk et Fil?Dg = 0. Un (p, N)-module filtré ayant ces propriétés est le module de Dieudonné
d’un groupe p-divisible " sur I'anneau des entiers de K (cf. les travaux de Honda [24]) et la
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représentation p-adique qui lui est associée est alors le dual de V,(I') = Q, ®z, T(I"), ou T,,(I")
est le module de Tate de T' (cf. [15] et [16]). La théorie des groupes p-divisibles (ou de Barsotti-
Tate, cf. [1], [30]) et les questions de Grothendieck sur le foncteur mystérieux [23] sont d’ailleurs
a lorigine de toute la théorie des représentations p-adiques semi-stables.

ii) K = Ko, N =0et (D) <p—1:cest le résultat principal de [21], voir [33] pour une
démonstration plus simple.

ii) [K : Ko]l(D) <p—1, k et N quelconques [4].

iv) [(D) < p — 1, N arbitraire, k fini mais [K : Ky| arbitraire [5]. Breuil démontre en outre
que, si N =0, Fil’Dg = Dk et Fil>Dy = 0, alors la représentation p-adique associée provient
d’un groupe p-divisible comme dans (i).

Indiquons maintenant quelques applications de ce théoréme.

Tout d’abord, comme le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules filtrés admissibles est encore
admissible, on retrouve ainsi, de fagon indirecte, le résultat suivant, déja prouvé par Laffaille [26]
lorsque K = K dans le cas « cristallin », puis par Faltings [13] (toujours dans le cas « cristallin »
mais K quelconque) et enfin par Totaro [31] :

Corollaire 1. — Si Dy et Dy sont deux (p, N)-modules filtrés faiblement admissibles, alors
D1 ® Dy est faiblement admissible.

Ceci permet de considérer la catégorie abélienne des (¢, N)-modules filtrés faiblement admis-
sibles comme une catégorie tannakienne sur Q,. Le foncteur qui & un objet D de cette catégorie
associe la représentation p-adique semi-stable V(D) qui lui correspond (cf. §4 ci-dessous) est
alors un foncteur fibre sur cette catégorie a valeurs dans les Q,-espaces vectoriels de dimension
finie. On retrouve ainsi le résultat de Wintenberger ([34] dans le cas cristallin avec K = Ky, [36,
cor. 1.6.3] dans le cas général) :

Corollaire 2. — La catégorie tannakienne sur Q, des (¢, N)-modules filtrés faiblement admis-
sibles est neutre.

La ®-équivalence entre la catégorie des (i, N)-modules filtrés faiblement admissibles et celle
des représentations p-adiques semi-stables permet de traduire toute propriété de la premiére
catégorie en propriété de la seconde. C’est ainsi que Wintenberger avait montré que les résultats
suivants sont des conséquences du théoréme A :

1 - Soit H un groupe algébrique sur Q,. Le groupe H(Q,) a une structure naturelle de groupe
de Lie p-adique. Soit p : Gg — H(Qp) un homomorphisme continu. On dit que p est de Hodge-
Tate (resp. semi-stable) si toute représentation Qp-linéaire de dimension finie de H, munie de
Paction de Gk induite par p est (il suffit qu’une représentation fidéle le soit).

On peut déduire de [35, th. 1.1.3] dans le cas cristallin avec K = Ky et de [36, th. 2.2.2] dans
le cas général, le résultat suivant :

Proposition. — [37]. Soit f : H — H une isogénie de groupes algébriques définis sur Qp,
soient p' : G — H'(Qp) un homomorphisme continu et p = fq, 0 p : Gx — H(Qy). Si p est
semi-stable et p' de Hodge-Tate, alors il existe un caractére n de G o valeurs dans le noyau de
[ tel que p'n est semi-stable.



4 PIERRE COLMEZ & JEAN-MARC FONTAINE

2 — Notons G le groupe pro-algébrique qui est la limite projective de la cloture zariskienne
de l'image de Gk dans toutes les représentations semi-stables (c’est aussi le groupe des ®-
automorphismes du foncteur fibre sur la catégorie des représentations p-adiques semi-stables de
Gk qui associe & une représentation le Q,-espace vectoriel sous-jacent).

Proposition. — (|36, th. 3.1.1]). Supposons k-algébriquement clos et soit SU le noyau de la
projection de G sur son plus grand quotient abélien. Alors le quotient S de SU par son radical
unipotent est simplement connexze.

3 — Supposons k-algébriquement clos et soit H un groupe algébrique réductif connexe sur
Qp. Soient b € H(Ky) et pn : Gy, — H un sous-groupe & un parameétre défini sur K. Avec
Rapoport et Zink [29], pour toute représentation linéaire de dimension finie U de H sur Q,,
on munit Ko ®q, U d’une structure de (p, N)-module filtré en posant p(A ® u) = o(A)b(u) (si
A€ Ko, u€ U), N=0sur Ko ®U et en munissant K ®k, (Ko ®q, U) = K ®q, U de la
filtration définie par

Fil'(K®U) = Z(K@U)j , pour tout ¢ € Z ,
Jjzi
ou (K ®U); est la partie de poids j relativement a p.

Rapoport et Zink disent que le couple (u, b) est admissible si, pour toute représentation U de H,
le (¢, N)-module filtré Ky ® U est admissible (il suffit que ce soit vérifié pour une représentation
fidele de H).

Lorsqu’il en est ainsi, on dispose de deux foncteurs fibres, a valeurs dans Q,, sur la catégorie
des représentations linéaires de dimension finie de G : le premier est celui qui & U associe le Q,-
espace vectoriel sous-jacent et le second est celui qui associe le Q,-espace vectoriel sous-jacent
a la représentation p-adique de G associée au (i, N)-module filtré Ky ® U. Rapoport et Zink
ont donné une description conjecturale du torseur qui fait passer de I'un & I'autre & 'aide de
Iinvariant de Kottwitz et ont prouvé cette conjecture lorsque le sous-groupe dérivé de H est
simplement connexe. Alors

Proposition. — ([36, cor. ala prop. 4.5.3]). La conjecture de Rapoport-Zink est vraie en général.

En fait, Wintenberger généralise la construction de Rapoport et Zink (en rajoutant un opéra-
teur N, ce qui lui permet de considérer aussi des représentations semi-stables pas nécessairement
cristallines), énonce la généralisation correspondante de la conjecture et montre que c’est une
conséquence de notre théoréme A.

Les deux ingrédients principaux de la preuve du théoréme A sont ce que nous appelons le
« lemme fondamental » et le « complexe fondamental » d’un (¢, N)-module filtré.

Si D est un (¢, N)-module filtré, son complexe fondamental V(D) est un complexe de Q,-
espaces vectoriels de longueur 2 dont le terme de degré 0 ne dépend que de la structure de (¢, N)-
module et le terme de degré 1 que de la filtration. Le HY de ce complexe est la représentation
de Gk associée & D. On montre, entre autres, que le foncteur D — V(D) est exact et, point
important, que, si D est faiblement admissible, alors

(%) HY(V,,(D)) = 0 si et seulement si D est admissible.
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L’idée essentielle de la démonstration du théoréme A est la suivante : soit (D, F'il) un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible (ici D est le (¢, N)-module et Fil la filtration). Il est facile
de voir que sur D on peut toujours trouver une autre filtration Fily telle que (D, Fily) est
admissible. On introduit alors la notion de distance entre deux filtrations et on démontre que, si
la distance entre deux filtrations faiblement admissibles sur D est égale a 1 et si I'une des deux
est admissible, 'autre I’est aussi. Ceci se rameéne, grace a (%), & démontrer la surjectivité d’une
application p: Y — C, ou Y est un Qp-espace vectoriel défini via Bgr et qui est une extension
de C par un Qp-espace vectoriel Yy de dimension finie. La démonstration de cette surjectivité
fait I'objet du lemme fondamental et la difficulté réside dans le fait que p est simplement Q-
linéaire et pas du tout C-linéaire. On s’en tire en rajoutant une variable & C' et en refaisant les
constructions de Bygr, Beris, etc. ..dans ce cadre, ce qui permet d’exprimer p comme une limite
uniforme de fonctions algébriques. Pour conclure la démonstration du théoréme A, on essaie
alors de passer de Fil & F'ily par une suite finie de filtrations, la distance entre deux filtrations
consécutives étant égales a 1.

Remarque. — Signalons qu'une version plus forte du lemme fondamental affirme que le noyau
de l'application p ci-dessus est de dimension finie sur Q,, et méme, que celle-ci est égale a la
dimension de Yp. C’est un des ingrédients permettant de faire fonctionner, lorsque k est fini,
la théorie des « presque-C-représentations de G » qui n’existait jusqu’ici que conjecturalement
[20] et sur laquelle nous reviendrons ultérieurerement : une presque-C'-représentations de G est
un espace de Banach p-adique W muni d’une action linéaire et continue de G tel que 'on peut
trouver un C-espace vectoriel de dimension finie W/ muni d’une action semi-linéaire et continue
de Gk, des sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie V de W et V' de W', stables par G,
et un isomorphisme G-équivariant W/V ~ W’/V’. Contrairement a ce que 1’on pourrait penser
la catégorie de ces presque C-représentations a de bonnes propriétés. En particulier, elle est
abélienne et la cohomologie galoisienne leur associe des Q-espaces vectoriels de dimension finie.

Nous reviendrons aussi ailleurs sur 'utilisation de cette version renforcée de la proposition 2.1
pour obtenir des résultats significatifs dans la direction de la conjecture « de monodromie p-
adique » qui dit que, lorsque le corps résiduel k de K est fini, toute représentation p-adique qui
est de de Rham est potentiellement semi-stable (on prouve entre autres que ceci est vrai pour
les représentations de dimension 2).

1. Rappels et compléments sur B;r (cf. [18])

1.1. Notations générales

Pour toute k-algeébre A (i.e. tout anneau commutatif contenant k), on note W(A) l’anneau
des vecteurs de Witt & coefficients dans A. C’est une W (k)-algébre. Si @ € A, on note [a] =
(a,0,...,0,...) € W(A) son représentant de Teichmiiller.

On note 07 'anneau des entiers de K, Oc le séparé complété de O3 pour la topologie p-
adique et C' = O¢[1/p] son corps des fractions. On note v, la valuation de C normalisée par
vp(p) = 1 et | | la valeur absolue normalisée par |p| = p~!. Pour tout sous-corps fermé L de C,
on note 0, = {c € L | |c| < 1} 'anneau de ses entiers et my, = {c € L | |c| < 1} I'idéal maximal
de ﬁL.
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1.2. Banach p-adiques et C-algébres de Banach

Dans cet article un Banach p-adique est un Qy-espace vectoriel topologique V' dont la topologie
est celle d'un espace de Banach p-adique, i.e. il existe une norme sur V qui en fait un espace
vectoriel normé complet. Pour nous, la norme d’un Banach p-adique n’est donc définie qu’a
équivalence prés.

Un Banach p-adique est donc un Q,-espace vectoriel topologique tel qu’il existe un sous-Z,-
module ¥ de V' qui est séparé et complet pour la topologie p-adique, et tel que V = Upen p "7,
chaque p~™™¥ étant ouvert dans V, la topologie induite par celle de V sur chaque p™" 7 étant la
topologie p-adique.

On appelle un tel ¥ un réseau de V. Tout réseau ¥ de V définit une norme || || sur V : pour
tout v € V, ||v||y = p" si r € Z est le plus grand entier tel que p"v € 7.

Si ¥ est un réseau de V, un sous-Z,-module ¥’ de V est un réseau de V, si et seulement s’il
existe m,n € Z tels que p™¥ C V' C p" V.

On appelle C-algébre de Banach la donnée d’un anneau commutatif &/ contenant C', muni
d’'une norme || || vérifiant ||ca|| = || ||al| et ||ad’|| < [|a]] - ||d']| si ¢ € C, a,d’ € o7, complete
pour cette norme. On pose alors 0, = {a € A | ||a|| < 1}. C’est un réseau du Banach p-adique
/. C’est aussi une O¢-algébre sans p-torsion et &7 = O[1/p].

Soit aussi 0% = {x € Oy | ||z — 1|| < 1}; c’est un sous-groupe du groupe des unités de &
et si x € 07 la suite de terme général 2P" tend vers 1 quand r tend vers 4oo.

On dit qu'une C-algébre de Banach est p-bonne si elle satisfait les trois propriétés suivantes :

(B1) pour tout a € &7, on a ||aP|| = (||al|)?,

(B2) 'application z — 2P induit une surjection de O /pOy sur O /p0Oy,

(B3) tout élément de 7 a exactement p" racines p"-iémes dans €7 ou, de maniére équiva-
lente, l'application = — 2?" induit un morphisme (de groupes) de &*F dans ¢ qui est surjectif
et dont le noyau n’a pas d’autre élément que les racines p™-iémes de 'unité de C.

C’est en particulier le cas de C.

1.3. Les anneaux R(«), Bip(#), Acis() et B

cris

()
Dans ce numéro et dans le suivant, &7 est une C-algébre de Banach p-bonne.

Remarquons que k s’identifie & un sous-corps de 'anneau @,/ /p0,, : il suffit d’identifier A € k
a I'image de [\ € W(k) C Oc C Oy dans Oy /pO.y.

On pose

R(e) = lim O [pO.y ,
neN

les applications de transition étant données par le Frobenius. Un élément = € R(</) peut donc
étre considéré comme une suite (@, )nen d’éléments de 0 /p0,, vérifiant ! 41 = Tp pour tout
n.

L’anneau R(<7) est un anneau parfait de caractéristique p. Il a une structure de k-algébre : si
AEketr=(Tn)neN, on a Az = (N " T,)nenN.

Soit x = (zp)nen € R(&). Pour tout n € N choisissons un relévement Z,, de x, dans 0.
On voit que, pour tout m € N fix¢, la suite des (&,,4,)P" converge dans 0, vers un élément
2(™) indépendant du choix des relévements. L’application z +— (z("™),,en est une bijection de
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R(&7) sur ensemble des suites d’éléments de @, verifiant (z(™+1))P = 20 pour tout m. Nous
utilisons cette bijection pour identifier R(/) & 'ensemble de ces suites.

Alors, si A € k, 2 = (™) penyy = @™ )men € R(#), on a Az = (W "]z(™),en,
z+y =z, avec 2™ = lim, o0 (M) 4 (V" gy = (20 () ).

Comme R(</) est parfait, W (R(<)) est sans p-torsion et pW (R(/)) est 'idéal de W (R(«7))
formé des vecteurs de Witt dont la composante d’indice 0 est nulle.

L’application

0:W(R()) — O,

qui & (a1,as,...,ay,,...) associe 320 pna;"), est un homomorphisme de W (k)-algébres.

Proposition 1.1. — Soitw € R(O¢) C R() tel que 70 = p et soit € = 7] —p € W(R(C)) C
W(R(g7)). Alors

i) L’application x — xo de R(/) dans O /pOy est surjective et son noyau est l'idéal principal
de R(<) engendré par .

i) L’application 0 est surjective et son noyau est l'idéal principal de W(R(</)) engendré par

I3

Démonstration. — La premiére application est surjective grace a (B2) et il est clair que son
noyau contient 7. Réciproquement, si x = (w(m))meN est dans ce noyau, z(®) € p&,,. Donc
|z < |p|. La proprieté (B1) implique que, pour tout m € N, |[z™)|| < |#(™)|, ou encore
que y™ = z(M) /z(m) ¢ ¢, Comme (ymt)P = (z(m+D) /r(m+Dyp — g(m) /7(m) — (M) on a
y = (Y™ pmen € R() et x =1y, dot i).

Comme W(R(</)) et O, sont séparés et complets pour la topologie p-adique, pour vérifier
la surjectivité de 6, il suffit de le faire modulo p et il suffit d’utiliser la surjectivité dans le le
i) pour ce faire. Finalement, comme &, est sans p-torsion et W(R(</)) est séparé et complet
pour la topologie p-adique, il suffit, terminer la démonstration de ii), de montrer que, si a =
(ag,at,...,an,...) € Ker 0, alors il existe b € W(R(«)) tel que a — b € pW (R(/)). Mais,
d’apres le i), il existe y € R(/) tel que ag = 7y et il suffit de prendre b = [y] puisque a — &b =
lao] — [7][y] = 0 (mod pW (R(s7))). 0

L’application 6 s’étend de maniére évidente en une application Ky-linéaire surjective, encore
notée 6, de W(R(</))[1/p] sur &7 dont le noyau est l'idéal principal de W (R(<7))[1/p] engendré
par £. Pour tout entier m > 0, on pose By, (/) = W(R(«/))[1/p]/(Ker 6)™. On note BJ,(</) =
lim = B, () le séparé compléte de W(R(<7))[1/p] pour la topologie (Ker )-adique.

Pour tout m € N, By, (%) est un Banach p-adique dont un réseau est l'image de W (R(#/)) (qui
s'identifie au quotient de W (R(«/)) par &mW (R())). On en déduit que tout B, («/)-module
de longueur finie est, avec sa topologie naturelle, un Banach p-adique. On pourra remarquer que,
en revanche, BJR(JZJ{ ), muni de la topologie de la limite projective, avec la topologie de Banach
p-adique sur chaque B,, (<), n’est pas un Banach p-adique.

De méme, on note A.is(27) le séparé complété pour la topologie p-adique de 'enveloppe a
puissances divisées de W (R(.«7)) relativement & I'idéal Ker 6. C’est aussi le séparé complété pour
la topologie p-adique de la sous-W (R(</))-algeébre (ou du sous-W (R(/))-module, cela revient
ici au méme) de W(R(&))[1/p] engendrée par les £™/m! pour m € N. L’anneau A.is(%)
peut aussi étre considéré comme le séparé complété pour la topologie p-adique de ’enveloppe a
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puissances divisées de I'anneau W (R(/)) relativement a 'idéal J(o7) = Ker 6 + pW (R(</)),
image inverse par 6 de pgf, compatibles avec les puissances divisées canoniques qui existent sur
I'idéal engendré par p. Comme ¢(J(&)) C J(&), le Frobenius s’étend en un endomorphisme,
encore noté ¢, de 'anneau Apis(27).

On pose aussi B, (&) = Acris(2)[1/p]. C'est une Ky-algébre munie d'un Frobenius ¢ (pro-
longeant ¢ sur Ag.is(7)), semi-linéaire relativement au Frobenius absolu o agissant sur K.

L’anneau B (/) est un Banach p-adique et A..;s(.7) en est un réseau.

cris
Les By, () et Bjp(</) sont, de maniére naturelle, des W (R())[1/p]-algébre. Tout &lé-

-+ 2 . N . +00 gn
ment de B_ . (&) peut s’écrire, de maniére non unique, sous la forme ) ') a5y, avec les

n

an € W(R(4))[1/p] tendant p-adiquement vers 0. On en déduit un homomorphisme naturel de
B}, (/) dans les By, () et dans B ().

cris

1.4. Les groupes U;(%) et U()
On pose
U (o) ={(@"™)men € R() | 20 € 14 2p0.}
U (/) ={(@"™)men € R(7) | 2V € 677} .

La propriété (B1) et Uinégalité |[(z? — 1) — (x — 1)P|| < 1 valable pour tout élément = de Oy
permettent de montrer que, si 2P € 077, alors x € 07;. Ceci implique que 'on a M e o
si (x(™)en € UX (o). Les ensembles U (/) et U* (/) sont des sous-groupes du groupe
multiplicatif de R(«7). Le premier est séparé et complet pour la topologie p-adique et est donc
un Zj,-module; comme il existe r € N tel que 2P €14+ 20, six € 077, le second s’identifie
au Qp-espace vectoriel Q, ®z, U («/). Comme U;* (/) est sans p-torsion, U* (/) peut étre
considéré comme un Banach p-adique dont U} (&) est un réseau.
Siz e U (), [x] — 1€ J() et la série
“+oo
log[z] = (=1)"*([2] - 1)"/n
n=1
converge dans A.;5(27). On obtient ainsi une application Z,-linéaire de U;* (&) dans Agis(</)
que l'on prolonge en une application Q,-linéaire de U* (=) dans B, (/) que I'on note encore

x +— loglz]. On a ¢([z]) = [2P] et donc p(log[z]) = plog[x] si x € U ().

Proposition 1.2. — Soit
0:U(o) — Ba()

Uapplication qui G x associe limage de log|x] via ’homomorphisme naturel B, (/) — Ba(<).

i) L’application 6 o 0 : U* (/) — o est surjective et son noyau est un Qp-espace vectoriel de
dimension 1 formé des x € U* (/) tels que () est une racine de l'unité d’ordre une puissance
de p dans C ;

ii) Uapplication 0 est injective et définit un homéomorphisme de U* (/) sur son image qui est
un sous-Qp-espace vectoriel fermé du Banach p-adique Bo(<7).

Démonstration. — Le logarithme définit un isomorphisme du groupe multiplicatif 1 4+ 2p&,, sur
le groupe additif 2p@,,. Pour tout a € 1+ 2p0,,, il existe, grace & (B3), une suite d’éléments
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(M) en de €7 verifiant 20 = a et (2" TV = 2™ pour tout m et donc (z(™)en €
U (&) et la restriction de @ o ¢ a U;* (<) a pour image 2p0,,. Le noyau de cette restriction est
formé des (z(™),en tels que (O = 1 et, grace a (B3), tous les (™ sont alors dans C. Soit
= (™) pen € R(), avec e =T et eV £1. On a e € R(C) C R(), la suite

0—er - UM () — 2pOy — 0

est exacte et 'assertion (i) s’en déduit en rendant p inversible.

Soit £ Pimage de ¢ dans By (7). On sait ([18, §1.5.4]) que, lorsque &7 = C, il existe ¢y € O¢
non nul tel que (e) = cof ; la méme formule reste vraie lorsque l'on envoie &g dans €. On
en déduit que £() # 0 et £ est bien injective. On voit aussi que I'image par ¢ du noyau de 6 o £
s'identifie au Q,-espace vectoriel engendré par ¢ = log|e].

L’image As(</) de W(R(<7)) dans Ba(<7) qui est aussi celle de Agris(2/) est un réseau de ce
Banach p-adique et on a une suite exacte

0—>@Q¢§~—>Ag(d)—>ﬁ£{—>0.
Mais on a un diagramme commutatif

0 — e — UNA) — 2004, — 0
L ! !
0 — O4f — Aoed) — Oy — 0

ou les lignes sont exactes. On en déduit I'injectivité de I'application [.

On en déduit aussi que Qut N (U (&) = Zpp~™t si m € N désigne le plus grand entier
tel que co/p™ € Oc. Soit u € UX( ) tel que f(u) € Az(ef); on a 0(4(u)) € o et il existe
v € U () tel que 8(L(v)) = 0(£(u?P)). Alors £(u?/v) € Qut N As() = Zpp~™t et il existe

m

r € Zy tel que u?P /v = ¢"/P" | donc u R = U (&). On en déduit que
1
U (o) € 1 (Az(o)) C (UF (o))

donc que l'image inverse par ¢ du réseau Az(o/) de Ba(/) est un réseau de U* (&) et la
proposition en résulte. O

Remarque. — On peut montrer (cela résulte de la description de By(0¢) faite dans [18] et
de ce que, pour tout n € N l'annulateur de ds(”)/s(") € Qtlfi—/W(k:) est 'idéal des ¢ € O
K

1
vérifiant |c¢| < p"” »-1, voir aussi [17, prop. 2.17]) que I’élément cy introduit dans la preuve de la

proposition précédente vérifie |co| = pr—T. L’entier m ci-dessus vaut donc 0sip # 2 et 1 si p = 2.
Nous n’en n’aurons pas besoin.

On note U() (resp. Uy (<)) I'image de U* (&) (resp. U;(«/)) dans B}, (/) aussi bien que
dans Ba (7).

Dans toute la suite, on fixe ¢ € U, (0¢) C U} (/) comme ci-dessus (on a donc & = (™) ,,.en;,
avec (0 =1 et e £ 1); on pose t = {(e) € U1(Oc) C Ui(«7). On peut donc considérer e (resp.
t) comme un générateur du module de Tate Z,(1) = lim ppm (K) noté multiplicativement (resp.
additivement).

Pour tout Z,-module M, on pose M(1) = M ®z, Zy(1).



10 PIERRE COLMEZ & JEAN-MARC FONTAINE

On voit que l'on a des diagrammes commutatifs
0 — Z,(1) — Ui(&) — 20y — 0
I ! !
0 — 0y — A(#) — Oy — 0
et
0 - Q) - U) — o — 0
! ! I
0 — (1) — By(&) — & — 0
dont les lignes sont exactes. En particulier, Ba(«7) s’identifie a4 la somme amalgamée de U (<)
et de o/(1) au-dessus de Qp(1) (mais, dans cette identification, on ne voit plus la structure
d’anneau).

Toutes ces constructions sont fonctorielles : Remarquons d’abord que, grace a (B1),
Oy ={ac | (ca)l — 0sin oo, pourtout c € mg} .

Si o) et o sont deux C-algébres de Banach p-adiques p-bonnes et si s : @ — 4 est un
homomorphisme continu de C-algébres, il envoie donc 0, dans O, et il induit des morphismes,
que nous notons encore s de R(7)) dans R(%4), de W(R(<)) dans W (R(#4)), de By, (%) dans
B, (9%) pour tout m € N | de B;R(;zfl) dans B;R(b@fg), de Agpis(7)) dans Agpis(92), de B;Cis(szfl)
dans B, (o), de Uy () dans Uy (o), et de U(27) dans U(eh). Tous les diagrammes auxcquels

on peut raisonnablement penser sont commutatifs.

1.5. Le corps Bygr et ’anneau By,

Comme d’habitude, pour tout entier i > 0, on pose Zy(i) = SyminZp(l) et on note Z,(—1)
son dual. Pour tout i € Z, Z,(i) est le Z,-module libre de rang 1 de base t'. Pour tout Z,-module
M et tout i € Z, on pose M (i) = M ®z, Zy(i); pour tout € M, on pose 2t =z @ t* € M(i).

Dans le cas particulier ott & = C, on pose R = R(C), B,, = B, (C), Bjr = B(C),
Acm's = ACM‘S(C), B+ = B+ (C), U1 = Ul(C) et U = U(C)

cris cris

Alors B:{R est un anneau de valuation discréte, de corps résiduel C et ¢ est un générateur de
I'idéal maximal de BC';'R.

On note By = BJR[l/t] le corps des fractions de B:[R et, pour tout i € Z, Fil'Bgp 'idéal
fractionnaire qui est la puissance i-iéme de I'idéal maximal de B;R. Pour tout ¢ € Z, on a donc
Fil'Byg = Bjp.t' = Bn(i) et, si m € N, Fil' Byg/Fil™ ™™ Byg = Bp,(i).

Le groupe Gk = Gal(K/K) opére sur B, et Byr. On peut montrer (nous n’en aurons pas
besoin) qu’il n’existe pas de section Gi-équivariante de la projection de B:{R sur C, mais il existe
un unique homomorphisme G g-équivariant de K dans B;R qui, composé avec la projection de
B:{R sur C, donne l'identité sur K et ceci nous permet de considérer les anneaux B;R, Byg et les
B, comme des K-algébres. On a (Byg)®% = (BJ,)¢% = K. Sim > 1, on a aussi (B,)“% = K.
Finalement, si s < 0, on a (Bgr/Fil*Byg)®% =0 et, si s > 1, on a (Bgr/Fil*Byr)%% = K.

On pose Beris = B;is[l/t]. Le Frobenius sur B;ﬁis

phisme, encore noté ¢, de 'anneau B.;s (on a ¢(1/t) = 1/pt). L’application naturelle de B
dans B:{R s’étend de maniére unique en un homomorphisme injectif de B..;s dans Byr ce qui

s’étend de maniére unique en un endomor-
+

cris
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nous permet de considérer B
(resp. Byg).

s (resp. Bepis) comme une sous-Ko-algebre, stable par Gx de B:{R

Rappelons que I’on a choisi 7 € R tel que 7(%) = p, de sorte que [7] € W(R). Si I'on prolonge
le logarithme p-adique usuel en posant log(p) = 0, on peut voir log[r] comme un élément de
Fil' Byg, en posant

+oo
logfr] = log([]/p) = Z<—1>”+1<[;f] C1)n.
n=1

Alors log[n] est transcendant sur le corps des fractions de Beyis, ce qui fait que la sous-Bepis-
algebre By de Bgr engendré par log|w] s’identifie & 'anneau des polynémes en l'indéterminée
log[n] & coefficients dans Be,is. Elle est stable par Gx (et ne dépend pas du choix de 7 tel que
7(0) = p). On étend le Frobenius en un endomorphisme de Panneau By en posant o(log[r]) =
plog[m]. On note N l'unique Beyis-dérivation de By telle que N(log[n]) = —1. Alors N qui ne
dépend pas non plus du choix de m commute a 'action de G et vérifie No = ppN. On a
Bcris - Bgzo-

Remarque. — Avec les conventions de [18], on voit que I'on a choisi le plongement canonique
de Bs: dans Bgr et que 'on a choisit pour N le choix opposé au choix canonique. Comme on
I'a remarqué dans [19], la validité du théoréme A ne dépend pas de ces choix. Pour N nous
avons adopté la convention opposée a celle de [18] pour tenir compte d'une remarque de Tsuji
sur 'interprétation « géométrique » de cet opérateur (|32, remark 4.1.1]).

Rappelons enfin que, I'application naturelle K ®g, Bs; — Bggr est injective et nous permet
d’identifier K ®k, Bs & un sous-anneau de Bgp.

s p=1
1.6. L’anneau B/,

Notons BZ;Z . la sous-Q-algebre de B.;s formée des b tels que ¢b = b. C’est aussi la sous-Q,-

algebre de By formé des b qui vérifient Nb = 0 et b = b.

On muni Bé’;zs de la filtration induite par celle de Bggr, i.e., pour tout ¢ € Z, on pose

FillB?=! = B?=! N Fil' Byp.

cris Cris

On voit que Q, C Fil°B?=! On dispose d’une application canonique de BY._.

cris

! dans BdR/BdR
c’est le composé de l'inclusion ngl C Beris C BdR avec la projection de Bygr sur BdR/BdR-
e ' dans Fil~ T’BdR/BdR = B.(—r).
Rappelons que U s’identifie & un sous-Q,-espace vectoriel de B;Z s C B 1 contenant Q,(1) =

Q,.t. Pour tout v € U, on a pu = pu. Par conséquent, u/t € Beris verlﬁe o(u/t) = u/t et
u/t € Fil ' Bgg. Autrement dit u/t € Fil"'B¥>} ie. U(-1) C Fil"'B?>}.

cris

cris

Pour tout r > 0, cette application envoie Fil~"B?_

cris ?

Proposition 1.3. — i) On a leongZSl = Q, et, pour tout i > 0, le’B‘c’;:S =0.
ii) On a U(~1) = Fil 'B¥.}.
iii) Soit v un élément de U(—1) qui n’appartient pas & Qp. Pour tout entier v > 1 et pour

tout b € Fil™ 7B:fms , il eziste bo,b1,...,br—1 € U(—1), (non uniquement déterminés) tels que
bz bo+b1v+ ...+ b_qv" L

iv) Pour tout entier r > 1, la suite

0— Q, — Fil"BZ_. ' 5 B.(-r) =0

cris
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est exacte.
v) La suite
=1
0— Qp — Bfy, — Bar/Bjp — 0

est exacte.

Démonstration. — Le fait que Fz’lOngs1 = Q, est un peu délicat a établir mais est bien connu
(cf. [18], c’est d’ailleurs grace a cela qu’une représentation p-adique semi-stable est déterminée
par son (p, N)-module filtré, cf. [19]). On en déduit que Fil' B! = 0sii > 1, dou (i).

cris
On en déduit aussi que, pour tout entier r > 1, la suite

0— Q, — Fil "B?>! — B.(—r)

cris
est exacte.
Par ailleurs (prop. 1.2), la suite

0-Qy(l)=U—-C—0
est exacte. On a donc un diagramme commutatif
0 - Q — U(-1) - C(-1) — 0

| | |
0 — Q, — Fil™'B?Z — Bi(-1)

cris
dont les colonnes sont exactes. On en déduit (ii) et (iv) pour r = 1.

Supposons r > 2 et soit X, ’ensemble des éléments de B,.;s qui peuvent s’écrire sous la
forme Z;;% b,v", avec les b, dans U(—1). C’est un sous-Qp-espace vectoriel de F’ il*TBfﬁsl. On
av = uy/t, avcec vg € U et O(vg) # 0. Tout élément b,_; de U(—1) s’écrit b1 = b,_,/t avec
V.., € U.On aalors b1~ = b._ 00 1 /t" et 0(b._yv5 ) = 0(b._)(0(vp))" ') parcourt C
lorsque b)._; parcourt U. On en déduit que la projection de X, sur Fil™"Byg/Fil ="' Byr =
C(—r) est surjective. Par induction sur r, il en résulte que la projection de X, sur B,(—r) est
surjective. Comme dans le cas r = 1, on a alors un diagramme commutatif

0 — Qp — X, — B7,(—r) — 0
I | |
0 — Q, — Fil™"B?! — B.(-r)
dont les colonnes sont exactes. On en déduit (iii) et (iv).
Enfin (v) résulte de (iv) par passage a la limite. O

Remarque. — La suite exacte ci-dessus a déja été considérée dans [7, Ch. IIT §3]). C’est une
variante de la suite exacte fondamentale de Bloch et Kato (|2, prop. 1.17]).

2. Le lemme fondamental
Dans ce paragraphe, on se propose de prouver le résultat suivant :

Proposition 2.1. — (lemme fondamental, version faible). Soient h un entier > 2, vy, va, ..., vy €
Bs, a1,a9,...,an € C des éléments non tous nuls tels que 22:1 anf(vy) =0 et soit

Y = {(u1,us,...,up) € UM | 3c € C tel que O(uy,) = coy, pour tout n} .
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Soit p: Y — Bs la restriction a Y de Uapplication de U" dans By qui envoie (ui,us, ..., up) sur
Zzzl Unvy. Alors Im p C C(1) et ou bien Im p = p(Qp(1)") (et donc dimg, Im p < h) ou bien
Im p=C(1).

Remarque. — En travaillant nettement plus, on peut démontrer en outre (|8], lemme fonda-
mental, version forte) que si I'image de p n’est pas de dimension finie sur Q,, alors le noyau de
p est de dimension finie égale & h sur Q,. Nous n’en n’aurons pas besoin ici.

Début de la preuve de la proposition 2.1. — Pour y = (uy,u2,...,up) € Y, ¢ comme ci-dessus
est unique et on note v : Y — C 'application qui envoie y sur c¢. On a une suite exacte

0—-QM)"—=Y —-C—0.

Siy = (ug,ug,...,up) € Y,alors p(y) = Zzzl Un U, donc O(p(y)) = > 0(un)0(vy) = v(y). > anb(vy) =
0 et on a bien Im p C C(1).

Pour démontrer le reste de la proposition, 'idée est de rajouter une variable & C et d’exprimer
p comimne une limite uniforme de « fonctions algébriques », puis d’utiliser une version précise du
fait qu'une telle fonction algébrique est ouverte (lemme 2.4), ce qui permet d’en déduire une
version approchée du résultat ; finalement, la linéarité de p permet de conclure.

On note O = Oc{T} le séparé complété pour la topologie p-adique de 'anneau O[T des
polynoémes en l'indéterminée T' & coefficients dans ¢ et on pose ¥ = O »[1/p] = C{T}. Tout
élément a € O 4 (resp. € #') s’écrit donc de maniére unique sous la forme

+oo
a= Z a, T" |
r=0

avec les a, € O¢ (resp. € C) tendant p-adiquement vers 0. Pour un tel a, on pose ||a|| =
sup, exlar] B

On note & le corps des fractions de JZ et on choisit une cloture algébrique & de &. On note
A la fermeture intégrale de .# dans &.

On prolonge I'application || || : .# — R en une application définie sur .# en posant, pour
tout p € A, si P(X) = X" 4+ 3"} a; X € #[X] est le polynome minimal de y sur %,

1
||| = supggicpn1llail|>=F .

Lemme 2.2. — L’application || || : & — R est une norme. La C-algébre € complétée de A
pour cette norme, munie du prolongement de la norme par continuité, est une C-algébre de
Banach p-bonne.

Démonstration. — D’abord, il est clair (et bien connu) que la restriction de || || & % est une
norme (norme de Gauss) et que 0 est ’ensemble des éléments de #~ de norme < 1.

Notons 0 la fermeture intégrale de 0 dans &. On a & = O[1/p]. On a aussi {||u|| | p €
K'Y ={lc| | ¢ € C} et ||cul|| = |e|.||u|| pour ¢ € C et u € X . Alors, si u € A et c € C avec
c#0,ona||p|| <|c|si et seulement si pu/c € 0. On en déduit que || || est une norme sur ¢
et que %, munie de la norme définie par continuité, est une C-algébre de Banach.
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Remarque. — En fait # est la réunion filtrante de ses sous-# -algébres finies. Si .# est 1'une
d’entre elles, c’est une algebre affinoide sur C| intégre et de dimension 1 (cf. |22, chap. II| par
exemple) ; la restriction de la norme & % est la norme spectrale et £ est compléte pour cette
norme.

Il reste & vérifier que € est p-bonne :

— Montrons (B1) : si a € ', on a a € O si et seulement si a? € O et on en déduit que
l|a?|| = (||a||)P; la méme formule pour a € € s’en déduit par continuité.

— Montrons (B2) : L’application & — P est une surjection de K sur K et donc (grace a (B1))
aussi de O sur O et de O /pO—; = Oy [pOy sur O /pO.

— Montrons (B3) : Remarquons d’abord que ﬁﬁ = 0 N 07 est un sous-groupe de 07" car,
si a € 022, son inverse a ~1 dans € est de la forme Sore (1 —a)", série a termes dans % [a] qui

converge dans € et donc aussi dans % [a] C % puisque # [a] est compléte.

Soit x € 0F. Choisissons a € O vérifiant a — x € 2p" 0. Alors a € ﬁ** et a”lx =
14+ a'(z—a) €1+ 2p Oy don 'on déduit que I'application naturelle de ﬁ**/( + 2p"0)
dans 07" /(1 4 2p"Oy) est un isomorphisme.

D’autre part, si @ € 1+2p" 710y, la série g(z) = 3720 ( 7T) (x —1)™ converge dans 1+ 2p0y
et le méme argument que précédemment montre que, si € #, alors g(x) aussi. On en déduit
que I’élévation a la puissance p” induit un isomorphisme de 1+ 2p@y sur 1+ 2p" 10 dont g est
I'inverse et un isomorphisme de 1+2p0— sur 1 +2p”1ﬁ7 dont la restriction de g & 1+2p”+16’7
est 'inverse.

La conjonction des isomorphismes précédents montre que noyau et conoyau de ’application
de 07 dans lui-méme qui envoie z sur xP" s’identifient aux noyau et conoyau de 1'élévation a
la puissance p” dans 6";7*. Comme .# est intégre, le noyau se réduit bien au groupe des racines
p-iémes de 1 dans C. Finalement, si x € ﬁ?, il existe y € # vérifiant y*" =z et onay € ﬁ%
[cf. les lignes suivant la définition de U{* () et U* (/)] ; I’élévation a la puissance p"-iéme est
bien surjective sur ﬁ%. O

Le résultat suivant est un avatar du lemme de Hensel :

Lemme 2.3. — Soit P(X) = X"+ .17, Va; X' € A[X] un polynome unitaire & coefficients
dans Oy. Pour 0 < 1 < n — 1, posons a; = jog a; I, avec les a;, € C. Supposons que
lago| <1, |air| <1 pour 1 <i<n—1sir#0 et qu’il existe i tel que |a; 0| = 1. Alors P n’est

pas irréductible sur O [ X].

Démonstration. — Soit d le plus petit entier tel que |aqo| = 1. Posons Q1(X) = Xdet R1(X) =
ago+ ag+10X +...+ an_lvoX”_l_d. On voit qu’il existe VW € O¢[X] tels que VQ1 + WR; =
1. Si P = @1 Ry, le lemme est prouvé. Sinon, on voit qu’il exsite a € mg non nul tel que
P—Q1R; € a0 4[X]. Soit I I'idéal de & 4 [X] engendré par a. Comme pour la preuve du lemme
de Hensel classique, on utilise les polynémes V et W pour construire, par induction sur m, des
polynémes Qu,, R, € O [X] vérifiant deg Qy, = d, deg Ry, =n — d, Quy = Q-1 (mod I™1),
Ry = Ry1 (mod I™™Y), P = QR (mod I™). La suite des Qy, (resp. des R,,) converge vers
un polynome @ de degré d (resp. R de degré n — d) dans 04 [X] et P=QR. O
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On note S 'ensemble des homomorphismes (automatiquement continus), de Oc-algébres de
O~ dans Oc. La restriction de s € S & 0 est déterminée de maniére unique par s(7') et
K apphcatlon s+ s(T) de S dans O¢ est surjective.

Tout s € S se prolonge de maniére unique en un élément de Spm .#, ensemble des homomor-
phismes continus de C-algébres de .# dans C et, inversement la restriction a O~ d’'un élément
de Spm ¥ appartient & S, ce qui permet d’identifier S & Spm .

De méme, tout s € S se prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu de O¢-
algebres, encore noté s, de Oy dans O¢ (resp. de € dans C) et S s’identifie ainsi & 1’ensemble
de ces homomorphismes.

On choisit un élément sp € S tel que so(7") = 0.

Lemme 2.4. — Soit g € O vérifiant so(po) = 0 et ||puo|| = 1. Soit n le degré de po sur K .
1l existe alors un entier m vérifiant 0 < m < n et des éléments c1,ca,...,cm € O¢ tels que, pour
tout ¢ € O¢c vérifiant ¢ — c; € mg pour 1 < j <m, il existe s € S tel que s(po) = c.

Démonstration. — Si
P(T,X)=ap+a1 X +...+a, 1 X" '+ X" € Or[X]

est le polynome minimal de ug sur 0 4, avec a; = Z;:S a;I", le fait que ||uo|| = 1 signifie que
tous les a;, sont dans O¢ mais que I'un au moins d’entre eux est une unité.

Ona0=solap+aipo+...+an— 1,116’*1 +15) = so(ao) = ao,, donc agp = 0. Il résulte alors du
lemme précédent qu’il existe un entier r > 1 tel que I'un au moins des a; ., pour 0 <4 < n—1 est
une unité. Choisisssons un tel r. Soient ¢y, co, ..., ¢y, les racines distinctes dans O¢ de I’équation
Z;L:_Ol aivai =0.

Si c € O¢ vérifie |c —¢j| = 1 pour j = 1,2,...,m, on a ’Z?;ol airc'| = 1. Alors P(T,c) €
Oc{T} s’écrit P(T,c) = z;og /T, avec ap = aoo + apic + ... + agp_1c""t + ¢ et, pour
L>1, ap= Z?:_ol ai¢c’. En particulier, le polygone de Newton de P(T',c) passe par le point de
coordonnées (r,0) et a au moins une pente négative ou nulle. On en déduit qu'il existe x € O¢
tel que P(zx,c) = 0.

La sous-0 y-algébre O y[ug] de 0 engendrée par pg s'identifie au quotient de &4 [X] par
l'idéal engendré par P(T,X). Il existe donc un unique homomorphisme de Oc-algebres s, :
O xlpo] — Oc tel que s,,(T) = et s,,(p0) = c. Soit p le noyau de s,,. Comme O est entier
sur Oy [uo), on peut trouver un idéal premier P de 0 au-dessus de p. Mais alors 0 /B est
entier sur Oy [po]/p = Oc, donc O /B = O¢ et il suffit de prendre pour s la projection de 0

sur O /B. O

Lemme 2.5. — Soit p € Oy tel que so(p) = 0 et ||u|| = 1. Pour tout € > 0, il existe m € N,
€1,€2,...,Cm € Oc tels que, pour tout c € Oc vérifiant ¢ — c; € mg pour 1 < j < m, il existe
s €S tel que |s(pu) —c| <e.

Démonstration. — Soit v € £ et soit ag+ a1 X + ...+ an_1 X" '+ X" le polynoéme minimal de
v sur . Pour tout s € S, on a |s(a;)| < |a;|| pour 0 <i < n— 1. Comme s(ag) + s(ay)s(v) +

oot s(an—1)s()" L+ 5(v)" = 0, on en déduit que |s(v)| < ||v||- Par continuité, la méme formule
reste vraie pour v € €.
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Choisissons alors pig € O tel que || — po|| < €. D’aprés ce qui précede, on a [so(po)| =
lso(pe — po)| < || — pol] < e et done || — (o — so(p0))]| < € ce qui fait que, quitte a remplacer
po par po — so(po), on peut supposer so(up) = 0. Appliquons le lemme précédent & g : pour
tout ¢ vérifiant les conditions requises, il existe s € S tel que s(up) = c et on a |s(p) — ¢ =

1s(1) — s(po)| = |s( — po)| < || — pol| <e. O

Fin de la preuve du lemme fondamental. — Posons By = Bo(COy), % = U(Og), % = Ui(Oy)
et Uy = U1(Oc). Posons aussi Y7 = Y N (U1)? : ¢’est un réseau du Banach p-adique Y.
On a (cf. §1.4) un diagramme commutatif

0 — Zp(l) — Ul — 2pﬁc — 0

| ! |
0 — Z,1) — % — 2p0y — 0

dont les lignes sont exactes. On voit aussi que, pour tout s € S, s(74) C U;.

Quitte & multiplier les «;, pour 1 < ¢ < h par une puissance de p convenable, on peut supposer
que «; € 2p0¢, pour tout i. Pour 1 < ¢ < h, on peut alors trouver \; € % tel que 6(\;) = o;T.
Soit )\; =\ — 80()\0. Comme 80(%1) c U C 02/1, )\; S 02/1 et 9(/\;) = 9()\1) — G(SO(Al)) =
0(Ni) — so(a;T) = 6(N;). En outre, so(X,) = so(Ai) — so(Ai) = 0. Donc, quitte a remplacer A; par
A;, on peut supposer que so(A;) = 0.

Pour tout s € S, posons 1(s) = (s(A1),5(A2),...,5(\)) € (U1)". On a 0(s(\;)) = s(0(\;)) =
s(T).a; et n(s) € Yi. On peut donc considérer n comme une application de S dans Y;.

On voit que, pour tout s € S, p(n(s)) = 31 s(\)vi = S s(hivi) = (3 \ivy). Autrement
dit, si A € Ay est défini par A = ZLI Aivi, on a p(n(s)) = s(\) pour tout s € S.

Remarquons que, pour tout y € Y, il existe m € N, s € S et yg € Qp(l)h tels que y =
p~"n(s) + yo : si on choisit m tel que p"'v(y) € Oc et s tel que s(T) = p™v(y), alors yg =
y —p "n(s) € Ker v = Qy(1)".

Supposons d’abord A = 0. Si on écrit y € Y sous la forme y = p~™n(s) 4+ yo comme ci-dessus,

on voit que p(y) = p~"p(n(s)) + p(yo) = p~™5(0) + p(yo) = p(yo) et Im p = p(Qy(1)") est de
dimension finie < A sur Q.

Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que si A # 0, alors p : Y — C(1) est surjective.

Onaf(\)=>0N\)0(v;) => a;T0(v;)) =T > a;f(v;) =0et A € €(1). Il existe donc g € €
non nul tel que A = pyt. Choisissons a € C' tel que |a| = ||p1]], on peut écrire p; = ap, avec
p € Oy vérifiant ||u|| = 1.

Soit Yo = {y € Y1 | p(y) € paCc(1)}. Comme Y] est séparé et complet pour la topologie p-
adique, il en est de méme de Y5 et il suffit pour montrer la surjectivité de vérifier que I’application
induite par p par passage au quotient

Yy — paﬁc(l)/anﬁC(l)

est surjective, ou encore que, pour tout d € O¢, on peut trouver y € Y] tel que p(y) — padt €
pratOc.

Mais on a A = aut donc 0 = so(A) = atso(u) et so(u) = 0. Le lemme 2.5 appliqué a p et
¢ = p~2 implique donc qu’il existe m € N et ¢1, ¢a, . .., cm € Oc tels que, pour tout ¢ € C vérifiant
c—cj € mg pour tout 7, il existe s € S tel que s(u) —c € p?O¢. Choisissons alors ¢y € O¢ tel que
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co—cj & mo pour 1 < j < meet, pour tout d € O¢, o4 € S tel que oq(u) —(co+pd) € p?Oc. Alors
1(04) et 7(c6) € Yi et on a p(1(04)) = 0a(A) = va(p)at de méme que p(1(0o)) = 0o(A) = so(p)at,
ce qui fait que p(n(oq) — n(oo)) = (ca(p) — oo(p))at = pdat (mod p?atOc). 1l suffit de prendre
y =n(oa) —n(oo). O

Soit M un Bs-module de longeur finie. Alors tM et M/tM sont des C-espaces vectoriels de
dimension finie et

longp, M = dim¢ M + dime M /tM .

Nous utiliserons la conséquence suivante du lemme fondamental :

Corollaire 2.6. — Soient h un entier > 2, V un Qp-espace vectoriel de dimension h, M un Ba-
module de longeur h tel que le C-espace vectoriel tM est de dimension 1. Soient € :' V — M une
application Qp-linéaire, € le composé de € avec la projection de M sur M/tM, & : C ®q, V —
M/tM Uapplication C-linéaire déduite de & par extension des scalaires et §y : U ®q, V — M
Uapplication qui envoie u® v sur u§(v). On suppose que o est surjective. Alors, si le noyau de
§u est de dimension finie sur Qp, {u est surjective.

Démonstration. — Soit % le noyau du composé de 'application & avec la projection de M/t M.
Alors la restriction € de £y & % est une application de & dans tM et il s’agit de prouver que,
si le noyau de {» est de dimension finie sur Q,, alors {» est surjective.

Choisissons une base {v?,19,...,09} de V sur Q, et notons ¢ la bijection de Ursur U@V
qui envoie (U1, ug, ..., up) SUr . Uy @ V9.

Le noyau de la projection de Vo = C ®q, V sur M/tM est une C-droite L de Vp. Si a =
Z?:l an, ® 02 est un générateur de Let si Y = =%, on a

Y = {(uy,ug,...,up) € U" | Ic € C tel que O(uy) = coy, pour tout n} .

Choisissons un élément d de M tel que td # 0. Alors le sous-Bs-module de M engendré par d
est libre de rang 1, on a tM = Ctd et on peut trouver un sous-C-espace vectoriel M’ de M de
dimension h — 2 tel que M soit la somme directe de Bad et de M'. Si d désigne I'image de d dans
M /tM, le C-espace vectoriel M/tM s’identifie & la somme directe de la droite engendrée par d
et de M.

Pour n = 1,2,...,h, posons £(v0) = v,d + v, avec v, € By et v, € M’'. Pour tout
(u1,ug,...,up) € UM on a &y (u(ur,ug, ... ,up)) = (S u, @ 00) = Zun§(vg)7: (O upvy)d +
S upvl, = (O upvp)d + 3 0(uy)vl,. Son image dans M/tM est (D 0(up)0(vy))d + > 0(up)vl,.

Si alors y = (u1,u2,...,up) € Y et si ¢ € C est tel que 6(u,) = cay, pour tout n, cette
derniére expression doit étre nulle et vaut aussi (3. an0(v,))ed + Y 0(uy)v),. On en déduit que
doanb(vy) = 0 et que €x(t(y)) = p(y)d, avec p(y) = > unv, et le corollaire résulte de la
proposition 2.1. O

3. Rappels et compléments sur les modules filtrés (cf. [19])

3.1. Espaces vectoriels filtrés

Dans ce paragraphe, E est un corps de caractéristique 0.
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Pour nous, une filtration Fil sur un E-espace vectoriel A est une filtration décroissante indexée
par Z, exhaustive et séparée. Autrement dit une filtration sur A consiste en la donnée, pour tout
entier s € Z, d’un sous- E-espace vectoriel Fil'A de A, ces sous-espaces vérifiant Fil'T'A C Fil'A
pour tout i, Ujez Fil' A = A et Njez Fil' A = 0.

Un E-espace vectoriel filtré est un couple (A, Fil) formé d'un FE-espace vectoriel et d’une
filtration F4l sur A. S’il n’y a pas de risque de confusion sur la filtration, on parle du F-espace
vectoriel A.

Avec comme fleches les applications E-linéaires qui respectent la filtration, les E-espaces vec-
toriels filtrés forment une catégorie additive E-linéaire.

Sif: A" Aetg:A— A” sont des morphismes de E-espaces vectoriels filtrés, on dit que

0-A >SA-S A0

est une suite exacte de FE-espaces vectoriels filtrés si, pour tout ¢ € Z, la suite de E-espaces
vectoriels
0 — Fil' A" — Fil'A — Fil' A" — 0
est exacte.
Si A est un E-espace vectoriel filtré, un sous-objet A’ (resp. un quotient A” de A est un

sous- E-espace vectoriel (resp. un E-espace vectoriel quotient) de A muni de la filtration induite.
Si A’ est un sous-objet de A et si A” = A/A/]

0—-A'-A-A"—=0

est une suite exacte de E-espaces vectoriels filtrés.
Si Aj et Ag sont deux E-espaces vectoriels filtrés et si 'un d’eux est de dimension finie sur F,
on munit le produit tensoriel A1 ® g Ay d’une structure de E-espace vectoriel filtré en posant

Fil'(A1 @ Ag) = Y Fil" Ay @ Fil?A, .
i14iz=i

De méme, si A est un E-espace vectoriel filtré de dimension finie, on munit le E-espace vectoriel
dual A* dune structure de E-espace vectoriel filtré en notant Fil’A* I'orthogonal de Fil ~*T1A.

Soit A un FE-espace vectoriel filtré de dimension finie. On dit qu'une décomposition A =
A’® A" de A en somme directe de deux sous-espaces vectoriels est adaptée a la filtration si, pour
tout i € Z, Fil'A = Fil' A’ ® Fil'A”. De méme, on dit qu’une base d,...,d, de A est adaptée
a la filtration s'il existe des entiers iy, ..., i, tels que si i € Z, alors Fil'A = @i, > bd;.

Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 3.1. — Soient Fily et Fily deuz filtrations sur un E-espace vectoriel de dimension
finie A. Il existe une base de A qui est adaptée simultanément o Fily et a Fils.

Démonstration. — Remarquons d’abord comment on fabrique une base de A adaptée a la filtra-
tion F'ily : il suffit de choisir, pour chaque 7 € Z, une base 51',1, 6_7;72, ceey Si,hi de FiliA/FiliHA,
puis de choisir, pour chaque couple (4, j) un relévement d; ; de 5@]- dans Fili A et de mettre bout
a bout les §; ;.

On procéde par récurrence sur la dimension h de A, le cas h = 1 étant trivial. On suppose
h > 2 et il suffit de prouver ’existence de deux sous-espaces non triviaux A’ et A” de A tels que
A =A"® A" et que cette décomposition est adaptée aux deux filtrations.
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Observons que pour tout 6 € A, non nul, il existe un supplémentaire A” de la droite A’
engendrée par A tel que la décomposition A = A’ & A” est adpatée a la filtration Fily : il suffit
dans la construction qui précéde de s’arranger pour que ¢ soit I'un des d; ; et de prendre pour
A" le sous-espace engendré par les autres vecteurs de la base.

Soit alors r le plus grand entier tel que FilsA = A et choisissons § ¢ FilgHA. Pour tout
supplémentaire S de A’ dans A, la décomposition A = A’'@ S est adaptée a Fily. Par conséquent,
la décomposition A = A’ @ A” est adaptée aussi bien & Fily qu'a Fily. O

Si A est un E-espace vectoriel filtré de dimension finie, on note [(A) la longueur de la filtration,
c’est-a-dire le plus petit entier £ pour lequel on peut trouver a € Z tel que Fil®A = A et
FilatHIA = 0.

Si A est un E-espace vectoriel filtré de dimension 1, on note tg(A) le plus grand entier 7 tel
que Fil' A # 0. Si A est un E-espace vectoriel filtré de dimension h > 2, A"A est un sous-objet
de dimension 1 de A®" et on pose tg(A) = tg(A"A). On convient aussi que tg({0}) = 0. Si d

est un élément non nul de A, on pose tgy(d) = ty(E.d). Si dy,...,d) est une base adaptée a la
filtration et si 41,...,4, sont les entiers pour lesquels on a Fil'A = ®i;>id; pour tout i € Z,
alors ty(dj) =ij et tg(A) = Z?:l ij.
On a aussi ty(A) =zt - dim Fil' A/Fil' ™ A et, si a est un entier tel que Fil®A = A,
(3.1) tr(A) =a-dimA+ ) dim Fil'A .
i>a
Si

0-A"-A—-A"-0

est une suite exacte de E-espaces vectoriels filtrés, on a t7(A) = tg(A) + tg(A”).

Soit A un FE-espace vectoriel de dimension finie h > 2 et soient Fili, Fily deux filtrations
sur A. On dit que Fil; et Fily sont woisines ¢’il existe une base di,...,d; de A adaptée a
Fill et Filg telle que I'on ait tH(dl,Filg) = tH(dl,Fill) + 1, tH(dQ,Filg) = tH(dQ,Fill) —1et
tH(dj, FilQ) = tH(dj, Fill) si j > 3.

On dit que deux filtrations Fil et Fil’ sur A sont a distance finie s’il existe une suite finie
Fily, ..., Fil, de filtrations sur A telle que Fily = Fil, Fil, = Fil' et Fil;y1 soit voisine de
Fil; pour 0 < i < n — 1. On note alors d(F'il, Fil') la distance entre Fil et Fil’, ¢’est-a-dire le
plus petit entier n tel qu’il existe une suite Flilg, ..., F'il, comme ci-dessus. En particulier, on a
d(Fil, Fil") = 0 si et seulement si Fil = Fil'; on a d(F'il, Fil') = 1 si et seulement si Fil et Fil'
sont voisines.

Proposition 3.2. — Soient Fil et Fily deuz filtrations sur un E-espace vectoriel de dimension
finie. Pour que Fil et Fily soient & distance finie, il faut et il suffit que ty(Fil) = tg(Fily).

Démonstration. — Si F'il et Filp sont voisines, on a tg(F'il) = tg(F'ily). Par induction, cela reste
vrai si F'il et F'ilp sont & distance finie et la condition est nécessaire. Le fait qu’elle est suffisante
se voit immédiatement en choisissant une base de A adpatée simultanément aux deux filtrations
(prop. 3.1) et en prenant comme filtrations intermédiaires des filtrations auxquelles cette base
est encore adaptée. O
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Remarque. — On voit facilement que, si Fil et Fily sont deux filtrations sur A telles que
tg(Fil) =ty (Fily), alors

1 ) ) . )
d(Fil, Fily) = 5(Z dim (Fil' A 4+ FilbA)/Fill AN FiliA) .
i€Z
3.2. p-modules

Oun note o le Frobenius absolu agissant sur &k (via z — zP), W (k) et Ky. On appelle ¢-module
sur k (ou ¢-module §’il n’y a pas d’ambiguité sur k) la donnée d'un Ky-espace vectoriel D muni
d’une application o-semi-linéaire ¢ : D — D .

On appelle dimension d'un ¢-module sa dimension sur Ky. On dit qu'un @-module est fini
si sa dimension est finie et si en outre ¢ est bijectif (il revient au méme de demander que ¢
est injectif). Remarquons qu’'un p-module fini n’est autre que ce que I'on appelle souvent un
F-isocristal (& condition de poser ¢ = F).

Les ¢-modules sur k forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne Q,-linéaire, de
méme que la sous-catégorie pleine des ¢p-modules finis.

La catégorie des ¢-modules est munie d’un produit tensoriel : si D; et Ds sont deux p-modules,
le Ky-espace vectoriel sous-jacent & D; @ Dg est D1 ®, D2 et on a p(di ® da2) = ¢di @ @ds.

Avec ce produit tensoriel, la catégorie des p-modules finis est tannakienne [9] : I'objet-unité
est Ko avec ¢ = 0. Le Ky-espace vectoriel sous-jacent au dual D* de D est ’espace vectoriel des
formes Ko-linéaires sur D, avec (on)(d) = o(n(¢~1d)).

Soit D un @-module fini de dimension 1. Si d € D est non nul et si ¢d = Ad, avec A € K,
Ientier v,(A\) ne dépend pas du choix de d et se note ty(D). Si D est un ¢-module fini de
dimension h > 2, on pose ty(D) = tx(A"D). On convient de poser tx({0}) = 0.

Si

0—-D —-D—D"—0
est une suite exacte de (¢, N)-modules finis, on a ty(D) = tn(D’) + tn(D").

Rappelons que, lorsque k est algébriquement clos, les ¢-modules finis ont été classifiés par
Manin : Pour tout nombre rationnel «, posons o = r/h avec r,h € Z, h > 1, r et h premiers
entre eux. On note D, I'unique p-module fini sur k dont le Ko-espace vectoriel sous-jacent est
Kb, avec, si {dy,ds,...,d,} désigne la base canonique,

(p(dl) = di-i—l Sl 7& h et @(dh) = prdl .

Proposition 3.3. — ([11], cf. aussi [27] et [10]). Supposons k algébriquement clos. Alors la
catégorie des p-modules finis sur k est semi-simple.

En outre, chaque Dy, est un objet simple et chaque objet simple de cette catégorie est isomorphe
a un et un seul de ces Dy

Si k est algébriquement clos, pour tout « = r/h comme ci-dessus, on note D, le sous-Ky-
espace vectoriel de D engendré par les d tels que goh(d) = p"d. Presque tous les D, sont nuls et
D= EBQGQDQ. B

Supposons k quelconque, soient k une cloture algébrique de k et Py le corps des fractions de
I'anneau W (k) des vecteurs de Witt & coefficients dans k. Le groupe Gy, = Gal(k/k) opére sur
Py. Pour tout Ky-espace vectoriel D, Gy, opére sur Dp, = Py ®k, D (par (9(A®d) = g(\) ®@d
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sig € Gk, A € Py, d € D). Un sous-Py-espace vectoriel A de Dp, est défini sur Ky (i.e. de la
forme Py ®k, D" avec D" un sous-Kp-espace vectoriel de D) si et seulement s’il est stable par Gy,
(et alors D' = ACk).

S1 maintenant D est un p-module fini sur k, Dp, est de fagon naturelle un p-module fini sur
k. Chaque (Dp,)q est défini sur Kq et, si I'on pose Dy = ((Dp,)a)%*, on a

D — @QGQDQ .

Pour tout o € Q, D,, est stable par ¢ et s’appelle la partie de pente a de D ; la décomposition
ci-dessus s’appelle la décomposition isocline de D. Si hy = dimg, Dy, alors ah, € Z et ty(D) =

ZaEQ ohy.

3.3. (¢, N)-modules

On appelle (¢, N)-module sur k (ou (¢, N)-module 8’1l n’y a pas d’ambiguité sur k) la don-
née d’'un p-module D muni d’une application Ky-linéaire N : D — D vérifiant No = poN.
Remarquons que tout ¢-module peut étre considéré comme un (¢, N)-module en posant N = 0.

Un (¢, N)-module fini est un (¢, N)-module dont le ¢-module sous-jacent est fini. Pour un tel
module D, on note ty(D) le ty du p-module fini sous-jacent.

On définit encore le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules D et Dy : le p-module sous-
jacent est le produit tensoriel des p-modules sous-jacents et N(d; ® d2) = Ndy ® d2 + dy @ Nds.
De méme, si D est fini, D* est aussi un (¢, N)-module avec Nn(d) = —n(Nd).

Les (¢, N)-modules forment de fagon évidente une catégorie abélienne Q,-linéaire de méme
que la sous-catégorie pleine des (¢, NV)-modules finis qui est aussi une catégorie tannakienne. La
catégorie des p-modules finis s’identifie & la sous-catégorie pleine de cette derniére formée des D
sur lesquels N = 0.

Si D est un (¢, N)-module fini et si D =3 q Da est la décomposition isocline du ¢-module
fini sous-jacent, on a N(D,) C Dy—1. En particulier N est nilpotent sur D. Comme le noyau de
N est stable par ¢, il en résulte que les objets simples de la catégorie des (¢, N)-modules finis
s’'identifient & ceux de la catégorie des p-modules finis.

3.4. (¢, N)-modules filtrés

Oun appelle (¢, N)-module filtré sur K (ou (¢, N)-module filtré §’il n’y a pas d’ambiguité sur
K) la donnée d’'un couple (D, Fil) formé d’un (¢, N)-module D et d’une filtration Fil sur le
K-espace vectoriel D = K ®g, D. S’il n’y a pas de risque de confusion sur la filtration, on écrit
D au lieu de (D, F'il). Dans ce cas, on écrit aussi ty (D) = tg(Fil).

La dimension d'un (@, N)-module filtré est la dimension du Kjy-espace vectoriel sous-jacent.
Un (¢, N)-module filtré fini est un (¢, N)-module filtré dont le (¢, N)-module sous-jacent est
fini.

Avec comme fléches les morphismes des (¢, N)-modules sous-jacents qui respectent la filtration
lorsque I'on étend les scalaires & K, les (¢, N)-modules filtrés forment une catégorie additive Q-
linéaire que nous notons M.

Si D est un (p, N)-module filtré, un sous-objet (resp. un quotient) est un sous-objet (resp.
quotient) du (¢, N)-module sous-jacent, avec la filtration induite sur le K-espace vectoriel cor-
respondant. On a une notion évidente de suite exacte courte (une telle suite induit une suite
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exacte courte aussi bien des (¢, N)-modules sous-jacents que des K-espaces vectoriels filtrés
sous-jacents).

En utilisant les définitions de produit tensoriel et de dual déja données pour les espaces vec-
toriels filtrés et les (¢, N)-modules, on voit comment définir le produit tensoriel de deux (¢, N)-
modules filtrés lorsque 'un des deux est fini et le dual d'un (¢, N)-module filtré fini.

Un (¢, N)-module filtré faiblement admissible est un (¢, N)-module filtré fini D vérifiant
ty(D) = tn(D) et ty(D') < ty(D') pour tout sous-objet D' de D. 1l revient au méme de
demander que tg (D) =ty (D) et ty(D") = tn(D") pour tout quotient D" de D.

On note M7 la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles. C’est une catégorie abélienne. Si D est faiblement admissible, les sous-
objets de D dans M/® sont les sous-objets D’ de D dans M qui vérifient ty(D') = ty(D);
de méme, les quotients D” de D dans M7® sont les quotients D” de D dans M qui vérifient
tH(D”) = tH(D)

Proposition 3.4. — Si
0—-D —-D—D"—0

est une suite exacte courte de (o, N)-modules filtrés, et si D' et D" sont faiblement admissibles,
D l’est aussi.

Démonstration. — Tout d’abord, on a tg(D) = tg(D') + tg(D") = ty(D") + tny(D") = tn(D).
Pour tout sous-Ky-espace vectoriel A de D stable par ¢ et N, posons A’ = D' N A et notons A"
Iimage de A dans D”. On a

tg(A) =ty (A) +tg(A") <ty (A") + tn(A") =ty (A)
et D est bien faiblement admissible. O

Si D est un (¢, N)-module fini, on dit qu’une filtration Fil sur Dg est faiblement admissible
si le (¢, N)-module filtré fini (D, F'il) est faiblement admissible.

Proposition 3.5. — Soit (D, Fil) un objet simple de M. Si Fily est une autre filtration sur
Dy voisine de Fil, alors Fily est faiblement admissible.

Démonstration. — On voit facilement que les hypothéses impliquent ’existence d’un entier r tel
que Fil! Di C Fil' Dy pour tout entier i # 7 et que dim((Fil; Dk + Fil"Dg)/Fil" Dg) = 1.

Comme tg (D, Fily) = ty(D, Fil) = ty(D), il s’agit de prouver que si D’ est un sous-(¢, N)-
module non nul de D et si Fil} est la filtration de D’ induite par Fily, alors tgy (D', Fil}) <
tn(D'). Mais le fait que (D, Fil) est simple implique que, si F'il’ désigne la filtration de D
induite par Fil, alors tg (D', Fil') < tn(D') donc < ty(D’")—1. Soit a un entier tel que Fil{ D}, =
Fil§D} = D). On a (3.1)

ty(D',Fil') = a.dim Dy + Y,.,dim D} N Fil'Dg tandis que

ta(D', Fily) = a.dim D}, + >, dim D} N Fil% Dy

Mais, si i # r, on a dim D) N Fili Dk < dim D} N Fil' Dk tandis que dim D}, N Fili D <
dimD,K NFil"Dg + 1don tH(D/,Filll) < tH(D/,Fil,) +1< tN(D,). O
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4. Rappels et compléments sur les représentations p-adiques semi-stables (cf. [19])

4.1. Les foncteurs Dy et Vy

La Kp-algébre By est munie d’une action de ¢ et de N qui en fait un (¢, N)-module. L’inclu-
sion de (Bst)xk = K ®k, Bst dans Bgr permet de munir (Bg)x de la filtration induite par celle
de Byg, ce qui nous permet de considérer By comme un (¢, N)-module filtre.

Comme cette structure de (¢, N)-module filtré commute, en un sens évident, avec l’action de
G, si, pour toute représentation p-adique V' de Gk, on pose

D(V) = (Bst ®q, V)*

on peut considérer Dy comme un foncteur additif de la catégorie des représentations p-adiques
de Gk dans celle des (p, N)-modules filtrés.
De méme, si, pour tout (¢, N)-module filtré fini D, on pose

Vst(D) ={v € Bz ®@D | pv =v,Nv =0 et 1®v€FilO(BdR®KDK)},

on peut considérer V; comme un foncteur additif de la catégorie des (p, N)-modules filtrés finis
dans celle des Q-espaces vectoriels topologiques munis d'une action linéaire et continue de G .

On a les résultats suivants ([19], n° 5.1.7, 5.3.5 et 5.4.2) :

Proposition 4.1. — Pour toute représentation p-adique V de G, Dt (V') est un (@, N)-module
filtré fini de dimension inférieure ou égale a la dimension de V' sur Q.

On dit que V est semi-stable lorsque I'on a I'égalité. On note Rep(G) la catégorie des re-
présentations p-adiques de Gk et @St(G i) la sous-catégorie pleine de Rep(Gx) formée des
représentations semi-stables.

De méme, on dit qu’'un (¢, N)-module filtré D est admissible sl existe une représentation p-
adique semi-stable V telle que D ~ Dy (V') et on note M® la sous-catégorie pleine de M formée
des (¢, N)-modules filtrés admissibles.

Proposition 4.2. — Si 'V est une représentation p-adique semi-stable, Dg (V') est faiblement
admissible.

Comme sous-catégorie pleine de Rep(Gk) (resp. M), @st(GK) (resp. M%) est stable par
sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel et dual. La restriction de Dy a la catégo-
rie @St(GK) est un ®-foncteur exact et pleinement fidéle induisant une ®-équivalence entre
@st(GK) et M?, la restriction de Vi @ M® en étant un quasi-inverse.

Dans la suite de cet article, on se propose d’établir le théoréme suivant, un peu plus fort que
le théoréme A :

Théoréme 4.3. — Soit D un (v, N)-module filtré fini de dimension h > 1. Alors
i) La dimension de V(D) sur Q, est finie si et seulement si ty(D') < tn(D') pour tout
sous-objet D' de D. S’il en est ainsi, on a dimq, Vi(D) < h.
ii) Si V(D) est de dimension finie sur Qp, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) tg (D) =tn(D) (compte tenu du i), cela équivaut & D faiblement admissible),
b) D est admissible,
c) dimq, V(D) = h.
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Compte tenu de ce théoréme, on peut reformuler certains des résultats contenus dans la pro-
position 4.2 de la maniére suivante

Corollaire. — 1) Si 'V est une représentation semi-stable de G, alors Dg (V') est un (¢, N)-
module filtré sur K faiblement admissible dont la dimension est égale o celle de V.

i) Si D est un (p, N)-module filtré sur K faiblement admissible, alors Vi (D) est une repré-
sentation semi-stable de G dont la dimension est égale a celle de D.

iii) Si V est une représentation semi-stable de G, alors Va(Ds(V)) = V et si D est un
(¢, N)-module filtré sur K faiblement admissible, alors Dg (Ve (D)) = D.

Expliquons comment, le corps K étant fixé, le théoréme 4.3 va se déduire du théoréme A (qui
sera, lui, prouvé au paragraphe 6) :

i) Le fait que la condition est suffisante résulte de la proposition 4.5 ci-dessous qui montre aussi
qu’alors dimg, Vst(D) < h. Le fait que, si le théoréme A est vrai, la condition est nécessaire est
la proposition 5.4 ci-dessous.

ii) On sait que b) implique a), le théoréeme A dit que a) implique b) et la proposition 4.5
ci-dessous entraine que b) équivaut a c). O

4.2. Le cas de la dimension 1

Le résultat suivant n’est autre que le théoréme 4.3 dans le cas h=1:

Proposition 4.4. — Soient D un (¢, N)-module filtré de dimension 1 et d un élément non nul
de D (que lon identifie 4 1 @ d € Bg; ® D). Alors

1) sitg(D) <in(D), Va(D) =0,

ii) si tg(D) = tn(D), D est admissible et Vi (D) est de dimension 1 sur Qy; st V(D) est
engendré par ad, alors a est un élément inversible de By,

ili) si tg(D) > tn(D), V(D) est de dimension infinie sur Q.
Démonstration. — Comme D est de dimension 1 et N est nilpotent, on a Nd = 0. On a ¢(d) =
ad = pmapd avec m = vy(a) = tn(D) et ag € Ko vérifie v,(ag) = 0. 1l existe alors ag € W (k) non
nul tel que lon ait p(ap) = apag et si 'on pose a = aalt*m, alors o est un élément inversible
de B.ris €t on a

Vit (D) ={Bd | B € Fil "1 P)Boyi et o(B) = a™ ' B}
—{zad | z € FiltvnP)-tu(D)ge=11

cris

ce qui permet de déduire le résultat de la proposition 1.3. O

4.3. Un critére d’admissibilité

Proposition 4.5. — Soit D un (¢, N)-module filtré fini de dimension h > 1 faiblement admis-
sible ou, plus généralement, tel que ty(D") < tn(D') pour tout sous-(¢, N)-module filtré D" de
D. Alors V = V(D) est de dimension finie sur Q, et est une représentation semi-stable de G .
De plus, D' = Dg (V) est un sous-(¢, N)-module filtré admissible de D et on a V = Vg (D'). En
particulier, D est admissible si et seulement si dimq, V(D) > h et cette inégalité est alors une
égalité.

Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser le lemme suivant :
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Lemme 4.6. — Soient F' un corps, J un sous-groupe du groupe des automorphismes de F' et
E = F7. Soit A un E-espace vectoriel de dimension finie. On fait opérer J sur le F-espace
vectoriel FQp A via g(f®0) = g(f)®d sige J, f € F,0 € A. Soit L un sous-F-espace vectoriel
de F @ A. Pour qu’il existe un sous-E-espace vectoriel A’ de A tel que L = F @ A, il faut et il
suffit que L soit stable par J.

Démonstration. — Soit r la dimension de L sur F' et soit ¢ la grassmanienne des sous-espaces
vectoriels de dimension 7 de A. C’est une variété rationnelle définie sur F. On a 9(E) = 4(F)”’
et c’est ce que signifie le lemme.

Si 'on préfere, de fagon terre a terre, choisissons une base {ej,es,...,e,} de L sur F et
une base {d01,02,...,0,} de A sur E. Quitte a changer 'ordre des J;, on peut supposer que
{e1,e2,...,er,0r41,0r12. 0} est une base de F ® L sur F. Soit A” le sous-E-espace vectoriel
de A engendré par les ¢;, pour r+1 < j < h. Pour ¢ = 1,2,...,r, il existe un unique z; € F@ A"
tel que §; + x; € L. Les §; + x; forment une base de L, tandis que, pour tout g € J, les §; + g(x;)
forment une base de g(L). Pour tout g € J, on a donc g(L) = L, si et seulement si g(z;) = x;
pour tout . En écrivant z; sur la base {d,4+1,0,42,...,0x}, on voit que g(x;) = x; pour tout
g € J équivaut & x; € A” et le lemme en résulte. O

Prouwvons la proposition 4.5. — L’énoncé est trivial si V = 0, supposons donc V # 0. Soit Cs C
Bgr le corps des fractions de Bg;. Alors Cy est stable par Gk et le fait que K ® g, Bst — Bar est
injectif implique que K ®g, Cst — Bggr 'est aussi. Comme BdGé‘ =K,ona CgK = BgK = K.
On peut étendre N de maniére unique en une dérivation de Cy et ¢ en un endomorphisme de
Cst-

Soit L le sous Cg-espace vectoriel de Cg ® D engendré par V. Il est stable par Gi et le
lemme précédent implique qu’il existe un sous- Kg-espace vectoriel D' de D tel que L = Cy; @ D'.
Comme V est fixe par ¢ et tué par N, L est stable par ¢ et N. Il en est de méme de D’ qui est
donc un sous-(¢, N)-module de D et on a V' C Vu(D') C Vu(D) =V et donc V = Vg (D').

Choisissons une base {vi,v2,...,v,} de L sur Cy constituée d’éléments de V' et une base
{d1,da,...,d,} de D' sur Ky ; on peut aussi considérer {dy,ds,...,d,} comme une base de L sur
Cat.

Pour 1 < j < r, on peut écrire v; = Z;Zl bijd;, avec les bij € By et le déterminant b de la
matrice des b;; est non nul. On voit que w = v1 Ava A...Av, = bdi Ada A ... Ad, est un élément
non nul de W = Vg (A"D’).

Par hypothese, tg(A"D’) = ty(D') < ty(D') = ty(A"D') et la non nullité de W implique,
d’apres la proposition 4.3, que tg (D) = tn(D’), que W = Quuw et que b est inversible dans Bg.

Siv €V, on peut écrire v = 22:1 c;vi, avec les ¢; € Cg. Pour tout 4, 'image de v; A v A
oAU AU AV AL A e dans Woest ¢;w, done ¢; € Qp. On en déduit que {vi,ve,...,0,}
est une base de V sur Q,, donc que V est bien de dimension finie sur Q,. Comme de plus, le
déterminant de vy,...,v, dans la base {dy,ds,...,d,} est un élément inversible de By, on a
Bst ®q, V = Bst ® D’ ce qui montre que V est semi-stable, que D’ est admissible et que 1’on a
Du(V)=D'. 0O

Corollaire 4.7. — Soit D un objet simple de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés faiblement
admissibles. Pour que D soit admissible, il faut et il suffit que Vg (D) soit non nul.

Démonstration. — C’est clair!
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5. Le complexe fondamental d’un (¢, N)-module filtré fini

Remarque. — Une partie des résultats de ce paragraphe ont été obtenus indépendamment par
Emerton et Kisin ([12]).

5.1. Le foncteur V2

Soit D un (¢, N)-module fini. On note V(D) le sous-Q,-espace vectoriel de Bt ®, D formé
des x tels que pr =z et Nz = 0.

On peut considérer, de maniére évidente, V9 comme un foncteur additif Q,-linéaire de la
catégorie des (¢, N)-modules finis dans celle des Q-espaces vectoriels munis d'une action de

Gk.
Proposition 5.1. — Le foncteur V3 est exact.

Démonstration. — Pour tout p-module fini A, notons V2. (A) le sous-Qy-espace vectoriel de
Beris @K, A formé des y tels que gy = y.

Choisissons log[n] comme au § 1.5, de sorte que, pour tout (¢, N)-module fini D, tout élément
x de By ® D s’écrit, d’une maniére et d’une seule, sous la forme x = ) _n & (log[7])™, avec les
T € Beris ® A, presque tous nuls. Pour un tel z, on a oz = Y px,,.p" (log[r])™ de sorte que,
si pr = x, on a pxrg = xo. En particulier, 'application x — xo est une application Q,-linéaire
de V3(D) dans V0. (D). Cette application est en fait bijective : on obtient la bijection inverse
en associant a y € V2, (D), l'élément Y, Nm(y)(logr[nﬂ. On obtient ainsi un isomorphisme
du foncteur V9 sur le composé du foncteur d’oubli de la catégorie des (i, N)-modules finis dans

celle des p-modules finis avec le foncteur V. et il suffit de vérifier que le foncteur additif

Vcenl-s,k = V20, {¢-modules finis sur k} — {Q,-espaces vectoriels}

est exact.

Si k est algébriquement clos, cela résulte de ce que la catégorie des p-modules finis sur k est
semi-simple (prop. 3.3).

Dans le cas général, rappelons que le corps résiduel k de K est une cloture algébrique de k
et que Bgris est une algébre sur le corps des fractions Py de 'anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans k. Or, si D est un p-module fini sur k, Dp, = Py ®k, D est un ¢-module fini
sur k et le foncteur D +— Dp, est exact. Comme Bepis @y D = Beris @p, (Po @k, D), VC?%S’,C(D)
s’identifie & ‘/c(v]"is,E(DPO) et on est ramené au cas ou k est algébriquement clos. O

5.2. Le foncteur V}

Soit Fil une filtration sur un K-espace vectoriel A de dimension finie. On note V1 (Fil) le
K-espace vectoriel quotient Byr ® A/Fil°(Byr ® A).

On peut considérer, de maniére évidente, V., comme un foncteur additif K-linéaire de la
catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie dans celle des K-espaces vectoriels munis
d’une action de Gg.

Proposition 5.2. — Pour toute suite exacte

0—-A S5A-SA" S0
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de K-espaces vectoriels filtrés de dimension finie, la suite

0 — Vi (&) = Vyg(A) = Vg(A") = 0

s

est exacte.
Démonstration. — On a un diagramme commutatif
0 0 0
! ! !
0 — Fil%(Bir®A') — Fil%(Bir®A) — Fil®(Bgr®A") — 0
| | !
0 — BdR®A/ — BdR(X)A — BdR(X)A” — 0
! ! |
0 — Vai(4) - Vai(A) - Vai(A”) — 0
! ! !
0 0 0

dans lequel les deux premiéres lignes et les trois colonnes sont exactes et ’exactitude de la
troisiéme ligne en résulte. O

5.3. Le complexe V(D).
Si maintenant (D, Fil) est un (¢, N)-module filtré, on pose

VD, Fil) = VY(D), Vi(D, Fil) = Vi(Fil)

onnote §(D, Fil) : VO(D, Fil) — V}(D, Fil) la composée de I'inclusion naturelle de VO(D, Fil) C
By @, D dans Byr ® Dy avec la projection de Byp @k Dx sur V.A(D, Fil). On note enfin
V. (D, Fil) le complexe

Va(D, Fil) — Vy(D, Fil)

Comme d’habitude, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion sur la filtration, on écrit V1 (D),
§(D) et V(D) au lieu de VY(D, Fil), §(D, Fil), et V,,(D, Fil).
On voit que Vi (D) s’identifie & HO(V,(D)).

Soit D un (¢, N)-module filtré fini et soit V = V(D). En tensorisant la suite exacte

0 — Qp — B%. — Bar/Bjn — 0

cris
(prop. 1.3), on obtient une suite exacte

O—>V—>B¢:1®V—>(BdR/BjR)®V—>O.

cris

Par ailleurs I'application Bgp-linéaire naturelle Byt ®q, V' — Bst ®k, D commute a ¢ et N
(si I'on pose p(b®@v) = pbR@v et N(b®v) = Nb®@ v pour b € By et v € V) et induit
Z‘;l:-sl ®q, V dans V(D). De méme l'application Byg-linéaire naturelle
Bar ®q, V — Bur ®k Dk envoie BJR ® V dans Fil%(Bgr ® D) et induit par passage au
quotient une application de (Byr/Bjz) ® V dans V(D).

donc une application de B
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Proposition 5.3. — Sous les hypothéses et notations qui précédent, le diagramme
0 - V — B&leV — (Bw/BjpoV — 0
I ! |
0 — V. — Vg(h) - V(D) - 0

est commutatif. Si de plus, D est admissible,
i) les fleches verticales sont des isomorphismes et les lignes sont ezactes,
ii) pour tout entier i < 0, la suite

0—V — Fil'BY7! ®q, V — Fil'(Bir ® Di)/Fil’(Bar ® Dx) — 0

cris

est exacte.

Démonstration. — La commutativité du diagramme est claire. Si D est admissible, on sait ([19,
prop. 5.3.6]) que l'application By ®q, V — Bst ®k, D est bijective et le fait que Bfrzl ®q,
V — VI(D) est un isomorphisme s’en déduit. De méme (loc.cit.), Vapplication Bqr ®q, V —
Bar @k D est un isomorphisme de K-espaces vectoriels filtrés (si I'on pose F'il"(Bgg ®Q, V)=
Fil'Bqr ® V pour tout i € Z) et la bijectivité de lapplication (Bqr/Bjp) @ V — V(D) s’en
déduit. Comme la premiére ligne est exacte, la deuxiéme 'est aussi, d’ou (i).

L’assertion (ii) résulte de ce que les deux isomorphismes considérés sont des isomorphismes de

Q,-espaces vectoriels filtrés et de ce que, pour tout entier ¢ < 0, la suite

0 — Q, — Fil'B*>! — Fil'Byr/Fil°Bsr — 0

cris

est exacte (prop. 1.3). O

5.4. Un critére d’admissibilité faible

Cette section contient la fin de la réduction du théoréme 4.3 au théoréme A. On peut aussi
voir la proposition 5.4 ci-dessous comme un critére de faible admissibilité; on utilisera d’ailleurs
ce critére dans le §6.2 pour se ramener au cas oil k est algébriquement clos.

Proposition 5.4. — Supposons que le corps K soit tel que tout p-module filtré faiblement ad-
missible est admissible. Si D est un (o, N)-module filtré fini sur K tel que Vs (D) est de di-
mension finie sur Qp, on a ty(D') < ty(D') pour tout sous-objet D' de D. En particulier, si
ty(D) = tn(D) et V(D) est de dimension finie, alors D est faiblement admissible (et donc
admissible).

Démonstration. — Comme, pour tout sous-objet D' de D, Vi (D'") C Vg (D), il suffit d’établir le
lemme suivant :

Lemme 5.5. — Supposons que le corps K soit tel que tout o-module filtré faiblement admissible
est admissible. Si D est un (¢, N)-module filtré fini sur K tel que ty(D) > tn(D) et tel que,
pour tout sous-(p, N)-module filtré D' de D, distinct de D, tg(D') < tn(D"), alors V(D) est
de dimension infinie sur Q.

Démonstration. — Choisisssons une décomposition de Dy en la somme directe d'un hyperplan
H et d’une droite L qui est adaptée a la filtration. Il existe alors un entier a tel que, pour tout
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i€ Z,si Fil'l H=HN Fil'Dg, on a
Fili Dy — FMH@L sii < a,
Fil'H sii > a.

Soit r =ty (D) — tn(Fil). Définissons une autre filtration Fil; sur Dy en posant

. FilH®L sii<a-—r,
FillDg = .

Fil'H sit>a—r.

On voit que ty(Fily) = ty(Fil) —r = tx(D). Comme Fili D C Fil'Dy, pour tout sous-
(¢, N)-module D’ de D, on a, avec des notations évidentes

tu(Fili|p) < tu(Fillp; ) <ty (D)
et (D, Fily) est faiblement admissible, donc admissible par hypothése.

Le choix d'un générateur de la K-droite L définit un isomorphisme de V.}(Fily) sur VL (H) @
Byr/Fil=**" By et un isomorphisme de V(Fil) sur VL(H) @ Byr/Fil=*Bgg. Donc Vit!(Fil)
s’identifie au quotient de Vi (Fily) par Fil *Bgr/Fil~**"Byr = B.(—a). Si 'on pose Vi =
Vst(D, Fily) et V = Vg (D, Fil), on a donc un diagramme commutatif

0

B(—a)
!
0 — Vi — VYD) — Vy(Fili) — 0
l I l
0o — V — VSQ(D) — VS%(FZZ)
!
0

dont la colonne de droite est exacte, de méme que la premiére ligne grace a la proposition
)
précédente. Ce diagramme induit une suite exacte courte

0—-Vi—-V—DB(-a)—0

et V n’est pas de dimension finie sur Q,, puisque, comme r > 0, B,(—a) admet C(—a) comme
quotient. O

5.5. Un second critére d’admissibilité

Cette section contient le résultat principal que 'on peut déduire de 1’étude du complexe
fondamental ; le critére d’admissibilité obtenu (prop. 5.7) est a la base de la démonstration du
théoréme A donnée dans la partie suivante. Le critére obtenu au §4.3 demandait de compter les
solutions = de ’équation 6(D)(z) = 0 alors que le critére obtenu dans ce paragraphe ne demande
que de prouver 'existence d’une solution x de ’équation un peu plus générale 6(D)(z) = a.

Proposition 5.6. — Soit D un (¢, N)-module filtré non nul. Alors l'application
3(D) : Vig(D) — Vg(D)

n’est pas un isomorphisme.
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Démonstration. — Les deux membres se comportent de maniére trés différente sous 1’action
de Galois. De maniére précise, choisissons une extension finie totalement ramifiece K’ de K
contenant K et telle que e = [K' : Ky| # 1. Par exemple, si K # Ky, on peut prendre K’ = K et
si K = Ky, on peut prendre pour K’ une extension quadratique totalement ramifice de K = K.
Soit G = Gal(K/K").

Soit h la dimension de D sur K. Choisissons une base {di,ds,...,dp} de Dg adaptée a la
filtration et soit i; = tg(d;). Choisissons un entier r vérifiant r > ¢; pour tout j. Si 6(D) était
un isomorphisme, ’application composée

Va(D)(r) = (Bst @1, D)(r) — Vig(D)(r)

serait une application Q,-linéaire bijective G g-équivariante donc aussi G g/-équivariante et 1’ap-
plication composée

HO(GK’v ‘/;%(DXT)) - HO(GK’7 (BSt @Ko D)<T)> - HO(GK’7 Vslt(D)(T))
serait bijective. En particulier, 'application Ky-linéaire
H°(Gxr, (Bst @ D)(r)) — HY (G, Vg (D) (1))

serait surjective.

Mais, comme t est inversible dans By, (Bs ®x, D)(r) s'identifie & By @, D ~ B, et, comme
H(Ggr, Bs) = Ko, H*(Ggr, (Bst @, D)(r)) est un Kg-espace vectoriel de dimension h.

Par ailleurs, avec des notations évidentes, V(D) = @?:l(BdR/BjR)t*ij ®d;j, donc Vi (D)(r) ~
@?ZleR/Fz’l”*iinR et, comme HY(Ggr, Byr/Fil*Bgr) = K'b pour tout entier s > 0, on en
déduit que V.2(D)(r) est un K'-espace vectoriel de dimension h, donc un Ky-espace vectoriel de
dimension he > h, d’ott une contradiction. O

Proposition 5.7. — Soit D un (@, N)-module filtré faiblement admissible. Pour que D soit
admissible, il fout et il suffit que application

§(D) : V(D) — V(D)
soit surjective.

Démonstration. — La condition est nécessaire d’aprés la proposition 5.3. Montrons qu’elle est
suffisante. Soit V' = V(D). D’aprés la proposition 4.5, V' est une représentation semi-stable de
Gk, D' = Dg(V) s’identifie & un sous-(¢, N)-module filtré admissible de D et V = Vi (D'). Si
D" est le (¢, N)-module filtré quotient D/D’, on a donc un diagramme commutatif
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dont la premiére ligne est exacte grace & la proposition 4.5, la deuxiéme par hypotheése et les
deux colonnes sont aussi exactes grace aux propositions 5.1 et 5.2. Par conséquent, ’application
VI(D") — VL(D") est un isomorphisme. D’aprés la proposition 5.6, D” = 0, donc D = D' est
admissible. O

Proposition 5.8. — Si
0—-D —-D—-=D"—=0

est une suite exacte de (o, N)-modules filirés et si D' et D" sont admissibles, D ['est aussi

Démonstration. — On a un diagramme commutatif

dont les deux colonnes sont exactes (prop. 5.1 et 5.2). La premiére et la derniére fleche horizontales
sont surjectives (prop. 5.3) et celle du milieu ’est donc aussi. Comme D est faiblement admissible
(prop. 3.4), D est aussi admissible (prop. 5.7). O

6. Démonstration du théoréme A

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme A de lintroduction, i.e. de vérifier
que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible est admissible. Nous allons en donner deux
preuves :

— la premiére est la plus courte, si ’on veut bien utiliser un résultat de [21].

— la deuxiéme est une variante un peu plus longue mais qui n’utilise pas ce résultat.

6.1. Premiére preuve

Proposition 6.1. — Soient D un (p, N)-module fini et Fily et Fily deuz filtrations sur D .
On suppose Fily admissible, Fily faiblement admissible et d(Fily, Fils) = 1. Alors Fily est
admassible.

Démonstration. — Soit h = dimg, D. Pour m = 1,2, posons V;,, = Vs (D, Flil,). On adimqg, V1 =
h et V3 est de dimension finie sur Q, (prop. 4.5). On a des suites exactes (prop. 5.3)

(1) 0 — Vi — V(D) — Vy(Fily) =0,

(2) 0— Vo — V(D) — Vg (Fily)

et il suffit de prouver (prop. 5.7) que V(D) — V1 (Fily) est surjective.
Posons 9 = Baqr @k Dy et, pour m € {1,2} et tout i € Z, Fil\, 2 = >, Fil' Byp ®
Fil! Dg. On a V) (Fily,) = 2/Fil%, 2.
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D’apres la proposition 5.3, la suite exacte (1) s’identifie & la suite

cris

0~ Vi — BEy! ®q, Vi — (Ban/Bj) ®q, Vi — 0

=1 _

obtenue en tensorisant la suite exacte fondamentale avec V;. Elle nous dit aussi, puisque Fil ™' B oris =

U(—1) (prop. 1.3), que I'on a une suite exacte
0—Vi—=U(-1)®q, Vi — Fil{'2/Fil}9 — 0

que 'on peut réécrire, en posant V = Vj(—1)

(1) 0—-Vi>U®q,V — Fil;'2/Fill2 — 0 .

On a Filflg D Fild9. Si Von pose M = Filflg/Filgﬁ, il s’agit de prouver que, dans la suite
exacte,

(2" 0—=V2—=U®q,V—-M

Papplication {y : U ®q, V — M est surjective.
Les filtrations F'il; et Fily étant voisines (cf. 3.1), il existe une base {di,da,...,dy} et des
entiers (i;)1<j<n tels que, si i) =11 + 1, iy =dp — 1 et @ = ij, pour j > 2,

Fil;'9 = &' Bt @ dj et Fild9 = a&'_ Bzt~ @ d; .

Ceci implique que M est la somme directe d’'un By module libre de rang 1 engendré par l'image
de t7271 @ dy et d’'un C-espace vectoriel de dimension h — 2 de base les images des t ™%~ ® dj,
pour 2 < j < h.

On peut alors appliquer le corollaire 2.6 : En effet :

— si € désigne la restriction de {y & Qp ®q, V =V, on a bien {y(u ®v) = u€(v) si u € U et
veV;

~ comme M/tM = Fil;'2/(Fily2 + Fil)9), Papplication composée U @ V — M — M/tM
est surjective.

Comme V5 est de dimension finie sur Q,, §y est bien surjective . O

Proposition 6.2. — Soit D un objet simple de la catégorie des (@, N)-modules finis. 1l existe
une filtration admissible sur Dy .

Démonstration. — Comme D est simple, N = 0 et D n’a qu'une seule pente « (cf. 3.2,3.3). Soit
h la dimension de D sur Ky et a,d € Z les entiers tels que « = a+d/h et 0 < d < h. Choisissons
un sous- Ky-espace vectoriel L de dimension d de D. Alors le (¢, N)-module filtré sur Ky qui est
D muni de la filtration
D sii<a,
FilD={L sii=a+1,
0 sit>a+1.

est faiblement admissible. Comme la longueur de la filtration est 0 ou 1 qui est < p—1, (D, Fil)
est admissible (|21, th. 8.4]). Il est clair que le (¢, N)-module filtré sur K déduit de (D, F'il) par
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extension des scalaires de Ky & K est encore admissible, ce qui signifie que la filtration de Dy
définie par

Dy sit < a,
Fil' Dk =4 K @, L sii=a+1,
0 sii>a+1.
est admissible. O
Remarque. — On n’a besoin en fait que d’un résultat beaucoup moins fort que le théoréme 8.4

de [21] : par une torsion & la Tate, on se raméne immédiatement au cas ou la pente « vérifie
0 < o < 1, ce qui signifie qu’il existe un groupe p-divisible connexe I'y, sur k et un isomorphisme
Ko @w@y M — D, ou M est le module de Dieudonné contravariant de I'y. Si I' désigne un
relévement de I'y sur 'anneau des entiers de K (un tel relévement existe toujours!) son module
de Dieudonneé filtré est admissible (cf. [16, n°® 5.1]).

Corollaire 6.3. — Soit D un (@, N)-module fini. Il existe une filtration admissible sur Dy .

Démonstration. — On procéde par récurrence sur la longueur de D, la proposition précédente
nous permettant de supposer que D n’est pas simple. On peut alors trouver une suite exacte
courte non triviale de (¢, N)-modules finis

0—-D —-D—-D"—-0

et, par hypothése de récurrence, on peut munir D’ et D7 de filtrations admissibles Fil’ et Fil”.
Choisissons une section K-linéaire s de la projection de D sur DY, et définissons une filtration
sur Dy par

Fil'Dy = Fil" D} + s(Fil" D},) pour tout i € Z .
Alors la suite exacte ci-dessus devient une suite exacte de (p, N)-modules filtrés et, comme
(D', Fil’) et (D", Fil") sont admissibles, (D, Fil) 'est aussi (proposition 5.6). O

Fin de la preuve du théoré¢me A.

Pour tout (¢, N)-module fini D, on choisit une filtration admissible F'ily sur Dg.

Si (D, Fil) est un (¢, N)-module filtré non nul, on note lg(D) la longueur de D en tant
que (¢, N)-module et on pose d(F'il) = d(Fil, Fily). On procéde par récurrence sur le couple
(Ig(D), d(Fil)) ordonné par ordre lexicographique, le cas ot d(F'il) = 0 étant trivial.

Si (D, Fil) n’est pas un objet simple de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés faiblement
admissibles, il existe une suite exacte non triviale

0— (D', Fil) — (D, Fil) — (D", Fil) - 0 ,

(D', Fil) et (D", Fil) sont admissibles par hypothése de récurrence et il en est donc de méme de
(D, Fil) d’apres la proposition 5.8.

Supposons donc que (D, F'il) est un objet simple. On a tg(Fil) = tg(Fily) = tn(D). D’apres
la proposition 3.1, Fil et Filg sont & distance finie et il existe une filtration F'il; sur Dy vérifiant
tu(Fily) = tg(Fil), d(Fily, Fil) = 1 et d(Fily, Fily) = d(Fil) — 1. D’apreés la proposition 3.5,
(D, Fily) est faiblement admissible, donc admissible grace a ’hypothése de récurrence. Donc,
grace a la proposition 6.1, (D, F'il) est admissible. O
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6.2. Variante

La deuxiéme preuve consiste a prouver d’abord le théoréme seulement lorsque k est algébrique-
ment clos, ce que 'on fait comme dans le numéro précédent, a ceci prés qu’il suffit de prouver la
proposition 6.2 dans ce cas, ce qui peut se faire par un calcul explicite assez facile (cf. ci-dessous).

Montrons alors comment le cas général se déduit de ce cas particulier : Le corps résiduel k de
K est une cloture algébrique de k. Notons P le corps des fractions de ’'anneau W (k) des vecteurs
de Witt & coefficients dans k et posons P = K ®K, Po. Alors Py s’identifie & un sous-corps de
B.,is, tandis que P est une extension totalement ramifiée de Py qui s’identifie & un sous-corps de
Byr. La fermeture algébrique P de P dans Bgg est une cloture algébrique de P. L’anneau By
relatif & I'extension P/P s’identifie & celui qui est relatif & I'extension K /K et la méme chose
vaut pour Bgr. En outre, si D est un (¢, N)-module filtré sur K, p(D) := Py @k, D a une
structure de (¢, N)-module filtré sur P. Comme By ® i, D = Bst @p, p(D), Vst(D) s’identifie a
Vat(p(D)).

Soit alors D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K, soit h sa dimension et soit
A = p(D). D’apreés la proposition 4.5, V(D) est de dimension finie sur Q,, donc aussi Vg (A).
D’aprés la proposition 5.4, ceci implique que t5(A") < tx(A’) pour tout sous-(p, N)-module
filtre A’ de A. Comme on a ty(A) = tg(D) = ty(D) = tn(A), A est faiblement admissible,
donc admissible. Donc dimq, V(D) = dimq, Vit(A) = h et D est admissible (prop. 4.5) O

Remarque. — On peut prouver « directement » (i.e. sans utiliser le foncteur Vi) que si D est
un (¢, N)-module filtré faiblement admissible sur K, alors A = p(D) est un (¢, N)-module filtré
faiblement admissible sur P : c¢’est une conséquence immédiate de la proposition 4.4.9 de [19].

L’autre preuve de la proposition 6.2 dans le cas o k est algébriquement clos repose sur le
lemme suivant :
Lemme 6.4. — Soit h € N — {0} et Z;, = {z € B}, | p"(2) = pz}. Alors,

i) 6 induit une surjection de Zj, sur C,

ii) 4l existe t, € Z), non nul appartenant ¢ Fil'Byg.

Démonstration. — Soit Z9) = {2z € Awis | ¢"(2) = pz et 0(2) € pOc}. Pour prouver le (i), il
suffit de prouver que # induit une surjection de Zg sur pO¢ et comme Zg est séparé et complet
pour la topologie p-adique car fermé dans A, il suffit de prouver que 6 induit une surjection
de Z) sur pOc /p*Oc.

Soit donc a € pO¢. Soit ay, une solution de I'équation O/Zh =p.Sip#20uh>2(resp.sip=2
La, (resp. y* + 4% + any = p~la).

Soient = = apy et u € R tel que u® = 2. Comme v(¥ = 2" = pyph € pOc, on a [1;# € Acris

et h = 1), soit y € O¢ solution de I’équation yph +apy =p-

Foo mnfyptt] - ykeo (UM

quel que soit n € N et la série ) %) n=0"p _ (prh)l

converge dans Agjs- Comme
d’autre part, la série Z:iop_"[upnh] converge dans W(R) C Acis, la série Znezp_"[upnh]
converge dans A..is vers un élément z. On a " (z) = pz. Finalement, un petit calcul de valuation
montre que l'on a 0(z) = uw© + pu = pyph + papy = a modulo p? sip # 2o0u h > 2 et
0(2) = 3 (u@)? +u® 4 20 = 2y* + 2y2 + 204y = a modulo p? si p =2 et h = 1. Ceci permet
de terminer la démonstration du (i).
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Maintenant, on a ZEK ={zx € Koy | ¢"(x) = pr} =0et CE% = K # 0. Ceci implique, comme
f commute a 'action de Gk, que @ n’induit pas une bijection de Zp sur C' et comme elle induit
une surjection d’aprés le (i), son noyau n’est pas réduit a 0 et on peut prendre pour ¢, n’importe
quel élément non nul de ce noyau. O

Autre preuve de la proposition 6.2 lorsque k est algébriqguement clos. — Comme D est simple,
N = 0 et, d’aprés la proposition 3.3, on peut supposer qu’il existe a € Q tel que D = Dy
Quitte & remplacer D par son dual (prop. 4.2), on peut supposer o < 0. Reprenons les notations
du §3.3 et posons s = —r. On a @ = —s/h, avec s,h € N, h > 1 et s et h premiers entre eux.
La base {dy,ds,...,dp} de D = Dy, sur Ko peut aussi étre considérée comme une base de D
sur K. La filtration

DK St < —S,
Fil'Dg = @h_,Kd, si—s<i<O0,
0 sii>0.

est faiblement admissible. Mais Vit (D, Fil) qui contient Y."_ ©™(tf) @ d,, est non nul donc
(D, Fil) est admissible (cor. 4.7). O

Remarque. — Le lemme 6.4 et 'admissibilité des (D[_g/p, F'il) définis ci-dessus résultent aussi
facilement de la théorie des groupes formels de Lubin-Tate. En effet, les (D|_ /5, Fil) proviennent
par changement de base de (¢, N)-modules filtrés définis sur Q. Il n’est pas difficile de montrer
que, pour tout h > 1, Vs (D(_1 ), Fil) s’identifie & Q) ®z, T(I'y), ot T'j, est un groupe formel
connexe de dimension 1 et hauteur i défini sur Q,, qui, lorsque I'on étend les scalaires & I’anneau
des entiers de Q,», unique extension non ramifiée de degré h de Q, contenue dans K, s’identifie
a un groupe formel de Lubin-Tate de ce corps et on peut prendre pour ¢, la période d’une forme
différentielle invariante sur I'y, (cf. par exemple, [6, th. 1.2.1]). Alors Vi (D(_y ), F'il) est de fagon
naturelle un Q,r-espace vectoriel de dimension 1 et Vst(D[_s /) F il) s’identifie & sa puissance

symétrique s-iéme.
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