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1. Espaces de Banach p-adiques

1.1. L-banach. — On normalise la valuation p-adique v, sur C, par v,(p) = 1. Si L est un
sous-corps fermé de C,, on note &, 'anneau de ses entiers, my = {z € L,v,(x) > 0} 'idéal
maximal de Op, et k;, = O, /my, le corps résiduel de L.

Si B est un L-espace vectoriel, une valuation sur B est une fonction vp : B — R U {400}
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) vp(z) = +o00 si et seulement si z =0;
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(ii) vp(z +y) = inf(vp(x),vp(y)) quels que soient x,y € B;

(ili) ve(Az) = vp(A) + vB(x) quels que soient A € L et x € B.
Un L-banach B est un L-espace vectoriel topologique, la topologie étant définie par une valuation
vp pour laquelle il est complet.

Exzemple 1.1. — (i) Si I est un ensemble, soit £o (I, L) I'ensemble des familles bornées (a;)icr
d’éléments de L. On munit £ (I, L) de la valuation vy définie par ve__((a;)icr) = inficr vp(ai),
ce qui en fait un L-banach.

(ii) Soit £9, (I, L) le sous-espace de oo (I, L) des suites (a;);cr d’éléments de L tendant vers 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies. C’est un L-banach comme sous-L-espace
vactoriel fermé d’un L-banach. C’est aussi 'adhérence dans £ (I, L) de I'espace des suites n’ayant
qu’un nombre fini de termes non nuls.

(iii) Plus généralement, si I est un ensemble, et si B est un L-banach, I'espace {o (I, B)
(resp. 9, (I, B)) des suites (a;);e; d’éléments de B, qui sont bornées (resp. qui tendent vers 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies), muni de la valuation vy définie par
ve ((ai)ier) = infier vp(a;), est un L-banach.

Exercice 1. — Un L-anneau de Banach B est une L-algébre, muni d’une valuation v qui en
fait un L-banach, et qui vérifie en plus vgp(zy) > vp(z) + vp(y) si ¢,y € B. Soit B un L-anneau
de Banach.

(i) Montrer que « vg(z — 1) > 0 » implique « x inversible dans B ».

(ii) Montrer que, si (5 )neN est une suite d’éléments inversibles de B tel que vg(x, —1) — 400
quand n — 400, alors le produit H:i% Ty, converge dans B et la limite est inversible dans B.

Remarque 1.2. — La condition de Lipshitz habituelle pour la continuité d’une application
linéaire f : B — B’ devient : il existe C' € R tel que 'on ait vp/ (f(x)) = vp(z) + C quel que
soit € B — {0}. Ceci permet de définir la valuation de f comme inf,ep (vp (f(2)) — vp(x)).

La plupart des résultats classiques de la théorie des espaces de Banach réels restent valables
pour les L-banach (le théoréme de Hahn-Banach demande un peu de précaution). En particulier,
on a les résultats suivants.

Proposition 1.3. — (i) Si f : By — Bsg est une application linéaire continue bijective entre
deux espaces de Banach p-adiques, alors f=1 est continue (théoréme de l'image ouverte).

(ii) Une limite simple d’applications linéaires continues sur un espace de Banach est continue
(Théoréme de Banach-Steinaus).

Démonstration. — Voir n’importe quel livre traitant des espaces de Banach.

1.2. Bases de Banach. — La théorie des espaces de Banach p-adiques est trés loin d’étre
aussi riche que son homologue archimédienne; elle se rapproche plutét de celle des espaces de

Hilbert réels. En particulier, la notion suivante remplace celle de base hilbertienne dans un espace
de Hilbert.

Définition 1.4. — Soit B un L-banach. Une famille (e;);c; d’éléments de B est une base ortho-
normale de B de B si Dapplication (a;)icr — Y ;c; ai€;, de €2,(I, L) dans B, est une isométrie.
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On dit que c’est une base de Banach si cette application est seulement un isomorphisme de
L-banach. Autrement dit, une famille (e;);cr est une base orthornormale de B si et seulement si

(i) tout élément x de B peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une série convergente
T = Zie 7 aie;, ol les a; sont des éléments de L tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies,

(ii) vp(x) = inficr vp(as).
C’est une base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i), ce qui implique, d’aprés le
théoréeme de I'image ouverte, la propriété suivante.

(ii’) il existe une constante C' > 0 telle que l'on ait —C' + inficrvp(a;) < vp(xr) < C +
infier vp(as).

Une famille (e;);e; d’éléments de B est orthogonale s'il existe une famille (\;);c; d’éléments

de L telle que, quelle que soit la famille (z;);e; d’éléments de L, on ait vp(d oy widie;) =
inficr vp(z;). En particulier une base orthonormale est orthogonale.

Ezxemple 1.5. — Si I est un ensemble, et si i € I, on note d; la suite dont tous les termes sont
nuls sauf celui d’indice ¢ qui est égal & 1. Par définition, ou presque, les d;, pour i € I, forment
une base orthonormale de €2, (1, Q).

Exercice 2. — Soit ¢, n € N, une racine primitive p™-iéme de I'unité, telle que l'on ait
()P = £ quel que soit n € N. Soit I = Z[%] N[0, %[, et sii= & €1, soit e(i) = (e(M)e,

Montrer que, si F' est une extension finie non ramifiée de Q,, alors les (i), i € I, forment une
base de Banach du complété F,, de 'extension cyclotomique Fiy = UpenF (5(")) de F'. Est-ce
une base othonormée ?

Proposition 1.6. — Si L est de valuation discréte, et wy, est une uniformisante de L, alors :

(i) Tout L-banach posséde des bases de Banach.

(ii) Un L-banach posséde des bases orthonormales si et seulement si vg(B) = vp(L). De
plus, sous cette hypothése, si on note B® = {x € B | vg(z) > 0}, alors (e;)ie; est une base
orthonormale de B si et seulement si (€;);cr est une base algébrique du kr-espace vectoriel B =
B/, B°.

Démonstration. — Si B est un L-banach muni de la valuation v, alors vy : B — vp(L), définie

par vy (z) = vp(m) - [25)
déduire le (i) du (ii). Supposons donc que vp(B) = vy(L), et montrons que (e;)ier est une base
orthonormale de B si et seulement si (€;);er est une base algébrique du kr-espace vectoriel B.

Soit (e;)ier une famille d’éléments de BY telle que la famille (€;);cr soit une base du kr-espace

], est une valuation sur B, équivalente & vpg, ce qui permet de

vectoriel B. Soient S un systéme de représentants de ky, dans &7, contenant 0 et s : k;, — S
inverse de la réduction modulo 7, (en particulier, s(0) = 0). Si * € B° on peut écrire T
comme une somme finie Zie 7 ai€;, o les a; sont des ¢léments de kz presque tous nuls. Soit
s(x) = >,y s(a;)e;. Par construction, on a x — s(z) € m, BY.

Si z € BY, définissons par récurrence une suite z,, d’éléments de By par zg = = et Tpyl =
%(ZL‘H — 8(zp)). On a alors z = Zszo 7 s(zn) + 7ty quel que soit k € N. On peut écrire

$(xn) = D1 Sn.i€i, ol les s, ; sont des éléments de S presque tous nuls, ce qui montre que si on
+00
n=0
parties finies. Ceci montre que I'application de €2, (I, L) dans B qui & (a;)ic; associe Y, ae;

pose a; = T} Snq, alors la suite des a; tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
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est surjective. Si (a;)ies est un élément non nul de ¢ (I, L), alors quitte & multiplier a par une
puissance de 77, on peut supposer vy_(a) = 0, et le fait que les (€;);c; forment une base de B
implique que ) ;. ; a;e; # 0 modulo 77, et donc que 0 < Ugoo(ziel aiei) < vp(mr). Comme on a
supposé vp(B) = vp(L), ceci implique vy (> ;o7 aie;) = 0, et on en tire le fait que I'application
(ai)icr — Y ;cs ai€; est une isométrie de ¢9 (I, L) sur B.

La réciproque est immédiate.

Proposition 1.7. — Si L est de valuation discréte, si B est un L-banach p, et si F est un
sous-L-espace vectoriel fermé de B, alors F' admet un supplémentaire fermé.

Démonstration. — On peut supposer que B vérifie vg(B) = v,(L), ce qui implique vp(F) =
vp(L). Soient FO = FN B% et F = F°/pF° C B. Soient (f;)jes une base orthonormale de F et

(9i)ier une famille d’éléments de B telle que la famille des (f;) e et des (g;)ier forme une base
de B. On peut alors prendre pour G l’adherence dans B de I’espace vectoriel engendré par les

(95)je-

Corollaire 1.8. — Si L est de valuation discréte, si f : By — Bsy est une application linéaire
continue surjective entre deux L-banach p-adiques, alors f admet un scindage continu, c’est-a-
dire qu’il existe s : By — By linéaire continue telle que l'on ait f o s =idp,.

Démonstration. — Il suffit de prendre un supplémentaire fermé de ker f dans B et d’utiliser le
théoréeme de I'image ouverte.

1.3. Le dual d’un L-banach. — Si B est un L-banach, on note B* le L-espace vectoriel des
formes L-linéaires continues f : B — L. Muni de la topologie forte définie par la valuation vp«
donnée par la formule

vp«(f) = _inf w,(f(x)) —vp(2),

zeB—{0} ©
cet espace est un L-banach. On peut aussi munir B* de la topologie faible de la convergence
simple (topologie la plus faible telle qu'une suite f,, n € N, ait pour limite f, si et seulement
si, quel que soit x € B, f,(z) tend vers f(x) quand n tend vers +o0). D’aprés le théoréme de
Banach-Steinaus, B* est aussi complet pour la topologie faible, mais ’espace ainsi obtenu n’est
un L-banach que si B est de dimension finie.

Proposition 1.9. — Soit I un ensemble.
(i) Sib= (bi)icr € lc(I, L), et sia=(a;)icr € €% (I, L), la série Y,y bia; converge dans L.
(ii) Si fy(a) désigne la somme de la série Y, ; bia;, Uapplication b — fy est une isométrie de
loo(I, L) sur le dual de £°,(I,L).

Démonstration. — La seule chose non totalement évidente est la surjectivité de b — f,. Soit
donc f € €9 (I,L)*. Comme f est continue, si on pose b; = f(d;), on a v,(b;) > vgo_(1,y+([f), ce
qui prouve que b = (b;)ies € loo(I, L). Mais alors f — f, est nul sur le sous-espace de 2 (I,L)*
engendré par les §;; comme celui-ci est dense et f — f; continue, cela implique f = f;. Ceci
permet de conclure.

Remarque 1.10. — Soit §F I'élément de €2, (I, L)* défini par §7(5;) = 1, si j = i, et §7(d;) = 0,
si j # i. Il résulte de la démonstration ci-dessus que, si f € €3 (I,L)*, alors f = Y., f(6;)0F
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dans ¢2_ (I, L)*, muni de la topologie faible (la série ne converge pas pour la topologie forte, sauf
si I est un ensemble fini).

1.4. Produit tensoriel de L-banach. — Soient B; et By deux L-banach. Si z € By ®p, Bo,
on définit vp,gp, comme le maximum des inf;c;(vp, (x;) + vB,(y;)) pour toutes les écritures
possibles de z sous la forme jeg Tj @ Yj. Ceci munit By ®, By d'une semi-valuation, et on note
B1®1,By le séparé complété de By @1, B pour cette semi-valuation. Clest le produit tensoriel
complété de By et Bo.

Proposition 1.11. — Si I est un ensemble et B est un L-banach, alors (% (I, L)®B est iso-
métrique a (9, (I, B).

Démonstration. — L’espace (% (I, L) ®, B est le sous-espace de £2_ (I, B) des suites (a;);es telles
que le sous-L-espace vectoriel de B engendré par les a;, @ € I, soit de dimension finie. Il contient
en particulier l'espace des suites (a;);er d’éléments de B, avec a; = 0 en dehors d’un sous-
ensemble fini de I. Comme cet dernier espace est dense dans (2 (I, B), il suffit de vérifier que la
valuation v définie ci-dessus sur 2, (I, L) ®1, B est celle induite par Iinclusion de ¢ (I,L) ® B
dans ¢%_(I, B).

Soit donc z =}, ;2 ®y; € ¢ (I, L) ®1 B. On peut écrire 27, de maniére unique, sous la
forme z; = Zie 1 @i ;0;, avec a; ; € L, tendant vers 0 quand 7 tend vers l'infini. On a alors

Jigg(veoo (zj) +vB(y))) = jei}}fez(”p(ai’j) +vB(y;)) < inf UB(jeZJ aijyj) = Vo (1,8)(2)-

Ceci étant vrai pour toute écriture de z sous la forme z = 3 jeg Tj ®yj, on en déduit I'inégalité
v(2) < v (1,8)(2)-

Pour montrer I'inégalité inverse, partons d’une écriture de z sous la forme z = ZjeJ T Qyj, et
choisissons une base e,, r € R, du sous-L-espace vectoriel (de dimension finie) de B engendré par
les y;, j € J. Ecrivons aussi, comme ci-dessus, z; sous la forme x; = >, ;a;;0;, avec a;j € L,
tendant vers 0 quand ¢ tend vers U'infini. Soient b;,, 7 € R, les coordonnées de z; = )| jeg @ijYj
dans la base des e,, 7 € R. Il existe Iy C I fini, tel que vp(birer) > v(z) si i ¢ Iy. Soit alors

ar =Y icr g, birer € €9 (I,L). On peut écrire z sous la forme

Z=ZW®@+Z@®Z¢~

reR i€lp

On a donc
> i inf r ) inf 1 2 i inf T ) )
v(z) > min (;nggoo(a ) +vp(er) ilenl0 vp(z )) min (;nggoo(CL ) +vp(er) Uéoo(I,B)(Z>)

et comme vy, (a,) +vp(er) > v(2) par construction, on en déduit I'inégalité v(2) > v, (1,5)(2)
que l'on cherchait & établir. Ceci permet de conclure.

Corollaire 1.12. — Si B est un L-banach, si (e;)icr est une base orthonormale de B, et si

K est un sous-corps complet de C, contenant L, alors (e;)ier est une base orthonormale du
K -banach K& B.

Ezercice 3. — Montrer que, si (e;)icr est une base orthonormale de By, et si (f;)jes est une
base orthonormale de Bs, alors (e; ® ff)(ivj)efx(] est une base orthonormale de B;®; Bs.
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Exercice 4. — (i) Soit X un ensemble compact, et soit B un L-banach. Montrer que, si ¢ :
X — B est continue, alors vgo(¢) = infzex vp(@(x)) est fini.

(ii) Montrer que v4o est une valuation sur l'espace €°(X, B) des applications continues de X
dans B, et que €°(X, B), muni de cette valuation, est un L-banach.

(iii) Montrer que €°(X, B) = €°(X, L)®1B.

(iv) Montrer que, si X et Y sont deux compacts, alors €°(X x Y, L) = €°(X,L)®.¢ (Y, L).

2. Fonctions continues sur Z,

Soit %O(Zp, L) I'ensemble des fonctions continues de Z,, dans L. Comme Z,, est compact, une
fonction continue sur Z, est bornée. Ceci permet de munir ¢°(Z,, L) de la valuation vgo définie
par vgo(¢) = infrez, vp(¢d(x)), ce qui en fait un L-banach.

Ezxercice 5. — (i) Soient ¢1, ¢ deux fonctions continues de Z,, dans L. Montrer que, si ¢1(n) =
¢2(n) quel que soit n € N, alors ¢1 = ¢o.
(ii) Méme question en remplagant N par {an + b, n € N}, avec (a,p) = 1.

Ezercice 6. — (i) Montrer qu'il n’existe pas de fonction continue I' : Z,, — Z,, vérifiant I'(n) =
(n—1)!'sineN.
(ii) On suppose dorénavent p # 2. Sin € N — {0}, posons
I*(n) = 11 j.
j<n, p.g.c.d.(j,p)=1
Montrer que le théoréme de Wilson peut se généraliser en la formule %(tgk) =—1[p"].
(iii) Montrer qu’il existe une et une seule fonction continue I'), : Z, — Z,, vérifiant I')(n) =
(=1)"T*(n) si n € N — {0}.
Tplz+l) ) —% six e Z;,
Ip(z) ) 4

(iv) (a) Montrer que l'on a et I'p)(0) = 1.

six € py,

(b) Si & € Zj, soit sign(z) = (—1)*, ot zg € {1,...,p} est défini par le fait que z —x¢ € pZ,.
Montrer que la fonction sign est continue sur Z, et que l'on a I',(2)I',(1 — x) = sign(z) pour
tout x € Z,,.

2.1. Décomposition en ondelettes des fonctions continues

Si h € N, on note LCp(Zp, L) 'ensemble des fonctions de Z, dans L dont la restriction a
a+ pth est constante, quel que soit a € Z,. On note LC(Z,,, L) 'espace des fonctions localement
constantes sur Z,, & valeurs dans L. Comme Z, est compact, c’est la limite inductive (i.e. la
réunion croissante) des LCp(Zy, L), pour h € N.

Lemme 2.1. — LC(Z,, L) est dense dans €°(Zy, L).

Démonstration. — 7, étant compact, une fonction continue sur Z, est uniformément continue.
Autrement dit, si ¢ € €°(Z,, L) et C > 0, il existe m € N tel que, si vy(x—y) = m, alors v, (¢(z)—
¢(y)) = C. Soit ¢, la fonction localement constante définie par ¢, (z) = Zf:ofl ¢(i)Liypmz,. Si
x € Zy,ilexistei € {0,...,p"—1} tel que & € i+p™Z, et vp(d(x) —Pm () = vp(P(x)—d(2)) = C
par construction de m; on a donc vgo(¢p — ¢p,) = C, ce qui permet de conclure.
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Si i € N, on note £(i) le plus petit entier n vérifiant p" > i. On a donc £(0) = 0 et £(i) =

[REL) 41,81 > 1.

Proposition 2.2. — (i) Les 1, peg,, pour 0 <i < p" — 1, forment une base de LCy,(Zyp, L).
(ii) Les 1, ez, pouri € N, forment une base de LC(Z,, L).
iii) Les 1., g , pour i € N, forment une base orthonormale de €°(Z,,L).
i+p*Z, p

Démonstration. — Par définition, les 1 phz,, pour 0 < i < p — 1, forment une base de
LCy(Zp, L). Comme
phfe(i)il
.. h
Lisptinz, = Z Litptjiprz,, StisSp—1
j=0

la matrice permettant de passer des 1, fpllnz, AUX 1, prz,, pour 0 < i < p* — 1, est triangulaire,
a coefficients entiers, avec des 1 sur la diagonale. On en déduit les (i) et (ii).

Passons & la démonstration du (iii). Soit a = (a;);en € £ (N, L). Comme vgo (L4 peing,) =0,
la série > 7% ail; | iz, converge dans ¢°(Zy, L), et la somme ¢, vérifie vgo(¢q) = ve, (a). Soit
h € N tel que vp(a;) > vy (a) quel que soit i > p* (un tel h existe dés que a # 0 par définition

. h_1 .
de (3, (N, L)). Soit ¢opn = >0, ail; g, - Par construction, on a vgo(¢a — ¢a,n) > v (a).
Le méme argument que ci-dessus montre que la matrice de passage des a; aux ¢q (%), pour
0 < i < p" — 1, est triangulaire, & coefficients entiers, avec des 1 sur la diagonale. Il existe
donc i < p — 1 tel que vp(gan(i)) < infogicpn 1 vp(ai) = vo,, (a). Comme vy(Ga (i) — Pa,n(i)) =
Vgo(da — Pan) > ve(a), on en déduit les inégalités vyo(dy) < vp(@a(i)) < ve . (a), et donc
vg0(Pa) = Ve (a).

On a donc démontré que a +— @, induit une isométrie de ¢9 (N, L) sur adhérence dans
%O(Zp, L) du sous-espace engendré par les 1,4 e z,» pour i € N. Comme ce dernier espace n’est
autre que LC(Z,, L), le lemme 2.1 permet de conclure.

Définition 2.3. — On appelle base d’ondelettes la base orthonormale de 6°(Z,, L) constituées
des 1, ez, pour i € N. Si ¢ € €%(Zy, L), et ¢ = Y ieN bi(¢)1i+pé(i)zp est la décomposition
de ¢ en ondelettes, les b;j(¢), i € N, sont les coefficients d’amplitude de ¢.

2.2. Polynémes binomiaux et fonctions puissances. — Si n € N, soit (i) le polynéme

défini par
<x> 1 sin=0
n £ Gl DI G a D RS

n!

Proposition 2.4. — Sin € N, alors vgo((%)) = 0.

Démonstration. — On a (') = 1 et donc vgo((¥)) < 0. D’autre part, si k € N, (”Zk) est le
nombre de maniére de choisir n objets parmi n + k et est donc entier. On en déduit le fait que
vp((”;rk)) > 0 quel que soit k& € N, et comme n + N est dense dans Z,, cela implique que
Up((i)) = 0 quel que soit « € Z,, ce qui permet de conclure.

Si z € L vérifie v,(z—1) > 0, la série ¢,(z) = 20 (£)(2—1)™ converge normalement d’apres

la proposition 2.4 et définit donc une fonction continue ¢, (z) de x € Z,. D’autre part, si k € N,
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on a ¢,(k) = 2% ce qui nous permet de noter de maniére plus parlante  — 2% la fonction

Ezercice 7. — (i) Montrer que, si z € L vérifie v,(z — 1) > 0, alors z"t¥ = 2%2¥ quels que
soient z,y € Z,.
(ii) Montrer que la série zi% (17/L 2) (g)n converge dans R vers % et dans Q7 vers —%.
Un cas particuliérement utile est celui ol z est une racine de 'unité d’ordre une puissance p.
H+P"k — 2% quel que soit k € N et donc 2* = 2¥ siy € + p"Zp, ce qui fait
que la fonction z” est localement constante.

. n
SizPP =1,onaz

Proposition 2.5. — (i) Si L contient p,n, les (%, pour ( € p,n, forment une base de
LCh(Z,, L).
(ii) Si L contient pe, les (¥, pour ¢ € pyeo, forment une base de LC(Zyp, L).

Démonstration. — On a

Z o= {ph six € pth,
0

sinon
¢l =1 ’

et la fonction caractéristique de a + pth est donc # Zcphzl ¢*~®. Ceci montre que les (¥, pour

¢ € ppn, engendrent LCy(Zy, L), et comme il y en a le bon nombre, cela permet de conclure.

Siie N, etsije N, posons

1 , .
Qij = o) Z ¢CHC—1).

CEM (i)

Lemme 2.6. — On a
Q45 = 0 st <1,
Qg = 1 S 1= j,
o e(i)—1
J—P
Up(ai7j) > [pe(i)_peu)q]

sij >
Démonstration. — Si j < i, on a ("H( — 1) = Z,;:(Z:ZJ) (%) ¢k, et comme i < p!@ . la condition
—i < k < —(i — 7) implique que k n’est pas un multiple de p!@ . En sommant sur ¢ € Hpeciy , On
obtient 0 comme annoncé.
Si j = 4, le méme raisonnement montre que seul k = 0 va contribuer, et donc o; ; = 1.
Passons au cas j > ¢. Comme ag ; = 0, si j > 1, on peut se contenter de traiter le cas i > 1.
Notons, comme d’habitude, (p» une racine primitive p”-iéme de 'unité, et F), le corps Qp((pn).
Ceci permet de réécrire o j sous la forme

1 £(2)

Wd = ) Z Trr, /q, (G (Gon — 1)7).
n=1
Comme v,(Trp, /q, (7)) = n + [vp(x) — zﬁ]’ et comme vp(Gn — 1) = W, on obtient
. ' ] 1 ] _ pf(i)—l
) > _ _ —
vpleig) 2| inf (” @) + [pn —p1 o 1]) {pw) — 1)
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car la condition j > i > p*@~1 fait que le minimum ci-dessus est atteint pour n = £(i). Ceci
permet de conclure.

2.3. Coefficients de Mahler des fonctions continues. — On définit la k-iéme dérivée
discrete ¢IF1 d’une fonction ¢ par récurrence a partir des formules

g =¢ et ¢lFU(z) = gl (x4 1) — oM (2),

et, sin € N, on définit le n-ieme coefficient de Mahler a,,(¢) de ¢, par la formule a,(¢) = ™ (0).
On a aussi
k n

k n
(k] _ _1)¢ o _ C1)¢ o
i) = 3 (F)ote+r=i et a) > (7)ot -0,
Lemme 2.7. — Si P, désigne le polynéme binomial (i), alors

(i) PT[LH =P, sik<n, et P,Lk] =0sik>n;
(ii) ax(Py) =0 si k #n, et ap(P,) =1 si k =n.

Démonstration. — C’est une récurrence immeédiate a partir de la formule (zﬁ) — (nil) = (i)

Théoréme 2.8 (Mahler). — (i) Si ¢ € €°(Zy, L), alors
(a) limy,— 400 an(¢) =0,

(b) S50 an(9)(¥) = ¢(z) quel que soit x € Zy.
(ii) L’ application ¢ — a(¢) = (an(¢))neN est une isométrie de €°(Zy,, L) sur (2 (N, L).

Corollaire 2.9. — Les (fl), pour n € N, forment une base orthonormale de CKO(ZP,L).

Démonstration. — Le corollaire est immédiat. Passons a la démonstration du théoréme.

e La formule définissant a,(¢) montre que vy(an(¢)) = vgo(¢p) quel que soit n € N. L'ap-
plication ¢ — a(¢) est donc une application continue de ¢°(Z,, L) dans ¢o(N, L), et on a
Ut (a(@)) 2 vgo(9).

e Le sous-espace B de €°(Zy, L) des ¢ tels que a(¢) € (9 (N, L) est fermé dans €°(Z,, L)
puisque £ (N, L) est fermé dans /oo (N, L).

o Sia= (an)nen € 19 (N, L), la série 3% a, (¥) converge normalement dans 6°(Zy, L) en
vertu de la proposition 2.4, et la somme ¢, de cette série vérifie vyo(¢s) = v (a). D’autre part,
le lemme 2.7 nous fournit la formule (;Sgd (2) = 220 antk (¥) et donc a(¢q) = a.

e L’application ¢ — a(¢) est injective car « a(¢) = 0 » implique « ¢(k) = 0 quel que soit
k€ N », et N est dense dans Z,,.

Maintenant, si ¢ € B, on a ¢ — ¢q(4) = 0 puisque a(¢p — ¢,(4)) = 0 et a est injective. Donc
¢ € B implique que ¢ satisfait le b) de la propriété (i) du théoréme. De plus, on a

V5 (a(9)) Z vg0(d) = vgo(Pa(g)) 2 vin (a(9)),

ce qui montre que ¢ satisfait aussi la propriété (ii) du théoréme. Pour démontrer le théoréme, il
suffit donc de prouver le a) du (i) ou, autrement dit, B = ¢°(Z,, L).
On déduit de 'identité

1 1 = i :
1 iz, (z) = pt(@) Z = pt@) Z EC_Z(C - (j)’

CER (i) CEH (i) =0
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la formule an(liﬂ)awzp) = ;. Comme vy(a;,) tend vers 4+o0o quand n tend vers o0
(lemme 2.6), cela prouve que B contient les 1; +pting,, et donc aussi LC(Zy, L). Comme B est
fermé et LC(Zy, L) est dense dans 6°(Z,, L), cela permet de conclure.

Ezercice 8. — (i) Montrer que, si ¢ € €°(Zy, L), il existe k € N tel que vgo ($lP1) > vgo (P)+1.
(ii) En déduire une autre démonstration de I'égalité B = €°(Z,, L).

FExercice 9. — Montrer que les (fl) . (:7’1)7 pour n,m € N, forment une base orthonormale de
¢°(Z, x Z,, L). (On pourra utiliser les résultats de I'exercice 4.)

3. Fonctions localement analytiques

3.1. Fonctions analytiques sur un disque fermé. — Sia € L, et r € R, soit D(a,r) le
disque fermé {z € C,,, vp(z —a) > r}. Une fonction ¢ : D(a,r) — C, est L-analytique s’il existe
une suite ax(¢,a), k € N, d ¢léments de L, telle que vy(ag(¢,a)) + kr tend vers +o0o quand k
tend vers 400, et ¢(z) = S 120 ax(¢, a)(z — a)* quel que soit x € D(a,r). On note A(D(a,r), L)
’ensemble des fonctions analytiques sur D(a, ), et on munit A(D(a,r), L) de la valuation vp(q, )
définie par

UD(a,r) (¢) = klglf\} Up(ak(¢a CL)) + k‘?",

qui en fait un L-banach.

Remarque 3.1. — Les 1p, ) (z m]) , pour k € N, forment une base de Banach de A(D(a,r), L),
et méme une base orthonormale Sl r € Z. On en déduit le fait que, si K est un sous-corps complet
de L contenant a, alors

A(D(a,r),L) = L& A(D(a,r), K).

Proposition 3.2. — Si¢1 € A(D(a,r), L), et si p2 € A(D(a,r), L), alors ¢p1¢2 € A(D(a,r), L)
et UD(a,r) (¢1¢2) = UD(a,r) (¢1) + UD(a,r) (<f>2)
Démonstration. — Soit ap, = ax(¢1,a) et by = ag(¢2,a). Si k € N, soit ¢ = Zf:o a;bp_;. On a
wple) b 2 nf (o) i) + (oplbii) + (5 = i)
> 4 . . N
lnf(vD (a,r) (¢1) + Jl}l’lf/‘ ( (b ) + jT‘), UD(a,r) (¢2) + ig’i§2(vp(al) + ZT)v

ce qui prouve que vp(ci) + kr tend vers 400 quand k tend vers 400, que ¢1¢2 € A(D(a,r), L),

°t QUe Up(a,r) ($162) 2 UD(ar)($1) + Up(ar) (P2)-

Maintenant, soit 4o (resp. jo) le plus petit entier i (resp. j) tel que vp(a;) + ir = vp(a,(d1)
(resp. Up(bj)—i-jT = UD(a’T)(¢2)). Si kg = i9+jo, alors vp(aibko_i)—i—kor > 'UD(a,r)(¢1)+vD(a,r)(¢2) si
i # o, et donc vy(ck, ) +kor = vp(aibj,) +kor = vp(ar) (#1) +VD(ar) (¢#2). On en déduit I'inégalité
UD(a,r) <¢1¢2) UD(a,r) (¢1> + UD(a,r) (¢2) ce qui permet de conclure.

Proposition 3.3. — Si ¢ € A(D(a,r), L), alors
UD(a,r) ((b) = inf ’Up(@(.’ﬂ))

z€D(a,r)
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Démonstration. — Commengons par supposer a = 0 et 7 = 0. On a alors ¢(z) = ;;’8 apxk,

avec vp(ay) — +oo quand k — +oo. L'inégalité inf e p(q,r) vp(@(7)) = infren vp(ar) = vp(0,0)(#)
est immédiate.

Pour démontrer I'inégalité infren vp(ax) > infiep(ar) vp(¢(2)), commengons par remarquer
que vp(ay) atteint son minimum pour un certain kg € N. En divisant tout par ag,, on se raméne
au cas ol infren vp(ag) = 0. Soit alors ¢ la réduction de ¢ modulo mg,. Ceci fait de ¢ un élément
non nul de Fp[x], et, si a € Oc, ne se réduit pas en un zéro de ¢ modulo mc,, on a m #0,
ou encore vy(¢(z)) = 0. On en déduit I'égalité infren vp(ar) = infepa,r) vp(P(T))-

Maintenant, s’il existe ¢ € C, tel que vy(c) = r, on peut appliquer ce qui précéde a g €
A(D(0,0), L) définie par g(z) = ¢(cx + a), et dans le cas général, on écrit D(a,r) comme la
réunion croissante de D(a, 1), avec ry, € vp(C,) tendant vers r en décroissant, pour conclure.

3.2. Fonctions localement analytiques sur Z,. — Si h € N, soit LA}, (Z,, L) 'espace des
fonctions ¢ : Z,, — L dont la restriction a a + pth est la restriction d’une fonction L-analytique
¢q,p sur D(a, h), quel que soit a € Z,. On munit LA, (Z,, L) de la valuation vy, définie par

vLa, (¢) = aienzfp UD(a,h) (Pash)s

qui en fait un L-banach. D’aprés la proposition 3.3, si S contient un systéme de représentants
de Z,/p"Z,, on a aussi vy, (¢) = infaes VD(a,h) (Pash)-
Soit LA(Z,, L) I'espace des fonctions localement analytiques sur Z,. Comme Z, est compact,

c’est la limite inductive des LAp(Zy, L), h € N, et on le munit de la topologie de la limite
inductive.

Remarque 3.4. — En revenant a la définition de vp(, p), on peut aussi donner la description
suivante de v, : si a € Zp, il existe une suite ax(¢,a), k& € N, d’éléments de L, telle que
l'on ait ¢(x) = lj:of] ax (o, a)(xp;ha)k, quel que soit z € a + p"Z,. On a alors VD(a,h)(Pah) =
infren vp(ar(@, a)), et donc

vLA, (4) = ;Ielg 13212 vp(ar(9,a)),

si § C Z, contient un systéme de représentants de Zp/pth.

On peut écrire tout entier n de maniére unique sous la forme n = mp" — i avec 1 < i < p™.
x+i)m—1
h

Soit alors ep, () la fonction 1_;, ny (2)( >

Lemme 3.5. — Les ey, pour n € N, forment une base orthonormale de LAp(Z,,L).

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la description de la valuation vr,a, donnée dans la rem. 3.4,
et d’utiliser le fait que {—i, 1 <i < p} est un systéme de représentants de Z,, modulo pth.

Corollaire 3.6. — On a LAy(Z,,L) = L@QPLAh(Zp,Qp) quel que soit le sous-corps fermé L
de Cp.
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3.3. Coefficients de Mahler des fonctions localement analytiques. — Le résultat sui-
vant, dii & Amice, permet de décrire les fonctions localement analytiques en termes de leurs
coefficients de Mahler.

Théoréme 3.7. — Les [ﬁ]’(ﬁ) pour n € N forment une base orthonormale de LAy (Zy, L).

Démonstration. — Posons gn(z) = [%]1(¥). Sij € {1,...,p"}, soit gn;(z) = gn(—j + p"z). Par

P
définition, on a
n 1 n—1
_ . h
%A@—{ﬂJmJlbﬂ—k+px)

Sivp(j+k) < h, alors v,(—j—k+p"z) = v,(j+k) quel que soit x € Oc, et siv,(j+k) > h, alors
vp(—J — k+ pha?) > h quel que soit z € Oc, avec égalité si 'image de = dans Fp n’appartient
pas a F,,. On en déduit la formule

n—1
n . .
vLao(gng) = wp([71) —vp(nl) + Y inf(vp(j + k), h)
k=0
En utilisant identité v,(n!) — v,([2%]!) = S (2], et

=. . . . . "onti-1, -1
Sinf(u,(j+ k) B) =S HO<k<n—1, u(i+ k) >0 = (] e Rl e ).
k=0 (=1 (=1

on en déduit la formule

h . .
vaons) = (2 - 1),
(=1 p
Comme [z + y] > [z] + [y], chacun des termes de la somme est > 0, et donc vpa,(gn,;) = 0,
ce qui implique que vr, (gn) = 0, puisque vpa, (9n) = inf ¢ pn VLA, (gn,j)- Pour terminer la
démonstration, nous aurons besoin du lemme 3.8 ci-dessous, qui montre que la matrice exprimant
les réductions g, modulo p des g,, n € N, dans la base des €, ,, n € N, est triangulaire, a
coefficients diagonaux inversibles. Ceci permet d’utiliser la prop. 1.6 pour conclure, si L = Q.
Le cas général s’en déduit en utilisant le cor. 3.6.

Lemme 3.8. — Soit n = mp" —i avec 1 <i < pt et, sij € {1,...,p"}, soit Gn,; la réduction
de gn,; modulo p. Alors

(i) Gy = 0 sij >

(i) deg () = m — 1

(iil) deg(g, ;) < m —1sij <i.

%—1] _ [J‘p—hl] _

Démonstration. — Pour démontrer le (i), constatons que, si j > i, alors | 0
et donc vy (gn,;) > 0, ce qui équivaut & la nullité de g, ;.

Pour démontrer les (ii) et (iii), développons g, ; sous la forme ZZ:O arx®. D’aprés la discussion
précédente, on a ay € Z,. D’autre part, les zéros de g, ; sont les inhk pour k € {0,1,...,n—1}.
Le nombre de zéros de g, ; dans Oc,, est donc égal au nombre d’éléments de {0, 1,...,n—1} tels

"J;Jh_l} — [jpihl] = m — 1 zéros dans Oc,,. Soient

que vp(j+k) > h; on en déduit le fait que g, ; a |
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ai, ..., o les zéros de gy, ; ordonnés de telle sorte que o, ..., -1 € ﬁcp, et ooy & ﬁcp.
Il existe alors ¢ € C,, tel que

n

m—
On,j = H x — ay) H(l—ae_lx).
/=1 2

=m

Par ailleurs, comme vp(ae_l) > 0sil>m,onauvy(c)=vp(am-1)=0,etg,,= EHT:EI(:U —ay).
On en tire le (iii), et le fait que le (ii) est équivalent & g, ; # 0, ou encore & vpa,(gn,;) = 0. Pour
démontrer cette derniére identité, on utilise la formule —[52] = [271]+1, valable quels que soient

a€ZetbeN - {0}, ce qui nous donne

M=

h : h -
mp" + —1 1—1 mp" — 1
ULAo\Yn,i) = < - - )
o(9n,i) 2 [ p -1 p -1 . ]
! i —i
=S (" = 1)+ A+ () = " 4 [7])) =0
=1 p
Ceci permet de conclure.
Corollaire 3.9. — Si ¢ € €°(Zy, L), les conditions suivantes sont équivalentes :

e pc LA(Z),L);

e liminf 2u,(a,(¢)) > 0.
Démonstration. — 11 existe h tel que ¢ € LAy(Zy, L), et alors liminf Lv,(a,(¢)) > m
d’aprés le théoréme 3. 7 Réciproquement, si lim inf %vp(an(@) > 0, il existe h € N tel que
liminf 2up(an(¢)) > ey 1) . Alors ([ 1D tan, (¢) tend vers 0 et ¢ € LA, (Zy, L).

4. Fonctions de classe €"

4.1. Fonctions dérivables et fonctions de classe ¢". — Une fonction ¢ : Z, — L est

w admet une limite quand h tend vers 0. La

dérivable en xo € Zy,, si la quantité
limite est alors notée ¢/(xp). Une fonction est dérivable a l’ordre 1 si elle est dérivable en tout
xo € Zp; une fonction dérivable & I'ordre 1 est en particulier continue. Plus généralement, on
définit par récurrence sur k la notion de fonction dérivable a l'ordre k : ¢ est dérivable a [’ordre k

si elle est dérivable a l'ordre k — 1, et si sa dérivée (k — 1)-iéme est dérivable a l'ordre 1.

Sir >0, ondit que ¢ : Z, — L est de classe €7, s'il existe des fonctions ¢(j) :Z, — L, pour
0 < j < [r], telles que, si 'on définit €4, : Zy, x Z, — L et Cy, : N — R U {400}, par

5¢,r(x7 y) I’ + y Z ¢ ]) 7' et C¢,T(h) = inf ,Up(g(b,r(xv y)) - ’l”h,

x€Zyp,yEPZy
alors Cy (h) tend vers +o0 quand h tend vers +oo0.

Remarque 4.1. — En prenant y = 0, on voit que, si r > 0, et si ¢ est de classe €, alors
#) = ¢ et ¢ est continue. Dans le cas r = 0, on retombe donc sur la définition de fonction
uniformément continue et, Z, étant compact, une fonction est de classe €V si et seulement si elle
est continue.
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On note €7 (Z,, L) I'ensemble des fonctions ¢ : Z, — L qui sont de classe €. On munit
¢"(Zy, L) de la valuation vf,, définie par

. . X
vigr (¢) = mf(ogjgfﬁ,fmez,, o ( i ), ,;%fzp Up(pr(3,Y)) — T0p(y)),

ce qui en fait un L-banach.

Ezercice 10. — (i) Montrer que tout élément x de Z, peut s’écrire de maniére unique sous la
forme 310 pay(z), avec a,(z) € {0,...,p — 1}.
(i) Soit ¢ : Z, — Z, définie par ¢(x) = >/ p* a,(x). Montrer que ¢ est dérivable, de

dérivée nulle, en tout point. En déduire que ¢ est dérivable & I'ordre k pour tout k.
(iii) Montrer que ¢ n’est pas de classe €.

4.2. Propriétés locales des fonctions de classe 4. — Le but de ce n° est de montrer que,
si ¢ est de classe €7, alors les ¢\9) sont les dérivées successives de ¢ et donc que on retombe sur
le développement limité naturel de ¢.

Lemme 4.2. — Soit C(N) = ZnN:1 vp(n!), et soit ap, pour 0 < k < N, une famille d’éléments
de L. Alors, quel que soit h € Z,

ogil?iN (vp(ak) + kh) > xel}I)le vp<zak ) N).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur N, le résultat étant trivial si
N =0.Si N > 1, soient P,@Q € L[x| définis par

N-1
Zakk' et Qx Zak—.
k=0

Alors, quels que soient x € Q, et h € Z, on a

*th < )P(w+3p)

En particulier, en prenant z € p"Z,,, on obtient la minoration vy(ay)+Nh > inf vephz, Up(P(2)).
On en tire la minoration v,(Q(z)) > inf ey vp(P(z)) — vp(N!), et hypothése de récurrence
implique que

ngig]fvi1 (vp(ag) + kh) > xel;lfzp vp(Q(z)) —C(N —-1) > xelﬁlfzp vp(P(z)) — C(N),

ce qui permet de conclure.

Proposition 4.3. — Sir >1, et si ¢ € €"(Zy, L), alors ¢ est dérivable en tout point. De plus,
(a) ¢ € €7 1(Zy, L) et il existe Co(r) € R tel que Uon ait vly,_,(¢') > vl (¢) — Co(r) quel
que soit ¢ € €"(Zy, L).
(b) (¢ = pUtD) 5 j <7 —1.
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Démonstration. — 11 est clair sur la définition que lim, o Wqus s ( ), si ¢ est de

classe €, et donc que ¢ est dérivable en tout point, de dérivée ¢/(z) = ¢V (z). Par ailleurs, en
développant

[r]

. + z J Z‘]
S (@ y+2) =g @y, 2) = (d(a+y+2) =D ¢V (:v)(yj,)) ~(9aty+)=d oD (ty) ).
=0 ‘ =0
on obtient, si v,(z) > h et vy(y) = h, la minoration
[r] i . [r]—j ) yk
(ZO (0@ +y) - > o (2)57)) = v+ Cop (h).
j: =

D’aprés le lemme 4.2, cela implique que, si v,(y) > h, alors

[r]—j

0, (69 +9) - Y ) V) 3 (r = )h -+ o) — (),

On en déduit, si 0 < j < [r], lappartenance de ¢\ a ¢"I(Zyp, L), la minoration Veyr ](gb(j)) >
vl () — O([r]), et lidentité (¢())R) = ¢U+k) si j + & < [r]. Ceci permet de conclure.

Remarque 4.4. — (i) Une récurrence immédiate montre, 6 surprise, que gzﬁ(j) est la dérivée j-
iéme de ¢. De plus la minoration v, _; (¢9)) = v, (¢) — C([r]) — j, obtenue au cours de la
démonstration de la proposition 4.3 est meilleure que celle que 1’on obtiendrait par récurrence
en utilisant la prop. 4.3.

(ii) On a obtenu, au cours de la démonstration, la minoration suivante, si j < [r],

Cy0) p—j(h) = Cgr(h) = C([r]).
(iii) Nous montrerons plus loin (prop. 4.14) que —x induit une surjection de ¢"(Z,, L) sur

€T YZp,L),sirT > 1.

Exercice 11. — Si ¢1 : Z, — Z, est de classe €7, et si ¢o : Z;, — L est de classe €, alors
¢20¢1 : Ly, — L est de classe €.

4.3. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe ¥”. — Il semble naturel
de penser qu'une fonction localement analytique est de classe ", pour tout r > 0. La proposition
suivante montre que c’est bien le cas.
Proposition 4.5. — Si h € N, et si r > 0, alors LAy(Z,,L) C €"(Zy,L). De plus, si ¢ €
LAy (Zy, L), alors

vigr (¢) = v, (¢) — rh.
Démonstration. — Soit ¢ € LA(Z,,L). On a vp(%qﬁ(j) (x)) = vra, (@) — hj quels que soient
x € Zy et j € N. Par ailleurs, on a

G (z) .

) = {ZDT ) . sivy(y) > h,
r I (x 1 .

plz+y) = X0 Sy sivy(y) < h.

On en déduit la minoration v,(e4,(x,y)) = vra, (@) + ([r] +1)(vp(y) — h) si vp(y) = h, et comme
([r] 4+ 1)vp(y) — rvp(y) tend vers +oo quand vy (y) tend vers +o0, cela montre que ¢ € €7 (Zy, L).

epr(T,
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De plus, la minoration vf,, (¢) > via, (¢) — rh se déduit facilement, en revenant a la définition,
de la formule ci-dessus pour €4 ,(x,y) et de la minoration vp(%gb(j)(a:)) > vra, (@) — hj. Ceci
permet de conclure.

4.4. Coefficients d’amplitude des fonctions localement polynomiale. — Soit I une
partie de N. Si h € N, on note LP}Il(Zp,L) I’ensemble des fonctions de Z, dans L dont la
restriction a a + pth est un polynéme de la forme . ; a;x’, quel que soit a € Z,. On note
LP! (Z,, L) 'espace des fonctions localement polynomiales sur Zj, a valeurs dans L et a degrés
dans I. C’est la limite inductive des LP{L(Zp, L), pour h € N.

Si I est une partiec de R, on note LP{L(ZP,L) et LPI(Zp,L) respectivement, les espaces
LPI"N(Z,, L) et LPI™N(Z,, L).

Proposition 4.6. — Soit r > 0.
(i) Les 1i+p€(i)zp'(%)k, pour0 < i < p'—1et0 < k < [r], forment une base de LPE)’T](ZP,L).
(ii) Les Lz, (%)k, pour i € N et 0 < k < [r], forment une base de LP[O’T](ZP, L).

Démonstration. — 11 suffit d’adapter les arguments de la démonstration des (i) et (ii) de la
prop. 2.2.

Sii€ Net k€N, on note e; 1, 'élément de LPO7 défini par
L(i)r T — 1k
i) = O 0, @) - (S

Lemme 4.7. — (i) Les ejpr, pour 0 < i < p" —1 et 0 < k < r, forment une base de
Lrl(z,, 1).
(i) Les eig,, pouri € N et 0 < k <7, forment une base de LP"N(Z,, ).

Démonstration. — Immeédiat.
Lemme 4.8 — Sir >0 et si k <r, alors
Vigr(€ijr) =0 et vir(ejp,) = [0(0)r] —rl(i) +r—k > -1, sii>1.

Démonstration. — Le cas i = 0 est immédiat. Supposons donc ¢ > 1 (et donc £(i) > 1), et notons
¢ la fonction e; i .

©Sij < etsia € Zy, alors vy (L) > [0(i)r]— (i) > [0G)r]—ke(i) > [E(i)r] —re(i)+r—F.

Dr zdy—i\k . .

e Onacy,(r,y) = pltt® ](1i+p£(i)zp (x+y)—1i+pe<i)zp(x))( ;%) )". En particulier, g4, (2, y) =
0, si vp(y) = £(i) ou si ni z, ni x + y n’appartiennent a ¢ +p£(i)Zp.

— Dans le cas v,(y) < L(i) —letx+y ci+p@DZ, ona

vp(egr(z,y)) —rvp(y) = [L(0)r] —r(l(i) — 1) = [L(i)r] — rl(i) +r — k.
— Dans le cas vy(y) < (i) —1let x €i+pDZ, ona

vp(eg.r(2,9)) = rop(y) = [L(@)r] + k(vp(y) — £(0)) — rop(y) = [L(D)r] — re(i) +r — k.

Ceci permet, en revenant a la définition de v/, de conclure.
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Lemme 4.9. — Sir >0, sih € N, et si b; € L, pour i < p" —1, alors

Vi ( Z bieior) — 1T < <1nf vp(b;).
i<ph—1 -1

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur h, le cas h = 0 étant trivial. Soit
¢ = Zigph—l bieio,. Comme les e; o, sont localement constantes et donc de dérivées nulles, on
acgr(x,y) = ¢(x +y) — ¢(x). En particulier, en tenant compte du fait que e;, est constante

modulo philzp, si1 < phil, on obtient
(i) = phIb; s si0<i<pht —1,
’ p[hr](prh_l —b) siphl<ig<ph—1
On en déduit que
inf u(b) = b+t (e (i) B vl (6) + (h— D — [hr].

phl<i<ph -1 0<igph—ph=1-1
En particulier, inf n—1.¢;<pn 1 vp(bi) = vigr (@) — 7. De plus, comme i, (€i0,) = [hr] — hr +7, et

comme Zigphfl—l biei@’r = ¢ — thflgigphfl—l biei,om, on a

Ve () bieiog) Zinf (Ve (¢), inf  wp(by) + vipr (€i0.0)) = Vigr (8),

h=1i<ph—1
igph—lfl p IXRP
ce qui permet de conclure, en utilisant I’hypothése de récurrence pour h — 1.

Si ¢ e LP[O’T](ZP, L), on note b; (¢), pour i € N et 0 < k <7, les coefficients d’amplitude de
¢, i.e. les coeflicients de ¢ dans la base des e; -

Proposition 4.10. — Sir >0, il existe C{(r) tel que, quel que soit ¢ € LP[O’T](ZP,L), on ait
inf _ vy(bik(9)) = vir (8) — Co(r).

ieN, 0<k<r

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur [r]. En dérivant, cela permet
d’utiliser I'hypothése de récurrence pour minorer inf;en, 1<k<r Up(bik(¢)) sous la forme souhaitée
(en utilisant le (i) de la prop. 4.3 pour minorer v, _,(¢') en fonction de v, (¢)). On minore les
valuations des coefficients restants en considérant ¢ = ¢ — ZieN’ k>1 bi k(@) kr, et en utilisant
le lemme 4.9 et la minoration v/, (e; ;,) > —1 pour minorer v/, (¢1).

4.5. Décomposition en vaguelettes des fonctions de classe ¥". — Le but de ce n° est
d’exhiber une base de Banach agréable de €"(Z,, L), et ce, dans le but de démontrer (prop. 4.14)
la surjectivité de &L : €7 (Zy,, L) — €™ (Zy, L) annoncée dans la rem. 4.4.

Proposition 4.11. — Soitr > 0. Si¢p € €"(Zy, L), et h € N, soit ¢p, I’élément de LPE’T} défini
par

ph—1 [7] (Z)(k
on(@) = Y Ly (@ (Z wfn’f).
=0

Alors

(1) VLA 1 (D1 = @n) = 1h + Cyr(h) = C([1]).
(ii) ¢p, tend vers ¢ dans €"(Zy, L) quand h tend vers +oc.
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Démonstration. — Il résulte du (i), de la prop. 4.5, et de ce que Cy ,-(h) tend vers +00, que ¢y, a
une limite dans ¢”(Z,, L). Comme par ailleurs, ¢ (i) = ¢(i) si i € N et p" — 1 > 4, cette limite
coincide avec ¢ sur N, et donc partout par continuité. Il suffit donc de prouver le (i). On a

—1p—1

1—aq x—i)k
¢h+1( Z le+aph+ph+lz Z <¢(k t+ap )(kp)_(b(k)(y,)( o ) )

i=0 a=0

Or un petit calcul montre que

[r] e hk Nk
> (690 + aph)@wk'w) — o (i )
k=0 '
[l [r]=j .
p](h+1) ) i h .
= ! <¢(] i+ ap Z ¢(j+€ )(x pzh+1ap )]v

et la prop. 4.3 (ou plutdt le (ii) de la remarque 4.4) nous fournit la minoration

=0

' [r]—j ' (aph)e
0, (090 + ap") - ;% U0 L) 2 Cor(h) = C(Ir]) + (r = ).
On en déduit que
g (O = ) > 108 (o) 4 1) = O() + (= )8) = o+ o () = (1),

ce qui permet de conclure.

Théoréme 4.12. — La famille des €; ., pour i € N, 0 < k < 7, est une base de Banach de
€ (Zp,L).

Démonstration. — Le lemme 4.8 montre que (b; ) — ZieN’ngQ b; i€i k,r est une application
continue de ¢9 (N x {0, ..., [r]}) dans €"(Z,, L). La proposition 4.10 implique que cette applica-
tion est un isomorphisme de L-banach de £ (N x {0,...,[r]}) sur 'adhérence de LPI*"(Z,,, L)
dans €7 (Z,, L), et comme cette adhérence n’est autre que " (Zy, L), d’aprés la prop. 4.11, cela
permet de conclure.

Définition 4.13. — On appelle base de vaguelettes la base de Banach de €7 (Z,, L) constituée
des ejr,, pour i € N, 0 < k < 7. Si ¢ € €"(Zy, L), et si ) ;N Zogkgr bik(@)eir, est la
décomposition de ¢ en vaguelettes, les b; 1,(¢) sont les coefficients d’amplitude de f.

Proposition 4.14. — (i) Si r > 1, la dérivation d— induit une surjection de €"(Z,, L) sur
¢ (Zy, L) ; son noyau est l’adherence de LC(Zy, L) dans €"(Zy, L).

(i) Plus généralement, sij est un entier > 1, et sir > j, lopérateur (di) induit une surjection
de €"(Zp, L) sur €™ (Zy, L) ; son noyau est Uadhérence de LPI9=Y(Z, L) dans € (Z,, L).

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que

d

(%)jei,kw =k(k—1)---(k—Jj+1eit—jrj,
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pour déduire, d’'une part la surjectivité de (%)j : 6" (Zy, L) — €79 (Zy, L) du théoréme précé-
dent, et, d’autre part, le fait que le noyau de (%)j est 'adhérence de ’espace engendré par les
€k avec k < j—1; comme cet espace est précisément Lpl0s—1] (Z,, L), cela permet de conclure.

4.6. Coefficients de Mahler des fonctions de classe ¥". — Le but de ce n° est de carac-
tériser les fonctions de classe " en termes de leur développement de Mahler.
Théoréme 4.15. — Sir >0, si ¢ € €™ (Zp, L), et si ¢ = > an(p) (2) est la décomposition

de Mahler de ¢, alors vp(an(¢)) — rl(n) tend vers +oo quand n tend vers +o0o. De plus, la
valuation vgr, définie sur € (Zy, L) par la formule

v (8) = g (vyan(6)) — rt(m)
est équivalente & la valuation viy, .
Corollaire 4.16. — Les plrt™)] (Z), pour n € N, forment une base de Banach de €"(Zy, L).

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme ; la démonstration
du théoréme est un peu acrobatique. On commence par démontrer (cor. 4.18) qu’il existe une
constante C3(r) telle que l'on ait vgr (@) = vipr(¢) — C3(r) si ¢ est de classe €7. Cela montre
que I'application (an)neN = D pen @n (i) est une application continue de ’ensemble des suites
vérifiant v, (a,) —14(n) — +oo quand n tend vers +oo (muni de la valuation ver) dans €7 (Zy, L).
Par ailleurs, I'image contient LA(Z,, L) qui est dense dans ¢"(Z,, L) ; il suffit donc de prouver
que 'image est fermée. Pour cela, il suffit de vérifier qu’il existe une constante C4(r) telle que
Pon ait vl (@) = vgr(¢) — Ch(r) si ¢ est de classe €7, et comme LP*")(Z,, L) est dense dans
¢"(Zy, L), il suffit de vérifier une inégalité de ce style pour ¢ € LP[O”"](Zp, L). C’est ce que 'on
fait au lemme 4.23 (en utilisant la décomposition en vaguelettes); la démonstration se fait par
récurrence sur [r|, en dérivant pour passer de r & r — 1, et on doit traiter a part les fonctions
localement constantes (cor. 4.22, pour lequel on a besoin des estimations des prop. 4.19 et 4.20).

Proposition 4.17. — Sir >0, il existe Ci(r) tel que, quel que soit h € N et ¢ € LAy(Zy, L),
on ait

vgr () = via, (@) — rh — Ci(r).

Démonstration. — En utilisant le th. 3.7, et I'inégalité ¢(k) < logl(()];;l) +1, on obtient la minoration
) k log(1+ k)
vgr(¢) —vra,(9) 2 klglf\} Up([ﬁ]!) T gy
Comme v,(al) = a_p%’l(a), si Sp(a) est la somme des chiffres du développement de a en base p,

a _ log(at1)

on en déduit la minoration vy,(al) > , et écrivant k sous la forme k = pla + b, avec

p—1 log p
0<bK ph — 1, la minoration
k log(1+ k) log(p"a +b+1)
([ —r————2% =v,(al) — r
(210 = B o (a) o

a  logla+1) h 7alog(a +1)
p—1 log p log p

=
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ce qui montre que 'on peut prendre pour Ci(r) le minimum de p%l -1+ r)% — r pour
a > 0.

Corollaire 4.18. — Il existe C3(r) € R telle que 'on ait vgr (¢) = vl (¢) — Cs(r) quel que soit
b EC(Zy L),

Démonstration. — Il résulte de la proposition précédente et de ce que vpa,,) (€ikr) = [rl(7)], que
l'on a vgr(e; i) = —1—C1(r) quels que soient i € N et 0 < k < r. Comme les e; ., pour i € N
et 0 < k < r forment une base de Banach de €7 (Z,, L), cela permet de conclure.

Soit ¢ € LCy(Zy, L), et soient
ph—1 +00 "
o) = X Oz, ) = > i) ()
i=1 §=0
les décompositions de Mahler et en ondelettes de ¢.

Proposition 4.19. — Si j < p" —1, alors vy(bj(¢)) > infig; (vp(ai(@)) + £(4) — £(3)).

Démonstration. — En utilisant la formule
1 1 = e
Lo, @ =y 3 ¢= o ¥ Y cte-vi(%)
P CER 0 (i) P CEM (i) T=0
on obtient a;(¢) = fio_l a; ;bi(¢). En utilisant le lemme 2.6, on en déduit la formule b;(¢) =

a;j(¢) — > @ijbi(#), et la minoration
o i)-1
wn(t3(9)) 2 inf (vp(as(6), 0k (wp(0i(0)) + | ) )

Comme
i)—1

j —pl o ptl)—1 _ pt()—1 N ptl)—tl) 1
[ (i) — f(i)*l} -7 [ (i) — pt(i)—1 } [ -1
p p p p p

une récurrence sur j permet de conclure.

| > eG) — i,

Proposition 4.20. — Si {(i) = h, alors vy(bi(¢)) > (infyjy>p vp(aj())) — 1.

Démonstration. — Soient c;j, j € N, les coefficients de Mahler de la fonction continue z +—
¢(z + p"1) — ¢(x). Si on note Py le polynome défini par Py j(z) = (xﬂ;:il) —(3), on a
¢ = Zk>j ai (@) aj(Pyp). Comme les coefficients de Mahler de Py j sont & valeurs dans Z
puisque Py, ,(Z) C Z, on en déduit I'inégalité infy;)—p, vy(cj) = infy(j)>p vp(aj(@)), ce qui prouve
que démontrer I'inégalité v, (b;(¢)) > infyj)—p vp(c;) — 1 suffit pour démontrer la proposition.

Comme ¢“+7"7' = — (*~1 = 0 si ( € p,p1, on obtient ¢; = S 1B, bi(¢), avee By = 0 si
i) < h—1, et

Bij = plh Z C_i(Cph_l ~1)(¢(-1) = plhTth/Qp (CJ(Cp — 1)(¢r — 1)7).
CE,h—Hph—1

Pour démontrer I'inégalité voulue, notons I l'intervalle [p"~*, p" — 1] de N, notons B la matrice
{1} x I des b;j(¢), pour i € I, C celle des ¢;, pour j € I, et M celle des 3; ;, avec (i,5) € I x I.
On a alors C = BM.
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Par ailleurs, si i € I, posons u; = ({,n —1)". Les u;, i € I forment une base de ({, —1)0F, sur
Z,. On note v}, i € I, la base de F}, sur Q, duale de la base u;, i € I. Les u}, ¢ € I forment donc
une base de p~ "0 sur Z,. De méme, si j € I, posons vj = ((p — 1)C_hj. Les vj;, j € I forment
une base de (¢, — 1)0F, sur Zy. On note v}, j € I, la base de Fj, sur Q, duale de la base vj,
€ I. Les v}, j € I forment donc aussi une base de p~"Op sur Z,.

Malntenant comme M est la matrice des p~ Tth/Qp (ujvj), pour (i,7) € I x I, la matrice
inverse de M est celle des phTth/Qp(u;-‘v;"), pour (i,7) € I x I. Elle est donc a coefficients dans
phTth/Qp (p~2hOp,) = p~1Z,. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.21. — Soit v > 0. Si vy(a;(¢)) = rinf(h, £(j)) quel que soit j € N, alors
(i) vp(bi(9)) = r€(i) quel que soit i <ph—1, sir<1;
(ii) vp(bi()) = r4(i) — 1 quel que soiti < p* —1, sir > 1.

Démonstration. — Si r < 1, on utilise la minoration de la prop. 4.19. Celle-ci nous donne
0 (bi(8)) > inf (05 (0) +(0)—£(7)) > nE(rL(J)+(D)—0() > i)+ (1=1) i (60 ~£(7)) > ().

Sir > 1, on fait une récurrence sur h en utilisant la minoration de la prop. 4.20 qui montre
que la minoration que 'on cherche a démontrer est vérifiée si £(i) = h, et si v,(b;) > rh quel que
soit ¢ > phil. Considérons alors

$=b= D bz, = >, bi(d) 0z,
)= i<ph—1-1

et, si j € N, smta =a;(¢). Onaa;-:aj(qb) sij<pht—1let, sij>pht,

0pla) > inf(up(ay(0). inf 0, (5(0))) > h = 1> (1)
L’hypothése de récurrence pour h — 1 permet donc de montrer que l'on a vy (b;(¢)) > r6(i) — 1
si £(i) < h — 1, ce qui permet de conclure.

Corollaire 4.22. — Soit r > 0, soit ¢ € LC(Zy, L), et soit ¢ = > 5 bi($)1
position de ¢ en ondelettes. Alors

(i) sir <1, vp(bi(¢)) = rl(i) + ver (@) quel que soit i € N ;

(ii) sir > 1, vp(bi(@)) = 1€(i) + vgr () — 1 quel que soit i € N.

i ptDZp la décom-

Lemme 4.23. — Il existe Co(r) € R tel que, si ¢ =3 ;cn D o<k VikCikr € LPON(Z, L), ou
les b; 1, sont des éléments de C,, presque tous nuls, alors

(&) — < i ).
vgr (@) — Ca(r) < ieN}giKrUp(bz,k)

Démonstration. — Celle-ci se fait par récurrence sur [r].

e Si[r] =0 (ie. sir < 1), la condition 0 < k < r implique k& = 0. Comme les b; j, sont
presque tous nuls, il existe h tel que b; = 0 si £(i) > h. On déduit alors du (i) du cor. 4.22
que Ton a v,(plf@7lb; o) > vgr(¢) + £(i)r quel que soit @ < p* — 1. On en déduit linégalité
inf;en, o<k<r Up(bik) = ver(9), ce qui permet de conclure.

e Si[r] > 1, soit ¢’ la dérivée de ¢. On peut écrire ¢’ sous la forme

¢ = Z Z (k+1)b; pt1€i kr—1-

€N 0<k<Sr—1
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Comme vgr-1(¢") = vgr () — Co(r), d’apres la prop. 4.3, on déduit de 'hypothése de récurrence
(ie. de I'équivalence des valuations vgr-1 et v, ), 'existence de Cjj(r) € R tel que que
i ) > ver (@) — -1 =C
ieN}Illikgrvp(kbz,k) 2 vgr(¢) — Ca(r — 1) — Cy(r),

et donc que

: Y S e — —1) = C(r) — .
e grvp(buk:)/v% (¢) — Ca(r — 1) — Cy(r) é%%vp(k)

Soit do = D ien 0i,0€i0r = ¢ — D ien Zlgkgr bi k€ikr. On a alors

ver(9o) > inf (vr (@), _ inf _ vy(bin) +ver(einr)

> vgr (@) — Co(r — 1) — sup vp(k) — Ci(r),
1<k<r
d’aprés le lemme 4.8 et la minoration obtenue ci-dessus. Ceci permet, en utilisant le (ii) du
cor. 4.22, d’en déduire la minoration
inf vp(bio) = vgr(¢) — Co(r — 1) — sup vp(k) — Ci(r) — 1.
€N 1<k<r

Ceci permet de conclure.

Ezercice 12. — (i) Soit 0 : Z; — C; un caractére continu.

6(u)

(a) Montrer que la quantité 101%;? ne dépend pas du choix de u € Z; non racine de I'unité.

(b) On note cette quantité w(J). Montrer qu'il existe n(d) > 1 tel que l'on ait

+oo w(é)
§(z) = z¥®) = Z < N >(:c —1)" sizel+pZ,
n=0
En déduire que J est analytique sur a + p”(5)Zp, quel que soit a € Zj.
¢) Montrer que log est analytique sur a + 2pZ,, quel que soit a € Z7.
P P
(ii) Si ¢ € LA(Zp, L), sin € N, on note ¢ op™™ : Z, — L la fonction de support p"Z,, dont la
restriction & p"Z, est donnée par la formule ¢ o p™"(x) = ¢p(p™"x).
(a) Montrer que, si ¢ € LA,(Zy, L), et sin € N, alors ¢op™ € LAy, (Zy, L), et vpa, ., (¢ o
p") = vLa,(9)-
b) Montrer que, si ¢ € LA(Z*, L), si o € L*, et si k € N, alors la série S 7 a™nF¢p o p="
p n=0
converge dans ¢ (Zy, L) si 0 < r < vp(a).
(iil) Soit ¢ : Qp — L un caractére continu vérifiant v,(d(p)) > 0.
(a) Montrer que 6 tend vers 0 en 0.
(b) Montrer que la fonction obtenue en prolongeant par continuité est de classe " sur Z,
pour tout 7 vérifiant 0 < r < v,(d(p)).
(c) Plus généralement, montrer que, si .Z € L, alors ¢ - loggﬂ peut se prolonger en une fonction
de classe €" sur Z,, pour tout r vérifiant 0 < r < v,(d(p)).
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